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Parte I

Conceptos métricos y topologicos en R"






Capitulo 1

Meétricas, normas y productos escalares

El alumno de esta asignatura ya ha realizado un curso anual de 4lgebra lineal y estd fami-
liarizado con los espacios vectoriales de dimension finita, aplicaciones lineales, bases, matrices
y determinantes. Ha adquirido por tanto una comprensién suficiente de la estructura lineal y
afin de los espacios R", aunque quizds no esté tan familiarizado con la estructura métrica de los
mismos. En este primer capitulo resumimos las propiedades mas importantes de los espacios
R™ que tienen que ver con dngulos, ortogonalidad de vectores, y distancias entre puntos (u otros
subconjuntos) del espacio.

Comenzamos recordando la definicién de producto escalar, ortogonalidad de vectores y
subespacios, y demostrando aquellas de sus propiedades que serdn mads tutiles de cara al estudio
de esta asignatura, como la desigualdad de Cauchy-Schwarz. A partir del producto escalar in-
troducimos la norma y la distancia euclideas. Esto da pie a abstraer algunas de las propiedades
esenciales de esta métrica euclidea y llegar asi al concepto de norma en un espacio vectorial.
Continuamos con un breve estudio de las propiedades generales de las normas y algunos ejem-
plos.

Asociada a cada norma tenemos una distancia en el espacio R™ que lo dota de una estructura
de espacio métrico, pero esta distancia no es una métrica arbitraria en R", sino que tiene la
propiedad de ser invariante por traslaciones: ésta es una de las ventajas principales de usar
normas en lugar de distancias. Concluimos estudiando brevemente varios ejemplos concretos
de espacios métricos, asi como algunos conceptos generales que tienen que ver con distancias.

Definicion 1.1. En el espacio vectorial R" se define el producto escalar euclideo de dos vectores
r=(x1,...,2,) ey = (Y1, ..., Yn) € R" como

(z,y) = Z LY
j=1

Geométricamente, este nimero corresponde al coseno del dngulo o que forman los vectores z
y y multiplicado por las longitudes de dichos vectores. En particular, los vectores = e y son
perpendiculares si y sélo si (x,y) = 0.

Las propiedades mas importantes del producto escalar quedan resumidas en la proposicién
siguiente, cuya demostracion es una mera comprobacion que queda a cargo del lector.

Proposicion 1.1. Para cada x,y, 2z € R", A\ € R, tenemos que
1. (x,x) >0, y ademds (x,x) = 0siy solo si x = 0;

2. (z,y) = (y,z);
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3. Az, y) = Mz, y)s
4. (x+y,z) = (x,2) + (y, 2).

Esto, en el lenguaje del dlgebra lineal, simplemente significa que (-, -) es una forma bili-
neal simétrica definida positiva en R". Por supuesto ésta no es la inica forma bilineal con tales
propiedades en R™. Por ejemplo, para cualesquiera nimeros positivos Ay, ..., A,, la aplicacién
(z,y) — 2?21 Ajz;y; tiene las mismas propiedades. De hecho, como el alumno de esta asig-
natura sabe diagonalizar matrices y encontrar bases ortonormales de formas cuadréticas en R",
no debe tener dificultades en admitir que esencialmente, todas las formas bilineales definidas
positivas son de esta forma, en el sentido siguiente: B es una forma bilineal simétrica defi-
nida positiva en R” si y s6lo si existen ndmeros positivos Aq, ..., A,, y un isomorfismo lineal
A:R" — R" condet A = 1 tal que B(x,y) = J(Az, Ay), donde J(z,y) = > 7| \;jz;y;.

Definicion 1.2. Se dice que dos vectores =,y € R™ son ortogonales (o perpendiculares) si
(x,y) = 0, y en este caso escribimos L y. Si A es un subconjunto de R", se define su
complemento ortogonal como
At ={zecR":Vac Az 1a}

Algunas propiedades de esta operacion conjuntista son:

1. Si A C B entonces B+ C A+,

2. At es un subespacio vectorial de R™.

3. [A]* = At, donde [A] denota la envoltura lineal de A.

4. Para todo subespacio W de R" se tiene que dim W + dim W+ =n,yR" = W @ W+.

5. [A] = (A1),

Definicién 1.3. En R" se define la norma euclidea, asociada al producto escalar (-, -), como

ol = /et = (3052)

para cada x € R".

Proposicion 1.2. La norma euclidea tiene las siguientes propiedades, para todos los x,vy, z €
R™, A e R:

1. ||z]| >0, y||z]| = 0siysdlo siz = 0;
2. [[Az]l = [Alllll;
3. (desigualdad triangular) ||z + y|| < ||z| + ||yl

4. (desigualdad de Cauchy-Schwarz) |(z, y)| < ||=|||y]|-



Demostracion. La demostracion de las propiedades 1y 2 es inmediata. La propiedad triangular
no es obvia pero se deduce facilmente de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que a su vez se
prueba como sigue. Por la bilinealidad del producto escalar, y por la propiedad 1, para todo
a € R tenemos que

0< (z+ay,z+ay) = ||z]* + 2a(z,y) + ?|ly[|*;
entonces, suponiento y # 0 (la desigualdad es obvia en este caso) y tomando

_ (=)
lyl1>

(que no es otra cosa que el valor de & que minimiza el segundo miembro de la desigualdad de
arriba, visto como una funcién de «/), obtenemos que

2
||l‘||2 _ <xayz Z 0
Iyl

lo que nos da la desigualdad deseada. La desigualdad triangular se deduce ahora directamente
de:

9

2
lz+ylI* = ll2® + 2(z, ) + Iyl* < ll=l* + 22yl + ly1* = (l= ]+ llyll)"
O

La norma euclidea es el instrumento que usaremos casi siempre a lo largo del curso para
medir longitudes de vectores (o distancias entre puntos).

Definicién 1.4. Dado un vector = de R", definimos su longitud como el nimero ||z||. Si a, b
son puntos de R”, definimos la distancia entre a y b como la longitud del segmento que los une,
estoes, ||b — all.

Las propiedades 1, 2 y 3 de la Proposicion anterior son lo suficientemente ttiles e importan-
tes como para abstraer la clase de funciones que las satisfacen y darles un nombre.

Definicion 1.5. Se dice que una aplicacién || - || : R® — [0, 00) es una norma en el espacio
vectorial R™ si satisface las siguientes propiedades:

l. ||z]] > 0siz #0

2. Nz +yll < llzll + Iyl

3. el = (Al
paratodo z,y € R", A € R.

Como ejemplos tipicos de normas en R" pueden citarse la norma euclidea definida més
arriba, la norma del maximo,

|2]| o = max{|x;| : 1 =1, ...,n},

y mds en general las normas p, definidas por

Izl = (Y Jayl7) "
j=1
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paral <p < ooE]

En la teorfa de este curso usaremos solamente las normas || - ||2, || - [[1 ¥ || - || ¥»> SObre todo,
la euclidea, que es la que nos da la distancia natural en R".

El alumno podria preguntarse qué interés tiene el considerar normas y distancias que no son
naturales en un curso elemental, como no sea el de abultar la teoria o poner a prueba su capaci-
dad de entendimiento. Una de las razones mds importantes es que, incluso a este nivel, consti-
tuyen un valioso instrumento técnico: en diversas demostraciones se realizardn acotaciones que
pueden resultar evidentes para las normas || - ||1, 0 || - ||, O incluso para alguna diferente de
estas, pero no tanto para la norma euclidea, y después, usando el hecho de que todas las normas
en R™ son equivalentes (en el sentido precisado mds abajo, ver la Definicién y el Teorema
[1.3) podrdn obtenerse las desigualdades buscadas para la norma euclidea. Ademds, la norma
|| - ||lso» peSe a no ser la que da la distancia natural en R¥ (0 mas bien precisamente por ello) es la
mds adecuada para el tratamiento del producto cartesiano de conjuntos de R™ y R™ identificado
como un subconjunto de R™*™ (ver el problema 1.10).

Definicion 1.6. Asociada a cada norma || - || en R™ podemos considerar, para cada x € R" y
cada r > 0, la bola abierta de centro x y radio r, definida como

Byy(z,r) = B(z,r) :={y e R" : [ly — af| <r},
y la bola cerrada de centro x y radio r,
Byy(z,r) = Bla,r) ={y eR": |ly —a| < r}.

Esta terminologia adquirird mayor transparencia en el Capitulo 3, donde en particular se ve-
rd que las bolas abiertas son subconjuntos abiertos de R"”, y las bolas cerradas son cerrados.
También definimos la esfera de centro x y radio » como la diferencia entre la bola cerrada y la
abierta con el mismo centro y radio, es decir,

S(x,r):={y eR": ||y —z|| =r}.

Definiciéon 1.7. Se dird que un conjunto A C R" estd acotado cuando existe una bola (con
radio suficientemente grande) que lo contiene. Equivalentemente, A estd acotado en R” si el
subconjunto {||a|| : a € A} de R estd acotado en R.

Ejemplo 1.1. Hacer un dibujo de B (0, 1), donde || - || es cada una de las normas || - [|1, | - [|2,

y || - || del plano R?, comparando unas con otras.

Conviene observar que la definicién de norma [I.5]tiene sentido en cualquier espacio vecto-
rial X (no necesariamente isomorfo a R™). Por ejemplo, en X = C'[0, 1], el espacio vectorial de
todas las funciones continuas f : [0, 1] — R, puede definirse la norma

[flloe = sup{|f ()] : t € [0, 1]} = max{|f ()] : € [0, 1]}

(compruébese que esta férmula define efectivamente una norma en X). En este caso X no
es isomorfo a ningin espacio R™ porque X es un espacio vectorial de dimensién infinita (no
admite ninguna base finita).

'En el siguiente capitulo recordaremos algunas desigualdades importantes que permiten probar facilmente que
estas funciones son, en efecto, normas.
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Definicion 1.8. Se dice que dos normas || - || y p de un espacio vectorial X son equivalentes si
existen M, m > 0 tales que

mllz| < p(z) < M|
para todo z € X. Geométricamente esto significa que
B,(x,mr) C By(x,r) C By(x, Mr)
paracadax € X, r > 0.

Ejemplo 1.2. Demostrar que las normas ||- |1, || - |2 ¥ || - || de R* son equivalentes. Generalizar
el resultado a R", observando que los nimeros M y m que dan la equivalencia de las normas
dependen de la dimensién n.

El siguiente resultado es muy importante ya que nos permite realizar acotaciones con res-
pecto a una norma cualquiera en R” y, automdticamente, obtener otra acotacién del mismo tipo
para la norma euclidea o cualquier otra que se desee.

Teorema 1.3. Todas las normas de R" son equivalentes.

En la demostraciéon de este resultado se usan argumentos de continuidad, por lo que la
aplazamos hasta el capitulo [5| Por supuesto, habra que tener cuidado de no usar este teorema
en la prueba de los resultados en los que a su vez descansa dicha demostracién (esencialmente,
que una funcién continua en un conjunto compacto alzanza un maximo absoluto), pero como
veremos no hay ningtn problema. De hecho puede suponerse que todo el desarrollo tedrico de
la asignatura hasta el capitulo [5] se refiere exclusivamente a una o varias normas equivalentes
fijas (por ejemplo la euclidea, o bien || - |[; 0 || - ||o0» que ya sabemos que son equivalentes por el
Ejemplo|[I.2)), y llegado a ese punto y demostrado este teorema, extender todos los resultados al
caso en que la norma considerada sea cualquier otra.

Se deduce inmediatamente, por ejemplo, que el hecho de que un subconjunto A de R” esté
acotado no depende de la norma en cuestion.

Como curiosidad mencionaremos que este resultado no es cierto en espacios vectoriales nor-
mados de dimensién infinita: en todo tal espacio (por ejemplo en C[0, 1], ver el ejercicio
existen siempre normas que no son equivalentes, y por tanto también conjuntos que son acota-
dos para unas normas pero no para otras. Por tanto, un espacio de vectorial X es de dimension
finita si y s6lo si todas las normas en X son equivalentes.

Ya hemos dejado ver que toda norma || - || lleva aparejada una nocién de distancia entre los
puntos de un espacio vectorial X, sin mds que definir la distancia entre dos puntos z,y € X
como d(z,y) = ||z — y||- Las siguientes propiedades se demuestran inmediatamente a partir de
la definicion y de las propiedades de las normas. Para todos z,y, z,a € X se tiene que:

1. d(z,y) >0siz #y,yd(z,x) =0;
2. d(z,y) = d(y, »);
3. d(x,y) <d(z,z) +d(z,y).

Estas propiedades son importantes y dan lugar, a su vez, a una nueva nocién de proximi-
dad entre puntos que tiene sentido, incluso, en conjuntos que no tienen presupuesta ninguna
estructura lineal.
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Definicion 1.9. Se dice que (X, d) es un espacio métrico si X es un conjunto no vacio con una
una funcidn, llamada distancia (o métrica, d : X x X — [0, 00) que tiene las propiedades 1, 2
y 3 anteriores.

Por ejemplo, en el conjunto Z puede definirse la distancia d(n, m) = |n — m| de modo que
(Z,d) es un espacio métrico.

Definicién 1.10. Si (X, d) es un espacio métrico, definimos la bola abierta de centro z € X'y
radio r > 0 como B(x,r) = {y € X : d(y,x) < r}, y labola cerrada por B(z,r) = {y € X :
d(y,z) < r}.Si A es un subconjunto no vacio de X, se define la distancia de un punto z € X

al conjunto A por
d(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Para A, B subconjuntos no vacios de X, la distancia entre Ay B se define por
d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}.

Llamamos didmetro de A al supremo de las distancias entre dos puntos cualesquiera de A, es
decir,
diam(A) := sup{d(z,y) : z,y € A}

Se dice que un subconjunto A de X estd acotado si existe una bola que lo contiene, lo que
equivale a que diam(A) < oo.

Como en el caso de normas, podemos definir distancias equivalentes en un espacio métrico.
Si X es un conjunto en el que tenemos definidas dos distancias d; y ds, diremos que d; y ds
son métricas equivalentes si para cada x € X y r > 0, existen 1, 7o > 0 tales que By, (x,r;) C
By, (x,r), y también Bg,(z,79) C Bg,(z,7). Es importante observar que los nimeros rq, s,
incluso para un 7 fijo, en general dependen del punto x. Si no existe tal dependencia del punto
x (es decir, si dado r > 0 existen 71, 7 tales que los contenidos anteriores se cumplen para todo
x € X), diremos que d; y ds son uniformemente equivalentesE] Esto es lo mismo que decir que
para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que:

di(z,y) <0 = da(z,y) < ¢ paratodos z,y € X,

y que
do(x,y) <0 = di(x,y) < ¢ paratodos z,y € X.

Por otra parte diremos que d; y ds son fuertemente equivalentes si existen constantes o, 5 >
0 tales que, para todos z,y € X, se tiene

Oédl(x7y) < dg(I,y) < 5d1($,y)

Equivalentemente, para todo » > 0y todo x € X, se tiene By, (x,r/8) C By,(z,7), y
By, (z,ar) C Bg,(x,r). En particular dos métricas fuertemente equivalentes son uniforme-
mente equivalentes, y por tanto también equivalentes.

Ejemplo 1.3. En el conjunto X = R puede definirse la funcién
d(z,y) = |arctg(x) — arctg(y)|

de modo que (R, d) es un espacio métrico en el que todo subconjunto (jincluido el propio R!)
estd acotado.

2Cuando lleguemos al capitulo 5, resultar4 evidente que esta condicién también equivale a decir que la apli-
cacion I : (X,dy) — (X, ds) definida por [(x) = x es uniformemente continua y tiene inversa uniformemente
continua.
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Si (X, dx) e (Y, dy) son espacios métricos, puede dotarse al producto cartesiano X x Y de
una estructura de espacio métrico de varias maneras. Por ejemplo, puede definirse

doo ((z,9), (z,w)) = méx{dx (z, 2)dy (y,w)}.

Es inmediato comprobar que d,, es una distancia en X x Y. También podriamos haber definido
otras distancias mds o menos naturales en X X Y. Por ejemplo

di ((z,y), (z,w)) = dx(z,2) + dy(y,w),

o incluso
dg((x, Y), (2, w)) = (dX($, 2)% + dy (y, w)2)1/2.

Aunque en este contexto la métrica d, es la mas usual y la que tomaremos como definicién de
métrica producto, salvo mencion explicita en sentido contrario, puede comprobarse que las tres
distancias son uniformemente equivalentes (ver el Problema I.22]).

Observacion 1.4. Es natural preguntarse si es cierto un teorema andlogo al [1.3| para el caso de
espacios métricos. La respuesta es que no: existen distancias en R que no son equivalentes a
la usual (inducida por el valor absoluto). Una manera de verlo es considerar en R la distancia
discreta D definida por D(x,y) = 1siz # y,y D(z,y) = 0 si z = y. Es facil comprobar que
D es una distancia que no es equivalente a la usual en R (la bola de centro 0 y radio 1/2 para la
distancia D se reduce al punto 0, y por tanto no contiene ninguna bola para la distancia usual).

1.1. Problemas

Problema 1.1. Si || - || es una norma en un espacio vectorial X, demostrar que

[l = llyll| < llz =yl
para todo z,y € X. ;Cudl es el andlogo de esta propiedad para distancias?
Problema 1.2. Comprobar que las siguientes expresiones definen normas en R?:
L@ y)lla = 5(12] + [y]) + (2 + %)%
2 ()l = (22 + 2y +37)'2

Indicacion: para el segundo caso, puede ser aconsejable completar cuadrados dentro de la raiz
y observar que ||(z,y)|ls = ||T(z,y)]|2, donde T es un automorfismo lineal de R.

Problema 1.3. Si 7" es un automorfismo lineal de R™ y || - || es una norma cualquiera de R”,
demostrar que la expresion p(z) = ||T'(x)|| define una norma en R™.

Problema 1.4. Si || - || es la norma euclidea de R”, demostrar que:
1. (Ley del paralelogramo) 2||z||? + 2||y||* = |l + y||* + ||z — y||*;
2. lz +yllllz = yll < =l + llyl1*;

3. (Identidad de polarizacién) 4(x,y) = ||z + y||* — ||z — y||*



14 CAPITULO 1. METRICAS, NORMAS Y PRODUCTOS ESCALARES

Problema 1.5. Si || - || es una norma en R" que cumple la ley del paralelogramo, probar que
proviene de un producto escalar. Indicacion: definir el candidato a producto escalar a partir de
la identidad de polarizacion.

Problema 1.6. En la desigualdad de Cauchy-Schwarz, demostrar que la igualdad se tiene si y
soOlo si los vectores x € y son proporcionales.

Problema 1.7. Si A = {(z,y,z,w) € R* 1z +y — 2 =0,y + 2z — w = 0}, hallar A*.

Problema 1.8. Probar que si vy, ..., v,, son vectores no nulos y ortogonales dos a dos (es decir,
v; L v, sii # j), entonces los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes.

Problema 1.9. En el espacio vectorial C[0, 1] de todas las funciones continuas en el intervalo
[0, 1], definamos

(f.9) = /0 f(t)g(t)dt.

Comprobar que esta formula define un producto escalar en C[0, 1]. Exhibir dos funciones no
nulas y ortogonales entre si. Después construir una sucesién de funciones no nulas (f,,) en
C'0,1] tales que f,, L f,, si n # m. Concluir que el espacio vectorial C'[0, 1] tiene dimensién
infinita.

Problema 1.10. Identificando R™ x R™ con R"*" y usando la norma || - ||, en estos espacios,
pruébese que para cada (z,y) € R y cada r > 0 se tiene que

Boo(x,r) X Boo(y,7) = BOO((a:,y),r).

Problema 1.11. Dibujar una funcién continua f cualquiera en el intervalo [0, 1]. Después, di-
bujar la bola cerrada de centro f y radio r > 0 en el espacio normado (C0, 1], || - ||oc)-

Problema 1.12. Sea || - || la norma definida a través del producto escalar del problema|l.9en

C'0, 1], esto es, 1
I = ( [ separ)”,

y consideremos también la norma ya definida anteriormente en este espacio,

[flloe = sup{|f ()] : € [0, 1]}.

Probar que las normas || - ||2 y || - ||ec 70 son equivalentes en C[0, 1] (y de paso nétese que
esto proporciona otra demostracion de que C'[0, 1] tiene dimensién infinita, via el Teorema .
Indicacion: construir una sucesion de funciones (f,,) C C[0, 1] que esté acotada para la norma
I+ |2 pero no para || - o

Problema 1.13. Sea F un espacio vectorial cualquiera de dimension finita. Construir una norma
en E.

Problema 1.14. Construir una métrica en el conjunto X = N x N de modo que todos los
subconjuntos de X estén acotados.

Problema 1.15. Estudiar si los siguientes subconjuntos de R™ estdn o no acotados:
A: {<x7y7z) ER?) :‘1.2_'_3/2 = 1’2:x2_y2};
B ={(r,y) € R2 - y = sin%,x #0};
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C={(z,y,2) eR®:2? =y’ =1, 2+ 2 +y=0}.
Problema 1.16. Estudiar cudles de las siguientes expresiones definen métricas en X:
1. d(z,y) = |2 — 2, X = R;
2. d(n,m) =%+ L=sin#m,yd(n,m)=0sin=m, X =N;

3. X =RY el conjunto de sucesiones de nimeros reales,

_ - Zn — Yl

n=1

Problema 1.17. Demostrar que la funcién distancia de un espacio métrico X satisface que
|d(x, z) — d(y, )| < d(z,y)

paratodo z,y,z € X

Problema 1.18. Mais en general, si A es un subconjunto no vacio de un espacio métrico X,
demostrar que

paratodo x,y € X. Se dice entonces que la funcién z € X +— d(x, A) es 1-Lipschitz.

Problema 1.19. Si || - ||; y || - ||2 son dos normas en un espacio vectorial X, denotemos por
dy y ds las distancias que dichas normas inducen. Probar que las normas || - ||; y || - ||2 son
equivalentes si y sélo si las distancias d; y ds son equivalentes.

Problema 1.20. Probar que la unién finita de subconjuntos acotados de X es acotada en X. En
particular todo conjunto finito es acotado.

Problema 1.21. Se dice que dos espacios métricos (X1, d1) y (X2, d2) son isométricos si existe
una biyeccién f : X; — X, tal que d(f(z), f(y)) = d(x,y) para todo x,y € X;. Si f no
es biyectiva se habla de una inyeccion isométrica de X; en X,. Dos espacios isométricos son
indistinguibles desde el punto de vista métrico, y por tanto pueden identificarse cuando ello
resulta conveniente, en problemas de naturaleza métrica, claro esta.

Probar que (C, |-]) y (R?, ||-||2) son isométricos. Demostrar también que R” > z — (,0) €
R™™™ es una inyeccién isométrica cuando se consideran las distancias generadas por las normas
| =1l || - ll2 0] - || (;8€rd esto cierto para cualquier norma?). Dar otros ejemplos de espacios
isométricos.

Problema 1.22. Comprobar que las distancias d.., d; y dy definidas en el espacio producto
X x Y son fuertememente equivalentes.

Problema 1.23. Demostrar que dos normas en un espacio vectorial son equivalentes si y sélo
si las distancias que definen son fuertememente equivalentes.
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CAPITULO 1. METRICAS, NORMAS Y PRODUCTOS ESCALARES



Capitulo 2

Algunas desigualdades importantes

En este capitulo demostraremos algunas desigualdades cldsicas debidas a Jensen, Young,
Holder y Minkowski, que resultardn ttiles en esta asignatura y en muchas otras.

Comenzamos con una propiedad de las funciones convexas que nos servird para deducir la
desigualdad de Jensen.

Proposicion 2.1. Si h : (¢,d) C R — R es convexa entonces para todo x € (c,d) existe £ € R
tal que h(x) > h(xy) + {(z — xo) para todo © € (c,d).

Demostracion. Como la funcién h es convexa, se tiene, para todo x, y,t, s € (¢,d) cons < t <
To < x <Y, que

fwo) = f(s) _ flwo) = F(O) _ f(@) = () _ f&) = flwo) _ fly) = flwo)

Tog— S T — 1t r—t T — Iy Y — To

: . 1 s f(@)—f(xo) :
Estas desigualdades implican que la funcién (d, xg) > = — T@O es creciente y €s mayor o

igual que la funcion (¢, zg) > t — w que también es creciente. Se sigue que existen los

limites lim_, - %‘Zéxo) y lim S %, y que
h(z) —h h(z) —h
i M) =00 g 0@) = h(zo)
T T — T :(:—):zzar T —Xo

El primero de los limites es la pendiente de una recta tangente por la izquierda en x a la grafica
de h, y el segundo es la pendiente de una recta tangente por la derecha en r a la misma gréfica.
Si tomamos § como cualquier nimero entre lim g h(g”; o y lim,, v %ﬁéxo) tenemos
que la recta de pendiente £ que pasa por el punto (g, h(z)) toca a la grifica de h en (xg, h(xg))
y queda por debajo de dicha grifica. Es decir, tenemos que h(z) > h(zg) + £(x — xo) para todo

€ (¢, d). O

Teorema 2.2 (Desigualdad de Jensen). Probar que si [ es una funcion integrable en (a,b) y
h : R — R es convexa entonces se tiene que

h (ﬁ /abf(t)dt) < ﬁ/abh(f(t))dt. @0

Demostracion. Consideremos o = ﬁ ff f(s)ds. Por la proposicién anterior sabemos que
existe £ € R tal que h(z) > h(xg) + £(x — x¢) para todo z € R. Tomando = de la forma
x = f(t) obtenemos entonces

b0 2 0 (= [t jae) +¢ (100 - /f i)

17
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para todo ¢ € (a,b). Integrando ahora en (a, b) deducimos que

[ sz o-an (1 [+ e (50 -1 [ o) a
oo (e [ 0w

de donde se desprende la desigualdad deseada. [

Proposicion 2.3 (Desigualdad de Young). Dados 1 < p,q < o< tales que i + % = 1, se tiene
que para cualesquiera x,y > 0,
q
zy < < — —|— y_
p q

Demostracion. Observemos que la funcion R > 2 — e” € R es convexa. Entonces, como
1/p+1/q =1, tenemos
log(zp)+log(yq) 1 1610g(yq) yq

zy=e » o0 < —lE) 4 iy
p q P q

]

Teorema 2.4 (Desigualdad de Holder). Sean f,g : (a,b) — R funciones que son continuas
salvo en una cantidad finita de puntos, y p,q nimeros reales tales que 1 < p,q < 0o, y 1 =
% + %. Supongamos que las integrales fab |f(t)|Pdt y f |g(t)|9dt son finitas. Entonces se tiene

que
[ iswgtone< ([ |f(t)|”dt>; (f |g<t>,th>3 | 22

Demostracion. Si alguna de las integrales fab |f()|Pdt o f lg(t)|?dt es cero entonces necesa-
riamente la correspondiente funcidn es cero salvo a lo sumo en una cantidad finita de puntos,
de lo que se deduce que t — f(t)g(t) también lo es, y por tanto la desigualdad resulta trivial.

Abhora, si f:| f(t)|pdt 7é 0 # f |g(t)|?dt, podemos usar la desigualdad de Young con
01/ (J1565)es) "y = lg(ol/ (S gts)lods) " obteniendo que

£ ()g(t)] S AT W VO
(H1rpas) " (P lgteppeas) "~ P LSS 0 [ lgGs) s

lo que al integrar en (a, b) nos da

b
t)g(t 1 1
R
© (S1Fseds) (S g(s)leds)
de donde se deduce la desigualdad del enunciado. O

Teorema 2.5 (Desigualdad de Minkowski). Sean f, g : (a,b) — R funciones que son continuas
salvo en una cantidad finita de puntos, y p un niimero tal que 1 < p < oo. Supongamos que las
integrales fab IfIPy fab |g|P son finitas. Entonces se tiene que

()" ()" ([1)”



19

Demostracion. Como en el caso p = 1 la desigualdad es trivial, podemos supponer p > 1. Sea
g =p/(p — 1) (de modo que se tiene i + é = 1). Usando la desigualdad de Ho6lder tenemos

b b b b
[irear< [Areartantvioh = [ 1+l [ 1+ grle

b b b b
< / 4P+ / 4+ gl gl = / 1+ Pl f]+ / 1+ glP7g]

(o o (o )
(o) ()™ (o))

(o) ()" L))

de donde se desprende la desigualdad del enunciado. 0

Con las mismas demostraciones, o bien aplicando los resultados anteriores a funciones es-
calonadas adecuadamente definidas, se deducen las versiones discretas de las desigualdades de
Holder y Minkowski.

Teorema 2.6. Sean p € (1,00), y ¢ = p(p—1). Para cualesquiera vectores a = (ay, ..., a,), b =
(b1, ..., b,) € R" se tiene que:

n n 1/p n 1/q
Z|ajbj|§(2|%|p) (Z|bj|‘1> :

J=1 J=1 J=1

n 1/p n 1/p n 1/p
(zmjw) g(zmjw) +(z|bj|p) |
j=1 j=1 j=1

También, pasando al limite cuando n — oo, o volviendo a aplicar las desigualdades in-
tegrales con funciones escalonadas adecuadamente definidas, se deducen las correspondientes
desigualdades para sumas infinitas

y que

Teorema 2.7. Sean p € (1,00), y ¢ = p(p — 1). Para cualesquiera sucesiones de niimeros
reales o complejos (a;)jen, (bj);en se tiene que:

o9 00 1/10 00 1/‘1
z\ams(zw) (ZW) |
j=1 j=1 j=1

00 1/p 0 1/p o0 1/p
(Z |a; + bj|p> < (Z |aj|p> + (Z |bj!p> :
j=1 j=1 j=1

y que
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Capitulo 3

Conceptos topologicos basicos

A lo largo de este capitulo supondremos que X denota el espacio R™ o, mds en general,
cualquier espacio métrico. En el caso de que (X, || - ||) sea un espacio normado, d designard
la distancia asociada a la norma || - ||. Todos los resultados y definiciones de este capitulo son,
por tanto, validos en cualquier espacio métrico. Aunque la gran mayoria de los ejemplos y
ejercicios se referirdn al espacio R™ (y de hecho se aconsejard al alumno que para fijar ideas
piense siempre en los casos X = R? o X = R3), por simplicidad, y para evitar repeticiones
en ulteriores desarrollos tedricos (como por ejemplo al definir abiertos y cerrados relativos a un
subconjunto de R"), resulta conveniente definir los conceptos topoldgicos bdsicos en cualquier
espacio métrico (X, d). Ademds la teorfa de espacios métricos que desarrollaremos en este
capitulo y los siguientes serd de utilidad al alumno en futuras asignaturas de Andlisis del grado.

Definicién 3.1. Se dice que un subconjunto U de X es abierto si, para cada punto x € U, existe
r > 0 tal que B(z,r) C U. En otras palabras, U es abierto si es unién de bolas abiertas.
Se dice que un subconjunto F' de X es cerrado si su complementario X \ F es abierto.

Ejemplo 3.1. Toda bola abierta de X es un abierto, y toda bola cerrada es un cerrado.

Es importante observar que el r de la definicién depende de cada punto x, y en general se
hard cada vez mds pequefio cuanto mds préximo esté x de la frontera de U. Considérese, por
ejemplo, el caso de una bola abierta, o el del complementario de una recta en R?.

Proposicion 3.1. La union de una familia cualquiera de subconjuntos abiertos de X es un
abierto. La interseccion de una familia finita de abiertos es un abierto.

Demostracion. Puesto que un conjunto es abierto si y sélo si es unién (arbitraria) de bolas
abiertas, la primera propiedad es evidente. Para demostrar la segunda, sean A, ..., A,, sub-
conjuntos abiertos de un esacio métrico (X,d). Dado = € ﬂ;n:l Aj, se tiene que z € A,
para cada j = 1,...,m. Puesto que los conjuntos A; son abiertos, para cada j € {1,...,n}
existe r; > 0 tal que B(x,r;) C Aj;. Definamos r = min{r;...,r,,}. Es claro que » > 0y
B(z,r) C B(z,7;) C Aj paracada j € {1,...,m}, luego también B(z,r) C (2, A;. O

La condicién de finitud en la segunda parte de la proposicion anterior es esencial en general:
considérese el ejemplo de una familia de bolas abiertas de centro el origen del plano R? y de
radio 1/n, con n € N, cuya interseccién es {0}, que no es abierto (;por qué?). Lo mismo cabe
observar de la segunda parte de la proposicion siguiente.

Proposicion 3.2. La interseccion de una familia cualquiera de subconjuntos cerrados de X es
un cerrado. La union de una familia finita de cerrados es un cerrado.

21
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Demostracion. Se deduce de la proposicién anterior tomando complementarios. Los detalles se
dejan como ejercicio para el alumno. [

Debe observarse también que tanto el propio X como el subconjunto vacio () son a la vez
abiertos y cerrados de X.

Proposicion 3.3. Consideremos un conjunto X con dos métricas d; y ds. Las distancias dy y
ds son equivalentes si'y solo si definen los mismos conjuntos abiertos.

Demostracion. Supongamos primero que d; y dy son distancias equivalentes en X. Sea A un
conjunto abierto en (X, d;). Entonces para cada z € A existe rl > 0 tal que By, (z,r}) C
A. Como las distancias d;,dy son equivalentes, para cada una de las bolas By, (z,7}) (en la
distancia d;) existe un 72 > 0 tal que la bola Bg,(z,72) (en la distancia dy) estd contenida en
By, (x,7}). Por tanto tenemos By, (z,72) C By, (x,rl) C A para cada x € A, lo que implica
que A es abierto en (X, dy). Andlogamente se ve que si A es abierto en (X, dy) entonces A es
abierto en (X, d; ). Por consiguiente los espacios métricos (X, d;) y (X, d2) poseen los mismos
abiertos.

Reciprocamente, supongamos que (X, d;) y (X, ds) tienen los mismos abiertos. Como una
bola abierta By, (x,71) es un conjunto abierto en (X, d;), y por tanto también en (X, ds), y
xr € By, (z,11), existe 7o > 0 tal que By,(x,r2) C By, (x,r;). Andlogamente, para cada bola
By, (x, s9) existe s; > 0 tal que By, (z, s1) C Bg,(z, s2). Consiguientemente las distancias d; y
ds son equivalentes. [

Como en R" todas las normas son equivalentes, y por el ejercicio [1.19] sabemos que dos
normas son equivalentes si y sélo si inducen distancias equivalentes, se deduce inmediatamente
lo siguiente.

Corolario 3.4. La definicion de conjunto abierto en R™ no depende de la norma empleada,
es decir, diferentes normas en R"™ dan lugar a los mismos conjuntos abiertos (y también los
mismos cerrados).

Definiciéon 3.2. Se dice que un subconjunto W de X es un entorno de un punto z € X si
existe un abierto U de X tal que x € U C . O lo que es lo mismo, si existe r,, > 0 tal que
B(z,r,) CW.

Ejercicio 3.1. Probar que un conjunto es abierto si y sélo si es entorno de cada uno de sus
puntos.

Ejercicio 3.2. Demostrar que la interseccion de una familia finita de entornos de un punto x
sigue siendo entorno de z.

Aunque en este curso no se hablard de espacios topoldgicos, merece la pena resefiar que
siempre que X es un conjunto no vacio en el que se ha destacado una familia 7 de subconjuntos,
llamados por definicion abiertos, que satisfacen la Proposicion y de modo que tanto X
como () estdn en la familia 7, se dice que (X, 7) es un espacio topoldgico, y de 7 se dice que es
una topologia en X.

Pasamos ahora a estudiar los conceptos de adherencia e interior.

Definicién 3.3. Se dice que un punto x es adherente a un subconjunto A de X si todo entorno
de x corta a A, es decir, si para todo r > 0 existe y € A tal que d(y,x) < r. Se define la
adherencia de A, y se denota A, como el conjunto de todos los puntos adherentes a A.
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Por ejemplo, (0, 0) es un punto adherente del conjunto A = {(z,y) € R? : y = 1/n,n € N}
en el plano.
Ejercicio 3.3. Probar que, para todo A C X, su adherencia A es un cerrado.

Definicién 3.4. Se dice que un punto x es interior a un subconjunto A de X si A es entorno de
x, es decir, si existe r > 0 tal que B(x,r) C A. Se define el interior de A, y se denota int(A),
como el conjunto de todos los puntos interiores a A.

Por ejemplo, (1/2,0) es un punto interior de {(z,y) € R*: 0 < z < 1}.
Proposicion 3.5. Sean A, B subconjuntos de X. Se tiene que:

1. int(A) C A.
Si A C B entonces int(A) C int(B).
ACA

Si A C B entonces A C B.

SO N

El interior de A es el mayor abierto contenido en A, esto es,

int(A) = U{U C X : U abierto, U C A}.

6. X\ A=int(X\ A).
7. X\ A= X \int(A).
8. La adherencia de A es el menor cerrado que contiene a A, es decir,

z:ﬂ{FCX:Fcermdo,AgF}.

Demostracion. (1), (2), (3) y (4) son evidentes a partir de la definicién de interior y de ad-
herencia. Para probar (5), veamos primero que int(A) es abierto para todo conjunto A. Dado
cualquier = € int(A), existe r, > 0 tal que B(z,r) C A. Como la bola B(x,r,) es abierta,
para cada y € B(z,r,) tal que B(y,s,) C B(z,r) C A. Por tanto y € int(A) para cada
y € B(z,r;). Es decir, B(z,7,) C int(A), para cada = € int(A). Luego

int(A) € | Blz,re) Cint(A),
x€int(A)
y por tanto
int(A) = B(z,ry)
z€int(A)
es abierto por ser union de bolas abiertas. Ahora, como int(A) es abierto y estd contenido en A,
es evidente que

int(A) € | {U € X : U abierto, U C A}.

Por otro lado, si U es abierto, entonces por las definiciones de conjunto abierto y de interior es
evidente que U C int(U), y por tanto que int(U) = U. Luego, para todo abierto U con U C A,
se tiene U = int(U) C int(A), y por tanto

int(A) 2 | {U € X : U abierto, U C A}.
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Esto prueba (5).

Las demostraciones de (6) y (7) son inmediatas. Finalmente (8) se demuestra facilmente
a partir de (5), tomando complementarios y usando (6) y (7). Los detalles quedan a cargo del
lector. [l

Corolario 3.6. Un conjunto A es abierto siy solo si A = int(A). Un conjunto C' es cerrado si
y solo si C = C. Ademds,

1. int(int(A)) = int(A);

2.C=C.

Demostracion. En la demostracion de la proposicion anterior ya se ha visto que si A es abierto
entonces A = int(A); también se ha avisto que el interior de un conjunto es siempre abierto.
Por tanto es también claro que si A = int(A) entonces A es abierto. Considerando A = X \ C'
y aplicando (6) y (7) de la proposicién anterior y el hecho recién demostrado que A es abierto
si'y sélo si A = int(A), deducimos que C' es cerrado si y s6lo si C' = C.

Finalmente, como int(A) es siempre abierto, se deduce que int(int(A)) = int(A). Anédloga-
mente, C' = C. O

Definamos ahora la frontera y la acumulacién de un conjunto.
Definicion 3.5. Se define la frontera de un subconjunto A de X como
A = A\int(A) = ANX\ A.
Es decir, x € JA si para todo r > 0 se tiene que B(z,7) N A # 0 # B(z,r) N (X \ A).

Por ejemplo, si A = {(z,y) e R?: 2?2 +y* < 1} y B = {(z,y) € R? : 2,y € Q} entonces
0A ={(z,y) eR? : 2> +y* = 1},y OB = R%

Conviene notar que, como consecuencia inmediata de la definicién, la frontera de un con-
junto es siempre un cerrado.

Definicion 3.6. Se dice que x es un punto de acumulacion de un subconjunto A de X si todo
entorno de = contiene un punto de A distinto de z, es decir, si para todo r > 0 se tiene B(x,r) N
(A\ {z}) # 0. Denotaremos el conjunto de todos los puntos de acumulacién de A por A’

Siz € Ay x no es punto de acumulacién de A, se dice que x es un punto aislado de A.

Por ejemplo, el origen es punto de acumulacién del conjunto A = {(z,y) € R? : 2% +¢y* =
1/n%,n € N}, que no tiene puntos aislados. Por otro lado, el conjunto N x N no tiene ningtin
punto de acumulacién en R? y todos sus puntos son aislados. Por tltimo, todos los puntos del
conjunto del plano C' = {(n,n + 1/2m) : n,m € N} son aislados, pero tiene infinitos puntos
de acumulacién (a saber, C' = {(n,n) : n € N}).

Proposicion 3.7. Para todo A C X se tiene que A = AU A'. De hecho la adherencia de A es
la union de la acumulacion de A con todos los puntos aislados de A.

En particular se tiene que un conjunto A es cerrado si 'y solo si contiene todos sus puntos
de acumulacion, es decir, si'y solo si A’ C A.

Demostracion. Por la definicion es evidente que todo punto de acumulacién de A es un punto
de adherencia de A, y que todo punto de A es adherente a A. Luego se tiene A U A’ C A.
Por otro lado, si z € A\ A’ entonces para algiin r > 0 se tiene B(z,7) N (A\ {z}) =0y
B(z,r) N A # (), luego necesariamente x € A. Hemos probado asi que A = A U A’. Como los
puntos de A que no estan en A’ son por definicion puntos aislados de A, también se tiene que a

adherencia de A es la unién de la acumulacién de A con todos los puntos aislados de A. [
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Definicion 3.7. Si (X,d) es un espacio métrico e Y es un subconjunto no vacio de X, es
evidente que la distancia d de X, al restringirla a Y, sigue teniendo las propiedades 1,2y 3
de la definicion Luego (Y, d) tiene una estructura natural de espacio métrico. Se dice que
(Y, d) es un subespacio métrico de (X, d). Por consiguiente todas las definiciones y resultados
anteriores se aplican también al espacio (Y, d). En este contexto, si un subconjunto A de Y es
abierto en (Y, d), diremos que A es un abierto relativo a Y. Esto, en general, no quiere decir
que A sea abierto en X, como prueba el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2. Sean X = R, Y = [0,5), A = [0, 3). El conjunto A es un abierto relativo a Y/,
pero no es abierto en X.

Andlogamente, se dice que un conjunto C' es cerrado relativo a Y si C' es cerrado en (Y, d).
Nuevamente, esto no implica en general que C' sea un cerrado de X (;por qué?). Podemos
definir de igual modo interior, adherencia, frontera y acumulacién relativa de un subconjunto
de Y.

El siguiente resultado caracteriza los abiertos y cerrados relativos de un subespacio métrico
Y de X.

Proposicion 3.8. Sea Y un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X, d). Entonces
1. A es un abierto relativo a'Y siy solo si existe G abierto en X tal que A =GNY.
2. C es un cerrado relativo a'Y siy solo si existe F' cerrado en X tal que C' = F NY.

Demostracion. En efecto, si A = G NY, con G abierto en X, es evidente que A es abierto
en Y. Reciprocamente, si A es abierto relativo a Y, para cada y € A existe r, > 0 tal que
By (y,r,) C A. Definamos

G = Bx(y,my),

yeA

entonces es claro que G es abierto en X y G N'Y = A. El caso de cerrados puede tratarse
tomando complementarios. [

Corolario 3.9. Si Y es abierto en X y A es un abierto relativo a Y, entonces A es también
abierto en X. Andlogamente, si 'Y es cerrado en X y C es cerrado relativo a'Y, entonces C' es
cerrado en X.

Es bien sabido que el conjunto Q es denso en R, es decir, en todo intervalo abierto de
nimeros reales siempre hay algiin ndmero racional, o bien Q = R. La nocién de densidad
puede generalizarse a cualquier espacio métrico.

Definicién 3.8. Se dice que un conjunto D de X es denso si D = X. Cuando en un espacio
métrico X existe un subconjunto numerable que es denso, se dice que X es separable.

Utilizando el hecho de que @ = R, no es dificil ver que Q" es denso en R" (problema
3.18]). En particular se deduce que R" es separable. El siguiente teorema nos revela una de las
propiedades mds interesantes y utilizadas de los espacios separables.

Teorema 3.10. Si X es un espacio métrico separable, entonces todo recubrimiento por abiertos
de X tiene un subrecubrimiento numerable. Es decir, si

X ¢ (U,

acl
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donde {U,}acr es una familia cualquiera de abiertos, entonces existe una sucesion (a,,) de
indices de I tales que
o0
xclJu..
n=1

Demostracion. Sea D = {x,, : n € N} un subconjunto denso de X. Para cada x,, definamos
R, :=sup{r >0|3Ja € I: B(z,,r) CU,}.

Como el conjunto es no vacio (ya que la unién de los U, recubre X), R, € (0, +oc] estd bien
definido.
Para cada n € N podemos escoger entonces o, € 'y r,, > 0 tales que

B(xp,rn) CU,, y
ry > % si R, < +o00, r, =1cuando R, = +00.

Veamos que X C UZO:1 U,,. Sea x € X, entonces existe « € [ conz € U, y, como U, es
abierto, podemos encontrar r € (0, 1) tal que B(z,3r) C U,. Ahora, por la densidad de D
existe n € N tal que d(x, x,,) < r. Entonces

x € B(x,,r) C B(x,,2r) C B(x,3r) C U,.

Por la definicién de R,, esto implica que 2r < R,,. Luego
R,
r < min{;, 1} <rp,
y de esto se sigue que x € B(z,,r) C B(zy,1,) C U,,, es decir, z € U,,,. O

Finalizamos el capitulo con una observacién importante. Por el Corolario [3.4] sabemos que
la definicion de abierto no depende de la norma que consideremos en R". Por otro lado, re-
sulta evidente que todos los conceptos que se han definido en este capitulo pueden formularse
exclusivamente en términos de abiertos. Por consiguiente ni el interior, ni la adherencia, ni la
acumulacidn, ni la frontera, ni la densidad de un subconjunto de R™ dependen de la norma
considerada en R".

3.1. Problemas

Problema 3.1. Determinar si los siguientes subconjuntos de R" son abiertos o cerrados. Hallar
también su interior, adherencia, frontera y puntos de acumulacion:

={(z,y) eR*: 0 <z < 1};

{(z,y) e R?* : zy > 1};

{(z,y,2) eR®: ¢y +22<1,0< < 1}

H O Q W
I

(

(

{(z,y) e R?:y < 2% 2 € Q)
{(z,y) eR? : y = x/n,n € N};
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F={(z,y) eR*:y=ra,r € Q};

G={(r,y,2) eR3: 22+ + 22 < 1,2 > 2® + y*};

H={(r,y,z,w) ER*:x+y—z+w=>5}

I={(z,y) e R?*:y =sin(1/x),x # 0};

J={(x,y) e R*:y = f(x)},donde f : R — R es una funcién continua.

Problema 3.2. Sea A un subconjunto abierto de R”, y B C R" un subconjunto cualquiera no
vacio. Probar que el conjunto

A+B:={z+yeR":x€ A ye B}
es un abierto de R™.

Problema 3.3. Sea A un subconjunto cualquiera no vacio de X, r > 0, y definamos B = {z €
X :d(z,y) < r paraalginy € A}. Probar que B es abierto.

Problema 3.4. Demostrar que la esfera S(z,r) = {y € X : d(y,x) = r} de un espacio métrico
es un conjunto cerrado.

Problema 3.5. Demostrar que cualquier hiperplano en R" es cerrado y tiene interior vacio.

Problema 3.6. Demostrar que si A C B entonces int(A) C int(B), y que A C B. Se dice por
esto que la adherencia y el interior son operadores monétonos.

Problema 3.7. ;Es verdad que int(A) U int(B) = int(A U B)?

Problema 3.8. Probar que int(A N B) = int(A) Nint(B).

Problema 3.9. Demostrar que AU B = AU B. ;Esciertoque AN B = AN B?
Problema 3.10. Probar que cualquier conjunto finito es cerrado.

Problema 3.11. Demostrar que = € A’ si y sélo si cada entorno de x contiene infinitos puntos
de A.

Problema 3.12. Sea A un subconjunto acotado superiormente de R. Probar que sup A € A.

Problema 3.13. Identificando R" x R™ con R™*™, demostrar que un subconjunto A de R™"*™

es abierto si y s6lo si para cada (x,y) € A existen U abierto de R y V' abierto de R™ tales que
reU,yeV,yU xV C A. Indicacion: usar la norma || - ||, y recordar el problema |I.10]

Problema 3.14. Demostrar que si A es abierto en R" y B es abierto en R™ entonces el producto
cartesiano U x V es abierto en R+,

Problema 3.15. Probar que si A C B entonces A’ C B'.
Problema 3.16. Probar que (AU B)' = A'U B'.
Problema 3.17. Probar que A’ es siempre cerrado.

Problema 3.18. Probar que Q" es denso en R".
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Problema 3.19. Demostrar que cualquier abierto de R™ es unién numerable de bolas abiertas.
Indicacion: considerar bolas con centros cuyas coordenadas son todas racionales y los radios
también.

Problema 3.20. Generalizar el resultado anterior. Demostrar que en un espacio métrico sepa-
rable cualquier abierto es unién numerable de bolas abiertas.

Problema 3.21. Si D es denso en (X, d) y U es un abierto de X, probar que D N U es denso
en (U, d). (Es esto cierto si U no es abierto?

Problema 3.22. Demostrar que la acotacién de un conjunto no puede caracterizarse en términos
de abiertos (es decir, no es un concepto topoldgico, sino puramente métrico). Indicacion: ver el

ejemplo[I.3]



Capitulo 4

Sucesiones, completitud y compacidad

En este capitulo, y por las mismas razones apuntadas en el precedente, continuaremos su-
poniendo que X es un espacio métrico, aunque se recomendard al alumno que tenga siempre
presente el caso en el que X es R™ o un subconjunto de R".

Recordemos que una sucesion (z) en un conjunto X no es mds que una aplicacién k — xy,
de N en X. Por otro lado, se dice que una sucesion (y;) es una subsucesion de (zy) si existe
una inyeccion creciente j — k; de N en N tal que y; = x;,; para todo j, y en este caso se
denota (y;) = (x,;). Recordemos que, si H es un subconjunto infinito de N, existe una sola
inyeccion creciente j de N en N tal que j(N) = H. Por tanto, una subsucesion de (xj) queda
perfectamente determinada por el conjunto H de aquellos indices k que son términos de la
subsucesion.

La definicion siguiente no es otra cosa que la extension natural de la nocidén de sucesion
convergente en R al caso més general de espacios métricos.

Definicion 4.1. Se dice que una sucesion (z,,) es convergente a un punto x de (X, d) (al que
se llamard limite de dicha sucesion, y se denotard x = limy ., x) si para todo € > 0 existe
ko € N tal que si k > ko entonces d(z, ) < €.

También se escribird z,, — x para denotar x = lim,, . x,,.

Por supuesto, en el caso de R™ o de un espacio normado cualquiera, esto es lo mismo que
decir que para todo ¢ > 0 existe ko € N tal que si & > kg entonces ||z — z|| < e. Otra
formulacion equivalente (vélida en cualquier espacio métrico) es la siguiente: limy_,, 2 =
si y s6lo si para todo entorno V' de x existe ky € N tal que si k > k( entonces x;, € V.

Por ejemplo, es facil ver que la sucesion { (nsin(1/n),n?/(n®+5n*+7))} converge a (1,0)
en R2,

Proposicién 4.1. El limite de una sucesion (xy) de X, si existe, es tinico.

Demostracion. Supongamos que x e y son limites de una sucesion (z), y que x # y. Sea e :=
d(x,y)/3, que es un niimero estrictamente positivo por ser x # y. Puesto que (xj) converge a z,
existe k1 € N tal que si k& > k; entonces d(zy, z) < . Como (z,) también converge a y, existe
ks € N tal que si k > ko entonces d(xy,y) < e. Luego, para todo k > méx{ky, k»} tendremos
que

3e =d(z,y) < d(z,x) + d(zg,y) <e+e =2,

lo cual es absurdo. O]

Ejercicio 4.1. Si (z,,) es convergente a = entonces cualquier subsucesion (zy; ) de () también
converge a .

29
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La siguiente proposicion es evidente, pero no por eso deja de ser menos util.

Proposicion 4.2. Una sucesion (x,,) converge a un punto x en (X,d) si y sélo si d(x,,x)
converge a 0 en R.

Como en el caso de las sucesiones de R, a efectos de determinar si una sucesion tiene o no
limite s6lo importa lo que ocurra con las colas de la sucesion.

Observacion 4.3. Si (xy), (yx) son dos sucesiones de X tales que existe m € N de modo que
x, = Y para todo k > m, entonces () converge (a un punto x) siy sélo si (y;) converge (al
punto ).

También es muy fécil ver que en un espacio normado las sucesiones convergentes son las
mismas para todas las normas que sean equivalentes entre si.

Observacion 4.4. Si || - ||; y || - ||2 son dos normas equivalentes en un espacio vectorial X,
entonces toda sucesion convergente en (X, || - ||1) es convergente en (X, || - [|2), y tiene el mismo
limite.

La proposicion siguiente nos proporciona una manera muy facil de calcular limites de suce-
siones en R": basta usar las técnicas ya conocidas en R para calcular los limites de las sucesiones
coordenadas; el vector cuyas componentes son dichos limites serd el limite de la sucesion de
vectores de R".

De aqui en adelante, cuando consideremos sucesiones de R™ utilizaremos la notacién si-
guiente. Si (z) es una sucesién de R™, escribiremos cada vector con sus n componentes

T = (24, T3, ..., T}).

A las n sucesiones (z}), ..., (x7) las llamaremos sucesiones coordenadas de (z}), y un punto
x € R" lo denotaremos también

Con esta notacion se tiene lo siguiente.
Proposicion 4.5. La sucesion (xy) converge a x en R"™ si'y sélo si, para cada j = 1,...,n, la
sucesion coordenada (x},) converge a ;. Es decir,

limz, =2 < Vj=1,.,n limx) =z,
k—o0 k—o00

Demostracion. Como sabemos que las normas || - ||1, || - |2 ¥ || - || SON equivalentes en R™,
basta que demostremos este resultado para una de estas normas. Lo mds prictico en este caso
serd usar la norma || - ||.. Supongamos primero que (xj) es convergente a z; es decir, que
|z — x||o — 0. Entonces, puesto que, paracada j € {1,...,n}es

%

\xfc - xj| < méx |:E§C —2'| = ||zk — 0o,

1<i<n
es evidente que también tendremos limy_, |le, — 27 =0, es decir, limy_, xi =q.

Reciprocamente, supongamos que limy o xi = xJ para cada j € {1,...,n}; es decir,
limy 00 |23, — 27| = 0 para cada j € {1,...,n}. Por tanto, dado € > 0, para cada j € {1,...,n}
existe k; € N tal que |2], — 27| < ¢ para todo k < k;. Tomando ko := méx{ki, ..., k,} tenemos
entonces que

|z, — 27| < e paratodo j € {1,...,n}, y paratodo k < kq,

lo que significa que
|zr — x||oo < € para todo k > ko,

y esto prueba que limy, o, x, = z en (R™, || - ||oo)- -
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Conviene sefialar que la convergencia de un sucesion es un concepto topoldgico, es decir,
puede formularse exclusivamente en términos de conjuntos abiertos. En efecto, es evidente que
x, — x en X siy sblo si para todo entorno abierto U de x existe ng = ng(U) € N tal que
T, € Usin > ny.

Y también a la inversa, todos los conceptos topoldgicos estudiados en el capitulo anterior
podrian haberse definido en términos de sucesiones. En efecto, la proposicion siguiente carac-
teriza la adherencia, la frontera y la acumulacién de un conjunto en términos de limites de
sucesiones de dicho conjunto o su complementario. Una vez definida la adherencia A de un
conjunto A, podemos Ilamar cerrados a los conjuntos C' tales que C' = C, y abiertos a sus
complementarios.

Proposicion 4.6. Sea A un subconjunto de (X,d), y x un punto de X. Entonces:
1) z € Asi y sdlo si existe una sucesion (xy,) C A tal que limy,_, o, v = x en X;
2) x € A siysolo si existe (xy) C A\ {z} tal que limy,_,o v, = v en X;

3) x € OA siy sdlo si existen sucesiones (xy) C Ae (yr) C X \ A tales que v =
limy oo 2 = limg_ oo Yy = x en X.

Demostracion. Demostremos (1). Si # € A entonces para cada 7 > 0 sabemos que A N
B(x,r) # 0. Considerando r de la forma r = 1/k, k € N, obtenemos una sucesién (zy) tal
que xx € AN B(x,1/k) par cada k € N, lo cual implica que () C Ay que limy_,o, 7 = .
Reciprocamente, si existe una sucesion (xj) con estas dos propiedades, entonces dado cual-
quier r > 0, como limy_,, xx = z, existe k. € N tal que x inB(x,r) para todo k > k,, y
como ademds (zx) C A deducimos que xz;, € AN B(xz,r) para todo k& > k,, y en particu-

lar que A N B(z,r) # (). Como esto es cierto para todo r > 0 concluimos que = € A. Las
demostraciones de (2) y (3) son similares y quedan a cargo del lector. O

En particular se tiene un corolario que resulta a veces muy util para ver si un conjunto es
cerrado.

Corolario 4.7. Un conjunto A de X es cerrado siy sdlo si, para toda sucesion (xy,) C Ay todo
x € X tales que limy,_,, x, = x, se tiene que x € A.

Demostracion. Supongamos primero que A es cerrado, es decir que A = A. Dada una sucesién
(xx) C Ayunpunto z € X tales que limy_,, 2 = x, por la proposicion anterior tenemos que
x € A. Como por hipétesis A = A, se deduce que = € A.

Reciprocamente, supongamos que A tiene la propiedad del enunciado, y probemos que A =
A, para lo cual basta demostrar que A C A. Dado = € A, por la proposicién anterior existe
una sucesion () C A tal que limy_,., zx = x. Entonces, usando la hiétesis, deducimos que
x € A. O]

El siguiente resultado caracteriza los puntos de acumulacién de las sucesiones de X.

Proposicion 4.8. Un punto x es de acumulacion de una sucesion (xy) si 'y sélo si existe una
subsucesion (xy,) de (vy) con xy; # x para todo j y x = lim;_,oc ;.

Demostracion. Denotemos A = {x; : k € N}, y supongamos que x € A’, es decir, que
B(z,r) N (A\ {z}) # 0 para todo » > 0. Comenzamos tomando r = 1 para encontrar
zy, € B(z,1) N (A\ {z}). Ahora consideramos

1
r = §m1'n{d(xk,:1?) tk < ky, g # ),
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que es un nimero estrictamente positivo, y usamos que B(z,71) N (A \ {z}) # () para encon-
trar xy, tal que xy, € B(x,r;) N (A \ {z}). Obsérvese que, por la definicién de r;, tenemos
d(xp,,x) < 1/2y también xy, # xj paratodo k < ki, lo cual implica que ko > k;. Prosegui-
mos considerando

1
ry = gmin{al(:z:k,av) k< ko, p, # a0},

y usamos que B(z,73) N (A\ {z}) # () para encontrar xy, tal que zx, € B(x,rs) N (A\ {z}).
Ahora tenemos d(z,, z) < 1/3 y también xy, # xy para todo k < ks, lo que impone que k3 >
ko. Continuando este proceso con un argumento inductivo obtenemos una coleccién (J}k]) jEN
de puntos de A con las propiedades de que d(zy,,x) < 1/jy kj;1 > k; paratodo j € N. Esto
implica que (z; ) jen s subsucesion de (z)ren, y que im0 74, = .

El reciproco es consecuencia inmediata de la Proposicion 4.6 [

Recordemos que si (xy) es una sucesion acotada de R entonces () tiene una subsucesién
convergente. Esto es lo que nos dice el teorema de Bolzano-Weierstrass. Este teorema puede
extenderse al espacio R", como veremos hacia el final de este capitulo cuando estudiemos
la nocién de compacidad, aunque el lector inquieto puede intentar una demostracion directa
(hdgase primero en R? aplicando dos veces el teorema de Bolzano-Weierstrass en R, y después
empléese un argumento inductivo).

Pasamos ahora a estudiar la nocidén de completitud de un espacio métrico.

Definicion 4.2. Se dice que () es una sucesién de Cauchy en (X, d) si para todo € > 0 existe
ko € Ntal que si k, j > ko entonces d(xy, ;) < e.

Se dice que el espacio (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy en X converge.

Se dice que un espacio vectorial normado (E, || - ||) es completo si como espacio métrico
es completo para la distancia inducida por su norma. A los espacios normados completos se les
llama también espacios de Banach.

Por ejemplo, es ya sabido que (R, | - |) es completo. Sin embargo (Q,| - |) no lo es (por
ejemplo la sucesién de nimeros racionales (1 4+ 1/n)" es de Cauchy pero no converge en Q).

Proposicion 4.9. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Demostracion. Si (x)) es una sucesion convergente en un espacio métrico (X, d), dado e > 0
existe k. > 0 tal que d(zy, ) < /2 para todo k > k.. Por tanto, para todos k, j > k. tenemos

€
+-=c

Aan, 3;) < dlw, ) +d(z, ;) < =+ =

DO ™

Esto prueba que () es de Cauchy en (X, d). O

El reciproco no es verdad en general, como prueba el ejemplo anterior.

La nocién de sucesion de Cauchy es estable por paso a subsucesiones.
Proposicion 4.10. Toda subsucesion de una sucesion de Cauchy es también de Cauchy.

Demostracion. Sea (x,) de Cauchy en (X, d), y sea () una subsucesion de (). Notese que
al ser (ry;) subsucesién de (7) se tiene que j — k; es una inyeccién creciente de N en N,
y en particular k; > j para todo j € N. Dado ¢ > 0, como (x) es de Cauchy, existe n € N
tal que d(zg, x¢) < € si k,£ > n. Como k; > j para todo j, tenemos entonces que si ¢,j > n
entonces k; > @ > nyk; > j > n, luego d(xy,, 7,;) < €. Esto prueba que (zy,) es de Cauchy
en (X, d). O
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Como en el caso de sucesiones convergentes, se tiene lo siguiente.

Proposicion 4.11. Una sucesion es de Cauchy en R™ si y solo si sus sucesiones coordenadas
son de Cauchy en R.

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector, al que se recomienda inspirarse en la prue-
ba de la Proposicién 4.3] O

Utilizando la completitud de R y las Proposiciones [.5]y 4.11] es fécil deducir el siguiente
teorema.

Teorema 4.12. El espacio R" (con cualquiera de sus normas) es completo.

La demostracion resulta inmediata si se utiliza la norma || - || . El hecho de que el resultado
es cierto para todas las demés normas es entonces consecuencia del Teorema (aunque, por
supuesto, para casos concretos como las normas || - ||z o || - ||1, no es necesario emplear este
teorema todavia sin demostrar; basta usar el ejercicio[I.2).

Sin embargo, si a R" se le dota de una estructura de espacio métrico con una distancia que
no deriva de una norma, el teorema anterior no es cierto en general. Por ejemplo, si X = R con
la distancia

d(z,y) = |arctg(r) — arctg(y)]

entonces la sucesion (n),cn es de Cauchy en X, pero no converge a ningin punto de X. Y
sin embargo esta distancia es equivalente a la usual de R, ya que, como es fécil ver, define los
mismos conjuntos abiertos. Esta observacién nos indica en particular que la completitud (de
hecho la definicion de sucesién de Cauchy) no es un concepto topoldgico, es decir, no puede
definirse exclusivamente en términos de conjuntos abiertos, sino que es una nocion propiamente
métrica, es decir que depende de la distancia y no se conserva al tomar distancias equivalentes.
Sin embargo se tiene lo siguiente.

Proposicion 4.13. Sean d, y ds distancias en un conjunto X, y supongamos que son unifor-
mememente equivalentes. Entonces los espacios métricos (X, dy) y (X, ds) tienen las mismas
sucesiones de Cauchy.

Demostracion. Reescribamos la definicion de sucesion de Cauchy en términos de bolas: una
sucesion (x,,) es de Cauchy en un espacio métrico (X, d) si para cada ¢ > 0 existe ny € N tal
que si n, m > ng entonces z,,, € By(z,,¢) (0, lo que es 1o mismo, z,, € By(zm, €)).
Supongamos que las distancias d; y do son uniformemente equivalentes (ver la Definicidn
. Es decir, para cada ¢ > 0 existen 1,65 > 0 tales que, para todo x € X, se tiene
By, (z,e1) C By, (z,¢),y By, (x,e9) C By, (x,€). Sea (x,) una sucesion de Cauchy en (X, d;).
Dado ¢ > 0, sea £; como antes. Al ser (x,,) de Cauchy en (X, d;), podemos encontrar ng € N
tal que si n, m > ng entonces z,, € By, (zn,£1), y como By, (z,e1) € By,(x,€) obtenemos
también que x,,, € By,(x, ). Esto prueba que (x,,) es de Cauchy en (X, dy). Andlogamente se
ve que cualquier sucesion de Cauchy en (X, ds) también es de Cauchy en (X, d;). H

Conviene observar que el reciproco de la proposicién anterior no es cierto; ver el Problema
La siguiente proposicion muestra que los subconjuntos cerrados de un espacio métrico com-
pleto son a su vez completos con la distancia inducida.

Proposicion 4.14. Sea (X, d) un espacio métrico completo, y sea’Y un cerrado de X. Entonces
(Y, d) es completo.
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Demostracion. Sea (y,) una sucesion de Cauchy en (Y, d). Entonces (y,,) también es de Cauchy
en (X, d), y como X es completo, existe =€ X tal que lim,, o d(yn,y) = 0. Luegoy € Y,y
puesto que Y es cerrado en X, deducimos que y € Y. Por tanto (y,,) convergeayen (Y,d). [

Por otra parte, existe un reciproco fuerte de este resultado, en el sentido siguiente.

Proposicion 4.15. Si Y es un subconjunto de un espacio métrico (X, d) y el subespacio métrico
(Y, d) es completo, entonces Y es cerrado en X.

Demostracién. Sea j € Y, es decir, existe (y,,) sucesién en Y tal que d(y,, ) — 0. Entonces
(yn) es de Cauchy en (X, d), y por tanto también en (Y, d). Como por hipétesis este espacio es
completo, se tiene que existe y € Y tal que d(y,,y) — 0. Es decir, la sucesién (y,,) converge a
y, y también a ¢. Por la unicidad del limite, §j = y, y por tanto § € Y. Esto prueba que Y C Y,
es decir, que Y es cerrado en X. [

El siguiente lema es a veces empleado para probar que una sucesion es convergente, y se
utilizard de hecho mds adelante en este mismo capitulo para probar que todo espacio métrico
compacto es completo, y también en la demostracién del Teorema[d.17]

Lema 4.16. Si (x}) es una sucesion de Cauchy en X que posee una subsucesion convergente
(w,) (digamos a un punto v € X) entonces () es convergente (también a ).

Demostracion. Dado € > 0, como (z) es de Cauchy, existe m. € N tal que si k,¢ > m,.
entonces d(xy, x) < £/2. Por otra parte, como () converge a z, existe jo € N tal que si
j > jo entonces d(zy,,x) < €/2. Fijemos ahora j > j, suficientemente grande de modo que
k; > m.; esto puede hacerse porque () es subsucesién de (), y en particular lim;_, . k; =
oo. Entonces tenemos que d(wg, x) < d(xg, x;) + d(wg;,2) < /2 + /2 = € para todo
{>m,.. O

Por supuesto el lema anterior s6lo tiene interés si no se sabe que el espacio X sea completo.
El siguiente teorema proporciona una caracterizacion bastante util de la completitud de un
espacio métrico.

Teorema 4.17 (Cantor). Las afirmaciones siguientes son equivalentes para un espacio métrico
X.

1. X es completo.

2. Para toda sucesion (C,,) de subconjuntos cerrados no vacios de X tales que C,,11 C C),
para todo n 'y con
lim diam(C,,) = 0,

n—oo

se tiene que (.-, Cp, # 0 (y de hecho esta interseccion es un iinico punto).

Demostracion. (1) = (2): Elijamos para cada n € N un punto z,, € C,,. Paratodo k > n se
tiene que xy, € Cx C C, 3 z,, luego

d(zy, ) < diam(C,,),

y como lim,, ., diam(C},) = 0 se deduce inmediatamente que (x,,) es una sucesién de Cauchy.
Como X es completo, existe

z = lim =z,
n—oo
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Por otro lado, como x;, € C), para k > n 'y C,, es cerrado, se tiene que © € C),. Por tanto
z € (),~, Cy. De hecho la interseccién se reduce al punto x, ya que si hubiera otro punto y, el
didmetro de los C), serfa mayor o igual que d(x,y) > 0, y no podria converger a cero.

(2) = (1): Sea (z,) una sucesion de Cauchy en X. Definamos

C, ={zr: k>n}

para cada n € N. Es claro que los (), son cerrados y C,,,; C (), para todo n. Ademads,
dado ¢ > 0, como (z,) es de Cauchy, debe existir ny € N tal que si & > n > ny entonces
d(xy, 7,) < /2. En particular se tiene que C,, C B(w,,,£/2), luego diam(C,,) < ¢ si n > ng.
Esto prueba que

lim diam(C,,) = 0.

n—oo

Por tanto existe z € () —; C,,. Ademds, d(z,,z) < diam(C,) — 0, luego (z,) converge a
x. U

El siguiente teorema es un resultado muy importante que serd utilizado, entre otras cosas,
para demostrar el teorema de la funcién inversa en el &mbito de las funciones diferenciables.
Otro tipo de aplicacién importante de este resultado se presenta en el problema[d.19

Se dice que f : X — X es una aplicacién contractiva si es L-Lipschitz con L < 1, es decir,
st existe L con 0 < L < 1 tal que

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y)

para todo z,y € X. Recordemos también que un punto fijo de una aplicacién f es un punto a
tal que f(a) = a.

Teorema 4.18 (del punto fijo para aplicaciones contractivas). Sea X un espacio métrico com-
pletoy f : X — X una aplicacion contractiva. Entonces f tiene un vinico punto fijo a. Ademds,
para todo xy € X, la sucesion definida por recurrencia por x,.1 = f(x,) converge al punto

fijo ade f.

Demostracion. Si g es un punto cualquiera de X, pongamos =7 = f(xg), y para cadan € N
definamos x,, 1 = f(x,). Como f es L-Lipschitz para algin L < 1, tenemos que

d<xn+17 J;n+2> == d(f(xn)v f(xn+1>) S Ld(ﬂjn, xn+1)-
Por iteracion de esta desigualdad se deduce que también
d(xp, Tpi1) < Ld(xg, 1),

Luego, para £ > n, tenemos que

k-1 k-1
d(zn, ) < ) d(xj,7541) < ZLjd($071‘1) =
j=n j=n
Lm— Lk d(l’o LL’1>
- < A7
1_Ld(330,331)_ 1-1
y como lim,, ., L™ = 0 esto implica que (z,) es de Cauchy. Como X es completo, ()

converge a un punto a € X. Ademads tenemos que

d(f(zn), f(a)) < Ld(z,,a) — 0,
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luego lim,, . f(2,,) = f(a). Por tanto,

a= lim z, = lim z,,1 = lim f(z,) = f(a),
n—oo n—oo

y asi resulta que a es un punto fijo de f. Por tltimo, a es el inico punto fijo de f: si hubiera otro

punto fijo distinto, digamos b, entonces tendriamos

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < Ld(a,b) < d(a,b),

lo que es absurdo. [

Finalmente estudiaremos la nocién de compacidad en un espacio métrico, y especialmente
la caracterizacién de los compactos de (R", || - ||) como aquellos subconjuntos que son cerrados
y acotados.

Definicion 4.3. Se dice que un espacio métrico (X, d) es compacto si toda sucesién de X tiene
una subsucesion convergente.

Se dice que un subconjunto K de (X, d) es compacto si el subespacio métrico (K, d) es
compacto, lo que equivale a decir que toda sucesion (z,) C K tiene una subsucesién que
converge en X a algin punto x € K.

Asi, por ejemplo, es inmediato ver que Ny {1/n? : n € N} no son compactos en R,
mientras que cualquier intervalo cerrado y acotado [a, b] de R si es compacto. De hecho se tiene
la siguiente caracterizacion de los compactos de R.

Teorema 4.19. Un subconjunto K de (R, | - |) es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Demostracion. Supongamos que K es cerrado y acotado. Sea (z,,) C K. Por ser K acotado,
esta sucesion estd acotada, luego, por el teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones, (z,)
tiene una subsucesion (z,,;) convergente en R, digamos, a un punto z € R. En particular x es
un punto de K = K. Por tanto (z,,,) converge a z € K en K.

El reciproco es siempre verdad para un espacio métrico (es decir, no depende de la estructura
particular de R), como los dos resultados que vemos a continuacién prueban. [

Teorema 4.20. Si K es un compacto de un espacio métrico (X, d) entonces (K, d) es completo,
y en particular K es cerrado en X.

Demostracion. Sea (x,) de Cauchy en K. Como K es compacto, tiene una subsucesion con-
vergente a un punto # € K. Por el Lema (x,,) converge a z. Luego K es completo. Que
K es cerrado se deduce aplicando la Proposicién4.13] O

Definicién 4.4. Se dice que un subconjunto A de un espacio métrico X es totalmente acotado
(o precompacto, segtin los textos) si, para todo € > 0, A puede cubrirse por una coleccion finita
de subconjuntos de X de didmetro menor que €. Esto es lo mismo que decir que, para cada
e > 0, A esta contenido en una unioén finita de bolas de radio menor que ¢.

Obsérvese que cualquier subconjunto de un totalmente acotado es también totalmente aco-
tado.

Ejercicio 4.2. Probar que si X es totalmente acotado entonces es acotado.

Teorema 4.21. Si K es un compacto de X entonces K es totalmente acotado (y en particular
acotado).
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Demostracion. Fijemos € > (0. Supongamos que K no estuviera contenido en la unién de
ninguna cantidad finita de bolas de radio . Escojamos x; € K,y consideremos B(z1,¢).
Como esta bola no recubre K, entonces podemos escoger o € K \ B(z1,¢); en particular
d(x,21) > e. Por induccién se construye una sucesién (x,,) C K con la propiedad de que

ro1 € K\ | Blaj,0)

J=1

para cada n € N. En particular vemos que d(z,, x,,) > € para todo n > m. Por tanto ninguna
subsucesion de (x,,) puede ser de Cauchy, y en particular (z,,) no tiene ninguna subsucesion
convergente, lo que contradice que /K sea compacto. [

Corolario 4.22. Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostracion. Sea X compacto. Por el teorema anterior, X es totalmente acotado. Por tanto,
para cada k € N, existe una coleccion finita de bolas B (zj"?, %), J=1,..., Ny tales que

N, 1
XQUB@%)
J

Definamos D, = {zjk’ cj =1,..,Ny},y D = U~ Dy. Veamos que D es denso en X y
habremos acabado. Sea x un punto de X y U un abierto cualquiera que contiene a x. Existe
por tanto r, > 0 tal que B(z,7,) C U. Sea k € N suficientemente grande para que 1/k < 7.
Como las bolas B(z},1/k) recubren X, debe existir un j tal que = € B(z},1/k), es decir,
d(z,2F) <1/k,obien D 3 2¥ € B(z,1/k) C U. O

A continuacién veremos que los subconjuntos cerrados de un compacto heredan la propie-
dad de compacidad.

Proposicion 4.23. Si C' C K, C' es cerrado y K es compacto, entonces C' también es compacto.

Demostracion. Sea (r,) € C.Como C' C Ky K es compacto, existe (x,,;) subsucesion de

(z,,) que converge a un punto = € K. Luego = € C, y como C es cerrado, z € C. Asf (z,,)
converge a z en C. U

El siguiente resultado muestra que, si X es compacto, no es preciso pedir que el didmetro
de los C,, tienda a 0 en el Teorema para concluir que la interseccion es no vacia (aunque
en este caso, claro estd, puede que contenga més de un punto).

Teorema 4.24 (Cantor). Sea X un espacio compacto, y sea (C,,) una sucesion de cerrados no
vacios encajados de X (es decir, C,, 1 C C,,). Entonces

() Cn # 0.
n=1

Demostracion. Para cada n € N elijamos z,, € C,. Como X es compacto, la sucesioén (z,)
tiene una subsucesion convergente, digamos lim; o, z,; = * € X. Para cada m € N se tiene
que r,;, € Cp, sij > ky, para algin k,, suficientemente grande, y como C,, es cerrado se
concluye que = € C,, para todo m, de donde z € (" ~_, C,,. 0

La siguiente caracterizacion de la compacidad es muy importante. De hecho a veces se toma
(2) como definicién de espacio métrico compacto.
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Teorema 4.25 (Borel-Lebesgue). Sea K un subconjunto de un espacio métrico X. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes.

(1) K es compacto.
(2) Todo recubrimiento de K por abiertos de X tiene un subrecubrimiento finito.

(3) Todo subconjunto infinito de K tiene algiin punto de acumulacion.

Es decir, K es compacto si 'y sdlo si para toda familia F = {U, }acs de abiertos de X tal que

Kc|JU.

ael

existe una subfamilia finita {U,,, ..., U,, } de F tal que
cJu
j=1

Demostracion. (1) = (2): Sea F una familia de abiertos de X que recubre K. Gracias al
Teorema sabemos que existe un subrecubrimiento numerable, es decir, podemos suponer
que tenemos

[e.e]
Kc|JU.,
n=1
donde (U,,) es una sucesion (de abiertos de X) contenida en . Definamos C,, = K \ J,_, Uj,
que es un cerrado de K para cada n € N. Obviamente es C',,; C C,, C K paratodon € N. Si
no existiera ningtin subrecubrimiento finito, entonces tendriamos que C,, # () para todo n. Por
el Teorema de Cantor §.24] concluirfamos que

Ncu#0,
n=1

o lo que es lo mismo, A no estaria contenido en

K\ﬁﬂ%_EJK\C H<DUJ

lo que es absurdo.

(2) = (3): Sea A un subconjunto infinito de K, y supongamos que A no tiene ningtin punto
de acumulacién en K. Escojamos x; € A. Como z; ¢ A’, existe r; > 0 tal que B(xq,7r1) N
(A\ {x1}) = 0. Como A es infinito, podemos escoger ahora xo € A tal que 3 # x1y 22 ¢ A'.
Por tanto existe 7o > 0 tal que B(xz,72) N (A\ {z2}) = 0. Continuando de este modo y usando
induccién podemos construir dos sucesiones (x,,) de puntos distintos de A y (r,,) de ndmeros
positivos con la propiedad de que

B(zp,rn) NA={x,}

para todo n € N. Ademds, el conjunto C' := {z,, : n € N} es cerrado (ya que C' C A, luego
" C A = (), es decir, C" = (), y por tanto C' = C' U " = (). Consideremos entonces el
siguiente recubrimiento de K por abiertos de X:

KC(X\CO)U UB Ty Tn)-
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Este recubrimiento de K no tiene ningtin subrecubrimiento finito, ya que ello implicaria la
existencia de algin n € Ntal que A > z; € B(z,, r,) para infinitos j # n. Esto contradice (2).
(3) = (1): Sea (x,) una sucesién de K. Si C' := {x, : n € N} es un conjunto finito,
entonces evidentemente (z,,) debe repetir infinitas veces uno de los elementos de C, lo que da
una subsucesion constante y en particular convergente. Podemos suponer pues que C' es infinito.
Entonces, por (3), existe z € C' N K. Y por la Proposicion 4.8 esto significa que existe una
subsucesion de (x,,) que converge a z en K. O

El siguiente resultado puede verse como un refinamiento del teorema de Cantor. Se dice que
una familia F de conjuntos tiene la propiedad de interseccion finita si, siempre que se tome una
cantidad finita de miembros 7, ..., F;, € F, se obtiene que (;_, F; # (.

Teorema 4.26. Sea K un espacio métrico. Las afirmaciones siguientes son equivalentes.
(1) K es compacto.

(2) Para toda familia F de conjuntos cerrados de K con la propiedad de interseccion finita,
se tiene que

m{F:FG}—}#@.

Demostracion. (1) = (2): Supongamos que fuera (\{F : F' € F} = (. Entonces G =
{K \ F : F € F} serfa una familia de abiertos de K tal que K = (J{G : G € G}. Luego,
por ser K compacto, y usando el teorema anterior, existen Fi,..., F,, € F tales que K =
U?(Ql)(K \ F}) =K\ (=, - Por tanto ha de ser (;_, F; = 0, lo que contradice la hipétesis
en (2).

(2) = (1): Sea{G : g € G} un recubrimiento por abiertos de K. Definamos F = {K \
G : G € G}. Se tiene que (\{F : F € F} = {),. Luego F no puede tener la propiedad de
interseccion finita. Existen pues G1, ..., G,, € G tales que los F; = K \ G; satisfacen F; N ... N
F, = 0, es decir, K = G U ... U G,,. Utilizando el teorema anterior se concluye que K es
compacto. 0

Antes de pasar a estudiar los compactos de R™ vamos a establecer una tltima caracterizacion
de los compactos de un espacio métrico general que precisamente nos va a proporcionar una
demostracion bastante simple del hecho que, en R", un conjunto es compacto si y solo si es
cerrado y acotado.

Teorema 4.27. Un espacio métrico X es compacto siy solo si es totalmente acotado y completo.

Demostracion. Ya sabemos (ver Teoremas 4.20] y #.21) que si X es compacto entonces es
completo y totalmente acotado. Reciprocamente, supongamos que X es totalmente acotado
y completo, y veamos que toda sucesion (z,,) en X tiene una subsucesion convergente. Para
e = 1, como X es totalmente acotado, existe una cantidad finita de subconjuntos de X de
didmetro menor o igual a 1 que recubren X. Al menos uno de estos subconjuntos debe contener
infinitos términos de la sucesion; llamémoslo X, y escojamos n; € N tal que z,, € X;.
Ahora, para e = 1/2, como X es totalmente acotado, puede recubrirse por una cantidad finita
de subconjuntos suyos de didmetro menor o igual que 1/2, y al menos uno de éstos contendra
infinitos términos de (x,,); llamemos X5 a uno de éstos y escojamos ny > n; tal que z,, € Xo.
Por inducci6n se construye asi una subsucesion (z, ) de (,,) tal que, si j > k, 2y, 2, € X,
y como diam(X}) < 1/k también d((zn,,zy,) < 1/k para j > k, lo que implica que (z,, ) es
de Cauchy, y por tanto convergente, gracias a la completitud de X. [
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Veamos ahora la anunciada caracterizacion de los compactos de R".

Teorema 4.28. Sea K un subconjunto de R". Entonces, K es compacto siy solo si K es cerrado
y acotado.

Demostracion. S6lo hay que probar que si K C R" es cerrado y acotado entonces es compacto.
Para ellos usaremos el teorema anterior. Como R" es completo y K es cerrado, K también es
completo (gracias a la Proposicion 4.14). Entonces basta probar que cualquier acotado de R" es
de hecho totalmente acotado, para lo cual a su vez es suficiente probar que cualquier cubo de la
forma C' = [-M, M] x ... x [-M, M] en R", con M > 0, estd totalmente acotado. Pero esto es
evidente: dado € > 0, escojamos k € N tal que 2\/nM/k < ¢, dividamos el intervalo [— M, M]
en k subintervalos contiguos Iy, ..., I}, de igual longitud 2M /k, y definamos

Cljrogn) = Ljy X o X I

para cada (ji, ..., jn) € {1,2, ..., k}". Entonces es claro que los k™ cubos asi definidos recubren
C'y tienen didmetro (respecto la norma euclidea) igual a 2\/nM /k < ¢. [

Otra manera de probar el teorema anterior se indica en los ejercicios 4.24]y #.25]
Concluimos con un enunciado que resume todas las propiedades que caracterizan la com-
pacidad vistas hasta ahora.

Teorema 4.29. Sea X un espacio métricoy K un subconjunto suyo. Las siguientes propiedades
son todas equivalentes y cualquiera de ellas puede tomarse como definicion de compacto.

1. Toda sucesion de K tiene una subsucesion convergente a un punto de K.
2. Todo recubrimiento de K por abiertos de X tiene un subrecubrimiento finito.

3. Toda familia de cerrados de K con la propiedad de interseccion finita tiene interseccion
no vacia.

4. Todo subconjunto infinito de K tiene al menos un punto de acumulacion en K.
5. K es totalmente acotado y completo.

Ademds, en el caso X = R", todas las propiedades equivalen a decir que K es cerrado y
acotado.

4.1. Problemas

Problema 4.1. Estudiar la convergencia de las sucesiones (z,,) de R? y R? definidas por las
siguientes expresiones, calculando el limite de las mismas cuando exista. Si no existe, estudiar
si alguna subsucesion suya converge.

€3+5n—n

i) z, = * arctgn) en R?;

i) z, = e3+5”_"2, n?) en R?;
iii) z, = (sin(n*+7),1/n?) en R?

(
(
(
(

iv) z, = (sin®(n? +v/2), (=1)",e~) en R,
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Problema 4.2. Sea (z,,) una sucesién de R? tal que

11
ln = zall < =+ &

para todo n, k € N. Probar que (z,,) es convergente.

Problema 4.3. Sea (x,,) una sucesion de R3 tal que
[Zn1 — @l < ")

para todo n € N. Probar que (z,,) es convergente.
Problema 4.4. Definir cudndo una serie de vectores de R™ es convergente.

Problema 4.5. Diremos que una serie de vectores » .-,z de R es absolutamente conver-

. . 4, oo 3
gente si la serie de nimeros reales > .~ ||| es convergente en R. Probar que toda serie
absolutamente convergente es convergente en R".

Problema 4.6. Sea (z,,) una sucesion en un espacio métrico X. Para cada m € N definamos
Qm = {x, : n > m}. Probar que (z,) es de Cauchy si y sélo si lim,,_,, diam(Q,,) = 0.

Problema 4.7. Mostrar con un ejemplo que el teorema de Cantor no es cierto si diam(C},) no
converge a 0 o si X no es compacto.

Problema 4.8. Si z,, — x en un espacio normado X, demostrar que ||z,| — ||z||
Problema 4.9. Mds en general, demostrar que si x,, — z entonces d(z,, z) — d(z, z).
Problema 4.10. Demostrar que el espacio (C[0, 1], || - ||« ) es completo.

Problema 4.11. Demostrar que C'[0, 1], con la norma proveniente del producto escalar definido
en el ejercicio|1.9} no es completo.

Problema 4.12 (Complecién de un espacio métrico). Si tenemos un espacio métrico (X, d) que
no es completo, podemos extenderlo hasta hacerlo completo como sigue. Sea Z el conjunto de
todas las sucesiones de Cauchy en X . Definamos larelacion (z, )R (y,) <= lim, o d(2y, yn)
0. Pruébese que R es una relacion de equivalencia en Z. Consideremos el cociente de X por esta
relacién de equivalencia, y llamémoslo X. Si (x,,) € Z, denotemos [x,,] la clase de equivalencia
representada por (z,). Si & = [,],§ = [yn] € X, definamos

d(&,9) = lm d(zn, yn).
n—oo
Probar que d define una distancia en X. A continuacién demostrar que el espacio (X cZ) es
completo. A este espacio se le llama la complecion de X. El espacio X puede identificarse con
un subconjunto de X mediante la i inyeccién de X en X que a cada x € X le asigna la clase de
equivalencia de la sucesién constante cuyos términos son todos z, es decir,

X3z [(z,2,..)] 3 X.

Pruébese que esta aplicacion es una inyeccioén isométrica de X en X (ver el problema |1.21).
Pruébese también que con esta identificacion X es denso en X.



42 CAPITULO 4. SUCESIONES, COMPLETITUD Y COMPACIDAD

Problema 4.13. Continuando con el problema anterior, probar que si el espacio X es ya de por
si completo, entonces esta inyeccion isométrica de X en X es sobreyectiva y por tanto X y X
son isométricos.

Problema 4.14. Sean ahora X e Y dos espacios métricos tales que Y es completo, y supon-
gamos que existe una inyeccion isométrica f : X — Y de modo que f(X) es denso en Y.
Demostrar que X e Y son isométricos. Esto indica que la complecién de un espacio métrico
definida en el problema[d.12]es tnica salvo isometrias.

Problema 4.15. Utilizando el problema anterior, probar que Q=R.

Problema 4.16. Si A = {(x,y) € R?: 0 < 22 4 % < 1}, (qué es A?

Problema 4.17. Sea X = [0,00) C R, y definamos d; (z,y) = |z — yl, dao(z,y) = |2? — v?|.
1. Probar que d; y ds definen son distancias en X .

2. Probar que los espacios métricos (X, d;) y (X, dy) tienen las mismas sucesiones de
Cauchy.

3. Probar que las distancias d; y ds no son uniformemente equivalentes en X. Indicacion:
encontrar dos sucesiones (), (y,) en X tales que di(xy, yn) — 0 pero da(xy, yn) = 0.

Problema 4.18. Poner un ejemplo de una aplicacién f : R — R que satisfaga | f(z) — f(y)| <
|x — y| para todo x,y € R y que no tenga ningtin punto fijo. Asi, el Teorema del punto ﬁjom
no es cierto para aplicaciones L-Lipschitz con L > 1.

Problema 4.19. En muchos problemas derivados de la fisica y la biologia se consideran ecua-
ciones integrales de la forma

F(r) = Ax) + / k(e y) f(y)dy, (+)

donde A y k son funciones dadas, y se pretende encontrar una funcidon f que satisfaga este
ecuacion. Este tipo de problemas tiene que ver también con las ecuaciones diferenciales; por
ejemplo, f(x) = ae” es solucién de df /dx = f(x), que puede reescribirse en la forma

f@)=a+ /0 " Fy)dy.

Usar el Teoremad.18] aplicado al espacio X = (C[0,1], ]| - ||~), para probar que si A € C'[0, 1]
y k:[0,1] x [0,1] — R es una funcién continua (véase el capitulo siguiente) y tal que

sup{ / k(e y)ldy c o € 0,1]) < 1,

entonces la ecuacion integral () tiene una tnica solucién para f € C|0, 1]. Hacer un estudio
andlogo de la ecuacién integral

f(2) = Alx) + / ke, 9)f(y)dy. (1)
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Problema 4.20. Utilizando el teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas, demostrar
que el sistema de ecuaciones

+
W

Yy = —%sin(m —y

{ z = 3sin(z +y)

N~—
_|_
(S

tiene solucién tnica para |z| < 1, |y| < 1.
Problema 4.21. Demostrar que la esfera de R” (para cualquier norma) es un compacto.

Problema 4.22. Demostrar que existe una sucesion (n) de nimeros naturales tales que existen
los limites 1{my, o, cos(ng), limy,_,o sin(n2) y limy,_,o cos(n3).

Problema 4.23. Determinar cudles de los siguientes conjuntos son compactos.
A={(z,y) €R: o] <1}
B ={(r,y) € R?: 2" + 4 < 5}
C={(z,y)} eR:2€Qa'+y° <5}
D ={(z,y,2) € R®: z > 2? + y*}
E={(z,y,2) e R?: 2? + y* + 25 < 3}.

Problema 4.24. Demostrar como sigue que cualquier cerrado acotado K de R? es compacto.
Dada {(zk, yx) bren C K, como () estd acotada (;por qué?) en R, puede aplicarse el teorema
de Bolzano-Weierstrass para obtener una subsucesion (zy,) convergente a un punto v € R.
Aplicar ahora otra vez este teorema a la sucesion (yx,) C R para obtener una subsucesion que
(yx;,) que converge a un punto y € R. Entonces (xy, , yx;, ) converge a (z,y). Para terminar la
demostracion, probar que (z,y) € K.

Problema 4.25. Usando induccién sobre n, generalizar el argumento del problema anterior para
probar que un subconjunto de R es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Problema 4.26. Si (x,,) es una sucesién que converge a x en un espacio métrico X, demostrar
que el conjunto K := {x, : n € N} U {x} es compacto.

Problema 4.27 (Conjunto de Cantor). Sean F; = [0, 1], F» = [0,1/3]U[2/3,1], F3 = [0,1/9]U
[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9, 1], y en general sea F,, ;; el cerrado que se obtiene al quitar de cada
uno de los intervalos que componen £, el tercio medio. Definamos C' = (.-, F,,, el conjunto
de Cantor. Demostrar que:

1. C' es compacto y no vacio;

2. (C tiene interior vacio;

3. C no tiene puntos aislados;

4. (C' es infinito no numerable.
Problema 4.28. Probar que todo subconjunto finito de un espacio métrico es compacto.
Problema 4.29. Probar que la frontera de un conjunto acotado en R" es siempre compacta.

Problema 4.30. Probar que si K es un compacto de X entonces K tiene a lo sumo una cantidad
finita de puntos aislados.
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CAPITULO 4. SUCESIONES, COMPLETITUD Y COMPACIDAD



Capitulo 5

Limites, continuidad y continuidad
uniforme

A lo largo de este capitulo, X volverd a denotar un espacio métrico (por ejemplo un sub-
conjunto cualquiera del espacio R" con la distancia inducida por una norma). Comenzaremos
con las definiciones de limite de una funcién en un punto y de continuidad en un punto, las
propiedades més importantes de estas nociones y los métodos mds comunes para determinar su
existencia y calcularlos en su caso. Seguiremos con los teoremas mds importantes que enlazan
los conceptos de continuidad global y compacidad, como el de que las funciones continuas al-
canzan siempre méaximos y minimos absolutos sobre los conjuntos compactos. Realizaremos
un estudio anédlogo respecto de la continuidad uniforme, aplazando los resultados que ligan
conexion y continuidad hasta el capitulo siguiente. Finalmente demostraremos que todas las
normas en R” son equivalentes, y estudiaremos la definicién y propiedades de la norma de una
aplicacidn lineal.

Definicion 5.1. Sean X e Y espacios métricos, sea a un punto de acumulacién de un subcon-
junto A de X, ysea f: A— Y una aplicacion. Diremos que

lim f(x) =0

r—a

si paracadae > Oexisteund > Otalquesiz € Ay 0 < d(x,a) < J entonces d(f(x),b) < e.
Equivalentemente, lim,_,, f(x) = b si y sélo si para cada ¢ > 0 existe un § > 0 tal que si

r € AN B(xz,d) \ {a} entonces f(z) € B(b,¢).
Por ejemplo, dada f : R? — R? definida por f(z,y) = zysin @ si (z,y) # (0,0),yde
cualquier otra manera para (z,y) = (0,0), es inmediato comprobar que
I . 1
im xysin ——— =
w00 g

El siguiente resultado caracteriza la existencia del limite de una funcién en en un punto
mediante limites de sucesiones.

Proposicion 5.1. Sean X eY espacios métricos, a un punto de acumulacion de un subconjunto
Ade X,y f: A— Y una aplicacion. Entonces existe

lim f(z) =10

T—a

si 'y sélo si, para cada sucesion (x,) C A\ {a} convergente al punto a en X, la sucesion
(f(x,)) convergeabenY.

45
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Demostracion. Supongamos primero que existe lim,_,, f(z) =: b, y sea (x,) una sucesion
contenida en A \ {a} tal que lim, ,. x, = a. Dado ¢ > 0, puesto que lim,_,, f(z) = b,
existe d > 0 tal que si x € AN B(a,d) \ {a} entonces f(x) € B(b,¢). Por otro lado, como
lim, oo, = ay (x,) € A\ {a}, existe ny € Ntal que si n > ng entonces x, € AN B(a,d)\
{a}. Luego, si n > ng también se tendrd f(z,) € B(b,¢). Esto prueba que lim,,_,, f(z,) = b.

Reciprocamente, supongamos que no se tiene que lim,_,, f(x) = b; entonces existe g > 0
tal que para todo 0 > 0 existe zs € AN B(a,0) \ {a} tal que d(f(zs),b) > &o. Tomando ¢ de
la forma 6,, = 1/n para cada n € N, obtenemos una sucesioén (z,,) C A \ {a} para la que se
tiene d(z,,a) < 1/ny d(f(x,),b) > ¢y para todo n € N. Esto implica que (z,,) C A\ {a},
lim,, ;o , = @, y sin embargo no se cumple que lim,, ,, f(x,) = b. O

Esta Proposicion resulta especialmente ttil a la hora de probar que un limite no existe:
bastard encontrar dos sucesiones convergentes al mismo punto de modo que la funcién, a lo
largo de estas sucesiones, converge a puntos diferentes (o no converge). Por ejemplo, el limite

lim sin —
z—0 xQ

no existe, ya que si tomamos f(z) = sin 5, (z,) = (1//7n)), = (1/y/7/2 + 27n)),

tiene que ambas sucesiones convergen a 0 pero f(x,) — 0 mlentras que f(yn) — 1.
Cuando X = R" oY = R, podemos anadir las nociones de limites infinitos y limites en el
infinito.

Definicion 5.2. Sea f : A C X — R una funcién, a € A’. Se dice que lim,_,, f(x) = +oo si
para todo M > O existe § > O tal que,siz € Ay 0 < d(z,a) < 0, entonces f(z) > M.

Si A es un subconjunto no acotado de R",y f : A — R, diremos que lim, ., f(z) =b€ R
si para cada ¢ > 0 existe NV > O tal que, six € Ay ||z|| > N, entonces |f(z) — b| < €.

Finalmente, diremos que lim, ., f(x) = +o0 si para todo M > 0 existe N > 0 tal que si
x € Ay ||z| > N entonces f(x) > M.

Andlogamente pueden definirse lim,_,, f(z) = —oo y lim,_,, f(x) = —o0.

Ejercicio 5.1. Probar que:

=400, lim ——— =0, lim 2?2

lim S R 2 — T+ y = Q.
(z,9)—(0,0) 2 + |y| (@y)—oo T2 + |y (2,y)—00

Ejercicio 5.2. Siguiendo el modelo de la Proposicién[5.1] establecer caracterizaciones, median-
te sucesiones, de los conceptos de limites infinitos y limites en el infinito. Por ejemplo, probar
que para una funcién f : A C X — Ry un punto a € A’ se tiene que lim,_,, f(x) = +oosiy
solo si para toda sucesion (z;) € A\ {a} que converja a a se cumple que limy,_,, f(x) = +oo.

Paralelamente a la teoria de limites abordaremos el concepto de continuidad de una funcién
en un punto.

Definicion 5.3. Sean X, Y espacios métrico, A C X, f : A — Y una aplicacién. Se dice que x
es continua en a € A si, o bien a es un punto aislado de A, o bien

lim f(z) = f(a)

r—a

cuando a es punto de acumulacion de A. Esto equivale a decir que para todo € > 0 existe 0 > 0
tal que si d(x,a) < ¢ entonces d(f(z), f(a)) < €.
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Por ejemplo, es inmediato ver que la funcién f(z,y) = x*y es continua en (0, 0). Obsérvese
también que toda funcién definida sobre un conjunto de puntos aislados es, por definicion,
continua.

A continuacién estudiamos la estabilidad de sumas, productos y cocientes respecto de la
operacion de paso al limite.

Proposicion 5.2. Sean f,g: A C X — R dos funciones, a € A’. Supongamos que existen los
limites
lim f(z) =1y lim g(z) = m.
T—a

r—ra

Entonces:
1. Existe lim,_,,(f + g)(z) =1+ m;

2. Existelim,_.(f - g)(xz) =1-m;

3. Sim # 0, existe también lim,_.,, g(x) = %

Demostracion. Puede usarse la carecterizacion del limite por sucesiones, en combinacion con
los resultados andlogos bien conocidos para sucesiones de R, para deducir este resultado de ma-
nera completamente trivial. Sin embargo, con el fin de familiarizarnos con la importante nocién
de limite, daremos una demostracién autocontenida que requiere un esfuerzo algo mayor.

(1): Dado € > 0, puesto que lim,_,, f(z) = [, existe 0; > Otal que siz € ANB(a, ;) \{a}
entonces |f(z) — [| < £/2. Andlocamente, como lim,_,, f(z) = [, existe 0, > 0 tal que si
r € AN DB(a,d2)\ {a} entonces |g(x) —m| < /2. Tomemos 0 := min{dy, o2 }. Entonces, para
todo z € AN B(a, ) \ {a} se tiene que

|f(z) +g(z) —(+m)| < flx) =1+ |g(x) —m| <e/2+¢c/2 =¢.

(2). Dado ¢ > 0, como lim,,_,, f(x) = [, existe ; tal que si x € AN B(a, d;) \ {a} entonces se
tiene

)=t <min {1, 5ot

lo que en particular implica que
[f(@)] < JI| + 1.

Por otra parte, como lim,_,, f(z) = [, existe d5 tal que si z € A N B(a,d2) \ {a} entonces se
tiene

€
lg(z) —m| < m

Por tanto, definiendo § := min{d;, d, } tenemos que, si z € AN B(a,d) \ {a} entonces

|[f(2)g(x) —Im| = |f(z)g(x) — f(z)m + f(z)m — Im]|
< [f@@)llg(x) —m|+[m[|f(z) —1]

<(+15 -

=E&.

+ |m| o
m J—
2 2

€ 5 £
(11 +1) (Im[+1) — 2

(3): En vista de (2), basta probar (3) en el caso particular de la funcién constante f = 1.
Dado € > 0, como lim,_,, g(z) = m # 0, existe 6 > 0 tal que

2
lg(x) — m| < min M, glml® ,
2 2
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lo que implica que |g(x)| > |m|/2. Entonces, siz € AN B(a, ) \ {a} se tiene que

- 2 | ()] < 2 glm|?
m — g(x — =
m g im[2 2

]

Como consecuencia inmediata puede deducirse un enunciado andlogo para la continuidad
en un punto, es decir: la suma, producto y cociente (cuando el limite de la funcién denominador
no es cero) de funciones continuas en un punto son continuas en ese punto.

Observacion 5.3. La Proposicion puede extenderse al caso de limites infinitos o en el in-
finito para funciones f,g : A C R™ — R, es decir, el mismo enunciado sigue siendo cierto si
ponemos a = oo 0 [, m € [—00, 00|, con las siguientes convenciones:

1. 400+ 00 = 400,

2. —00 + (—00) = —o0,

3. r+ 00 = 4ooparatodor € R,

4. r — oo = —ooparatodor € R,
5.r/4+00=0=r/—ooparatodor € R,

6. roo = signo(r)oo para todo r € R con r # 0,

quedando el resultado indeterminado en los demds casos. También pueden demostrarse otros
enunciados mds generales en esta linea, como que si f estd acotada y lim,_,, g(x) = oo enton-
ces lim, ., f(x)/g(x) =0, 0 que silim,_,, g(z) =0, g(x) > 0y f(x) > «a paratodo x y cierto
a > 0 entonces lim,, ., f(z)/g(x) = +o0.

Ademds, la misma demostracion de las partes (1) y (2) de la Proposicién[5.2]sirve en el caso
de que f y g tomen valores en R?, cambiando producto por producto escalar. El lector queda
invitado a comprobar la veracidad de todas estas afirmaciones.

Respecto a la composicidn, tenemos lo siguiente.

Proposicion 54. Sean f : X — Y, g : Y — Z aplicaciones entre espacios métricos. Supon-
gamos que f es continua en a € X y que g es continua en f(a) € Y. Entonces la composicion
go f: X — Z es continua en a.

Demostracion: Fijemos € > 0. Por ser g continua en f(a), existe ¢’ > 0 tal que si d(y, f(a)) <
" entonces d(g(y),g(f(a))) < . Ahora, por ser f continua en a, existe a su vez 6 > 0 tal
que si d(z,a) < ¢ entonces d(f(x), f(a)) < ¢'. Por tanto, para todo x € X con d(x,a) < ¢

tendremos que d(g(f(z)),g(f(a))) <e. O

Corolario 5.5. Sean f : AC X =Y, g:Y — Z, a € A. Supongamos que lim,_,, f(x) = b,
y que g es continua en b € Y. Entonces, existe

lim g(f(x)) = g(lim f(z)).

r—a r—a
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Demostracion. Basta aplicar la Proposicion anterior a las funciones g y f:AU {a} = Y
definida por

flz) size Ax+#a,

b siz = a.

Asi es inmediato calcular por ejemplo

ltm sin(z? + y")

=1.
(@y)—(00) w2+ 97

Sin embargo, cuando la funcién g no es continua en el valor del limite de f, este corolario no es
cierto en general. Consideremos por ejemplo el caso de g(x) = 1sixz # 0, g(0) =0, f(z) = .
Entonces lim, 0 g(f(z)) =1 # 0 = ¢(0) = g(lim,_,o f(z)). En este caso el problema estd en
que, aunque ¢ si tiene limite en 0, su valor no coincide con el que toma g en 0. No obstante esta
clase de dificultad tiene facil arreglo: podriamos redefinir g en 0 como el valor del limite de g
en 0, y asi estariamos en condiciones de aplicar el resultado a la nueva funcién. Este arreglo es
el que proporciona la demostracion del siguiente Corolario.

Corolario 5.6. Sean f : A C X = Y, g :Y — Z, a € A Supongamos que exis-
te lim,_,, f(z) = b, que f(x) # b para todo v # a en algiin entorno de a, y que existe
lim,;, g(y) = c. Entonces, existe

lim g(f(x)) = c.

r—ra

Este resultado puede formularse también para limites infinitos o en el infinito; ver el ejerci-
cio[3.4l

Como en el caso de sucesiones, cuando tenemos una funcién f : X — R™, para calcular el
limite de f en un punto es suficiente hallar los limites de las m funciones coordenadas asociadas
a f.Si X es un espacio métricoy f : A C X — R™, para cada z € Ael vector f(x) € R™ lo
denotaremos

f(@) = (fi(@), ooos fn()),

y alas m funciones f; : A — R definidas por z — f;(z) las llamaremos funciones coordenadas
de f. Con esta notacidon tenemos lo siguiente.

Proposicion 5.7. Sean f : A C X — R™, a € A'. Entonces, existe lim,_,, f(x) si y sélo si
existen los limites lim,_,, f;(x) para cada funcion coordenada f;, j = 1,...,m. Ademds, en
este caso,

ltm £ () = (1im fu(x), .. lim fn(2)).

T—ra

Demostracion. Queda a cargo del lector (por ejemplo, puede usarse la Proposicién[5.1jen com-
binacién con la Proposicién [d.5] para hacer la tarea practicamente trivial. [

Veamos a continuacién unos cuantos ejemplos de técnicas para determinar la existencia del
limite de una funcidén, y calcularlo. Gracias a la Proposicién anterior, en la inmensa mayoria
de los ejemplos y ejercicios de este curso podremos suponer que la funcidén toma valores en R.
De hecho, en lo que sigue y hasta nuevo aviso, asumiremos que A es un subconjunto de R", y
f:ACR"™ — R, cona € A’. Supongamos que deseamos saber si existe el limite

lim f(z),
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y en caso afirmativo cudl es su valor. Si la respuesta no es evidente a primera vista, he aqui una
serie de pistas que en muchos casos podran ayudarnos a encontrar la respuesta.

1. Lo primero que el alumno debe preguntarse es si la funcion f es continua en a, hecho que
podria ser conocido o inmediato. En caso afirmativo obviamente tendremos que existe lim, ., =
f(a). Por ejemplo, esto es lo que sucede con

x2—sin2y 9

lim e e’,

(z,y)—(3,0)
ya que la funcién es continua al estar definida mediante suma y composicién de funciones
continuas en todos los puntos.

2. Si la funcién no es continua, el siguiente punto a examinar serd si puede aplicarse la
Proposicion o los Corolarios [5.5] 0 [5.6] junto con hechos ya conocidos, para asegurar la
existencia de limite y calcularlo. Por ejemplo, puesto que lim; ) (0,0) 2> + y* = 0y que
1im (5.4)—(0,0) cos(x + ) = 1, se tiene que

PR G N
(z,9)—(0,0) 22+ y*

También, puesto que lim; ., lngt = 0, se tiene que

1 2
i osllz[+y°)

= 0.
(@y)—oo || + Y2

3. Puede ocurrir que la Proposicién no sea directamente aplicable porque nos conduz-
ca a una indeterminacion, pero en algunos casos una sencilla manipulacién algebraica puede
eliminar este problema. Consideremos por ejemplo

4 2,2
lm =Y
(z.y)—(0,0) 2T + Yy

Los limites del numerador y del denominador som ambos cero, por lo que no podemos aplicar
directamente este resultado. Sin embargo se tiene

4 — 9 B (2x —y)(2z + )
20 +y 27 +y

:2517—:1/,

luego el limite es claramente cero. Otros ejemplos de limites que pueden resolverse de este
modo son

i ty? 4 2yt Vel = V2] = Ty
m ———, m
@y)—=00) 22+1y? T (2y)—oo ly| +1

4. Las técnicas de acotacién son también muy importantes en estos problemas. Considere-
mos por ejemplo la funcién

) T+y six >y,
x? = .
Y 2?2 —y? six<uy.

Entonces es claro que, para (x,y) con |z| < 1, |y| < 1, se tiene |f(z,y)| < |z|+ |y|, y como
im 5 4y (0,0) || + |y| = 0, se deduce que

lim x,y) =0.
(fc,y)—>(070)f( v)
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Aqui estamos haciendo uso del teorema del bocadillo, es decir, si una funcion esta entre otras
dos que tienen el mismo Iimite en un punto, entonces la funcién tiene el mismo limite. Se invita
al alumno a demostrar este hecho en el problema [5.2] También hemos usado el caracter local
de la operacién de paso al limite, esto es, si existe un entorno U de a tal que f(z) = g(z) para
todo = € U, entonces lim,_,, f(z) = lim,_,, g(z) (véase el ejercicio .

Otros ejemplos de limites que pueden calcularse mediante acotaciones muy sencillas son

(2 3
lim sm(;c——i—y) =0, lim (2 +49y)cos(z+y*) =0.
(@y)—oo X2 492 (2,5)-(0,0)

5. Si la combinacion de los métodos anteriores no ha dado resultado satisfactorio, quizas sea
el momento de comenzar a sospechar que el limite no existe. Si este es verdaderamente el caso
también hay una serie de pistas que nos pueden ayudar a demostrar que el limite no existe. Una
primera posibilidad, para funciones de R? o R? en R, es la de calcular los limites iterados y ver
si son iguales (caso de que existan). Si existen los limites iterados y son distintos, es decir,

Ifm (h’m f(:z,y)) £ lim ( lfm f(m,y)),

T—TQ Y—Yo Y—Yo T—TQ

entonces no puede existir 1im ;. ) (z0,40) f (¢, y) (ver el problema . Por ejemplo, el limite
2 _ 2
(z,y)—(0,0) T° +y

no existe, ya que los limites iterados son 1y —1.
6. También puede ocurrir que los limites iterados existan y sean todos iguales sin que ello
implique la existencia del limite, asi que el criterio anterior no es ni mucho menos concluyente.

En efecto, si
el Jyl

los limites iterados existen y son ambos iguales a uno, y sin embargo no existe lim g 0,0y f (%, ¥).
Supongamos que existiera, y llamémoslo L. Si nos acercamos al origen por rectas de pendiente

A € R, esto es, si hacemos y = Az y sustituimos en la funcidn, la expresién f(z, Az) deberia
tender al limite L cuando x — (. Sin embargo se tiene

f(z,y)

14|l

NSIEDYA

que claramente es distinto para cada A. Luego no puede existir el limite. Otro ejemplo en el que
este criterio es aplicable es

lim f (2, \r) =

.I’2y2

slo0) 27+ (g
en este caso el limite no existe ya que al aproximarnos al origen por la recta x = 0 el limite es
cero, mientras que a lo largo de la recta z = y da uno. Para la justificacion tedrica de este tipo
de criterios véase el problema[5.8]

7. Otra manera de ver que no existe el limite anterior es hacer un cambio a coordenadas
polares, es decir, poner x = pcosf, y = psinf, y hacer tender p a cero. Si el resultado de-
pende de # entonces el limite no puede existir. De hecho puede demostrarse (ver el ejercicio
que para toda functién f : R? — R, se tiene que lim, ;) (0,0) f(x,y) = L siy solo si
lim, o f(pcosé, psin@) = L uniformemente en 6 (es decir, si y solo si para todo ¢ > 0 existe
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d > 0tal quesi0 < p < ¢ entonces |f(pcosf, psinf) — L| < ¢ para todo 6 € [0, 27]). En el

caso de la funcién
_ lal + 1yl

vVt +y?
tenemos que lim,_,o f(pcosé, psinf) = | cosd| + |sin |, que depende claramente de 6, luego

el limite lfm, ;) (0,0) f(, y) no existe. También puede aplicarse este criterio, por ejemplo, para
Ver que no existe

f(z,y)

lfim 2 sin(z? + ?).
(z,y)—(0,0) T
En este caso existe el limite a lo largo de cualquier recta y = Az, pero no existe el limi-
te. En efecto, sea (p,) una sucesién de nimeros positivos con lim,, ,., p, = 0. Se tiene que
f(pcost, psin®d) = tanfsin p?, y como limy_,. /o tan = +oo, para cada n € N podemos
encontrar ,, préximo a /2 de modo que

1

tan, > —

. 3
sin” p?

entonces es evidente que

f(pncosby,, p,sinb,) > — 00.

sin p2
Por otro lado, para § = 0, es claro que lim, o tanfsin p* = 0. Por consiguiente no puede
existir lim, o tan 6 sin p? uniformemente en 6.

8. A propésito de limites iterados, conviene advertir que puede darse el caso de que no
existan, o no exista uno de ellos, y sin embargo si que exista el limite global (por tanto el
criterio del ejercicio solo sirve cuando los tres limites existen). Consideremos por ejemplo

la funcién
y sixzeQ,
flz,y) = .
0 sizeR\Q.

Se tiene que no existe lim, .o f(x,y) para ningdn y # 0, luego tampoco existe el limite
lim,_,o(lim, o f(z,y)). Sin embargo el otro limite iterado sf existe, y también existe el limite
global

lim x,y) =0,
(x:y)ﬁ(O,O)f( v)

yaque | f(z,y)| < [y| = 0 cuando (z,y) — (0,0).

9. A veces el criterio de calcular limites por rectas que pasan por el punto donde se toma
el limite no es concluyente. En efecto puede ocurrir que todos los limites a lo largo de rectas
existan y sean iguales, y que sin embargo el limite no exista. En muchos de estos casos el
aproximarnos por curvas continuas mas generales puede dar buen resultado para ver que no
existe el limite. Como ejemplo consideremos la funcién

2

xry
flz,y) = pa!
Es facil ver que los limites iterados existen y son ambos cero, y también existen los limites a
lo largo de rectas y son todos iguales: lim, .o f(x, A\z) = 0 para cualquier \. Sin embargo el
limite de f en (0, 0) no puede existir, ya que si consideramos las curvas continuas «, 3 : R — R?
definidas por

Oé(t) = (t27t)7 y B(t) - (07t>
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(cuyas ecuaciones implicitas son z = y? y # = 0 respectivamente) entonces tenemos que
lim,_,p a(t) = (0,0) = lim; 0 5(¢), y sin embargo

I f(0(t)) = 1/2 # 0 = lim F(3(1)).

Ver el problema [5.§] para la justificacién tedrica del criterio que estamos empleando.

10. Finalmente, un criterio que nunca falla a la hora de demostrar que un limite no existe, y
que suele dar resultados mds rapidos y por lo menos igual de efectivos que todos los anteriores
(al menos si se tienen las ideas claras sobre la razén de por qué no existe el limite), es el de
las sucesiones. En virtud de la Proposicion [5.1] basta encontrar dos sucesiones que converjan al
punto donde se toma el limite y a lo largo de las cuales la funcion converge a puntos diferentes
(0 no converge). Para ilustrar este criterio, sea f : R> — R la funcién definida por

1 siz—yeQ,
0 en caso contrario.

fr,y) =

Entonces es claro que 1fm,, o, f(1/n,0) =1 # 0 = lim,,_,o, f(v/2/n,0) y por tanto no existe
h/m(:r,y)ﬁ\(o,[]) f(xa y)

Pasamos ahora a estudiar el comportamiento global de las funciones que son continuas en
todos los puntos. En lo que sigue X e Y volverdn a denotar espacios métricos arbitrarios.

Definicion 5.4. Se dice que una funcién f : X — Y es continua en un subconjunto A de X si f
es continua en x paracadax € A. Si f : X — Y es continua en todo X, diremos simplemente
que f es continua.

Por ejemplo, usando los resultados ya vistos sobre limites y continuidad en un punto, es
inmediato ver que las funciones S, P : R? — R definidas por S(z,y) = = + vy, P(z,y) = zy
son continuas en todo R?, y que la funcién Q(z,y) = z/y es continua en R?*\ {y = 0}. También
que la composicién de funciones continuas es continua, y que una funcién f = (fi, ..., fin) :
X — R™ es continua si y sélo si lo son las funciones f; para todo ¢« = 1,...,n. Se deduce
entonces el siguiente:

Corolario 5.8. La suma, el producto, el cociente y la composicion de funciones continuas son
continuas (siempre que estén bien definidas).

Es evidente que si f : X — Y es continuaen A C X entonces f|, : A — Y es también
continua. El reciproco no es cierto en general, es decir, puede ocurrir perfectamente que f|, sea
continua sin que ello implique que f es continua en A (piénsese en el caso en que A = {a} sea
un punto y f discontinua en a). Sin embargo si es cierto cuando A es abierto.

Proposicion 5.9. Sean f : X — Y una aplicacion, A un subconjunto abierto de X, y supon-
gamos que f|, : A — Y es continua. Entonces f es continua en A.

Demostracion. La demostracion es muy facil y queda a cargo del lector. [

Un ejemplo de aplicacion de este resultado es el siguiente. Consideremos la funcién f :
R? — R definida por

B a:cost—ly{2 si (x,y) # (0,0),
fey) = 0 ' si (z,y) = (0,0
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Sea A =R?\ {0}. Como A es abierto y f|,(x,y) = x cos @ es continua al ser composicion
de funciones continuas, se tiene por la proposicion anterior que f es continua en A. Ademas
|f(z,y)|] < |z| = 0= f(0,0) cuando (x,y) — (0,0) =, luego f es también continua en (0, 0)
y por tanto f : R? — R es continua.

El siguiente teorema caracteriza la continuidad global de una funcién: las funciones con-
tinuas son aquellas tales que las imdgenes inversas de abiertos son abiertas (y lo mismo para
cerrados).

Teorema 5.10. Sea f : X — Y. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. f es continua.
2. Para todo subconjunto abierto Ade Y, f~'(A) es abierto en X.
3. Para todo subconjunto cerrado C' deY, f~'(C) es cerrado en X.

Demostracion. (1) = (2): Seax € f~(A). Como A es abiertoy f(x) € A, existe ¢ > 0
tal que B(f(z),e) C A. Ahora, como f es continua en x existe 0 > 0 tal que f(B(x,d)) C
B(f(z),e) C A,y por tanto B(x,8) C f~1(A).

(2 = (1):Dados z € X, e > 0, como f~!(B(f(x),)) es un entorno abierto de z, existe
§ > 0 tal que B(x,d) C f~1(B(f(x),¢)), lo que implica f(B(x,d)) C B(f(z),¢).

(2) <= (3): Basta tener en cuenta que f (X \ A) = X\ f7!(A) y que los complementarios
de los abiertos son cerrados y viceversa. [

Una aplicacion evidente pero muy util en la préctica del teorema anterior es que, para toda
funcién continua f : X — R, los conjuntos {z € X : f(z) > 0}y {z € X : f(z) < 0} son
abiertos, y los conjuntos {z € X : f(z) > 0}, {z € X : f(z) <0}y {z € X : f(z) =0}
son cerrados. Asi, ejercicios de relativa enjundia calculistica (como por ejemplo probar que
{(x,y) € R? : 2% +siny® < 1} es abierto en R?) cuando sélo disponfamos de las herramientas
del capitulo 3] resultan ahora insignificantes.

La siguiente proposicion resulta provechosa para verificar que ciertas funciones definidas
a trozos son continuas. En el caso en que el espacio esté descompuesto como unidn finita de
cerrados y la restriccién a cada uno de éstos de la funcidn en cuestion sea continua, se podra
deducir la continuidad de la funcién en todo el dominio.

Proposicion 5.11. Sea [ : X — Y, supongamos que X = Cy U ... U C,, donde cada C; es
cerrado, y que f| o C; =Y es continua para cada j = 1, ...,n. Entonces f es continua en X.

Demostracion. Sea D un cerrado de Y. Se tiene que

o) = myne; = £,
j=1 j=1
Como cada f@j(D) es un cerrado relativo a C; (por ser f o C; — Y continua), y cada
C; es asimismo cerrado, resulta que fg(D) es cerrado en X paracada j = 1,...,n, y por

consiguiente, al ser unién finita de cerrados, f~!(D) es cerrado en X. Por el teorema anterior
esto prueba que f es continua. [
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Como ejemplos de aplicaciéon de este teorema puede considerarse la funciéon f : R — R
definida por
sinx sixz <0,
si0 <z <1,
six > 1,

8

fz) =

8=

o la funcién g : R? — R definida por

(2.9) e~z =y’ six?+y? <1,
I7 = .
gy Teos(? +y2—1) siz?+y*>1.

La funcién f estd bien definida y es evidentemente continua cuando se restringe a los cerrados
(—00,0],10,1] y [1,00), que recubren R, y por tanto f es continua en R. Lo mismo sucede con la
funcion g y los cerrados C; = {(z,y) € R? : 22 +¢y* < 1}y Cy = {(z,y) € R? : 22 +3? > 1}
cuya unién es R,

Una propiedad fundamental de las funciones continuas es que conservan la compacidad.

Teorema 5.12. Sea f : X — Y una aplicacion continua, y sea K C X un subconjunto
compacto de X. Entonces f(K) es compacto.

Demostracion. Sea (y,) = (f(x,)) € f(K) una sucesién de f(K). Como (z,) C Ky K es
compacto, () tiene una subsucesién (z,,;) que converge a un punto o, € K. Entonces, por ser

f continua, (y,,) = (f(xy,,)) converge a f(x) € f(K). O

En el caso Y = R puede deducirse que toda funcién continua definida sobre un compacto
y con valores reales alcanza siempre un maximo y un minimo absolutos sobre el compacto.
Recuérdese que f : X — R alcanza un maximo absoluto sobre A C X si existe g € A tal
que f(x) < f(xo) paratodo x € A. Andlogamente, f tiene un minimo absoluto en A si existe
x1 € Atalque f(z1) < f(x) paratodo z € A.

Teorema 5.13. Sea [ : X — R continua, y K C X compacto (no vacio). Entonces existen
x1, 29 € K tales que f(x1) < f(z) < f(x2) para todo x € K, es decir, f alcanza un mdximo
y un minimo absolutos en K. En particular f estd acotada en K.

Demostracion. Por el teorema anterior f(K') es compacto, y en particular cerrado y acotado.
Sean a = inf f(K), § = sup f(K), que existen por ser f(K') acotado. Como sup f(K),inf f(K) €
f(K),y f(K) es cerrado, se tiene que «, 5 € f(K) lo que significa que existen z1, x5 € K con

flx1) =a < f(z) < B = f(r)

paratodo z € K. 0

La condicién de que K sea compacto es esencial en estos teoremas, como es fécil ver. De
hecho, puede demostrarse que si foda funcion continua f : X — R alcanza un maximo absoluto
en X entonces X es compacto; consultar los problemas[5.20, [5.21] y [5.22]

Otra consecuencia importante del teorema de conservaciéon de la compacidad por aplica-
ciones continuas es que para toda aplicacidn continua e inyectiva definida en un compacto, su
inversa es también continua.

Teorema 5.14. Sean K un espacio métrico compacto y f : K — Y inyectiva y continua.
Entonces la aplicacion inversa f~' : f(K) CY — K es también continua.
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Demostracion. Sea C' un cerrado de K; hay que ver que (f~1)~1(C) = f(C) es cerrado en
f(K). Como C es cerrado en K y K es compacto, se tiene que C' es conpacto, luego por el
Teorema resulta que f(C') es compacto, y por tanto cerrado en f(K). O

Definicion 5.5. Se dice que una aplicacion f : X — Y es un homeomorfismo entre dos espacios
métricos X e Y si f es biyectiva y tanto f como f~! : Y — X son continuas. Se dice que dos
espacios métricos son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Como consecuencia inmediata de esta definicién y del Teorema anterior obtenemos lo si-
guiente.

Corolario 5.15. Sea f : X — Y una aplicacion biyectiva y continua, y supongamos que X es
compacto. Entonces f es un homeomorfismo.

Dos espacios homeomorfos son indistinguibles desde el punto de vista topoldgico, y en
particular tienen las mismas propiedades de compacidad, separabilidad, o conexién (como ve-
remos en al capitulo siguiente). En general, toda propiedad que pueda definirse exclusivamente
mediante conjuntos abiertos o cerrados y sin hacer referencia explicita a la distancia, serd una
propiedad topoldgica y por tanto serd conservada por homeomorfismos.

No obstante hay otras propiedades estrictamente métricas que no se conservan por homeo-
morfismos, como por ejemplo la completitud. En efecto, si consideramos en R la distancia

d'(x,y) = |arctg(x) — arctg(y)|,

y por d denotamos la distancia usual de R definida por el valor absoluto, entonces es facil ver
que d y d' son distancias equivalentes, es decir definen los mismos abiertos en R, o lo que es
lo mismo, la identidad es un homeomorfismo entre (R, d) y (R,d'). Y sin embargo (R, d) es
completo, mientras que (R, d’) no lo es.

Entramos ya en la parte final de este capitulo, dedicada a analizar el concepto de continuidad
uniforme y su relacion con las nociones hasta ahora estudiadas.

Definicion 5.6. Sean X e Y espacios métricos, y sea f : X — Y. Se dice que f es uniforme-
mente continua en A C X si para todo e > O existe 0 > Otal que si x,y € Ay d(z,y) <6

entonces d(f(z), f(y)) < e.

Por ejemplo, es claro que f(z) = x es uniformemente continua en R. La diferencia obvia
con la definicion de continuidad es que aqui el § no depende de cada punto x o y, sino solamente
de ¢. Es también evidente que si f es uniformemente continua en A entonces f, : A — Y es
continua (lo cual, nétese bien, no quiere decir que f : X — Y sea continua en A, como ya
sabemos). En particular, si f : X — Y es uniformemente continua en X entonces [ : X — Y
es continua. El reciproco no es cierto, como prueban los siguientes ejemplos.

Ejercicio 5.3. Las funciones f : R — Ry g : (0,1) — R definidas por f(x) = 2%y g(x) = 1/x
son continuas, pero no uniformemente continuas.

Como en el caso de continuidad, existe una caracterizacién muy util de la continuidad uni-
forme en términos de sucesiones

Proposicion 5.16. Una aplicacion f : X — Y es uniformemente continua si y solo si para
cada par de sucesiones (z,,), (y,) C X con d(z,,y,) — 0 se tiene que d(f(zy), f(yn)) — 0.
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Demostracion. Sean f : X — Y sea uniformemente continua, y (x,), (y,) dos sucesiones
tales que d(x,,y,) — 0. Dado € > 0, por ser f uniformemente continua existe 6 > 0 tal que si
d(z,y) < 0 entonces d(f(z), f(y)) < €. Y puesto que d(x,,y,) — 0, existe ng € N tal que si
n > ng entonces d(x,,, y,) < 0. Por tanto también d(f(x,), f(y,)) < € si n > ny. Esto prueba
que lim,, o0 d(f(zn), f(yn)) = 0.

Reciprocamente, si f : X — Y no es uniformemente continua, existe €, > 0 tal que para
todo 0 > 0 existen x5, ys € X tales que d(xs,ys) < 0 pero d(f(zs, f(ys)) > €o. Tomando § de
laforma § = 1/n, n € N, obtenemos dos sucesiones (z,,), (y,) en X tales que d(z,,y,) < 1/n
pero d(f(x,), f(yn)) > €0, lo que implica que lim,,_, ., d(x,,, y,) = 0y sin embargo no se tiene
que limy, o0 d(f(7), f(yn)) = 0. u

Este resultado resulta especialmente indicado en la practica para ver que una determinada
funcién no es uniformemente continua: basta encontrar dos sucesiones tales que la distancia
entre sus términos tiende a cero pero la distancia entre los términos de sus sucesiones imagenes
no tiende a cero. Se invita al lector a repetir el Ejercicio [5.3]usando esta caracterizacién de la
continuidad uniforme en vez de la definicion.

En general puede parecer dificil determinar si una funcion es uniformemente continua, pero
hay dos criterios positivos que resultan enormemente efectivos en la practica. Uno nos lo pro-
porciona el siguiente teorema, que afirma que toda funcion continua definida sobre un compacto
es uniformemente continua en ese compacto. El otro, como veremos después, es el hecho de
que toda funcién Lipschitz (en particular toda funcién con derivada acotada) es uniformemente
continua.

Teorema 5.17. Sea f : X — Y continua, y supongamos que X es compacto. Entonces f es
uniformemente continua en X.

Demostracion. Sean (z,,), (y,) sucesiones en X tales que d(x,,, y,) — 0,y veamos que d( f(x,), f(yn)) —
0. Supongamos que no fuera asi. Entonces existirfan ¢ > 0y subsucesiones (z,;) € (yn,) de
(x) e (yn), respectivamente, tales que

A(f (@), f(yy)) > € (*)

para todo j € N. Como X es compacto, existe una subsucesion de (z,;) que converge a algtin
x € X. Para no sobrecargar la notacién seguiremos denotando a esta subsucesion por (1, ).
Anglogamente, la subsucesion de (y,,;) correspondiente a esta subsucesion tiene a su vez una
subsucesion que converge a algin y € Y. Por las mismas razones apuntadas antes seguiremos
denotando esta subsucesion por (i, ). Como d(xy,,, yn;) — 0, se tiene que d(z,y) = 0, es decir,
x = y. Pero entonces, al ser f continua en x = y, y puesto que z,,, — T € Y, — ¥, ¢ tiene que

f(xn,) = f(x)y f(yn;) — f(y) = f(x), luego
d(f(@n;), f(Yn;)) = d(f(2), f(y)) =0,

lo cual contradice ().

Si el lector siente vértigo al considerar tantas subsucesiones de subsucesiones de subsuce-
siones, puede estudiar la siguiente demostracion alternativa, quizds mds técnica, aunque con
menos engorros de notacién. Consideremos € > 0 dado. Para cada = € X, por ser f continua
en x, existe 0, > 0 tal que si y € B(x,2d,) entonces d(f(y), f(x)) < £/2; en particular, si
y,z € B(x,2),) entonces

d(f(2), f(y)) < d(f(2), f(2)) +d(f(2), f(y)) <e/2+e/2 = ()
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Consideremos ahora el recubrimiento abierto

X = | B(x,d,).

zeX

Por ser X compacto existen x1, ..., z,, € X tales que

n

X = B(=;,9)),

n=1

donde denotamos §; = ,,. Definamos entonces 6 = min{dy, ..., d,, }. Afirmamos que si d(z, y) <
d entonces d(f(z), f(y)) < e. En efecto, fijados z,y € X con d(z,y) < 0, como X =
Ui, B(z,9;), existe i =i, € {1,...,n} tal que z € B(x;,0;). Ahora, como d(z,y) < § <
0; > d(z,x;), se deduce que d(y, z;) < d(y,z) + d(z,z;) < 20;. Asi pues z,y € B(x;,20;), lo
que gracias a () garantiza que d(f(2), f(y)) < e.

[

Definicién 5.7. Sea f : X — Y una aplicacion entre dos espacios métricos. Se dice que f es
Lipschitz si existe L > 0 tal que

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y)

paratodo z,y € X. También se dice en este caso que f es L-Lipschitz, o que L es una constante
de Lipschitz para f. Por la constante de Lipschitz de f suele entenderse la menor de las L
posibles, es decir,

Lip(f) = inf{L = 0:d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) Vz,y € X}.

Es fécil ver utilizando el teorema del valor medio que si f : I € R — R es una funcién
derivable tal que f’ estd acotada en I, digamos |f’(t)| < C para todo t € I, entonces f es
C'-Lipschitz en I. Por ejemplo, la funcién f : R — R, f(t) = cost, es 1-Lipschitz en R.

Este resultado se generaliza, como veremos mas adelante, a funciones definidas entre sub-
conjuntos de R" y R™, en el sentido de que si A es un subconjunto convexode R*y f : A C
R"™ — R™ es diferenciable y tiene derivada acotada en A (lo que equivale a decir que todas las
derivadas parciales de primer orden de f estdn acotadas en A, entonces f es Lipschitz en A).
Reciprocamente, es facil demostrar que si f es Lipschitz en A y es diferenciable en A, entonces
la derivada de f esta acotada en A. Por tanto, dentro de la categoria de las funciones deriva-
bles, las funciones Lipschitz son exactamente las que tienen derivada acotada. Pero hay que ser
cautos, porque una funcién Lipschitz puede muy bien no ser derivable en algunos puntos (con-
sidérese el ejemplo del valor absoluto en R, o mds en general el de una norma en R", que nunca
son derivables en el origen, y sin embargo son obviamente funciones 1-Lipschitz). No obstante,
un teorema debido a Rademacher afirma que todas las funciones Lipschitz son derivables en
muchos puntos (de hecho en la mayoria de ellos, o en casi todo punto, aunque ahora mismo
no estamos en condiciones de precisar qué quieren decir estas expresiones, ni mucho menos de
demostrar este resultado).

Una de las propiedades importantes de las funciones Lipschitz, y la razén fundamental por
la cual sacamos a colacién esta definicion en este momento, es que toda funcidn Lipschitz es
también uniformemente continua.

Proposicion 5.18. Si f : X — Y es Lipschitzen A C X, entonces f es uniformemente continua
en A.
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Demostracion. Sea C' > 0 una constante de Lipschitz para f en A. Dado ¢ > 0, tomemos
d =¢/C > 0.Entonces, si x,y € Ay d(z,y) < 0, se tiene que d(f(x), f(y)) < Cd(z,y) <
Cod=e. O

Conviene advertir que el reciproco de esta Proposicion no es cierto, pues hay funciones

uniformemente continuas que no son Lipschitz. Por ejemplo, la funcién f : [—-1,1] — R
definida por
xsin(%) si,z#0
fx) = .
0 siz =0,

es continua y, como [—1, 1] es compacto, también uniformemente continua en [—1, 1]. Sin em-
bargo f no es Lipschitz en [—1, 1], puesto que ni siquiera lo es en (0, 1) ya que su derivada, que

existe y estd definida por

1 1 1
/ - B T -
f(x)—bm(x) xCOS( )

xr
en este subintervalo, no esta acotada.

Una propiedad interesante de las aplicaciones uniformemente continuas es que transforman
sucesiones de Cauchy en sucesiones de Caychy.

Proposicion 5.19. Sea [ : X — Y uniformemente continua, y supongamos que (x,,) es de
Cauchy en X. Entonces (f(x,)) es de Cauchy en'Y'.

Demostracion. Dado € > 0, la continuidad uniforme de f nos permite encontrar 6. > 0 tal que
si d(z,y) < ¢. entonces d(f(z), f(y)) < e. Como (z,,) es de Cauchy en X, existe n. € N
tal que si n,m > n. entonces d(z,,,) < J.. Por tanto también d(f(z,), f(xm)) < € si
n,m > n.. Esto prueba que (f(z,)) es de Cauchy en Y. O

La proposicion anterior no es cierta, en general, si f no es uniformemente continua, como
prueba el ejemplode f : (0,1) — R, f(t) = 1/t, (t,) = (1/n).

Otra propiedad importante de las funciones uniformemente continuas es que siempre poseen
extensiones unicas a la adherencia de sus dominios, al menos cuando toman sus valores en
espacios métricos completos.

Teorema 5.20. Sean XY espacios métricos, f : A C X — Y uniformemente continua, y su-
pongamos que Y es completo. Entonces existe una tinica extension f : A — Y uniformemente
continua de f a A.

Demostracién. Sea x € A, y tomemos (,,) C A tal que x,, — . Como (x,,) es de Cauchy
(por ser convergente) y f es uniformemente continua, tenemos que (f(z,)) es de Cauchy en
Y, y como Y es completo deducimos que (f(z,)) converge a un punto y, de Y. Ademads, si
tomamos otra sucesion (z,) C A con z, — x, también se tiene que f(z,) — y,. En efecto,

d(f(2n), y2) < d(f(zn); f(n)) + d(f(2n), Y2) = 0+ 0 =0,

yaque d(z,,x,) — d(z,x) = 0, f es uniformemente continua y f(z,) — ..

Esto prueba que para cada # € A existe un tnico y, € Y tal que para toda sucesién
(x,) C Aconlim, oz, = x es y, = lim, _, f(x,). O lo que es lo mismo, para cada z € X
existe lim,e 4 .. f(2) = y,. Por tanto la aplicacion

f:A=Y, 2 — f(z):= lim f(2)

z€A,z—x
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estd bien definida.
Veamos que f : A — Y es uniformemente continua. Fijemos ¢ > 0. Como f es uniforme-
mente continua en A, existe 6 > O tal que si ',y € Ay d(2',y") < 30 entonces

d(f (@), f(y)) < /3. (*)

Tomemos ahora 1, y E_Z con d(z,y) < 0. Como lim,ca. 5, f(2) = f(@) y lim,ea. ., f(2) =
f(y),y Aesdensoen A, se sigue que existen ', y' € A tales que

d(z,2") <6, d(y,y') <6, d(f(x), f(2")) < /3y d(f(y), f(y)) <e/3.
Entonces tenemos que
d(2',y") <d@',z) +d(z,y) +d(y,y') <o+ 0+ = 396,
y por tanto, teniendo en cuenta (x),

d(f(x), f(y)) < d(f(x), f(2") +d(f("), f(y) +d(f(Y), Fy) <
e/3+¢e/3+¢/3=c¢.

Esto prueba que f es uniformemente continua en A.

Finalmente, 7 es la dnica extension uniformemente continua de f a A. En efecto, como A
esdensoen Ay 7| . = [, esto se sigue del hecho de que dos funciones continuas que coincidan
en un subconjunto denso de su dominio han de ser iguales; ver el problema [5.10] 0

Veamos a continuacién una serie de pistas y ejemplos que muestran cémo pueden emplearse
los resultados expuestos hasta ahora para determinar si una funcién es o no es uniformemente
continua en un subconjunto dado de su dominio.

1. Lo primero es determinar si f es continua, ya que se trata de una condicién necesaria para
ser uniformemente continua. Por ejemplo, la funcién f : R? — R definida por

- sin@ si (x,y) # (0,0),
fay) = {0 si (z,y) = (0,0).

es discontinua en (0, 0) y por tanto no es uniformemente continua en ningtn subconjunto de R?
que contenga el origen.

2. Si f es continua y su dominio es un compacto, entonces por el Teorema sabemos
que f es uniformemente continua. Por ejemplo, la funcién f : B C R? — R definida por

et ylsin s si(z,y) # (0,0),
flz,y) = {O ’ si(x,y) =(0,0),

donde B es la bola unidad cerrada de R?, es continua, y como B es compacto, se sigue que f
es uniformemente continua.

3. Si f estd definida como suma o composicion de funciones que ya sabemos que son unifor-
memente continuas, entonces f es uniformemente continua. El producto de funciones unifor-
memente continuas, sin embargo, no tiene por qué ser uniformemente continuo (aunque si lo es
si las funciones involucradas en el producto estdn acotadas); ver los problemas[5.42] [5.43]y[5.44]
Asi por ejemplo puede comprobarse que f(x,y) = | sinz cos y| es uniformemente continua en

R2.
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4. FEl siguiente test puede ser comprobar si f es derivable y, en caso afirmativo, si su deri-
vada estd acotada en un convexo que contenga el conjunto en cuestion (para la definicién de
conjunto convexo véase el capitulo siguiente). En tal caso la funcién sera Lipschitz, y por tanto
uniformemente continua. Por ejemplo, consideremos la funcién f : R? — R definida por

1
Ty =1rmrye

Esta funcion tiene derivadas parciales continuas en R2, a saber,

of —2x of

gy = — 2 9 —2y
oz Y = (1+22+42)2" Oy

por lo que es diferenciable en R? (ver el Capitulo @), y como estas derivadas parciales estan
acotadas en todo R?, se sigue que f es Lipschitz, y en particular uniformemente continua, como
veremos en el Capitulo[I0] Si el alumno siente escripulos hacia la utilizacién en la practica de
resultados tedricos que todavia no han sido establecidos, puede limitarse a usar este resultado
solamente en el caso de funciones de variable real hasta que llegue al Capitulo

Cuando la funcién no es derivable o su derivada no es acotada, este criterio no es conclu-
yente, ya que como hemos visto més arriba existen funciones Lipschitz que no son derivables,
y también existen funciones uniformemente continuas que no son Lipschitz.

5. Otra manera de ver que una funcién es Lipschitz (y por tanto también uniformemente
continua) es verificar que estéd definida mediante sumas o composiciones de funciones Lipschitz.
En efecto, por el problema la suma de dos funciones de Lipschitz es de Lipschitz, y lo
mismo ocurre con la composicién. En general el producto de dos funciones Lipschitz no es
Lipschitz (considérese © — 22 = x, que es producto de la identidad consigo misma), pero si
lo es si ambas funciones estdn acotadas (ver problema[5.26). Asi, para la funcién f del ejemplo
anterior, resulta que f es Lipschitz, ya que es composicién de la funcién

1
14+t

h(t)

que es Lipschitz en todo R por tener derivada acotada, con la funcién norma euclidea, (z,y) —
|(x, y)|, que como bien sabemos es 1-Lipschitz. Otros ejemplos de funciones en los que puede
verse que son Lipschitz con este tipo de criterios son g : R? — R, h : B — R, donde B es la
bola unidad cerrada de R3 y

g(z,y) =sin|z +y| + cos® |z — y|, h(x,y,2) = (x> + 3> + 22)eletv—2,

Noétese también que, por la manera en que estd involucrado el valor absoluto en esta definicion,
las funciones tienen puntos de no diferenciabilidad, por lo que el criterio de 3 no es aplicable.
6. Aunque el dominio A de la funcién f no sea un compacto, si ésta es continua el Teorema
.17\ puede seguir siendo aplicable, ya que tal vez f pueda extenderse con continuidad a una
funcién f definida sobre un compacto K que contenga a A, con lo que f serd uniformemente
continua en K y por tanto ﬂ , = [ también serd uniformemente continua en A. Por ejemplo,
consideremos el conjunto A = {(z,y) € R?: 0 <y < x < 1} ylafuncién f : A — R definida
por

flz,y) = % sin(z? + ?).

Puede resultar curioso constatar que esta expresion no tiene limite en el origen, como ya vimos
en el punto 7 de los criterios para la existencia de limite expuestos mds arriba, y en particular ni
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ella ni ninguna extension suya puede ser continua en (0, 0), entendida como funcién de R? en
IR. Sin embargo, al restringirnos al dominio A, si es posible definir una extesién f : A — R de
f que es continuaen A = {(z,y) e R?: 0 <y <z < 1} 3 (0,0) (entendida como funcién de
Aen R, claro estd). En efecto, si 0 < y < x < 1 se tiene que

|y sin(z® 4+ 3?)| < sin(z® 4+ y?) — 0
x
cuando (z,y) — 0, y por tanto

_lim J sin(z? + %) = 0,
(z,y)€A,(2,y)—(0,0) T

de modo que la funcién A — R definida por

_ B %sin(ﬁ + y2) si (f& y) € Z> (337 y) + (07 0)7
Jw.y) = {0 si (z,9) = (0,0)

en continua en A y por consiguiente, al ser A compacto, f es uniformemente continua en A, y
en particular f = 7| , €s también uniformemente continua en A.

7. También puede emplearse la tictica de las extensiones (uniformemente) continuas en
la direccién inversa, es decir, para demostrar que una funcién f no puede ser uniformemente
continua en un conjunto A. En efecto, si f es uniformemente continua en A, el Teorema [5.20]
nos garantiza que f tiene una (iinica) extensién uniformemente continua f definida sobre A. En
particular debera existir el limite

it
:DGAl,gi)xo f ([L’)

para cada xy € A. Asi que para ver que f no es uniformemente continua en A basta encontrar
un punto xy € A de modo que no exista

lim  f(z).

r€A,x—x0

Por ejemplo, consideremos A = {(z,y) e R?* : 0 <z < 1,0 <y < 1},y f : A — R? definida

por
o) = (520, S £ 47y
) x2+y2’ x2+y2 '

Tenemos que (0,0) € A, y es ficil ver que no existe

. Yy

lim —_—

(@.y)€A,(2,y)—(0,0) T2 + 12
(considéresen los limites a lo largo de las semirrectas y = Ax, x > 0, con 0 < A\ < 0o, que son

todos diferentes). Por tanto f no puede ser uniformemente continua en A.

8. Otro criterio negativo indirecto lo proporciona el problema [5.48} si una funcién f : A C
R™ — R™ es uniformemente continua entonces es acotada sobre los acotados de A. Por tanto, si
detectamos un conjunto acotado sobre el cual la funcién dada no es acotada, podemos concluir
que ésta no es uniformemente continua. Este criterio puede emplearse, por ejemplo, para ver

que la funcién
1

1—$2—y2—22

flz,y,2) =
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no es uniformemente continua en la bola unidad abierta B = {(z,y,2) € R? : 224+y*+2% < 1}.
Ver también los problemas [5.49]y [5.50]

9. A la inversa, un criterio positivo nos lo proporciona el problema [5.38} si una funcion
continua f : R™ — R tiene limite finito en el infinito entonces es uniformemente continua. Por
ejemplo,

-yt 4z
It yf 48
es uniformemente continua por este motivo.

10. Finalmente, como en el caso de limites, uno de los criterios mas efectivos cuando se
tienen las ideas claras sobre por qué puede no ser uniformemente continua una funcién de-
terminada es la proporcionada por la Proposicién [5.16} basta encontrar dos sucesiones cuya
distancia tiende a cero pero la distancia entre sus imdgenes no. Consideremos, por ejemplo, la
funcién f : R? — R definida por

9(z,y, 2)

flz.y) =sin(z?® +y7%).
Sean (2, yn) = (0,V2n7), (25, w,) = (0,v2n7 + \/7/32n). Entonces

T
nyYn) 7 \(Bn, Wn)|| = __>07
o) = G = /7

T T
nyYn) — ny Wn )| = sin(2 — sin(2 — — )| =
|f(xn,yn) — f(zn, w,)| = | sin(2n7) — sin(2nm + 5 + 32n)’

y sin embargo

|$M%+é%ﬂ%$n%zl%&

luego f no es uniformemente continua en R?.

Para concluir, demostraremos el resultado, ya anunciado en el Capitulo[I] de que todas las
normas en R" son equivalentes. Puede considerarse que toda la teoria sobre conceptos topold-
gicos y métricos desarrollada hasta ahora se ha referido exclusivamente a una cualquiera de las
normas || - ||1, ]| - |2, || - || (0 @ las tres), y que el resultado siguiente permite extender todos los
resultados precedentes al caso de una norma arbitraria en R".

Teorema 5.21. Sea I un espacio vectorial de dimension finita. Entonces todas las normas en
E son equivalentes.

Demostracion. Sean = dim(FE), y elijamos {e1, ..., €, } una base cualquiera de . Cada vector
x € F tiene por tanto una expresion inica como combinacién lineal de e, ..., e, digamos

n
r = E Ti€;,
=1

y podemos definir entonces

|2]| o = max{|x1], ..., |xnl }-
Es inmediato comprobar que || - || es una norma en E. Consideremos ahora otra norma cual-
quiera || - || en E, y veamos que || - || ¥ || - || son equivalentes.

Para cada z € E tenemos que

n n n
ol = 1) wieill < D lallleall < D lellocllesll = Mz oo, (%)
i=1 =1 =1
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donde M :=>"" | ||e;|| obviamente no depende de x. Por tanto
Iz = yll < Mz =yl

para todo z,y € E, es decir, || - || es Lipschitz, y en particular continua, en (E, || - ||« ). Por
otro lado, la esfera unidad S = {z € F : ||z||»} es compactaen (F, | - ||~ ). Entonces, por el
Teorema [5.13] existe zy € S tal que ||zo|| = Inf{||z| : z € S} := m. Ademds m = ||zo| > 0
yaque zg € Sy 0 ¢ S. Esto significa que

Il <
— <m
[E1Pe
para todo z € E \ {0}, o lo que es lo mismo,
m|zllee <[] (%)

para todo x € E. Juntando () y (xx) obtenemos que m||z|. < ||z < M||x|~ para todo
'y |l - llos son equivalentes. 0

Para terminar haremos un breve estudio de la continuidad de las aplicaciones lineales y sus
normas.

Proposicion 5.22. Sean E'y F' espacios vectoriales normados, y seaT : E — F una aplicacion
lineal. Son equivalentes:

1. T es continua;

2. T es continua en 0;

3. Existe M > 0 tal que ||T(x)|| < M||z|| para todo x € E;
4. sup{||T(z)|| : = € E, ||z|| <1} < +o0;

5. T es Lipschitz.

Demostracion. (1) = (2): es trivial.
(2) = (3).Como f es continua en 0, existe § > 0 tal que si ||z|| < d entonces ||T'(z)|| <
1. Luego, para todo = € E \ {0} se tiene que

e = o ()| = 5 () | = 5 I () < 5 = s

donde M = 1/6.Y siz = 0 entonces ||T(z)|| < M||x| trivialmente.
(3) = (4): es trivial
(4) = (5): denotemos « := sup{||T(z)| : = € E, ||z|| < 1}. Se tiene, para todo x # y,

IT(x) = T(y)ll = I T(z — )| = HT (“I y”_y> H

|z =y
] G| RS

y en particular 7' es a-Lipschitz.
(5) = (1): es trivial. O
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En realidad, en los espacios que manejaremos en este curso estas condiciones se cumplen
siempre, ya que toda aplicacion lineal entre espacios de dimension finita es continua.

Proposicién 5.23. Sean E y F espacios vectoriales normados, y supongamos que dim(E) <
oo. Entonces toda aplicacion lineal T' : EE — F' es continua.

Demostracion. Sea {ey, ...,e,} una base de E. Paratodo xz = > | z;¢; € E, si consideramos
lanorma ||z||s = sup{|z;| : 1 = 1,...,n}, se tiene que

IT@)llr =11 «T(e)llr < Y lzllT(e)llr < Cllalle,
i=1 =1

donde C'=3"" | ||T'(e;)| p- Por otra parte, como todas las normas son equivalentes en E, existe
C’ > 0tal que ||z||oo < C'||z|| g para todo = € E. Por tanto se obtiene que

1T (@)r < Ml|z]e

para todo x € E, donde M = C(C". O

Puede demostrarse que en todo espacio vectorial normado de dimensién infinita existen
siempre formas lineales no continuas (ver problema [5.54). Por tanto la Proposicién anterior
caracteriza los espacios vectoriales /~ de dimension finita.

Es facil ver que para cualquier aplicacién continua 7" : £ — [’ se tiene que
sup{||T(z)|| : ||| <1} =nf{M <0:|T(x)|| < M||z| paratodo z € E}.

A este nimero se le llama norma de la aplicacion lineal 7', y puede comprobarse que es efec-
tivamente una norma en el espacio vectorial de las aplicaciones lineales continuas de £ en F/,
que denotaremos L(FE, F). Asi, se define

1T} = sup{[T'(2)[| : = € E, [|lz]| <1}

paratodo 7' € L(E, F).

El espacio de las aplicaciones lineales entre R y R™, £L(R™, R™), es naturalmente isomorfo
al espacio de las matrices n X m, que a su vez denotaremos por M., ., (y que es obviamente
isomorfo a R™).

Nétese que, como consecuencia inmediata de la Proposicion todo isomorfismo lineal
entre dos espacios vectoriales de dimension finita es también un homeomorfismo, cualesquiera
que sean las normas consideradas.
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5.1. Problemas

Problema 5.1. Determinar si los siguientes limites existen o no, y en caso afirmativo hallar su

valor:
ery x2y
lim ——, lim ——,
(29)=>0,0) T 4+ 17 (29)—(0,0) 2% 4 y2
sin(2? + y*) 2| + |yl

lim , lim ———,
@y)—00) T2 +Y* T (2y)—00) /22 + 12
I e —1 T z|y|
im , im —,
(zy)—=(00) @ (y)=(0,0) /22 4 32
2 _ .2 2,2
im =L lim LY ,
(29) (00 22 + 32" (@y)~00) 22> + (x — y)?
1 1 1
lim (x+y)sin—sin—, lim —sin(zy),
(fc,y)—>(070)( v) z Y (zy)—(0,0) T (zy)
lim  2?\/ylog(z* + y?), lim 2 sin(z® + y?).
(z,y)—(0,0) vy log( v) (z,y)—(0,0) T ( V)

Problema 5.2 (Teorema del bocadillo). Demostrar que si f,g,h : A C X — R son funciones
tales que f(z) < g(z) < h(x) paratodo x € Ay existen lim,_,, f(x) = lim,_,, h(z), entonces
también existe lim,_,, g(z), y ademas

lim g(x) = lim f(x) = lim h(x).

T—a r—a r—a
Problema 5.3. Sean f,g : A C X — Y tales que f(x) = g(z) para todo = de un entorno
U de a € A’. Supongamos que existe lim,_,, g(z). Demostrar que entonces también existe
lim, . f(x),y

lim f(z) = lim g(z).

T—a r—a

Deducir que la continuidad de una funcién f en un punto a también es una propiedad local.
Problema 5.4. Silim, ., f(z) = co y lim;_,, g(t) = L, probar que lim,_,, g(f(x)) = L.

Problema 5.5. Sea f : R*> — R. Demostrar que lim, )00 f(z,y) = L siy solo si
lim, o f(pcosé, psin@) = L uniformemente en #; es decir, si y solo si para todo € > 0 existe
d > 0tal que si 0 < p < 0 entonces |f(pcosf, psinf) — L| < € para todo 6 € [0, 27].

Problema 5.6. Aplicando el ejercicio anterior, probar que si |f(pcos @, psind)| < F(p)G(0),
donde lim,_,o F'(p) = 0y G es una funcién acotada, entonces lim, ), (0,0) f (2, y) = 0.

Problema 5.7. Sea f : R? — R, (9, yo) € R? Supongamos que existen los limites

lim  f(z,y), lim (11’m f(a:,y)), Yy yh'm ( lim f(x,y)) :

(z,y)—(@0,y0) T—=20 \ Y—Yo —yo \ T30
Probar que entonces los tres limites son iguales.

Problema 5.8. Sea B una bola de centro a en un espacio vectorial normado £, ysea f : B —
Y, donde Y es un espacio métrico. Demostrar que 1im,,_,, f(x) = b siy solo si para cada curva
continua v : [0, 1] — B tal que v(0) = a 'y v(t) # a para t # 0 se tiene que

lim f(1(t)) = b.

t—0t
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Indicacion: para ver que la condicién sobre las curvas implica la existencia de limite, supongase
que éste no existe o que no es b, entonces existen g > 0 y una sucesién (z,,) en B tales que
lim,, o , = a'y sin embargo d(f(z,),b) > o para todo n € N. Definase entonces una curva
continua v : [0,1] — B tal que v(0) = a 'y y(1/n) = z,, para todo n € N. Como curiosidad e
indicio de que el resultado no es cierto en todo espacio métrico X, piénsese cudles han sido las
ventajas derivadas de poder trabajar en una bola de un espacio normado.

Problema 5.9. Estudiar la existencia (y calcular en su caso) los limites siguientes:

cos(z + y) i T4y

i -
(:):,yl)rgoo et + ey ’ (z,y)—o00 €I2+y2

i B 7 cos(y — w?’)’ P i log(1 - v +y?)
(w,y)—o0 22 + oyt (z,y)—o0 1+ sin“x

Problema 5.10. Probar que si f, g : X — Y son continuas y existe un subconjunto D denso en
X tal que f(x) = g(x) paratodo = € D, entonces f = g.

Problema 5.11. Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado. Probar que || - || : £ — Res
continua.

Problema 5.12. Poner un ejemplo de una funcién continua f : R? — R? y un abierto U C R?
tales que f(U) no es abierto. Encontrar también ¢ : R? — R? continuay C' C R? tal que C'es
cerrado pero f(C') no lo es.

Problema 5.13. Se dice que una aplicacién f : X — Y es abierta si f(U) es abierto en Y para
todo abierto U de X. Demostrar que las proyecciones P, : R x R™ — R"y P, : R" x R™ —
R™ definidas por Pi(x,y) = =, P,(z,y) = y, son aplicaciones abiertas.

Problema 5.14. Poner un ejemplo de funcion continua f : R? — Ry K C R compacto tales
que f~1(K) no es compacto.

Problema 5.15. Sea f : X — R continua en xy con f(z() > 0. Probar que existe 6 > 0 tal que
f(z) > 0 paratodo = € B(xg, ).

Problema 5.16. Dar un ejemplo de una funcién separadamente continua que no es continua, es
decir, una funcién f : R? — R tal que para cada y € Rla funcion R 3 z — f,(z) = f(z,y)
es continua, y para cada z € R la funcién R 5 y — f,.(y) = f(z,y) es también continua, pero
f : R? — R no es continua.

Problema 5.17. Probar que si f : R" — R™ es continuay B C R" es acotado entonces f(B)
es acotado en R™. Observar que esto es cierto gracias a que el dominio de la funcién es todo
R™, pero no es cierto en general si sustituimos R™ por un subconjunto abierto suyo.

Problema 5.18. Poner un ejemplo que muestre que el Teorema falla si X no es compacto.
Indicacion: Si se desea un ejemplo en donde X sea un subconjunto de R", hay que tomar n > 2.

Problema 5.19. Encontrar una funcién f : R? — R que sea continua a lo largo de cualquier
recta que pase por el origen y que sin embargo no sea continua en (0, 0).

Problema 5.20. Dar un ejemplo de una funcién (discontinua) definida sobre un compacto que
no alcance ni mdximo ni minimo.



68 CAPITULO 5. LIMITES, CONTINUIDAD Y CONTINUIDAD UNIFORME

Problema 5.21. Dar un ejemplo de funcién continua definida sobre un conjunto de R" que no
alcance ni maximo ni minimo. Mas en general, demostrar que si A es un subconjunto de R"”
que tiene la propiedad de que foda funcién continua f : A — R alcanza un maximo absoluto
en A, entonces A es compacto.

Indicacién: Basta ver que A es cerrado y acotado. Si A no fuera cerrado, témese 7o € A\ A
y considérese la funcion A > x — f(x) = 1/d(x, ). Si A no fuera acotado, considérese
Asz—g(x) = [|lz].

Problema 5.22. Audn con mds generalidad, demuéstrese que un espacio métrico X es compacto
si y sélo si toda funcién continua f : X — R alcanza un maximo absoluto en X.

Indicacion: Hay que ver que X es completo y totalmente acotado. Si X no fuera completo,
considérese su complecion X (ver el problema , y tomense T € X \XyX >z
f(x) = d(z,%). Si X no fuera totalmente acotado, existirfan € > 0 y una sucesién (z,) C X
tal que d(x,, ) > 3¢ si n # m; entonces puede construirse una funcién cuya grafica es una
unién de conos de altura cada vez mds grande, con base de radio € y centrados en los puntos z,,.
Con més precision, sea h : R — R la funcién definida por h(t) = 1 — || si [t| < 1,y h(t) =0

si [t| > 1, y considérese
> d
> un(EE
n=1

Problema 5.23. Sea f : X — R una funcién continua, y « : [0, 1] — X una curva continua en
X. Probar que f alcanza un maximo y un minimo sobre «.

Problema 5.24. Probar que no existe ninguna aplicacién continua y sobreyectiva de [0, 1] en
(0,1).

Problema 5.25. Probar que si f,g : X — R™ son Lipschitz entonces f + g también es
Lipschitz. Demostrar también que si ' : X — Y, G : Y — Z son Lipschitz entonces
G o F : X — Z también es Lipschitz. Estimar las constantes de Lipschitz de f + g y de
G o Fenfunciéndelasde f, g, F'y G.

Problema 5.26. Probar que si f,g : X — R son Lipschitz y acotadas en X entonces su
producto fg: X — R también es Lipschitz en X.

Problema 5.27. Sean a,b € R con a < b. Probar que:
1. [a,b) y (a, b] son homeomorfos;
2. (a,b) es homeomorfo a R;
3. |a, b] es homeomorfo a [0, 1].

Problema 5.28. En los siguientes casos, estudiar si f : R — f(R) C R? es un homeomorfismo
sobre su imagen:

L. f(t) = (t* —t,t* + 2t);
2. J(0) = (5 )
Problema 5.29. Sean A = [—1,1] x [-1,1], f : R? — R?,

flzy) = %(%Ly,x—y)-

Determinar f(A), y estudiarsi f|, : A — f(A) es un homeomorfismo.



5.1. PROBLEMAS 69
Problema 5.30. Sea f : X — Y una aplicacién continua. Demostrar que entonces su gréfica
Gy ={(z,y) € X xY :y = f(x)} es un conjunto cerrado en X x Y.

Problema 5.31. Demostrar que el reciproco del problema anterior no es cierto en general,
exhibiendo una funcién f : [-1,1] — R discontinua y con gréfica cerrada en R,

Problema 5.32. Demostrar que, sin embargo, cuando Y es compacto, entonces el hecho de que
Gy sea cerrado en X x Y equivale a decir que f : X — Y es continua. Deducir de aqui que si
f+ X — R™ tiene gréfica cerrada y es acotada, entonces [ es continua.

Problema 5.33. Demostrar que f : X — Y es continua si y sélo si para todo A C X se tiene
que

f(A) C f(A).

Problema 5.34. Encontrar una funcién f : A — Ry un subconjunto B denso de A tal que f,
es continua, pero f no es continua en ningin punto.

Problema 5.35. Demostrar que la funcion distancia a un conjunto A C X,
z+— d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A},
es 1-Lipschitz en X. Probar también que
A={re X :dx A) =0}

Problema 5.36. Demostrar que si A es cerrado y K es compacto en X tales que K N A = (),
entonces
d(K,A) = inf{d(z,a):x € K,a € A} >0,

y éste infimo se alcanza, es decir existe 7o € K tal que 0 < d(zo, A) < d(x, A) para todo
x € K. En particular se obtiene que, si A es un cerrado y B es un compacto de X, entonces

d(A,B) =0 < ANB #0.

Problema 5.37. El problema anterior no es cierto en general si uno de los dos conjuntos no es
compacto. Poner un ejemplo de dos cerrados disjuntos A, B C R? tales que d(A, B) = 0.

Problema 5.38. Sea f : R” — R una funcién continua tal que existe

lim f(z)

T—r00

y es finito. Probar que f es uniformemente continua en R.

Problema 5.39. Sea E un espacio vectorial euclideo y (-, -) su producto escalar. Demostrar que
(-,-) : E x E — R es continua, pero no uniformemente continua.

Problema 5.40. Estudiar si las funciones siguientes son uniformemente continuas o no en los
dominios indicados.

. f:R—=R, f(t) =tsint;
2. f:R2 >R, f(r,y) = xe¥ + 7

3. f R RES() = (L/(L+8),8/(1+ )
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4. F:00,1] - R, f() = S, wslnd)

n=1 n?2

Problema 5.41. Sea f : R — R continua y acotada. ;Es f necesariamente uniformemente
continua?

Problema 5.42. Probar que si f,g : X — R son uniformemente continuas entonces su suma
f + ¢ : X — Res uniformemente continua.

Problema 5.43. Demostrar que si f : X — Y es uniformemente continuay g : ¥ — Z es
uniformemente continua entonces la composiciéon g o f : X — Y es uniformemente continua.

Problema 5.44. Probar que el producto de dos funciones uniformemente continuas y acotadas
es uniformemente continuo. Dar un ejemplo que pruebe que esto no es cierto en general si las
funciones no son acotadas.

Problema 5.45. Demostrar que f : X — Y no es uniformemente continua si y sélo si existen
e > 0y sucesiones (z,), (yn,) C X tales que d(z,,y,) < 1/nyd(f(x,), f(y,)) > € para todo
n € N.

Problema 5.46. Demostrar que f : X — R es continua (respectivamente uniformemente con-
tinua) si y solo si las funciones coordenadas f; : X — R son continuas (resp. uniformemente
continuas) para todo j = 1, ..., m.

Problema 5.47. Sea X un espacio métrico compacto, y f : X — X una inyeccidn isométrica
(es decir, d(f(z), f(y)) = d(z,y)). Probar que f es también sobreyectiva. Indicacion: si xy €
X\ f(X), ver que existe ¢ > 0 tal que d(x,y) > c paratodo y € f(X), y usar la sucesiéon
definida por x1 = xg, x,, = f(2z,_1) si n > 2, para contradecir la compacidad de X.

Problema 5.48. Sea f : A C R" — Y una funcién uniformemente continua, donde Y es un
espacio métrico completo. Probar que f estd acotada sobre cada subconjunto acotado de A.

Indicacién: combinar los Teoremas y

Problema 5.49. Se dice que un subconjunto C' de un espacio vectorial normado E' es convexo
si para todos z,y € C, el segmento que une x con y, es decir [z, y] = {tz+(1—t)y : t € [0,1]}
estd contenido en C'. Probar que si f : C' C F — Y es uniformemente continua entonces f es
acotada sobre cada subconjunto acotado de C.

Indicacion: Fijar un punto ¢y y un nimero R > 0, y pruébese que f estd acotada en
B(co, R) N C como sigue. Témense e = 1y d > Otal que siz,y € C'y ||lz — y|| < 0 en-
tonces d(f(x), f(y)) < 1. Tomemos N € N tal que R/N < ¢. Ahora, dado x € C' N B(cy, R),
nétese que puede dividirse el segmento [co, ] € C' N B(cy, R) en N subsegmentos contiguos
[z;_1, ;] de igual longitud (menor o igual que ¢). Apliquese ahora la propiedad de continuidad
uniforme para deducir que f(z) € B(f(co), N) para todo z € C' N B(co, R).

Problema 5.50. En el problema anterior es importante que C' sea convexo. Probar con un ejem-
plo que si C no es convexo el resultado es falso en general.

Indicacion: El contraejemplo no puede estar en R”, como indica el problema [5.48] Consi-
dérese X = (C[0,1],] - ||) ¥ constriyase una sucesién de funciones (f,,) C C[0, 1] tal que
| fulloo < 1paratodony || f, — fmllec > 1sin #m.Sea A= J,~, B(fn,1/3).Elconjunto A
es abiertoy A = (J°°, B(fn,1/3). Sea C' = A, y para cada f € C definase F(f) = ny, donde
n; es el dnico n tal que f € B(f,, 1/3). Probar que C es acotado, y que F' : C C C[0,1] — R
es uniformemente continua pero no acotada.
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Problema 5.51. Probar que si £’ es un espacio vectorial normado (o més en general un convexo
en un espacio normado) y f : £ — Y es uniformemente continua, entonces, para cada A > 0
existe La > 0 tal que si ||z — y|| > A entonces d(f(z), f(y)) < Lallx — y||. Este hecho
se resume a veces diciendo que las funciones uniformemente continuas sobre convexos son
Lipschitz a grandes distancias. Indicacion: inspirarse en la demotracion del problema [5.49]

Problema 5.52. En los siguientes casos estudiar la compacidad de A y de f(A), asi como la
continuidad uniforme de f en A.

L A={(z,y) eR? 1y <2? <dz— 12}, f(z,y) = (o, )

224y2)  z24y2
2. A={(z,y) e R*: 2 + > = 2y,y > 0}, f(2,y) = (Fhprr 752 )5
COSs I2 2)—
3. A={(z,y) eR*: 0 < 2 + > <r},y flz,y) = %, donde r € {1, 7} (dos
casos).
Problema 5.53. Estudiar la continuidad uniforme de las aplicaciones f,g : A — R, donde
A={(z,y) eR?: [y|(1+2?) <az},y

fla,y) =y, gz,y) = |z|'7y.

Problema 5.54. Sea £ un espacio vectorial de dimensién infinita. Demostrar que existe 7' :
E — R lineal no continua. Indicacion: Sea {e; };c; una base algebraica infinita de F, y escoja-
mos (i,) C I una sucesion de indices distintos de /. Definase T'(e;) = n si i = i,, para algtn
n € N,y T(e;) = 0 en otro caso, y extiéndase 7" a todo E por linealidad.

Problema 5.55. El espacio de las aplicaciones (formas) lineales de R™ sobre R puede identifi-
carse al de las matrices de una fila y n columnas, que a su vez es obviamente identificable a R".
Utilizando esta identificacion, si 7' € L(R", R) es una forma lineal cuya matriz es (ay, ..., a,),
calcilese la norma de 7', es decir,

IT|| = sup{T'(z) : x € R", [[]| < 1},
en los casos en que en R” se consideran las normas || - ||1, || - |2 ¥ || - ||oo-
Problema 5.56. Para cada vector v € R"”, probar que
T(x) = (x,v)

define una forma lineal 7' : R™ — R. Reciprocamente, probar que toda forma lineal en R" es
(-,v) para algiin v € R".

Problema 5.57. Probar que la funcién determinante det : M,,,, — M, «,, es continua.

Problema 5.58. Probar que si 7" : R™ — R™ es una aplicacion lineal cuya matriz (a;;) respecto
de las bases canonicas satisface que |a;;| < M para todo ¢, j, entonces ||T'|| < \/nmM, donde
la norma de 7" se supone definida respecto de las normas euclideas en R" y R™.

Problema 5.59. Sea 7" : R" — R" lineal. Probar que 7" es inyectiva si y s6lo si existe m > 0
tal que
IT()]] = m=]]

para todo z € R™. Indicacion: tener en cuenta que si 7' es inyectiva entonces p(x) = ||T(z)||
define una norma en R".
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Capitulo 6

Conexion y convexidad

En este capitulo estudiaremos brevemente las nociones de conexién y conexién por caminos,
asi como las relaciones de éstas con la continuidad de funciones y otros conceptos ya expuestos.
También estudiaremos algunas propiedades de los subconjuntos convexos de R™.

Intuitivamente puede decirse que un espacio es conexo cuando es de una sola pieza, o cuan-
do no puede descomponerse en dos 0 mds trozos separados unos de otros.

Definicion 6.1. Se dice que un espacio métrico X es conexo si los tinicos subconjuntos suyos
que son a la vez abiertos y cerrados son () y el propio X. Si X no es conexo entonces se dice
que X es desconexo. Es evidente que esta definicion puede reformularse de varias maneras. De
hecho las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es desconexo.

2. Existen Ay, A5 subconjuntos abiertos no vacios de X talesque X = A;]UA,y AjNA; =
0.

3. Existen (', C5 subconjuntos cerrados no vacios de X tales que X = C;UCy y C1NCy =
0.

Diremos que un subconjunto Y de un espacio métrico (X, d) es conexo si el subespacio métri-
co (Y, d) es conexo. Teniendo en cuenta la caracterizacion de cerrados y abiertos relativos a un
subespacio métrico, es claro que, para cualquier subconjunto Y de X, las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. Y es desconexo en X.

2. Existen abiertos G, Gy de X talesque Y C G1 UGy, GiNGNY =0,GiNY £ #
GoNY.

3. Existen cerrados F, Iy de X talesque Y C FiUF,, FiNE,NY = 0, FiNY # 0 # FNY.

Es también claro que si Z C Y C X entonces Z es conexo en Y siy solo si Z es conexo en
X. Asi pues, la conexion de un subespacio métrico no depende del superespacio que se desee
considerar.

Por ejemplo, es evidente que X = [0, 1] U [2, 3] es desconexo en R. Quizas pueda resultar
menos obvio, aunque es verdad, que cualquier intervalo de R es un espacio conexo, y de hecho
éstos son los tnicos subconjuntos conexos de R.

Teorema 6.1. Un subconjunto A de R es conexo en (R, | - |) siy sdlo si A es un intervalo.
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Demostracion. (=): Si A no es un intervalo, existen a,b,c € Rtalesque a < b < ¢, a,c € A,
pero b ¢ A. Entonces tenemos que

A C (—00,b) U (b, 4+00),

y la interseccion de A con cada uno de estos dos intervalos abiertos es no vacia, luego A es
desconexo.

(«<): Supongamos ahora que A es un intervalo. Si A fuera desconexo existirian GGy, G5 abiertos
deRya; € Gyi=1,2,talesque A C Gy UGy, a; € G;NA, y ANGy NGy = (). Definamos
la funcién f : A — R por

fz) =

1 sixEGlﬂA,
-1 sizeGynA.

Para cada abierto GG de R se tiene que

GiNA sileG,—1¢G,
UG =L GoNA sil¢ G, —1€eg,
A sil,—1 €@,

y en todo caso es claro que f~!(G) es abierto en A. Por tanto f : A — R es continua. Pero
fla) =1>0> —1= f(az), a1,as € A, Aesun intervaloy f no toma el valor 0, lo cual
contradice el teorema de Bolzano. ]

Al igual que ocurre con la compacidad, la imagen continua de un espacio conexo es conexa.

Teorema 6.2. Sea f : X — Y una aplicacion continua, y supongamos que X es conexo.
Entonces f(X) es conexo en Y. En particular, si f es ademds sobreyectiva entonces Y es
conexo.

Demostracion. Podemos suponer Y = f(X), y que f es sobreyectiva, puesto que f es continua
de X en f(X).SiY = f(X) fuera desconexo, tendriamos que Y = G; U Gy, con los G;
abiertos no vacios y disjuntos. Pongamos A; = f~'(G;), con i = 1,2. Entonces es claro que
los A; son abiertos (por ser f continua), no vacios, y disjuntos, y X = A; U A, luego X seria
desconexo. O

Corolario 6.3. Si X e Y son homeomorfos entonces X es conexo siy sélo si Y es conexo.
Veamos algunos ejemplos de cémo puede aplicarse el Teorema[6.2]

Ejemplo 6.1. La circunferencia unidad C' = {(z,y) € R? : 2% + y*> = 1} es un subconjunto
conexo de R?. En efecto, como R es conexo (por ser un intervalo) y la aplicacién f : R — C
definida por

f(t) = (cost,sint)

es continua y sobreyectiva, se deduce que C' es conexo.

Andlogamente puede demostrarse que una recta en R™ es conexa, o que, mds en general, la
imagen de cualquier curva continua en un espacio métrico es conexa.

Por otra parte, para cualquier funcién continua f : X — Y, se tiene que X es conexo si
y sblo si la graficade f, Gy = {(z,y) € X xY : y = f(x)}, es conexo en X x Y. En
efecto, basta tener en cuenta que la funcién = — (x, f(z)) es continuade X en X x Y,y que
la proyeccién P : X x Y — X definida por P(z,y) = x es también continua.
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El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacion bastante util de los espacios co-
nexos en términos de funciones continuas.

Proposicion 6.4. Un espacio métrico X es desconexo si y solo si existe una funcion continua y
sobreyectiva f : X — {0, 1}.

Por tanto X es conexo si'y solo si para toda funcion continua f : X — {0, 1} se tiene que o
bien f = 00 bien f = 1 (es decir que f es constante).

Demostracion. (=): Si X es desconexo existen A, A, abiertos no vacios y disjuntos tales que
X = A; U Ay. Definamos f : X — {0, 1} por

1 SiZEGAl,
0 size A,

f(z) =

Es claro que f es continua (por ser localmente constante) y sobreyectiva.

(«<): Reciprocamente, si existe f : X — {0, 1} continua y sobreyectiva, entonces, definiendo
C, = f71(1),Cy = f71(0), obtenemos una particion X = C; U C5 en cerrados disjuntos no
vacios. ]

El siguiente teorema es la extension natural del teorema de Bolzano a los espacios métricos
conexos.

Teorema 6.5. Sea X un espacio métrixo conexo, y f : X — R continua. Supongamos que
existen x,y € X ¢ € R tales que f(x) < ¢ < f(y). Entonces existe z € X tal que f(z) = c.

Demostracion. Como X es conexoy f es continua, resulta que f(X) es conexo en R, es decir,
un intervalo. Entonces, puesto que f(z), f(y) € f(X)y f(z) < ¢ < f(y), se concluye que
ce f(X). O

El reciproco de este teorema es, obviamente, también cierto teniendo en cuenta la Proposi-
cién anterior: si X es un espacio métrico tal que toda funcién continua tiene la propiedad del
enunciado, entonces X es conexo.

Las siguientes propiedades de los conjuntos conexos resultardn bastante provechosas.

Proposicion 6.6. Sea X un espacio métrico, sea F = {C;}ic; una familia de subconjuntos
conexos de X.

1. Supongamos que (,c; C; # 0. Entonces | J,.; C; es conexo.

2. Supongamos que Y es un subconjunto conexo de X tal que Y N C; # () para todo i € 1.
Entonces Y U J,.; C; es conexo.

Demostracion. (1): Por la Proposicién basta ver que toda funcién continua f : | J,., C; —
{0, 1} es constante. Sea yo € (;c; Ci. Paracada i € I, como Cj es conexoy fi. : C; — {0,1}
es continua, se tiene que f|.,. (y) = f(yo) paratodo y € C;. Por tanto f(y) = f(yo) para todo
Yy € Uie[ C;, es decir, f es constante.

(2): Basta aplicar (1) a la familia 7' = {Y U C,},cs, cuya interseccion es no vacia porque
contiene Y, y cuyos miembros son conexos otra vez gracias a (1) (puesto que lo son C; e Y,
que tienen interseccion no vacia para cada ¢ € I). 0

Asi, por ejemplo, se tiene que los conjuntos {(z,y) € R* : y = qz,q € Q} y {(z,y) € R*:
r € Z}U{(x,y) € R*:y = x} son conexos.

A continuacién vemos otra aplicacién interesante de esta proposicion: el hecho de que el
producto cartesiano de dos espacios conexos es asimismo conexo.
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Proposicion 6.7. Sean X e Y espacios métricos conexos. Entonces X x Y es conexo.

Demostracion. El producto es vacio, luego conexo, si uno de los factores es vacio. Podemos
suponer pues que existen a € X, b € Y. La aplicaciéon z — (x,b) es claramente un homeomor-
fismo de X sobre el subespacio métrico X x {b} de X x Y,y por tanto X x {b} es conexo.
Andlogamente, {z} X Y es conexo para todo z € X. Entonces el subconjunto

H, = (X x {b}) U ({z} x Y)

de X x Y, siendo unién de dos conexos con el punto (z, b) en comin, es conexo, y contiene el
punto (a, b) para todo = € X. Por tanto deducimos que

XxY:UHx
rxeX

€s Conexo. O]

Por otra parte, si a un conjunto conexo le afiadimos puntos de su adherencia, el conjunto
resultante sigue siendo conexo.

Proposicion 6.8. Si A es un subconjunto conexo de X y A C B C A, entonces B también es
conexo. En particular la adherencia de un conjunto conexo es conexa.

Demostracion. Sea f : B — {0, 1} una funcién continua. Como fj, : A — 0, 1 es continuay A
es conexa, f|, es constante, digamos f|, = 1. Entonces, si z € B, existe (x,) C Atal que z, —
x. Asi f(x,) = 1 para todo n, y como f es continua se tiene que f(x) = lim,, o, f(z,) = 1.
Luego f es constante en 5. 0

Un espacio métrico puede no ser conexo, pero siempre podrd escribirse como unién de
subconjuntos conexos, a los cuales llamaremos componentes conexas.

Definicion 6.2. Se dice que C' es una componente conexa de un subconjunto A de un espa-
cio métrico si C' es conexo y no existe ninglin subconjunto conexo propio de A que contenga
estrictamente a C'.

Proposicion 6.9. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces:
1. Cada componente conexa de A es un cerrado relativo a A.
2. A es union disjunta de sus componentes conexas.

Demostracion. (1): Sea C' una componente conexa de A. Como C' C CNnACC, por la
Proposicic’)ntenemos que C'N A es conexo, y contiene a C, luego C' = CN Ay C es cerrado
relativo a A.

(2): Para cada punto = € A, sea {C¥};c;, la familia de todos los conjuntos conexos que contie-
nen a . Esta familia es no vacia ya que {z} es conexo. Por la Proposici(’)n se tiene que

1€,

es conexo, y evidentemente es el mayor conexo que contiene a x, luego A, es componente
conexa de A. Puesto que x € A, paratodo x € A, es obvio también que

A:UAQC.

T€EA
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Ademds, para todos =,y € A,obienes A,NA, = obien A, = A,. Enefecto, si A,NA, # 0
entonces, al ser A, y A, conexos con interseccion no vacia, su unién A, U A, es conexa, y por
maximalidad de A, y A, se concluye que A, = A, U A, = A,. Por tanto A es unién disjunta
de sus componentes conexas. 0

Observacion 6.10. Las componentes conexas de un conjunto en general no son abiertos rela-
tivos a ese conjunto. Por ejemplo, si A = Q entonces las componentes conexas de A son todos
los puntos {r}, con r € Q, que son cerrados, pero no abiertos relativos a Q.

Sin embargo, cuando A es un abierto de R"”, sus componentes conexas si son abiertos.

Proposicion 6.11. Si A es un subconjunto abierto de un espacio vectorial normado entonces
todas las componentes conexas de A son abiertos.

Demostracion. Sea C una componente conexa de A,y x € C. Como A es abierto existe > 0
tal que B(x,r) C A. Ahora bien, B(x,r) es conexo (ver el ejercicio[6.5]), y como C' es el mayor
conexo que contiene a x, se concluye que B(z,r) C C. [

En la demostracién anterior hemos utilizado el hecho de que las bolas de un espacio nor-
mado son conjuntos conexos. La manera mds f4cil de probar esto es a través de la nocién de
conexidn por caminos, que pasamos a estudiar ahora.

Definicién 6.3. Se dice que un espacio métrico X es conexo por caminos si para cada x,y € X
existe un camino continuo que une x con ¥ (es decir, existe una aplicacion continua~y : I — X,
donde I = [a, b] es un intervalo de R, tal que y(a) = z 'y v(b) = y).

Se dice que un subconjunto A de (X, d) es conexo por caminos si el subespacio métrico
(A, d) es conexo, lo cual equivale a decir que para cada =,y € A existe v : [ — X continua
v(a) =z, v(b) =yy~(t) € Aparatodot € I.

Es inmediato ver que siempre puede suponerse [a, b] = [0, 1].

Por ejemplo, cualquier espacio vectorial normado es conexo por caminos (dados dos puntos
basta considerar el segmento que los une). Lo mismo ocurre con cualquier bola de un espa-
cio vectorial normado (y mds en general, como veremos después, con los conjuntos llamados
convexos, que son precisamente los que tienen la propiedad de que el segmento que une dos
cualesquiera de sus puntos siempre estd incluido en el conjunto).

Al igual que ocurre en el caso de los conjuntos conexos, la imagen continua de un conjunto
conexo por caminos es conexa por caminos.

Proposicién 6.12. Si X es conexo por caminosy f : X — Y es continua entonces f(X) es
conexo por caminos en'Y .

Demostracion. Sean f(z), f(y) € f(X). Como X es conexo por caminos existe un camino
continuo 7 : [a,b] — X tal que y(a) = x, v(b) = y. Entonces f o~ : [a,b] — f(X) es un

camino continuo que une f(x) con f(y) en f(X). O

Veamos ahora cudles son las relaciones que hay entre la nocién de conexién por caminos y
la de conexion.

Proposicion 6.13. Si X es conexo por caminos entonces X es conexo.
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Demostracion. Sea f : X — {0, 1} continua, y veamos que f es constante. Elijamos z¢,x €
X. Como X es conexo por caminos existe v : [0,1] — X continuo tal que f(0) = zg, y
f(1) = 2. Como fo~:][0,1] — {0,1} es continua y [0, 1] es conexo, f o debe ser constante,

es decir, f(xg) = f(7(0)) = f(y(1)) = f(x). Asi f(z) = f(xo) paratodo z € X, es decir, f
es constante. U

Sin embargo el reciproco no es cierto: existen espacios que son CoOnexos pero no conexos
por caminos.

Ejemplo 6.2. Sea X = {(z,y) € R? : y = sin(1/2),0 < z < 1} U {(0,0)}. Entonces X es
CONEX0, PEro No es conexo por caminos en R2.

Demostracion. Si llamamos A = {(z,y) € R? : y = sinz,0 < = < 1}, vemos que A es
conexo (de hecho conexo por caminos) puesto que A = f((0, 1]), donde f(t) = (¢,sin(1/t)) es
continua de (0, 1] en R?, y el intervalo semiabierto (0, 1] es conexo. Entonces, por la Proposicion

6.8] X = AU {(0,0)} es conexo, ya que
ACX CcA={(v,y):y=sin(l/z),0<z<1}U{(z,y):2=0,-1<y <1}

Sin embargo X no es conexo por caminos. En efecto, supongamos que exista v : [0,1] — A
continuo tal que v(0) = (0,0) y v(1) = (1,sin 1). El camino -y debe ser sobreyectivo, ya que
de lo contrario existiria zo € (0, 1) tal que y(t) # (xo,sin(1/xg)) para todo ¢ € [0, 1], y asi los
abiertos disjuntos

Gr={(z,y) :x <z}, Go={(x,y) : & > 20}

separarian [0, 1], con lo que [0, 1] no seria conexo. Entonces X = ~([0, 1]), y como [0, 1] es
compacto y v es continua, X debe ser compacto, lo que es absurdo, pues X no es cerrado en
R?. O

Observacion 6.14. El mismo argumento probaria que el conjunto
Y = {(x,y) € R* : y =sin(1/2),0 < x < 1} U {(20,10)}
tampoco es conexo por caminos, cualquiera que sea (g, y9) € R? con xy = 0.

Podria pensarse que la razén por la que X no es conexo por caminos es que X # A, pero
que si afiadimos a A los puntos de su adherencia (haciéndolo asi compacto) tal vez el conjunto
seguiria siendo conexo por caminos. Esto no es asi, como vemos a continuacion.

Ejemplo 6.3. El conjunto Z = {(z,y) : y = sin(1/2),0 < z < 1} U{(z,y) : 2 =0,—1 <
y < 1} es conexo, pero no es conexo por caminos.

Supongamos que lo fuera, y sea v : [0, 1] — Z un camino continuo tal que v(0) = (0,0) y
(1) = (1,sin 1). Denotemos 7 (t) = (71 (), 72(t)), y definamos
to=sup{t € [0,1] :m(t) =0}, ti=1,y B=1

to,t1]

Entonces (3 : [to,t1] — Z es un camino continuo que une [3(ty) = (xo, o) con (1,sinl), y
ademds, por continuidad de ~y se tiene que xy = 1 (to) = 71(to) = 0. Por otra parte, como en el
ejemplo anterior, se ve facilmente que para todo (z,y) € Z con x > 0 existe ¢ € (0, 1] tal que
v(t) = (z,y). Asi, el conjunto

B[to t1]) = {(z,y) € R* 1y =sin(1/2),0 < z < 1} U{(0,50)}
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es conexo por caminos (al ser imagen continua de un intervalo), lo cual contradice la observa-
cién anterior. O

Sin embargo, vamos a probar que para todo conjunto abierto de un espacio normado las
nociones de conexion y de conexién por caminos si son equivalentes. De hecho veremos que
son también equivalentes a la de conexién por poligonales. Si x, y son dos puntos de un espacio
normado E, denotaremos el segmento de recta que une x con y por [z, y], es decir,

[z,yl ={(1—t)rx+ty:0<t <1}

Diremos que 7 : [a,b] — E' es un camino poligonal si -y es continuo y existen puntos xg, 1, ..., T, €
E tales que

v([a,b]) = [zo, x1] U ... U [zp_1, 24],
cony(a) =z y v(b) = Ty

Definicion 6.4. Se dice que un conjunto A de un espacio normado es conexo por poligonales
si para todo z,y € A existe un camino poligonal v que une x con y. Equivalentemente, si para
todo z,y € A existen xg, x1, ..., T, € A tales que xqg = x, r,, = y, y ademds

[0, 1] U [z1, 22] U ... U [2)_1, 2] C A.

Teorema 6.15. Sea A un subconjunto abierto de un espacio normado E. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. A es conexo.
2. A es conexo por caminos.
3. A es conexo por poligonales.

Demostracion. (3) = (2) es evidente, y (2) = (1) ya lo sabemos. Probemos que
(1) = (3). Fijemos un punto zy € A. Queremos probar que para todo x € A existe una
poligonal que une x, con x dentro de A. Para ello consideremos el conjunto

G = {y € A : existe una poligonal que une x, con x dentro de A}.

Por un lado, se tiene que G es abierto. En efecto, si y € G, al ser A abierto existe > 0 tal que
B(y,r) C A,y como y € A existen x1, ..., x, tales que

(o, 1) U ... U [zy_1, 2] C A,

con z, = y. Sea ahora z € B(y,r). Como B(y,r) es convexo (ejercicio se tiene que
ly, z] C B(y,r) C A,y por tanto

[zo, 1] U ... U [xph_1,y] Uy, 2] C A,

lo cual indica que z € G. Por tanto B(y,r) C G.

Por otro lado, A \ G también es abierto (es decir G es un cerrado relativo de A). En efecto,
siz € A\ G, al ser A abierto podemos tomar r > 0 tal que B(x,r) C A. Entonces B(z,r) C
A\ G, ya que si existieray € G N B(x,r) entonces podriamos encontrar z, ..., x,,_ tales que

[130,1’1] U...uU [xn_l,y] C A,
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y como [y, z] C B(z,r) C A también tendriamos
[Q?O,Jfl] U...uU [In,hy] U [y, l’] - A,

es decir, x € G, lo que es absurdo. Esto prueba que A \ G es abierto.

Ahora, como () # G C A, G es cerrado y abierto de A, y A es conexo, se deduce que
G = A. Esto significa que todo punto x € A puede unirse a zy mediante una poligonal dentro
de A. ]

Conviene notar el papel fundamental que la convexidad de las bolas en el espacio normado
E ha jugado en la demostracién anterior (asi como en la de la Proposicion[6.11)). La parte final
de este capitulo la dedicaremos a hacer un breve estudio de las nociones de conjunto convexo y
de funcién convexa.

Definicién 6.5. Sea E un espacio vectorial normado. Diremos que un subconjunto C' de E' es
convexo si para todo x,y € C, el segmento que une = con y esta contenido en C, es decir, si
(1—t)x +ty € Cparatodot € [0, 1].

Por ejemplo, como ya hemos sefialado (ejercicio[6.5)), cualquier bola en un espacio normado
E' es un conjunto convexo. También lo es, obviamente, cualquier subespacio afin de E.

Proposicion 6.16. Si C' es convexo entonces C' es conexo por caminos.

Demostracion. Si z,y € C, basta tener en cuenta que la aplicacién v(t) = (1 — t)z + ty,
t € [0, 1], es continua. O

El reciproco es falso en general. Una circunferencia es por ejemplo un subconjunto conexo
por caminos pero no COnvexo.

Definiciéon 6.6. Sea D un subconjunto convexo de un espacio normado E. Se dice que una
funcioén f : D — R es convexa si para cada z,y € Dy cadat € [0, 1] se tiene que f(tz + (1 —

thy) < tf(z)+ (1 —1)f(y).

Es fécil ver que f : D — R es convexa si y s6lo si su epigrafo epi(f) := {(z,y) € D xR :
y > f(z)} es convexo en E x R (ejercicio[6.21).

A continuacién veremos que toda funcién convexa es continua (de hecho localmente Lips-
chitz) si y s6lo si es localmente acotada (se dice que una funcién f : D — R es localmente
acotada si para todo x € D existe r > 0 tal que f estd acotada en D N B(x,r)).

Proposicion 6.17. Sea f : D — R convexa, y supongamos que f es localmente acotada.
Entonces f es localmente Lipschitz, es decir, para cada z € D existen K,r > 0 tal que si
z,y € DN B(z,r) entonces

|f(z) = f(y)l < Kllz —y]|.

En particular f es continua en D.

Demostracion. En el argumento que sigue podemos suponer que todas las bolas que apare-
cen estan contenidas en D; si no fuera asi bastaria tomar su interseccién con D, teniendo en
cuenta que la tnica propiedad (no especificamente métrica) de las bolas que se usa es la con-
vexidad. Fijemos p € D. Por hipétesis existe » > 0 tal que f es acotada en B(p,r). Sean
M = sup{f(z) : * € B(p,2r)},y m = inf{f(z) : x € B(p,2r)}. Vamos a ver que f es
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K -Lispchitz en la bola B(p,r), donde K = (M — m)/r. En efecto, tomemos x,y € B(p,r).
Sea v : R — F definida por

t
ly — =

(y — ),

y(t) =z +
de modo que v(0) = z,v(|]x — y||) = y. Definamos ¢; = 0, t» = ||y — x|, t3 = t; — r,

Y.
ty = to + 7. Se tiene que (t;) € B(p,2r) parai = 1,2,3,4, v(t1) = z,y y(t2) = y. Si
definimos ¢ : [t3,t4] — R por

mﬂsz@sz(x+m£jﬂ@—x0,

resulta que g es una funcién convexa de una variable real, y por tanto, como t3 < t; < 1y < 14,
se verifica que

WM —m) _g(t) —g(ts) _ g(ta) —g(t1) _
r - tl —tg - tg —tl
fy) = f(@) _ g(ta) —g(ta) - M —m
ly ==l = ta=ts = 7
luego | f(z) — f(y)| < K|[z — y||, donde K = (M —m)/r. O

En el problemal6.28]se indica cémo deducir de aqui que toda funcién convexa f : R” — R
es continua. Esto no es cierto en espacios normados de dimension infinita: toda forma lineal
es convexa, pero en tales espacios existen siempre aplicaciones lineales no continuas (ver el
ejercicio[5.54).

A continuacién vamos a probar que si tenemos dos convexos cerrados y disjuntos de R", y
uno de ellos es compacto, entonces pueden separarse por un hiperplano, en el sentido de que
uno de los semiespacios cerrados delimitados por el hiperplano contiene a uno de los convexos,
y el otro convexo queda fuera de este semiespacio.

Recordemos que se define un hiperplano afin en R™ como un subespacio afin de codimen-
si6on uno de R". Equivalentemente, / es un hiperplano afin si y s6lo si

H={xeR": f(z) = a},

donde f : R® — R es una aplicacién lineal y a € R. Un semiespacio cerrado es cualquier
conjunto de la forma
{x €R": f(x) < a},

y un semiespacio abierto es
{zr eR": f(z) < a},

donde f, o son como antes.

Teorema 6.18. Sean C, K conjuntos convexos y cerrados disjuntos de R", y supongamos que
K es compacto. Entonces existe un hiperplano afin H de R™ que separa C'y K. Es decir, existen
f :R"™ — R forma lineal, y o € R tales que

flz) <a < f(z)

para todos v € K, z € C.
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Nota: Este resultado es un caso particular del llamado Teorema de Hahn-Banach (y que es
valido incluso en espacios normados de dimension infinita, lo cual no demostraremos aqui).

Demostracion. Como C'y K son cerrados disjuntos y K es compacto, sabemos que 0 <
d(K,C) = inf{d(z,C) : = € K}, y que este infimo se alcanza: existe zo € K tal que
d(z9,C) = d(K,C) (ver el problema[5.36). Si C' es acotado entonces es compacto, y d(xg, C')
también se alcanza. Si C' no es acotado entonces podemos considerar D = C'NB(xy, d(K,C)+
1), que es compacto, y se tiene que existe ¢y € D tal que d(zo, co) = d(zo, D). Por otro lado es
claro que

d(zg, D) = d(z,C).

Por tanto tenemos que d(xg, ¢o) = d(K, C).
Sea ahora f : R" — R la forma lineal definida por

f(z) = (z,20 — cp).

Definamos H := {x € R" : f(z) = a}, donde a := f(¢y). El hiperplano H es perpendicular
al vector v := ¢y — c¢o. Vamos a ver que H separa los convexos K y C. Mds precisamente,
probaremos que

f@) > az f(2)
paratodos x € K, z € C.

Veamos primero que si z € C' entonces f(z) < «. Supongamos por el contrario que fuera
f(2) > a = f(co). El punto z no puede estar en la recta R que pasa por xy y ¢o: si estuviera
en esta recta, como f(co) < f(xg)y f(co) < f(2), el punto z deberia quedar en la semirrecta
RNO{x : f(z) > f(co)}; de hecho z € (cop,xo] (ya que si f(z) > f(x) entonces zp €
[co, z] € C, lo que es absurdo), pero entonces d(K,C) < d(zg,2) < d(xo,c) = d(K,C),
una contradiccion. Consideremos ahora el plano P determinado por los puntos xy, ¢y, 2. En este
plano, la recta R es perpendicular al larecta Q := PN {xz: f(x) = a}, y a su vez esta recta es
tangente en el punto ¢y a la circunferencia C de centro ¢ y radio r = d(xo, ¢p), mientras que el
punto z queda en el semiplano S := {z € P : f(z) > «}, el mismo semiplano en el que estd
zo. Como C' es convexo, el segmento (g, z] estd en C N'S. Y como r = d(zg, ¢p) = d(K,C),
ningin punto del segmento (cy, z| puede estar dentro de la circunferencia C. Pero esta situacién
geométrica es imposible. En efecto, traduciendo la situacién a R?, es decir, identificando ¢y =
(0,0), @o = (0,7), R = {(z,y) : © = 0}, @ = {(z,9) : y = 0}, S = {(z,y) : y > 0},
C={(z,y): 2>+ (y —r)> =1r?}, 2 = (z,y) cony > 0, los puntos ¢z € (0, z] deben quedar
dentro del circulo delimitado por C si ¢ > 0 es suficientemente pequefio (problema [6.30)).

De igual manera (la situacion es simétrica) puede probarse que f(x) > f(z¢) > f(c) = «
para todo z € K. [

Corolario 6.19. Si C' es un convexo cerrado de R" y v € R" \ C, existen una forma lineal
f:R™ — Ry un niimero o € R tales que

f(2) <a< f(2)
para todo z € C.

Corolario 6.20. Todo convexo cerrado de R" es la interseccion de todos los semiespacios
cerrados que lo contienen.

Demostracion. Sea C' convexo cerrado de R”™. Es evidente que C' estd contenido en la intersec-
cién de todos los semiespacios que lo contienen. Reciprocamente, si un punto x estd en esta
interseccion, entonces debe estar en C': de lo contrario, por el corolario anterior existiria un
semiespacio cerrado que contendriaa C'y no a x. [
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Corolario 6.21. Un cerrado de R™ es convexo si y solo si C' es interseccion de semiespacios
cerrados.

Demostracion. (=): es el corolario anterior.
(«<): Todo semiespacio es convexo, y la interseccién de convexos es convexo (problema [6.3T).
O

6.1. Problemas

Problema 6.1. En los siguientes casos, estidiese si M y M \ {(0,0)} son conexos, y si no lo
son determinese sus componentes conexas:

L. M={(z,y): 2>+ (y+1)2<1}U{(0,y): 0<y <1}

2. M={(z,y):2€Q0<y<1}U{(z,y) 12 €Q, -1 <y <O0}URx{1}UR x
{=13U{(0,0)}

3. M ={(z,y) eR?*:y=az, reR, a e R\ Q}
Problema 6.2. Estidiese si son conexos o conexos por caminos los conjuntos:
1. R*\ M, donde M es numerable.
2. {(z,y) : 1 <42?+ 9> < %2 # 1, neNn>1}U{(z,y) : 1 = 42? 4 9y*} C R?
3. Ui{(z,y) ry =2, 0<a <13U{(5,0)}

Problema 6.3. Pruébese que A C R" es conexo si, y solo si, cada subconjunto suyo no vacio
tiene frontera no vacfa.

Problema 6.4. Sea X un espacio métrico. Supongamos que existen caminos continuos v, que
une r con ¥, y Y2, que une y con z. Probar que existe un camino continuo 7y que une x con Z.

Problema 6.5. Demostrar que cualquier bola en un espacio normado es un conjunto convexo,
es decir, el segmento que une dos cualesquiera de sus puntos estd dentro de ella.

Problema 6.6. Sea I un espacio vectorial normado de dimensién por lo menos dos. Demostrar
que:

1. E\ {0} es conexo por caminos.

2. S(z,7) ={y € E: ||y — x| = r} es conexo por caminos, para cada x € F, r > 0.
Problema 6.7. Demostrar que R” \ B(0, 1) es conexo si y s6lo si n > 2.
Problema 6.8. Probar que las componentes conexas de (Q son sus puntos.

Problema 6.9. Sea A un subconjunto de un espacio métrico, y sean z € A,y € X \ A, y
v : [0,1] — X un camino continuo que une z con y. Demostrar que existe t € [0, 1] tal que
v(t) € 0A.

Problema 6.10. Se dice que un espacio métrico es localmente conexo por caminos si cada uno
de sus puntos tiene un entorno que es conexo por caminos. Demostrar que un espacio métrico
es conexo por caminos si y s6lo si es conexo y localmente conexo por caminos.
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Problema 6.11. Probar que si X e Y son conexos por caminos entonces X X Y es conexo por
caminos.

Problema 6.12. Encontrar dos subconjuntos A, B y un punto x, de R? tales que A U B es
desconexo pero AU B U {zy} es conexo por caminos.

Problema 6.13. Se dice que un conjunto es totalmente desconexo si sus Unicas componentes
conexas son los puntos (ver el problemal[6.8). Probar que el conjunto de Cantor (ver el problema
es totalmente desconexo.

Problema 6.14. Sean X, Y espacios métricos, f : X — Y continua, y supongamos que X es
conexo. Probar que la graficade f, Gy = {(z,y) € X x Y :y = f(z),z € X} es un conjunto
conexo.

Problema 6.15. ;Es vilido el resultado anterior si sustinuimos conexo por conexo por caminos?

Problema 6.16. Sean X un espacio métrico, f : X — R una funcion. ;Es cierto que si la
grifica Gy es un conjunto cerrado y conexo entonces f es continua? Indicacion: considerar
X ={(x,y) € R? : 2> + y* = 1}, la circunferencia unidad.

Problema 6.17. Probar que si f : R — R es una funcién cuya gréfica es un conjunto cerrado y
conexo entonces f es continua. | Es esto cierto si solamente pedimos que la grafica sea conexa?

Problema 6.18. Demostrar que R y R? no son homeomorfos.

Problema 6.19. Demostrar que la circunferencia unidad {(x,y) € R?* : 22 + > = 1} no es
homeomorfa a ningtin intervalo de R.

Problema 6.20. Sea C' un subconjunto convexo de un espacio normado. Probar que si xz €
int(C), y € C, entonces (1 —t)x +ty € int(C') para0 < ¢ < 1. Deducir que int(C') es convexo.

Problema 6.21. Probar que f : D — R es convexa si y s6lo si su epigrafo epi(f) := {(z,y) €
D xR:y> f(x)}esconvexoen F x R.

Problema 6.22. Si A es un subconjunto de un espacio normado F, definimos la envoltura
convexa de A como

CO(A) = {Z t;a; a; € A,tz >0, th = ]_},

donde todas las sumas son finitas. Demostrar que co(A) es convexo, y que es el menor conjunto
convexo que contiene a A (es decir la interseccion de todos los convexos que contienen a A).
Deducir que C' es convexo si y sélo si co(C') = C.

Problema 6.23. Definamos
Co(A) = co(A).

Demostrar que co(A) es el menor convexo cerrado que contiene a A.

Problema 6.24. Sea T’ : /¥ — F' una aplicacidn lineal entre espacios normados. Probar que si
C' es convexo en E entonces 7'(C') es convexo en F'.

Problema 6.25. Si T : E — F es lineal y D es convexo en F', jes T~(D) convexo en E?
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Problema 6.26. Demostrar que f : D — R es convexa si y sélo si

FOQ_tiw) <Y tif ()

siempre que z; € D, t; € [0,1], > ¢; = 1, donde las sumas son siempre finitas.

Problema 6.27. Si A = {(1,1),(1,—1),(—1,1),(—1,—1)}, (qué es co(A)? Generalizar este
resultado a R".

Problema 6.28. Demostrar que si f : R” — R es convexa entonces f estd acotada en los
acotados de R". Utilizar la Proposicién[6.17]para concluir que f es continua (de hecho Lipschitz
sobre cada acotado de R™). Indicacién: combinar los problemas y

Problema 6.29. Sea f : R — R convexa, y supongamos que f no es constante. Demostrar que
entonces lim, o, f(z) = +o0 0 lim,,_ f(z) = +oc.

Problema 6.30. Consideremos en R? la circunferencia C = {(x,y) : 22+ (y —r)? = r?}, y sea
z = (x,y) con y > 0. Probar que la recta y = 0 es tangente a C en el origen, y que los puntos
tz quedan en el interior del circulo delimitado por C para ¢ > 0 suficientemente pequefio.

Problema 6.31. Demostrar que la interseccion arbitraria de conjuntos convexos es convexo.
(Es cierto que la unién de convexos es convexo?

Problema 6.32. Demostrar que todo cerrado convexo C' de R"™ es interseccion numerable de
semiespacios cerrados, es decir, puede escribirse

C= (R : filz) < o},

k=1

donde f; : R™ — R son formas lineales, y o € R, para todo k& € N. Indicacion: Combinar el
Corolario[6.20]y el Teorema[3.10]

Problema 6.33. Sea C' un convexo en R". Demostrar que C' es acotado si y s6lo si C' no contiene
ninguna semirecta. Indicacion: Puede suponerse que C' es cerrado, y que 0 € C ;por qué?
Razonar por reduccion al absurdo: si C' no estuviera acotado, existirfa una sucesion (z) C C
con ||zy|| — oo; definase z, = xy/||xk||, extrdigase una subsucesion de (z) que converja a un
punto zg € C con ||z]| = 1,y pruébese que {tz : t > 0} C C.

Problema 6.34. ;Es cierto el resultado del problema anterior para los convexos de un espacio
normado de dimensién infinita?
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Capitulo 7

Algunos temas mas avanzados de topologia

En este capitulo consideraremos algunos resultados importantes que, si bien en su mayo-
ria tienen demostraciones que no podremos exponer en este curso (por requerir, por ejemplo,
teoria de integracion de funciones de varias variables) creemos que tienen enunciados lo sufi-
cientemente sencillos para que el alumno pueda comprenderlos y apreciarlos en este momento.
Comenzamos por varios teoremas fundamentales sobre topologia en R", como son el teorema
del punto fijo de Brouwer, el teorema de invariancia del dominio y el teorema de la curva de
Jordan. Continuamos con un estudio del espacio de las funciones continuas sobre un espacio
métrico, para terminar con los teoremas de Stone-Weierstrass y Ascoli-Arzela, sin olvidar el
teorema de Riesz que caracteriza los espacios vectoriales de dimension finita como aquéllos en
los que los cerrados y acotados son compactos.

Teorema 7.1 (del punto fijo de Brouwer). Sea B la bola unidad cerrada de R™,y f : B — B
una aplicacion continua. Entonces f tiene un punto fijo.

Recordemos que se dice que f : B — B tiene un punto fijo si existe o € B tal que
f(zo) = xo. Debe observarse que, a diferencia del teorema del punto fijo para aplicaciones
contractivas ya visto, la funcién f no tiene por qué ser contractiva, ni siquiera Lipschitz (aun-
que forzosamente serd uniformemente continua, por ser 3 compacto). Puede consultarse una
demostracion relativamente elemental de este teorema en el Apéndice (el alumno estard pre-
parado para comprender esta demostracion en cuanto haya terminado esta asignatura y haya
comenzado el estudio de la teoria de integracion de funciones de varias variables).

Una formulacién equivalente de este teorema del punto fijo es que no existe ninguna retrac-
cion continua g : B — S, es decir, no existe ninguna aplicacién continua g de la bola en la
esfera unidad tal que g(x) = z para todo x € S; ver los ejercicios y

El siguiente resultado, que puede parecer intuitivamente obvio, se conoce como teorema de
la curva de Jordan. Se dice que C' es una curva cerrada simple en un espacio métrico X si existe
una curva continua v : [0, 1] — X tal que [0, 1] = C, v(0) = (1), y () # 7(s) para todo
s,t € (0,1) con s # t. Es decir, la curva empieza y acaba en el mismo punto (es cerrada) y no
se corta a si misma en ningtin otro punto que v(0) = (1). Esto es equivalente a decir que C' es
homeomorfa a la circunferencia unidad S* = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1} (ver ejercicio[1.5).

Teorema 7.2 (de la curva de Jordan). Sea C una curva cerrada simple en R?. Entonces R? \ C
tiene exactamente dos componentes conexas (una de ellas acotada y la otra no acotada) cuya
frontera comiin es C.

La demostracién de este resultado es mucho mads dificil de lo que su inocente enunciado
puede hacer suponer, y estd fuera del alcance de este curso. Lo mismo sucede, por supuesto,
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con la siguiente generalizacion al espacio R™. Denotaremos S™ = {z € R"™ : ||z|| = 1}, 1a
esfera unidad de R™*1.

Teorema 7.3 (de la curva de Jordan generalizado). Si A C R" es homeomorfo a S"*, donde
n > 2, entonces R™ \ A tiene exactamente dos componentes conexas cuya frontera coniin es A.

Puede deducirse que una de estas componentes conexas ha de ser forzosamente acotada (la
que queda dentro de A), y la otra no acotada (la que queda fuera de A); ver el problema/7.6]

El siguiente teorema es también debido a Brouwer, aunque suele citarse simplemente como
teorema de invariancia del dominio. Puede resumirse diciendo que los homeomorfismos entre
subconjuntos abiertos de espacios vectoriales de dimension finita conservan la dimension.

Teorema 7.4 (de Brouwer de invariancia del dominio). Sea U un subconjunto abierto de R", y
f : U — R™ inyectiva y continua. Entonces f(U) es abierto en R".

Aunque el teorema de invariancia del dominio quizds sea menos intuitivo que el de la curva
de Jordan generalizado, puede deducirse con relativa facilidad de éste si ademds asumimos
como cierto el siguiente hecho: si X es homeomorfo a la bola unidad cerrada B de R"™, entonces
R™ \ X es conexo (para n > 2). En efecto, para cada z € U, escojamos r,, > 0 con B(z,7,) C
U,y definamos B, = B(z,r,),y S, = S(z,7r,) = 0B(x,r,). Por la asuncién que estamos
haciendo, R" \ f(B,) es conexo. Por otro lado, f(B,) = f(B,) \ f(S.) es conexo por ser
imagen continua de un conexo. Tenemos entonces

R\ f(Sz) = (R"\ f(B.)) U f(By),

donde la unién es disjunta, y por el teorema de la curva de Jordan generalizado sabemos que
R™ \ f(S,) tiene dos componentes conexas. Entonces forzosamente R™ \ f(B,)y f(B.) son
las dos componentes conexas de R™ \ f(.S,.), y como a su vez este conjunto es abierto en R", se

deduce que f(B,) es abierto en R™ (ver la Proposicion|[6.11). Se concluye entonces que

F(U) = f(B.),

zelU

al ser unién de abiertos, es abierto en R”. El caso n = 1 es por supuesto bien conocido de un
primer curso de andlisis de variable real.

Del teorema de invariancia del dominio se deduce inmediatamente la siguiente propiedad
de los homeomorfismos entre subconjuntos de espacios vectoriales de dimension finita.

Corolario 7.5. Sean A,B C R", y h : A — B un homeomorfismo. Entonces h lleva puntos
interiores de A en puntos interiores de B, y puntos frontera en puntos frontera.

Este resultado no es cierto cuando A y B son subconjuntos de un espacio normado de
dimensién infinita. Lo mismo ocurre con el teorema del punto fijo de Brouwer y el de la curva
de Jordan generalizado: s6lo son vdlidos en espacios normados de dimension finita. Ver los

problemas y

Antes de presentar los teoremas de Stone-Weierstrass y de Arzela-Ascoli haremos un breve
estudio del espacio de las funciones continuas sobre un espacio métrico y de las nociones de
convergencia puntual y uniforme de sucesiones de funciones.
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Definicion 7.1. Sean X, Y espacios métricos. Denotaremos por C(X,Y") el conjunto de todas
las funciones continuas f : X — Y,y por C,(X, Y') el subconjunto de todas las funciones con-
tinuas y acotadas de X en Y. En este subconjunto definiremos la distancia entre dos funciones
f,9 € Cy(X,Y) como

doo(f, 9) = sup{dy (f(z),g(x)) : © € X}.

Es inmediato ver que d define una distancia en Cj,(X,Y).
Cuando Y es un espacio vectorial normado, Cy,(X,Y) y C'(X,Y) resultan ser también es-
pacios vectoriales. Al espacio C,(X,Y') podemos dotarlo de 1a norma

[ flloe = sup{[[f(x)lly : = € X},

que genera precisamente la distancia d, anteriormente definida en C,(X,Y).

Cuando Y = R, el espacio Y suele omitirse en esta notacion. Asi Cy,( X, R) suele escribirse
simplemente C,(X). Cuando X es compacto, todas las funciones continuas de X en Y son
acotadas, y se tiene que C'(X,Y) = Cp(X,Y).

Definicion 7.2. Si (f,,) es una sucesion de funciones de X en Y (no necesariamente continuas),
diremos que ( f,,) converge puntualmente a f si la sucesién (f,(z)) de Y converge a f(z) en el
espacio métrico Y para cadax € X. Si A C X, diremos que ( f,,) converge uniformemente a f
sobre A si para todo £ > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces dy (f,,(z), f(z)) < € para
todo z € A.

Cuando Y = F' es un espacio vectorial normado, diremos que una serie de funciones
> o, gn converge uniformemente en X (resp. puntualmente) si la sucesién ( f,,) de las sumas
parciales f, = Z;‘:l g; de la serie converge uniformemente (resp. puntualmente) en X.

Como en el caso ya conocido por el alumno en que X es un intervalo de R, tenemos que el
limite uniforme de funciones continuas es continuo.

Proposicion 7.6. Si (f,,) es una sucesion de de funciones continuas de X en'Y que converge
uniformemente a f : X — Y sobre X, entonces f es continua.

Sin embargo el limite puntual de funciones continuas puede no ser continuo; ver el problema
13l

El siguiente resultado relaciona la convergencia uniforme de funciones y el espacio métrico
Co(X,Y).

Proposicion 7.7. Una sucesion (f,) de Cy(X,Y) converge uniformemente a f € Cy(X,Y) si
y sélo si f,, — f en el espacio métrico (Cy(X,Y), dwo)-

Definicién 7.3. Se dice que una sucesion (f,) de funciones de X en Y es uniformente de
Cauchy si para todo € > 0 existe ny € N tal que si n,m > ng entonces d(f,(z), fm(z)) < €
para todo z € X.

Cuando Y es completo, es facil ver que toda tal sucesién es convergente uniformemente en
X. También es inmediato que si (f,,) C Cy(X,Y), entonces (f,,) es uniformemente de Cauchy
siy sélosi (f,) es de Cauchy en Cp(X,Y).

Por supuesto las definiciones y resultados anteriores son también vdlidos para series de
funciones, pues basta aplicarlos a la sucesion de las sumas parciales. Se invita al alumno a que
enuncie y demuestre la version para series.

Como cabe esperar a la vista de todo esto, hay también una estrecha relacion entre la com-
pletitud de Y y lade Cp(X,Y).
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Proposicion 7.8. Si Y es completo entonces Cy(X,Y') es también completo. Si Y es un espacio
de Banach, también lo es (Cyp(X,Y), || * ||oo)-

Para probar este resultado basta tener en cuenta dos hechos bdsicos: el primero, que una
sucesion de Cauchy en Cy,( X, Y') convergerd puntualmente, siempre que Y sea completo, a una
funcién f : X — Y acotada; el segundo, que el limite uniforme de funciones continuas es
continuo, como ya hemos visto. O

Pasamos ahora a estudiar el teorema de Arzela-Ascoli, que nos proporciona una caracteri-
zacion de los subconjuntos compactos de C'(K,Y'), donde K es un espacio métrico compacto.
En este sentido es andlogo al teorema de Heine-Borel que caracteriza la compacidad de los sub-
conjuntos de R". En la mayoria de los espacios del tipo C,(X,Y") el teorema de Heine-Borel
es falso, como sucede mds en general en todo espacio vectorial normado de dimensién infini-
ta. En efecto, el siguiente teorema, debido a Riesz, implica que los tnicos espacios vectoriales
normados en los que los cerrados y acotados son compactos son los de dimension finita.

Teorema 7.9 (Riesz). Sean E un espacio vectorial normado, Bg su bola unidad cerrada, y
supongamos que Bg es compacto. Entonces E es de dimension finita.

Para demostrar esto se utiliza el siguiente lema.

Lema 7.10. Sean E un espacio vectorial normado y W C E un subespacio vectorial cerrado
propio. Entonces, para cada € > 0 existe u € F tal que ||u|| =1y d(u, W) > 1 —e¢.

Demostracion. Elijamos v € E\W.Como W es cerrado tenemos que d(v, W) > 0, y podemos
escoger w € W tal que

dlv,W
Ao, W) < o — w] < 42
1—e¢
Entonces
V— W
U= —
v — wl]

nos resuelve el problema. En efecto, para todo = € W tenemos que

v w [ = (w+ flv —wllz)|| _ d(v, W)
lu = zf| = l7m—r — 2l = — > T >1—¢
lo —wll lo —wl| lo —wll
puesto que w + ||v — w||z € W,y asi deducimos que d(u, W) > 1 — e. O

Para demostrar el teorema de Riesz, supongamos que FE tiene dimensién infinita. Entonces,
para cada n € N existe un subespacio vectorial de £/ de dimensidn finita, n, y de modo que
E, C E, 1 paratodon € N. Usando el lema anterior podemos construir entonces una sucesion
de vectores (u,) tales que u, € E, \ E,_1, |[u,|| = 1, d(uy,, E,—1) > 1/2 para todo n. En
particular se tendra ||u,, — u,,|| > 1/2 si n # m, y es evidente entonces que (u,,) no puede tener
ninguna subsucesion convergente y en conclusion que Bz no es compacta. O

Para enunciar el teorema de Arzela-Ascoli, que como ya hemos avanzado caracteriza los
subconjuntos compactos de C'(K, Y'), necesitamos la nocién de equicontinuidad.

Definicion 7.4. Se dice que una familia F de funciones de C,(X,Y") es equicontinua si pa-
ra todo ¢ > 0 existe & > 0 tal que para todo z,y € X y para toda f € F se tiene que
d(f(x), f(y)) < e siempre que d(z,y) < 6.

Es decir, en la definicién usual de continuidad uniforme se pide ademds que el mismo o
sirve a la vez para todas las funciones de F.

Diremos también que F es puntualmente compacto si F, := {f(x) : f € F} es compacto
en Y paracadazr € X.
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Teorema 7.11. Sea K un espacio métrico compacto, Y un espacio métrico cualquiera y F
un subconjunto de C(K,Y'). Entonces F es compacto en C(K,Y') si'y solo si F es cerrado,
equicontinuo y puntualmente compacto.

Demostracion. (=): Si F es compacto entonces, para cada x € K, como la funcién 7, : F —
Y, m.(f) = f(z) es continua, se tiene que que F, = m,(F) es compacto en Y'; es decir F es
puntualmente compacto. Por otra parte, es inmediato ver que la aplicacion 7 : F x K — Y,
definida por 7(f,z) = f(x), es continua, y por tanto, como F X K es compacto, también
uniformemente continua. Esto significa que para todo ¢ > 0 existe 9 > 0 tal que, para todos
r,y € K, f,g € F,sid(x,y) < dyd(f,g) <9, entonces d(f(z),g(y)) < . En particular,
poniendo f = g, obtenemos que para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, para todos z,y € K, si
d(x,y) < é entonces d(f(z), g(y)) < e; es decir, F es equicontinuo.

(«<=): Esta es la parte més dificil y la mas importante. Si (f,) es una sucesién de F, veremos
que (f,) tiene una subsucesion convergente a una funcién f en F. Como F es puntualmente
compacto esto puede hacerse en cada punto z € K. Usando la equicontinuidad de F, la com-
pacidad de K y un argumento de diagonalizacion, veremos que puede obtenerse convergencia
uniforme.

Como K es compacto es totalmente acotado, y asi, para cada n € N podemos encontrar un
subconjunto finito C,, de K tal que cualquier punto de K estd a distancia menor que 1/n de
algin punto de C,,. Definamos

oo
c=Jac.
n=1

y puesto que C' es numerable escribamos
C ={z, :neN}

Como F,, es compacto, la sucesion (f,(x1)) tiene una subsucesién convergente en Y, que
denotaremos

fii(zr), frz(z1), -y fin(21), ...

A su vez, como (fix)gen C F y Fu, €s compacto, la sucesion (fix(x2))ren tiene una subsuce-
sién convergente en Y, que denotamos

far1(x2), foz(22), .y fon(22), ...

Continuando el proceso de esta manera, obtenemos una sucesion de subsucesiones de (f,), a
saber, (fur)ren, 7 € N, de tal manera que (f(,,41)%)ren €s subsucesion de ( f,.x)ren para cada
n € N, y la sucesion (f,x(2z,))ren converge en Y para cadan € N.

Definamos ahora g, = f,, para cada n € N (ésta es la diagonal de la matriz infinita
(fuk)nken)- Es claro que para todo m € N la sucesion (g;,),>m €s una subsucesion de la subsu-
cesion (fik)ken, para todo m € N, y por tanto la sucesion (g, (z)),en converge en Y para todo
rxeC.

Probaremos que de hecho la sucesién (g, (z)) converge en todo punto z € K,y que la
convergencia es uniforme (en particular la funcién limite x — f(x) := lim, ., g,(z) serd
continua), lo cual demostrara que (g,,) converge a f en C'(K,Y) y, como F es cerrado, también
que g, — fen F.

Sea ¢ > 0, y elijamos 6 > 0 como en la definicién de equicontinuidad de F. Sea Cs =
{91, ..., yx } un subconjunto finito de C tal que todo punto de K esté a distancia menor que ¢ de
algtin punto de Cj (es decir, tomese Cs = C,,, con ns > 1/9). Puesto que las sucesiones

(9n(Y1))nen, (9n(Y2) Jnen, -5 (9n(Yk))nen
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son todas convergentes, existe /N € N tal que si n, m > N entonces

d(gn(Yj), gm(y;)) < €/3

paratodo j = 1,2, ..., k. Ahora, para cada z € K, podemos tomar y, € C; tal que d(x,y,) < 6,
luego por la hipétesis de equicontinuidad se tiene que

d(gn(7), gn(y=)) < /3

para todo n € N. Por tanto, si n, m > N, tenemos

d(gn (), gm(2)) < d(gn(), 9n(Yz)) + A(Gn(Yz), 9n(Yz)) + d(gm(Y); gm (7)) < €.

Asi hemos visto que para todo € > 0 existe N € N tal que si n, m > N entonces

d(gn(2), gm(1)) < € ()

para todo = € K. En particular (g, (z)) es de Cauchy en Y paracada z € K,y como (g,(z)) C
F. y F. es completo (por ser compacto), se deduce que (g, (x)) converge para cada x € K. Si
denotamos

f(x) = lim gx(z),

k—o00

fijando n € N y tomando limite cuando m — oo en (x), deducimos que para todo £ > 0 existe
N € Ntal que sin > N entonces

d(gn(z), f(x)) <€ (%)

para todo = € K, lo cual significa que (g,,) converge a f uniformemente en K, y en particular
feC(K,Y)yg,— fenC(K,Y).Por iltimo, como F es cerrado en C'(K,Y), se tiene que
ferF. O

Corolario 7.12. Sea K un espacio métrico compacto, y B un subconjunto equicontinuo y pun-
tualmente acotado de C'(K,R"). Entonces toda sucesion de I tiene una subsucesion uniforme-
mente convergente a una funcion de C'(K,R™).

Como es natural, decir que B es puntualmente acotado significa que B, := {f(x) : f € B}
es acotado en R" para cada x € K.

Ejercicio 7.1. Sea (f,,) una sucesion de funciones continuas f, : [a,b] — R uniformemente
acotada, y para cada n € N definamos

F,.(z) :/ fau(t)dt, x € |a,b)].
Probar que (F;,) tiene una subsucesion que converge uniformemente.

Concluimos este capitulo con un estudio del teorema de Stone-Weierstrass, que es uno de
los resultados mds importantes en el contexto del espacio de las funciones continuas sobre un
compacto, y que tiene multitud de aplicaciones.

El origen de este teorema es un resultado probado por Weierstrass en 1885: toda funcién
continua sobre un compacto de R" es limite uniforme de una sucesién de polinomios en n
indeterminadas y con coeficientes reales.
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Teorema 7.13 (Weierstrass). Sean K un subconjunto compacto de R", y f : K — R continua.
Entonces, para cada € > 0 existe p : R™ — R polinomio tal que

[f(z) —p(z)| <€
para todo x € K.

Aunque Weierstrass dio una demostracion directa de este resultado, en 1937 Stone descubri6
una generalizacién muy ttil del teorema, que vale no solamente para compactos de R", sino para
mads familias de funciones, aparte de los polinomios.

Teorema 7.14 (Stone-Weierstrass). Sea K un espacio métrico compacto, y B un subconjunto
de C(K,R) que satisfaga:

1. B es un dlgebra de funciones, es decir, para todas f,q € B, a € R se tiene que f + g, fg
vy af estdn en B.

2. La funcion constante x — 1 estd en B.

3. B separa puntos, esto es, para todos x,y € K con x # vy, existe f € B tal que f(x) #

fw).

Entonces B es densa en C(K,R); es decir, para toda f € C(K,R) y todo e > 0 existe p € B
tal que | f(x) — p(z)| < € para todo x € K.

Para deducir el Teorema basta observar que P = {p,. : p : R" — R polinomio}
satisface las tres condiciones del enunciado del teorema de Stone-Weierstrass (las dos primeras
son evidentes, y la tercera es un sencillo ejercicio).

Demostracion del Teorema[7.14; Usaremos la notacién siguiente:

(f Vg)(z) = méx{f(x),g(z)}, y (f Ag)(z) = min{f(z),g(x)}.

Sea B la adherencia de B. Por la continuidad de las operaciones de suma y multiplicacion, es
claro que B3 es también un dlgebra, y por otra parte es evidente que B satisface también las otras
propiedades de B puesto que contiene a este conjunto.

El primer paso de la demostracién es probar que si f € B entonces | f| € B. Para ver esto,
usamos el siguiente caso particular del teorema de Weierstrass.

Lema 7.15. Existe una sucesion de polinomios p, : R — R tal que para todo ¢ > 0 existe
no € N de modo que sin > ng entonces |p,(t) — \/t| < e paratodo t € [0,1].

Una tal sucesién (p,,) puede definirse inductivamente como sigue. Pongamos py(t) = 0, y
paran > 1, sea

Pa(t) = pu_i(t) + %[t — pu_1(t)?].

Puede probarse por induccién (ver el ejercicio(7.17) que

2vt
0< \/E—pn(t) < m

para todo t € [0, 1], n € N, lo que obviamente demuestra el lema.
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Ahora, si f € B, existe b > 0 tal que | f(z)| < b para todo z € K. Por el lema anterior, para
cada € > 0 podemos encontrar ny € N tal que |p,(t) — v/t| < e/bparatodo t € [0,1], n > ng.

En particular
2 [ 2
pm)(fb(f)) _ fb(f)

|bpny (f(2)/6%) = | f(2)]] < e

para todo # € K. Como para cada n € N la funcién x + bp,,(f%(x)/b?) estd en B (porque la
composicion de un polinomio con funciones del dlgebra siempre esta en el dlgebra, al ser sumas
y productos de funciones del dlgebra), se deduce que |f| € B siempre que f € B.

Teniendo en cuenta este hecho y las férmulas

€
§_7
b

y por tanto

frg+l|f—4d

f+g—1f—4d
2 )

2

max{f,g} = , y min{f, g} =

deducimos que si f, g € Bentonces f V gy f A g estin también en B.

Veamos ahora que B = C (K_, R). Puesto que B = B, es suficiente probar que para cada
h e C(K,R)ye > 0existe f € B tal que

[f(z) = hz)| < e

paratodoz € K.
Para cada x1, 25 € K con x; # x4, elijamos g € B tal que g(x1) # g(z2), y pongamos

farz, (2) = ag(x) + B,

donde
_ h(z1) — h(z») g(z1)h(z2) — h(z1)g(x2)
g(x1) — g(z2)’ g(z1) — g(x2) .
Es obvio que f;,,, € B, y los nimeros « y 3 han sido escogidos para que

f1'1$2('r1) = h(‘rl) y fa:1:v2(x2) = h(ng)

Fijemos x € K. Para cada y € K, por continuidad de h, existe un entorno abierto U, de y tal
que fy;(2) > h(z) —esiz € U,. Como K es compacto, podemos escribir

yB=

n

K=Ju,

j=1
para ciertos vy, ..., y, € K. Definamos
fo = fpz VoV fya

Se tiene que f, € B,
f:v(x> = h(x)7 y fm(z) > h(z) — €

para todo z € K. Por tanto, por continuidad de h y f,, existe V, entorno abierto de x tal que

fo(y) < h(y) +¢
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para todo y € V.. Por compacidad de K podemos escribir también

para ciertos zy, ..., T, € K. Definamos por fin

f= f:c1 AR fxm-

Nuevamente se tiene que f € B. Ademads

f(z) > h(z)—¢

para todo z € K, puesto que f,,(2) > h(z) — ¢ paratodo z € K, j = 1,...,m. Por otra parte,
paracaday € K existe j = j(y) € {1,....,m} talquey € V,,yasi f(y) < fo;(y) < h(y) +e,
luego también es

fly) <h(y) +e¢

para todo y € K. Combinando las desigualdades anteriores concluimos que |f(z) — h(z)| < &
paratodo z € K. O

7.1. Problemas

Problema 7.1. Sea f : R®™ — R" una aplicacién continua y acotada. Definamos g : R” — R"
por

g(x) =z + f(z).

Demostrar que g es sobreyectiva. Indicacion: Fijado y € R", como f (R™) estd acotado existe
R > 0tal que {y — f(z) : x € R"} C B(0, R). Aplicar el teorema del punto fijo de Brouwer a
la funcién

h(z) =y — f(z)
en la bola B(0, R).

Problema 7.2. Probar que existe una retraccion continua de R™ \ {0} en S™~!, es decir, existe
r:R™\ {0} — S"~! continua tal que 7(x) = x six € S" L.

Problema 7.3. Sean B y S la bola unidad cerrada y la esfera unidad cerrada de un espacio
normado X. Sea f : B — B una aplicacién continua, y supongamos que f no tiene ningun
punto fijo. Probar que entonces existe g : B — S continua tal que g(z) = x para todo = € S.
Indicacion: definir g(x) como aquél de los puntos interseccion de la recta que pasa por z 'y f(z)
con la esfera S que esté mds cerca de x que de f(x).

Problema 7.4. Reciprocamente, supongase que existe g : B — S continua tal que g(z) = =
para todo x € S. Probar que entonces existe f : B — B continua sin puntos fijos. Indicacion:
Definir f(x) = —g(z).

Problema 7.5. Demostrar que C' es una curva cerrada simple si y s6lo si C' es homeomorfa a la
circunferencia S?.
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Problema 7.6. En el teorema probar que una de las componentes conexas de R™ \ A debe
ser acotada, y la otra no acotada. Indicacion: La parte menos obvia es que una debe ser acotada.
Llamemos U y V' a las componentes conexas de R™ \ A. Escojamos una bola B tal que A C B.
Si Uy V son ambas no acotadas, tendremos que R™ \ B podrd recubrirse por la unién de los
abiertos U y V/, que son disjuntos y tienen interseccion no vacia con R™ \ B.

Problema 7.7. Si Ay B son subconjuntos homeomorfos de R" y A es cerrado, /se sigue que
B es cerrado?

Problema 7.8. Demostrar, sin usar el teorema de invariancia del dominio, que si R" es homeo-
morfo a R entonces n = 1.

Problema 7.9. Usando el teorema de invariancia del dominio, demostrar que R" y R™ son
homeomorfos si y s6lo si n = m.

Problema 7.10. Si f : B; — Bs es un homeomorfismo entre dos bolas cerradas de R", probar
que f transforma 0B; en 0B5s.

Problema 7.11. En el espacio (C[0, 1], - ||e), consideremos la aplicacién 7" : C[0,1] —
C10, 1] definida por

T P

para cada s € [0, 1]. Definamos X = C[0,1], Y = T(C[0,1]), y sean Sx y Sy las esferas de
centro 0 y radio 1 en X e Y respectivamente. Probar que:

1. T es lineal.

2. T es una isometria sobre su imagen, es decir que [|7(f) — T(9)||lc = IIf — 9||co- En
particular 7" : X — Y es un homeomorfismo.

3. Y es un subespacio cerrado propio de X.

4. Y tiene interior vacio en X. En particular vemos que el teorema de invariancia del domi-
nio fallaen X = C[0, 1], pues X es abierto en este espacio y homeomorfo a Y, que no es
abierto en X.

5. Si denotamos Sy = T(Sx) = {f € Y : ||f|l« = 1}, se tiene que X \ Sx tiene dos
componentes conexas, mientras que X \ 7'(Sx) = X \ Sy es conexo (de hecho conexo
por caminos). Por tanto el teorema de la curva de Jordan generalizado también falla en
X.

Problema 7.12. Probar que el teorema del punto fijo de Brouwer es falso en espacios normados
de dimensién infinita. Indicacion: Sean X = (C10, 1], |- ||o0), Y = {f € X : f(1) = 0}. Probar
que Y es un subespacio vectorial cerrado de X. Definir una aplicaciéon 7' : Y — Y como sigue:
para cada f € C[0, 1], sea T'(f) la funcién continua definida por ®(f)(s) = 1 — || f]|co 81 0 <
s < 1/3, (f)(s) = f(Bs —2)si2/3 < s < 1,y ®(f) afin en [1/3,2/3]. Demostrar que
T(By) C By, donde By es la bola unidad cerrada de Y, que T es continua, y que 7" no tiene
ningun punto fijo.

Problema 7.13. Considerar la sucesién de funciones ( f,,) definida por f,(z) = 2", x € [0, 1],
n € N. Probar que f,, converge puntualmente a una funcién que no es continua en [0, 1].
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Problema 7.14. Demostrar el criterio M de Weierstrass para la convergencia uniforme de series
de funciones: si (g,,) es una sucesién de funciones de X en F, donde X es un espacio métrico
y E es un espacio de Banach, tales que

lgr(2)|| < My

paratodos k € N, z € X,y la serie 220:1 M, es convergente, entonces la serie

oo
>0
k=1
converge uniformemente (y absolutamente) en X. Indicacion: Probar que la sucesion de las

sumas parciales es de Cauchy uniformemente.

Problema 7.15. Sea B un subconjunto cerrado, acotado y equicontinuo de C'[0, 1], y definamos
I:B — R por

1= [ s

Probar que existe f; € B que maximiza el valor de [ sobre B.

Problema 7.16. Sea (f,) una sucesién de funciones continuas en [0, 1] y derivables en (0, 1)
tales que |f,,(z)| < 100 para todo x € [0,1] y | f}(t)| < 100 para todo ¢ € (0, 1). Probar que f,,
tiene una subsucesion que converge uniformemente en [0, 1] a una funcién continua.

Problema 7.17. Definamos py(t) = 0,y paran > 1, sea

—_

Pa(t) = pua () + 5[t = pu-a (1)°):

Demostrar por induccién que

2Vt
0< \/E_pn<t) < m

paratodot € [0,1], n € N.

Problema 7.18. Consideremos el conjunto de todas las funciones ¢ : [0, 1] — R de la forma

n

p(t) =) aze™,

j=1
donde a;,b; € R, n € N. (Es este conjunto denso en el espacio C'[0, 1]?

Problema 7.19. Cualquier suma finita de senos y cosenos de la forma

ap + i (ar cos(k@) + by sin(k0))

k=1

se dice que es un polinomio trigonométrico. Demostrar que si f : R — R es una funcién
continua y periddica de periodo 27, para todo € > 0 existe un polinomio trigonométrico ¢ tal
que |q(0) — f(0)| < € para todo 0 € R. Es decir, los polinomios trigonométricos son densos en
el espacio de las funciones continuas y periédicas de periodo 27. Este es un resultado probado
por Weierstrass en 1885. Indicacion: Consideremos la circunferencia unidad T = {(z,y) €
R? : 2% + y? = 1}. Existe una identificacion natural entre las funciones g : T — Ry las
funciones periddicas f : R — R de periodo 27 (basta identificar cada nimero 6 con el punto
(cosf,sinf) de T). Aplicar el teorema de Stone-Weierstrass en el espacio C/(T).
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Parte 11

Calculo diferencial en R"
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Capitulo 8

Derivadas direccionales, derivadas
parciales, gradientes, tangente a la grafica
de una funcion

Después de todos los preparativos topoldgicos y el estudio de las funciones continuas y de
sus propiedades, podemos ya comenzar en este capitulo la teoria de diferenciacién de funciones
de varias variables. En este capitulo presentaremos la definicién de funcién diferenciable, y
la interpretacion geométrica de la diferencial de la funcién en un punto como la aplicacién
lineal que proporciona una mejor aproximacion a la funcion entorno a ese punto, y que permite
calcular el plano tangente a su grafica en dicho punto. También explicaremos cdmo calcular la
matriz jacobiana o el vector gradiente de una funcién que se supone diferenciable en términos
de las derivadas parciales de sus funciones componentes.

La definicion de derivada de una funcién f : R — R se extiende inmediatamente a funciones
de una variable real con valores vectoriales.

Definicion 8.1. Sea f : (a,b) C R — R" una curva. Se define la derivada de f ent € (a,b)

wome f(t+h) — £(t)
fit) = Jim h

cuando este limite existe, en cuyo caso se dice que f es derivable en ¢, y a f'(¢) se la llama
derivada de f en t. También suele denotarse
df (t)

f(t) = T

Si visualizamos f como una curva en el espacio R™, y f'(to) # 0, la derivada f’(t,) puede
interpretarse geométricamente como el vector tangente a la curva f(a,b) en el punto f(ty). La
ecuacion paramétrica de la recta tangente serd pues

{f(to) + Af'(to), X € R}.

Notese que, cuando f es derivable en ¢, el error cometido al aproximar un punto f(to + h) de
la curva f por un punto f(ty) + f'(to)h en la recta tangente a f en el punto f(¢) es

f(to+h) — f(to) — f'(to)h
. ;

cantidad que tiende a 0 cuando A tiende a 0. Esto indica que dicha recta tangente es una buena
aproximacion lineal (de hecho la dnica buena) a la curva descrita por f en el punto f(¢g).

R(h) =

101



102 CAPITULO 8. DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES

Si visualizamos f(¢) como el vector de posicién de una particula en el instante ¢, la inter-
pretacion fisica de la derivada f’(t,) serd la de velocidad instantdnea de dicha particula en el
instante ¢ = . Esto tiene perfecto sentido si tenemos en cuenta que

f(to+h) — f(to)
h

es el vector velocidad media del mévil entre los tiempos ¢y y to + h, y que cuando la diferencia
entre los tiempos en que se toma esta velocidad media es cada vez mds pequeiia, debemos estar
cada vez més cerca de lo que intuitivamente puede pensarse que es la velocidad del mévil en un
instante determinado.

Anélogamente, si f’(t) existe para todo ¢ € (a, b) y consideramos

f'(to +h) = f'(to)
h

este limite, al que se llama derivada segunda de f en ¢y, si existe, puede interpretarse fisicamente
como el vector aceleracion instantdnea del moévil en el instante ¢y. Asi, la aceleraciéon de un
movil no es més que la velocidad con que varia su vector velocidad.

Por otro lado, si una curva f(t) estd parametrizada de modo que || f'(¢)|| = 1 para to-
do t (es decir se mueve con un vector de velocidad que podrd variar en su direccién pero
no en su longitud, que permanece constante igual a la unidad), entonces la derivada segunda
f"(t) es un vector normal a la curva (es decir (f”(¢), f'(t)) = 0 para todo t), cuya norma
| f”(t)]| se interpreta geométricamente como la curvatura de f en el punto f(t). Por ejemplo,
si f(t) = (Rcos(t/R), Rsen(t/R)) (es decir f recorre una circunferencia de radio R con ve-
locidad constante igual a uno) entonces || f”(¢)|| = 1/R para todo ¢ (la circunferencia tiene una
curvatura igual al inverso de su radio: cuanto menor es éste mayor es la curvatura).

F(to) :=1limh — 0

La nocion de derivada para una funcién de varias variables reales, esto es, definida en un
subconjunto abierto U de R", es algo mas sutil. Para empezar, si f : U C R™ — R, el cociente

flz+h) - [(z)
h

no tiene ningun sentido, puesto que /& no es ya un nimero, sino un vector. Por otro lado la
interpretacion geométrica y fisica de la derivada de f, sea la que fuere, tampoco puede ser la
misma, ya que la grafica de f no es una curva, sino una superficie (en el caso n = 2) o una
hipersuperficie (en el caso general).

Lo que si podemos hacer es cortar la grifica G := {(x, f(z)) : 2 € U} C R" x R = R""!
(que puede visualizarse como una superficie de dimensién n en R"*!) por planos perpendicu-
lares al hiperplano R" x {0} y determinados por una direccién v € R", es decir, planos de
la forma {(z + tv,s) € R” x R : t,s € R}, obteniendo asi secciones de la grifica de f que
corresponden a las gréficas de las funciones

(—e,e) CR>t— f(x+1tv) €R,

cuyas derivadas si que sabemos definir. Llegamos asi al concepto de derivada direccional de
una funcion de varias variables.

Definicion 8.2. Sean U C R” abierto, a € U, v € R", f : U — R™ una funcién. Se llama
derivada direccional de f en a segtin el vector v a

D, f(a) :=1im flattv) = fa)

t—0 t

9
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cuando este limite existe.
Si v es uno de los vectores de la base canénica {ej, es, ..., €, } de R" entonces llamamos a
D., f(a) derivada parcial i-ésima de f en el punto a, y se denota

af _of B B
S (@) = S @) = Duf(@) = Dif(@).
Asi,
8f (;{,’) _ Hm f(fL’l, e i1, 5 + t,l’i_ﬂ, PN J,’n) — f(ZL‘l, ey Lj—15 Ly Lig 1, 7l'n)
ox; t—0 t

cuando este limite existe. Por tanto, hallar % no es otra cosa que derivar la expresion que define
la funcién f respecto de la variable z; solamente, considerando el resto de las x;, j # 4, como
constantes.

Ejemplo 8.1. Calcular la derivada direccional D, f(a), donde f : R*? = R, f(x,y) = sin(2? +
y?),a = (1,3),v = (1, 2). Calcular también las derivadas parciales 0 f/0x y f /Oy en el punto

(1,3). Comprobar que
Dofla) = () F@) ().

Las derivadas direccionales no siempre existen. Por ejemplo, si f(z,y) = +/|zy|, puede

comprobarse que

of of

—(0,0) =0 = ==(0,0),

5, (0.0)=0=72(0.0)
y sin embargo D(y 1) f(0, 0) no existe. Este ejemplo muestra también que no basta con que exis-
tan las derivadas parciales para que la funcion tenga derivadas direccionales en toda direccion
(que a su vez es un requisito indispensable para que la funcidn sea diferenciable, como vere-
mos).

Ejemplo 8.2. Sea f : R? — R definida por

—l i (a, 0,0),
0 S1 (I,y) - (070)7

y consideremos w = (u,v) € R% Comprobar que

ulv|

D, f(0,0) = N

(y en particular g—i(o, 0)=0= 2—5(0, 0)).

Si bien para n > 2 no tiene sentido la pregunta de cudl es la recta tangente a la grafica de
una funcién f : U C R™ — R, puesto que G es una (hiper)superficie de dimensién n en R"*,
si que podemos preguntarnos cudl es el subespacio afin de dimensién n que mejor aproxima
la gréfica de f en un punto (z, f(z)). Para fijar ideas supongamos que, dada f : R? — R,
deseamos hallar el plano tangente a la gréfica de f en un punto (zo, Yo, (2o, ¥0)), si es que tal
plano existe. Las intersecciones de los planos © = zy € y = ¥y con Gy determinan dos curvas
paramétricas 1, ©, en R?, definidas por

1(t) = (t, 90, f(t,90)), ¥ p2(t) = (20,1, f(70,1)).
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Si hallamos los vectores tangentes a estas curvas en (g, Yo, f (o, yo)) obtenemos

0 0
ao) = (1,0, 5 (20, 0), ¥ 4(0m) = (0.1, F 230

Si existe el plano tangente P que buscamos, deberia estar generado por estos dos vectores
(que al ser tangentes a curvas contenidas en G'f, deberian ser también tangentes a G'y). Notese
que estos vectores ¢ (o), ¥5(yo) son siempre linealmente independientes, luego ciertamente
generan un plano en R3. Por tanto la ecuacién implicita de P deberfa ser

2 = £, ) = (2 = 20) 5 (20, 30) + (0 = 90) 5 (s ). ()

El problema con este esquema es que las derivadas parciales %(wo, Yo) y %(xo, Yo) (0 lo que es
casi lo mismo, los vectores tangentes ¢ (o), ¢5(yo)) pueden existir sin que exista de hecho el
plano P que buscamos. En efecto, si f es la funcién del ejemplo[8.2] ambas derivadas parciales
son cero, luego, de existir P, deberia ser P = {z = 0}. Por otro lado, la curva paramétrica

y(t) = (&, ¢, f(t, 1),

como estd contenida en Gy, debe tener la propiedad de que 7/(0) € P. Pero

1
/
7 (0) = (1,1, Dy f(0,0)) = (1,1, \/5) ¢ {z=0}.

Por tanto la superficie G ¢ no admite un plano tangente en el punto (0, 0, 0). En particular vemos
que no es posible dar una definicion de plano tangente en (o, o, f (0, o)) pidiendo solo que
existan las derivadas parciales de f en (¢, yo) (tampoco ni siquiera pidiendo que existan todas
las derivadas direccionales en (xg, ¥o)).

Podria entonces sugerirse que el plano tangente P deberia existir siempre que todas las
derivadas direccionales Dy, .,)f (o, %0) existan y que ademds los vectores tangentes que ellas
generan, a saber,

(Uh V2, D(v1,vz)f<x07 y()))>

que son precisamente los vectores tangentes en (xo, Yo, f (7o, yo)) a las curvas

%(t) = (xo + tuy, yo + tug, f(xo + tvr, Yo + tU2))7

estén todos ellos contenidos en un mismo plano. A primera vista esta opcién puede parecer una
definicion satisfactoria de la existencia de P, que vendria entonces determinado por la ecuacién
(*). Pero, mirdndolo mds despacio, todavia cabe preguntarse si esta exigencia nos garantizard
que si y(t) es una curva diferenciable contenida en G, con v(0) = (o, yo, f (%0, ¥o)), entonces
su recta tangente en este punto, es decir v(0) + t7/(0), estard contenido en P (cualquier defi-
nicién de plano tangente que pretenda satisfacer a un geémetra deberia tener esta propiedad).
Desgraciadamente esto no es asi, como prueba el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.3. Sea f : R? — R la funcién definida por

L si@y) #(0,0),
fla.y) = {0 si (z,y) = (0,0).

Entonces, si ponemos
%(t) = (tvla t’U27 f(tvla tv?))’
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se comprueba sin dificultad que 7/ (0) = (vy,v9,0) para todo v € R2. En particular, todas las
derivadas direccionales existen y son cero, y los vectores tangentes a las curvas 7, en (0,0, 0)
estdn contenidos todos ellos en el plano z = (. Sin embargo, si consideramos la curva

Y(t) = (8, f(t%,1)),

que claramente es derivable y estd contenida en Gy, obtenemos que su vector tangente en el
origen es

que no pertenece al plano z = 0.

Para salir de este atolladero es por tanto necesario imponer que siempre que 7y sea una curva
contenida en Gy y con ¥(0) = (¢, o, f(z0,%0)), su vector tangente en y(0), si existe, debe
estar en un mismo plano fijo P, cuya ecuacién deberd ser de la forma (x), es decir,

(.ZU07 Yo, f($07y0)) + ’7/<0) eP= {Z - f($07y0) = OZ(I - xo) + B(y - yO)}
para toda curva de la forma

Y(t) = (1 (1), 72(t), f(1(t),72(t)))

(es decir, contenida en G ), que sea derivable en 0, y tal que v(0) = (o, Yo, f(%0,%0)). Esto
significa que

)

i L0010 2(0) = flzoyo) _ o 1B =20 gy0 0 (t)t— Yo

t—0 t t—0 t t—0

o lo que es igual,

o £ 01 15(8)) = F(a, 30) = (@(n(®) = 30) + B0 (6) = o)

t—0 t

=0.

Si denotamos @1 (t) = 71(t) — 71(0) y p2(t) = 72(¢) — 72(0), y ponemos
L(z,y) = ax + By,
la forma lineal L : R? — R cuya matriz es (o 3), lo que estamos pidiendo es que

lfm f(xo+@1(t), 50 + pa(t)) — f(x0,y0) — L(p1(t), pa(t))

t—0 t

=0

para toda curva ¢ : R — R? que sea derivable en 0 y satisfaga ©(0) = (0,0). Supongamos
ademds que 7/(0) # 0. Entonces tenemos

1 1
lim — —=
20 To@l ~ i 22 IO

> 0,

luego, multiplicando esta igualdad por la anterior, obtenemos que

o £ @0+ 21(8), 30+ 22(0) = F(@0,0) = L1 (). 22(0)

=0
-0+ le(@)l

para toda curva ¢ : R — R? tal que 7/(0) # 0y v(0) = (0,0).
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De aqui a pedir que

Im f(xo+ hy,yo + ha) — f(wo,y0) — L(h)

=0
h—0 Hh“

hay sélo un pequefio salto (sobre todo teniendo presente el problema [5.8). Precisamente el
problema (8.13| se ocupa de formalizar este salto: para cualquier funcién g : U C R" — Ry
cualquier punto zy € U (donde U es abierto), se tiene que existe

lim g(z) =1
T—T0

si y sélo si para toda curva ¢ : R — U tal que ¢/(0) # 0y ¢(0) = zg es

lim t) =1.

T g(p(1)

Por tanto, si queremos que exista el plano tangente a la grifica G de f en el punto (o, yo) (en-
tendido como un plano que contenga todos los vectores tangentes en (g, yo, f (%o, yo)) a curvas
diferenciables contenidas en la grafica que pasen por este punto), debe existir una aplicacién
lineal L : R? — R tal que

lim f(zo + hi,yo + ha) — f(wo,90) — L(h)

=0.
h—0 | Rl

Hemos llegado asi a la definicién de funcién diferenciable.
Definicion 8.3. Sean U un abierto de R”, f : U — R™, 2y € U. Se dice que la funcién f es

diferenciable en x si existe una aplicacion lineal L : R" — R™ tal que

ggﬁﬁﬁhm+m—f@®—L%D=0

Si existe una aplicacion lineal L con estas caracteristicas, es unica. De hecho se tiene lo
siguiente.

Observacion 8.1. Supongamos que f es diferenciable en a, siendo L : R™ — R™ una aplica-
cion lineal que satisface la definicion anterior. Entonces:

1. L es la vinica aplicacion lineal con esta propiedad.

2. Paratodo v € R" existe la derivada direccional D, f(a), y

D,f(a) = L(v) = Zvig—xfi(a).

Demostracion. Supongamos v # 0. Como

o flat )~ f(@) ~ L)
h—0 | Al

:O,

se deduce en particular, tomando h = tv y haciendo ¢t — 0, que

0 = lim fla+tv) — f(a) — tL(v) _
t—0 t

lim fla+tv) — f(a)

t—0 t

— L(v) = Dy f(a) — L(v),
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luego L(v) = D, f(a) paratodo v € R™ \ {0}. Por otro lado, si v = 0 entonces es inmediato
que Dof(a) =0,y como L es lineal también L(0) = 0. En todo caso L(v) = D, f(a), y por la
unicidad de D, f(a) (consecuencia a su vez de la unicidad del limite que la define), se deduce
que L es tinica. Ademds, si v = (vy, ..., vy,), se tiene que

L(v) = L(Z vje;) = Zij(ej) - Zvjpejf(a) - Zng—gi(a).
0

Definicion 8.4. Si f : U C R" — R™ es diferenciable en a € U, a la tnica aplicacion lineal
L € L(R™ R™) que satisface

o L 1) — f(@) = L)

=0
h—0 Al

la llamaremos diferencial de f en a,y la denotaremos L = D f(a). Asi se tiene que

Df(a)(v) = Dy f(a)

para todo v € R"™.
Si f toma valores en R, es decir, f : U C R™ — R, y suponiendo que f sea diferenciable e
a € U, definiremos el plano tangente a la grifica Gy de f en el punto (a, f(a)) € U x R por

i 9
TGy = {(@,2) ER* X R: 2 — fla) = 3 (- aj)a_gi(a)}.

j=1

En el caso de una funcién z = f(z,y), la ecuacion de este plano no es mds que la ecuacion (x)
propuesta mas arriba. Puede también probarse que este plano es, en efecto, lo que buscdbamos:
la unién de todas las tangentes a curvas diferenciables contenidas en la grafica de f en el punto
dado. De hecho se tiene lo siguiente:

Teorema 8.2. Sea f : U C R" — R diferenciable en un punto p € U. Denotemos la grdfica de
f por G. Entonces

(0:2) €R" xRz = (o) = Yo = ay) ()} =

{(, f®) + (v,Df(p)(v)) : v ER"} =
{0, f(p)) +(0) | v:(=1,1) — Gy diferenciable ,v(0) = (p, f(p))}

Por tanto cualquiera de estos conjuntos puede tomarse como definicion de plano tangente a Gy
en (p, f(p)). El primero de ellos nos proporciona la ecuacién implicita del plano tangente, y el
segundo las ecuaciones paramétricas. Notese también que los vectores

of of of
{(el,a—xl), (62’071)’ (en’a_xn)}

forman una base del hiperplano vectorial /7 asociado al hiperplano afin 7 G ¢ (0o f(p) — (p, f(p))+
H.
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Demostracion. La primera igualdad se comprueba facilmente considerando v = x — p y usando
el hecho ya probado de que Df(p)(v) = D,f(p) = >_}_, vj(%(p). Probar el contenido del
segundo conjunto en el tercero es también facil considerando v(t) = (p + tv, f(p + tv)).
Veamos que el dltimo conjunto estd contenido en el segundo. Dado v : (—1,1) — G dife-
renciable con y(0) = (p, f(p)), podemos escribir v(t) = (¢(t), f(p(t))), donde ¢ : (—1,1) —

U es diferenciable y ¢(0) = p. Como f es diferenciable en p, ¢ es continua y ¢(0) = p, se

tiene que
i J60) = 1)~ DI =) _
=0 le(t) — pll

lo que multiplicado por lim; . || w | = |l¢’(0)|| nos da
ng@@»—f@%;Df@Xﬂﬂ—p):O

Por otro lado, al ser D f(p) una aplicacion lineal (y continua) y existir ¢’(0), tenemos

i PHNEZE) — ) 1y 20 =L) = D) 0)

Sumando las dos ultimas ecuaciones obtenemos

y por tanto 7/(0) = (¢'(0), Df(p)(¢£'(0))), con lo que queda claro que el punto (p, f(p))+~'(0)
estd en el segundo conjunto. [

Si f es diferenciable en todos los puntos de U, diremos que f es diferenciable en U. En este
caso la aplicacion
Uszw— Df(x) € LR",R™)
estd bien definida, y a aplicacién Df : U — L(R",R™) se la llama diferencial de f (sin hacer
referencia a punto alguno).

Ejercicio 8.1. Sea f(z,y) = 22 + y> + 2z — y + 5. Demostrar que f es diferenciable en (0, 0),
y hallar la ecuacién del plano tangente a su gréfica en el punto (0,0, 5).

Para concluir la discusion que ha precedido la definicién de funcién diferenciable, diremos
que en los problemas[8.13] [8.14]y[8.15]se indica cémo probar que una funcién f : U C R™ — R
es diferenciable en z si y s6lo si para toda curva diferenciable v : (—1,1) — U con v(0) = zg

y 7' (0) # 0 existe
dt t—0 t
y los vectores tangentes a las curvas t — () = (y(t), f(7(t))) € UxRenel punto (xq, f(xo))
estan contenidos en un mismo hiperplano de R,
Conviene observar asimismo que la aplicacion « — f(a) + D f(a)(x — a) nos proporciona
la mejor aproximacion afin a la funcién f entorno al punto a, en el sentido de que si llamamos
R(x — a) aladiferencia entre f(z)y f(a) + Df(z — a), entonces se tiene que

i 2270 _

v |z —al

y ademas x — f(a)+ D f(a)(z — a) es la Gnica aplicacion afin que tiene esta propiedad. Como
no podia ser de otra manera, cuando f es lineal, f es diferenciable en todos los puntos, y su
diferencial es ella misma (problema 8.7).
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Ejemplo 8.4. Estudiar si las funciones f, g : R? — R definidas por

W g (x, 0,0),
0 S1 (xay) = (070)’

—gvl i (, 0,0),
g(:v,y):{\/m ( y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)

son o no son diferenciables en el origen.

También es preciso subrayar, aunque sea casi obvio, que la diferenciabilidad es una propie-
dad local de las funciones: si f y g son dos funciones que coinciden en un entorno de un punto
a, y una de ellas es diferenciable en a, entonces la otra también lo es, y D f(a) = Dg(a). Ver el

problema[3.9]

Proposicion 8.3. Sea f : (o, ) € R — R™ una funcion, ty € («,3), y denotemos f =
(fi, ..., fm), donde f; son las funciones coordenadas de f. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. f es diferenciable en t,.
2. f es derivable en t.

3. f; es derivable en ty paratodo j = 1,2,...,m.

Ademds,
f'(to) = (fi(to) f2(to)s - ra(to)) -
Demostracion. es facil y queda a cargo del lector. [
La observacion 8.1 combinada con la proposicion anterior, nos proporciona una manera de

hallar la matriz de la diferencial de una funcién f : U C U — R™ en un punto a € U respecto
de las bases candnicas de R y R™. En efecto, la matriz de D f(a) es

P P P
g—g(a) g—g(a) %Tfi(a)
Bia) ) .. L
Ofm Ofm Ofm
8%1(&) aLm(a) 8‘J;—n(a)

y a esta matriz se la llama matriz jacobiana de f,y se denota por J f(a) o f'(a). Asi, mientras
que D f(a) representa la aplicacién lineal de £(R™,R™) que satisface la condicion de dife-
renciabilidad de f en a, f’(a) denota la matriz de esta aplicacion lineal respecto de las bases
canodnicas de R" y R™.

Cuando la funcién f toma valores reales hay solamente una funcién coordenada y entonces
tenemos que la matriz f’(a) es una matriz de una tdnica fila y con n columnas, que identificare-
mos con un vector. Asi,enelcasode f : U C R" — R, se tendra

r@ = (3@ @ g @),

y a este vector se le llama vector gradiente de f en a, y suele denotarse también

Vf(a)= (5_9{1(@)’ g—i(a),..., aa—;;(a)) .
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Ejemplo 8.5. Sea f : R?* — R? definida por

f@y,2) = (zy*,2°2%).

Asumiendo que f es diferenciable en cualquier punto (z,y, z) € R?, calcular la matriz jacobia-
nade fen (z,y, 2), y hallar D f(z,y, 2)(u, v, w) para cualquier (u, v, w) € R3.

Concluiremos este capitulo con la observacion de que una funcién f : U C R® — R™ es
diferenciable si y s6lo si lo son sus m funciones coordenadas.

Proposicién 8.4. Sea f : U C R" — R™. La funcion f = (fi,..., fm) es diferenciable en
a € U siy solo si f; es diferenciable en a para cada j = 1,2,...,n, y en este caso

Df(a)(v) = (Dfi(a)(v),.... D fm(a)(v))
para cada v € R™.

Demostracion. es facil y queda a cargo del lector. [

8.1. Problemas

Problema 8.1. Calcilense las derivadas direccionales de las funciones siguientes en los puntos
y direcciones indicados:

1. f(z,y) = zarctan(Z) en el punto (1,1); direccién (1/v/2,1/1/2).

v
2. f(z,y) = e” cosmy en el punto (0, —1); direccién (\_/—é, \%)
3. f(z,y,2) = €e” +yz, enel punto (1,1,1); direccién (\/ig, \_/—%, \/ig)

Problema 8.2. Estudiar la existencia de derivadas direccionales en el origen para las funciones
siguientes.

L flz,y) = zy;

2. f(z,y) = max{[z[,[y|}.

Problema 8.3. Asumiendo la diferenciabilidad de todas ellas, calcilese la matriz jacobiana en
el origen de las funciones siguientes:

fz,y) = (" +siny,a®cosy) g(x,y) = (sinz + log(1 + y?), cos(zy))

h(fL‘, Y, 2) = €x2+y2+z3 ¢(t) = (tan t, sint, Gt)

o(u,v) = (u?v3, vdv, utv?) Y(x,y, 2) = (vy cos z, xe?).

Problema 8.4. Sea f(z,y) = a4 (sin mx) arctan(arctan(sin cos(zy) — log(z 4+ y)))). Cal-
culese 3—5(1, ).

Problema 8.5. Calculese la derivada direccional de la funcion
fz,y,2) = 22—y 4 xy’r — 2z

en el punto (1,3,2) segin la direccion del vector (1,-1,0). ;En qué direccién es maxima la deri-
vada direccional? ;Cudl es el valor de la derivada direccional maxima?
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Problema 8.6. Sea f : U C R™ — R™ una funcién constante. Probar que f es diferenciable,
con Df(x) = 0 paratodo x € U.

Problema 8.7. Sea L : R” — R una aplicacion lineal. Probar que L es diferenciable en todo
punto, y que DL(z) = L paratodo x € R".

Problema 8.8. Sea L : R — R™ una aplicacién lineal, y sea h : R™ — R™ una aplicacion tal
que, para algin M > 0,
Ih(2)]] < M|l

para todo x € R™. Definase f(z) = L(x) + h(z). Demostrar que f es diferenciable en 0. ;Cudl
es Df(0)?

Problema 8.9. Sean f,g : U C R"™ — R™ dos funciones que coinciden en un entorno de un
punto a € U (es decir existe > 0 tal que f(z) = g(x) para todo = € B(a,r)). Supongamos
que g es diferenciable en @ € U. Probar que entonces f es también diferenciable en a, y
Df(a) = Dg(a). Indicacién: recordar el problemal[5.3]

Problema 8.10. Sea f una aplicacion entre dos subconjuntos abiertos de dos espacios norma-
dos de dimension finita. Demostrar que el hecho de que f sea o no diferenciable en un punto «,
y en su caso la diferencial D f(a), no dependen de las normas consideradas en estos espacios.
Indicacion: Usar que en cualquier espacio de dimension finita todas las normas son equivalen-
tes.

Problema 8.11. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas direccionales y diferenciabili-
dad en (0, 0) de las siguientes funciones.

{ si (z,y) # (0,0), {ﬁ si () # (0,0),
0 si(zy)=00; |0 si (z,y) = (0,0);

0
{xsm<m> si (2,9) #(0,0),  [(2>+3%)sinL  siy#£0,
o si (z,) = (0,0); |0 siy =0;
{— si (2,y) # (0,0), {x+y sizy =0,
0 si (z,y) = (0,0); 0 sizy # 0.

Problema 8.12. Si B : R” x R™ — RR” es una aplicacion bilineal, probar que B es diferenciable
en todo punto (z,y) de R" x R™, y que

DB(x,y)(h,k) = B(x,k) + B(h,y)

para todo (h, k) € R™ x R™. Indicacién: Probar primero que existe M > 0 tal que || B(z,y)|| <
M||z||||y|| para todo x € R™, y € R™.

Problema 8.13. Sea U un abierto de R", zy € U, g : U — R. Demostrar que existe

lim g(z) =1

T—T0

si 'y s6lo si para toda curva ¢ : (—1,1) C R — U tal que ¢'(0) # 0y ¢(0) = x( existe

lim g(p(t)) = 1.

t—0t

Indicacion: Por el problema [5.8] ya sabemos que si existe el limite, también existen todos los
limites a lo largo de curvas continuas que pasan por xy, y son todos iguales. Para probar el



112 CAPITULO 8. DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES

reciproco, supdngase que existen £ > 0 y una sucesion (xj) que tiende a o = 0y tal que
llg(xx) — l|| > € para todo k. Definamos z, = zy/||xx|| para cada k. La sucesion (z;) estd en
la esfera unidad. Por tanto, tomando una subsucesion si fuera preciso, podemos suponer que
existe zg tal que limy_,, 2x = 2o. Tomando otra vez subsucesiones si fuera preciso, podemos
suponer también que ||zx41|| < ||zx|| para todo k. El objetivo es construir una curva continua
v,¢ : (—=1,1) — U, diferenciable en 0 y con 7/(0) # 0, v(0) = 0, tal que lim,_,o g(y(t)) # I,
llegando asi a una contradiccién. Para construir v, pongase
t

,Y(t) = H(tk _ t)karl I (t _ tk+1>ka [(tk - t)Ik+1 + (t - tn+1)$k]

sit € [tgi1,tx), donde ty = ||z, y definase

’7(75) = tZ(]

sit < 0. Pruébese que y(t;) = xj, para todo k, y por tanto limy_,o, g(7(tx)) # [. Demuéstrese
también que
7(t)

/ . 4 SN
7(0)—11551(1) ‘ z0 # 0.

Problema 8.14. Piénsese como podria modificarse la demostracién anterior para obtener el si-
guiente resultado. Si U es un abiertode R”, g : U — R, zy € U, entonces existe lim,_,,, g(z) =
[ siy solo si para todas las curvas diferenciables v : (—1,1) — U con+'(0) # 0y v(0) = zo
existen los limites 1im; .o g(7(¢)) y son todos iguales a [.

Problema 8.15. Deducir de los problemas anteriores, y de la discusion del principio de este
capitulo, que una funcién f : U C R" — R es diferenciable en z si, y s6lo si, para toda curva
diferenciable y : (—1,1) — U cony(0) = zo y 7'(0) # 0 existe

df (v(t)) f(y(1)) = f o)

o (0) =l ¢

y los vectores tangentes a las curvas t — o(t) = (y(t), f(7(t))) € UxRenel punto (xq, f(x0))
estan, todos ellos, contenidos en un mismo hiperplano de R"*!.

Problema 8.16. Sea f : R — R una funcién par (es decir f(z) = f(—=z)) diferenciable en
el origen. Calciilese D f(0).

Problema 8.17. ;Son tangentes las gréficas de las funciones f(x,y) = 2> + y? y f(z,y) =
x? — y* + xy® en el punto (0, 0)?

Problema 8.18. Una particula sigue la trayectoria y(t) = (%, 13—4t, 0), y se sale por la tangente
en el instante ¢ = 2. ;Cudl es su velocidad en este momento? Calcular su posicion en el instante
t=3.

Problema 8.19. Supdngase que f : U C R™ — R tiene un mdximo o un minimo local en un
punto a € U, y que existe la derivada direccional D, f(a) en una direccion v € R™. Probar que
D, f(a) = 0.

Problema 8.20. Sea f(r,0) = (rcos6,rsinf). Calcular la matriz jacobiana de f asumiendo
que es diferenciable en todo punto (r, ).

Problema 8.21. Demostrar que si 7' : R™ — RP es lineal y f : R® — R™ es diferenciable en
a entonces L o f es diferenciable en a 'y

D(Lo f)(a) = Lo Df(a).
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Problema 8.22. Sea f : R® — R definida por

Flany, 2) = Eries si(@y,2) #(0,0,0),
e 0 si (z,y,2) = (0,0,0).

Demostrar que f es diferenciable en (0, 0,0) siy sélo si o < 1.

Problema 8.23. Sea f : R" — R™ diferenciable en a, y definamos g(x) = f(x + a). Probar
que g es diferenciable en 0 y que Dg(0) = D f(a).
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Capitulo 9

Funciones diferenciables

En este capitulo estudiamos las propiedades elementales de las funciones diferenciables
(tales como su comportamiento respecto de la suma, multiplicacion, cociente y composicion).
Se discuten también condiciones suficientes para asegurar la diferenciabilidad de una funcién,
y criterios para descartarla. Como consecuencia de la regla de la cadena se presentan asimismo
algunos resultados de cardcter geométrico acerca de la relacion entre las superficies o curvas de
nivel de una funcién de valores reales y su gradiente.

Una primera observacion que debe hacerse acerca de las funciones diferenciables es que son
continuas.

Proposicion 9.1. Sea f : U C R" — R una funcion diferenciable en a € U. Entonces existen
r, K > 0 tales que

1f () = f@)] < K]z = al

para todo x € B(a,r). En particular f es continua en a.

Nota: Esto no quiere decir que f sea Lipschitz en un entorno de a; de hecho f podria ser
continua sélo en a y discontinua en todos los demds puntos; ver el problema[9.1]

Demostracion. Denotemos L = D f(a), y sea || L|| la norma de esta aplicacién lineal. Tomando
e = 1 en la definicién de diferenciabilidad de f en a, obtenemos que existe 6 > 0 tal que si
|z — a]| < & entonces

1f(x) = fla) = L(z — a)|| < eljz — al|,
y por tanto también
1f(x) = fla)l| < [|L(z — a)|| +ellz — all < (Ll + &)llz — al| := K|z — al
siz € B(a,0). O

Ya sabemos (problemas [8.6]y que toda funcién constante es diferenciable, y 1o mismo
ocurre con las lineales. A continuacién vamos a ver varios resultados que nos permitirdn ampliar
muchisimo el repertorio de ejemplos genéricos de funciones diferenciables.

Proposicion 9.2. Sean f,g : U C R® — R™ funciones diferenciables en un punto a € U.
Entonces:

1. f+ g es diferenciable en a, y D(f + g)(a) = D f(a) + Dg(a).

115
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2. Para cada \ € R, \f es diferenciable en a, con D(\f)(a) = ADf(a).

La demostracién es un simple ejercicio, y también puede deducirse, como veremos después
de la regla de la cadena.

Con el producto ocurre otro tanto: cuando se pueden multiplicar dos funciones diferencia-
bles, su producto es diferenciable, y hay una regla similar a la ya conocida para funciones de
una variable. Puede darse una demostracion directa de este hecho, pero resultaria poco econd-
mico, ya que no seria del todo inmediata, mientras que si que puede deducirse trivialmente de
la regla de la cadena, como veremos mds abajo.

Pasamos por tanto ya a estudiar la regla para diferenciar una composicién de funciones.

Teorema 9.3 (Regla de la cadena). Sean U y V' abiertos de R" y R™ respectivamente, y f :
UCR"—=R"™ g:V — RPaplicaciones, con f(U) C V. Supongamos que f es diferenciable
en a, y que g es diferenciable en b = f(a). Entonces g o f : U — RP es diferenciable en a, y
ademds

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).
Demostracion. Como f es diferenciable en a, existen K, d; > 0 tal que
1f(z) = fla)]| < K[z —af (1)
si ||z — al| < d;. Ademads, si ponemos M = || Dg(b)||, se tiene
1Dg(b)(v)|| < MJv]] (2)

para todo v € R™. Fijemos £ > 0. Como g es diferenciable en b, existe do > 0 tal que

lg(y) — g(b) — Dg(b)(y — b)|| <

=l 3)

si ||y —b|| < ds. Por otro lado, de la diferenciabilidad de f en a se deduce la existencia de §3 > 0
tal que

€
_ _ _ < _
If(x) = J(a) = Df(a)(z — a)|| < 3= llv —a (4)
si ||z — a|| < d3. Pongamos 0 := min{dy, d2/ K, d3}. Entonces, si ||z — a|| < J se tiene que
1/ () = fla)]| < Kz —al] < K6 < 6y,

luego, combinando las desigualdades anteriores (y sumando y restando el vector Dg(b)(f(z) —
f(a)) dentro de la norma de la primera linea de las que siguen, y aplicando también la linealidad
de Dg(b)), obtenemos que

lg(f (=) =

9l (Df(a)(z —a))| <
lg(f (= )) 9l
(a))
) =

(a)) = Dg(f(a))
)(f (@) = fla)] +
f(a)

f(a) )
fla)) = ( (@)
fz) =

+|Dg(f(a))(f(x) — f(a) — Df(a)(z — a))|| <
M+K||f(a: fla )II+M||f(a:) fla) = Df(a)(z — a)|| <
M+KK||HC—G||+MM+K||m—a|| = ||z —al.

Asi, hemos visto que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si ||z — a|| < ¢ entonces

lg(f(2)) = g(f(a)) = Dg(f(a))(Df(a)(x = a))|| <elz — all,
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lo cual significa que

i 2U@) — 9(/(@)) — Dy(f@) D@ —a) _

=a [ = af

es decir que g o f es diferenciable en a, con

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).
]

Observacion 9.4. Teniendo en cuenta que la operacion de composicion de aplicaciones lineales
se traduce en multiplicacion de sus matrices, la igualdad D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a)

significa que
(go f)(a) =g (f(a))f (a),

es decir
M) . e (q)
8%2?”(@) 8((&97;??(0/)
G2(f(a) o FE(f)\ [2(a) .. 2i(a)
g gy /. » " ’
2(f(@) - F=(fla)) \F=(a) ... F=(a)

o de manera mds compacta,

A28 5~ 2 L ),

Enelcasoenque f =~v: 1 CR — V C R™ es una curva, se obtiene que la derivada de la
curva g o~y : I — RP en un punto t viene dada por

(907)'(t) = Dg(v() (v (1)).
Si ademas la funcion g toma valores reales, es decir, p = 1, la formula anterior para la derivada
degovy:I— Res
(g07)'(t) = (Vg(v(t), 7 ().
Si denotamos las funciones coordenadas de f : U C R" — R™ por
yj(x1, ., xn), 7 =1,...,m,

ylas de g : R™ — RP por
Zk(yla 7ym)7k = 17 < Dy

la regla de la cadena puede escribirse, con la notacion clasica de Leibnitz para las derivadas,
como

Oz " 0z, 0y;
axi N ]Z:; 8y] 83:1-’

donde 0z, /0x; = 0(g o f)r/0x:)(a), Oz./y; = (Ogr/0y;)(f(a)), y Oy;/Ox; = (0f;/0xi)(a).
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Sean f, g : U C R™ — R™ dos funciones diferenciables en un punto a € U. Consideremos
también las funciones ® = (f,g) : U — R™ x R™y S : R™ x R™ — R™ definidas por

O(z) = (f(x), 9(x)), y S(u,v) =u+w.

La funcién ¢ es diferenciable en a al serlo fy g,y D®(z) = (D f(z), Dg(z)). La funcién S es
lineal y por tanto diferenciable en todos los puntos, con dS(u,v) = S para todo u,v € R™. Si
aplicamos la regla de la cadena a funcién S o ® obtenemos que

D(f +g)(a) = D(S o ®)(a) = D5(f(a), g(a)) o DP(a) =
S(D®(a)) = S(Df(a), Dg(a)) = Df(a) + Dg(a),

redemostrando asf la primera parte de la Proposicién[9.2]
Supongamos ahora que f y g toman valores en R, y sea P : R? — R definida por

P(z,y) = zy.

Es evidente que P es una forma bilineal, luego por el problema[8.12]sabemos que P es diferen-
ciable, y que
DP(x,y)(h, k) = P(x,k) + P(h,y)

(si no se ha hecho el problema [8.12] tanto la férmula como el hecho de la diferenciabilidad
de P, pueden deducirse de que las derivadas parciales de P existen y son continuas, segun el
criterio de diferenciabilidad que probaremos a continuacidn de estos ejemplos). Aplicando esta
férmula y la regla de la cadena a la composicién P o @, deducimos que

D(fg)(a) = D(P o ®)(a) = DP(f(a),g(a))(Df(a), Dg(a)) =
f(a)Dg(a) + g(a)D f(a),

la regla para diferenciar el producto de dos aplicaciones diferenciables.

El mismo argumento sigue siendo valido si se sustituye P por una aplicacion bilineal cual-
quiera B : R™ x R™ — RP. En particular, si ponemos B = (-,-) : R™ x R™ — R, el producto
escalar usual de R,y f, g : U C R"* — R™, obtenemos la férmula

D({f,9))(@)(-) = {f(a), Dg(a)()) + {g(a), Df(a)(")).
Sinteticemos estas conclusiones en una Proposicion.

Proposicion 9.5. Sean f, g : U C R" — R funciones diferenciables en a € U. Entonces su
producto fg es también diferenciable en a, y

D(fg)(a) = f(a)Dg(a) + g(a)Df(a).
Si f 'y g toman valores vectoriales en R™ entonces su producto escalar (f, g) es diferenciable

ena,y
D((f,9))(a)(-) = (f(a), Dg(a)(")) + (g(a), Df(a)(")).

Para finalizar con las operaciones mas usuales con funciones diferenciables, estudiemos qué
ocurre con el cociente. Sea V' = {(z,y) € R? : y # 0}, y definamos @ : V — R por

T



119

La funcidn () tiene derivadas parciales continuas en el abierto V', a saber,

oQ 1 0Q  «x

oy P
y por tanto, por el criterio que veremos a continuacion, () es diferenciable en todo punto de V',

con
1 T

VQ(z,y) = (57—?)-

En particular su diferencial viene dada por

pawa (1) = (¢ =) (1) =

Aplicando esta formula y la regla de la cadena a f/g = @Q o (f, g), obtenemos que si f y g
son diferenciables en a, y asumimos que g(a) # 0 (lo que implica también que g(z) # 0 para
todo x en un entorno de a, al ser g continua en a por se diferenciable en este punto), entonces
el cociente f/g es diferenciable en a, con

(9(a)Df(a) = f(a)Dg(a)).

Proposicion 9.6. Sean f,g : U C R" — R diferenciables en a € U, y supongamos que
g(a) # 0. Entonces f /g es diferenciable en a, y

(9(a)Df(a) — f(a)Dg(a)).

Probemos ahora el criterio de diferenciabilidad ya anunciado, a saber, que una funcién con
derivadas parciales continuas es diferenciable. A pesar de que no nos da una condicidn necesaria
(ver los ejemplos en la Observacion mas abajo), sino solamente suficiente, seguramente es
el mas empleado en la practica de todos cuantos criterios de diferenciabilidad sean conocidos.
Por otra parte, que la mera existencia de derivadas parciales no es suficiente para asegurar la di-
ferenciabilidad no deberia sorprendernos: en efecto, aparte de que exista la matriz jacobiana o el
vector gradiente, la definicién de diferenciabilidad exige que la propiedad de aproximacién afin
sea satisfecha. La existencia de derivadas parciales nos permite asegurar que, para una funcién
f:R* — R, la gréfica de la funcién parcial R > x — f(z, as) se aproxima bien en un entorno
de (ay, az) por la recta tangente de pendiente (0 f/0x) (a1, as), y 1o mismo ocurre con la funcién
y — f(ay,y) y la derivada parcial (0f/0y) (a1, az). Pero no hay razén alguna para pensar que
esto pueda llevar a ninguna conclusién acerca del comportamiento local de f en cualquier otra
direccién. Sin embargo, cuando las derivadas parciales son continuas, (0f/0x)(b) estd préxima
a (0f/0z)(a) cuando b esta cerca de a, luego (0f/0z)(a) nos da también informacién local
sobre f(z,by), y lo mismo ocurre con 0 f/Jy. Resumiendo, tenemos buena informacién sobre
f(z,y) para (z,y) en un pequefio rectdngulo alrededor de @ = (aj,as), y esto nos permite
asegurar la diferenciabilidad de f en a.

Teorema 9.7. Sea U un abierto de R", y f : U — R™. Supongamos que todas las derivadas
parciales 0 f;/0x; existen en un entorno de un punto a, y que son continuas en a. Entonces f es
diferenciable en a.
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Demostracion. Podemos suponer m = 1, gracias a la Proposicion [8.4] Escribamos

f(z) = fla) =
flxy,.yxn) — flag, zoy .y xy) +
flay, zo, ...y xy) — flay, as, x3, ..., x,) +
flar,ag, w3, ... wy) — flar, az, a3, 24, ..., xn) + .o +
flay,ag,...;an_1,x,) — f(ai,as,...,a,).

Por el teorema del valor medio para funciones de una variable, se tiene que

of

fz1, .y xn) — flag, xe, ..., x,) = o

(Ul,l'g, ,ilj'n)

para cierto uy = uy(x) € [a1, 1] 0 [1, ay]. Aplicando el teorema del valor medio de la misma
manera al resto de las expresiones en cada linea de la igualdad de arriba para f(z) — f(a),
obtenemos que

f(x) = fla) =

0

a_(ul’,rz, ...,.Tn)(xl - al) +
g_f(abuz,:vg,.-- o) (T2 — ag) + ... +
0

@J]n (CLl, ag, ..., n-1, un)(xn - an)'
Puesto que f(a)(x —a) = > (0f/0z;)(ay, ..., a,)(x; — a;), se obtiene que

[f(x) = f(a) = Df(a)(z —a)| <

0
{’— UL, T2y ey Tpy) — f ——(ay, a9, ....a,)| + ... +
Oy
0 0
’a—x{L(al,aQ,...,aH_l,un) — a—xn(al,ag,...,an)

(usando la desigualdad triangular y el hecho de que |z; — a;| < ||z — a||). Como las n derivadas

parciales 0 f /Ox; son continuas y u; estd entre z; y a;, para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que

el término entre llaves en la expresion anterior es menor que ¢ para todo  con ||z — al| < 9.
Asi se ha visto que para todo € > 0 existe 0 > 0 de modo que si ||z — a|| < ¢ entonces

() = fla) = f(a)(z —a)| < ellz —al,
lo cual quiere decir que f es diferenciable en a. 0

Observacion 9.8. Un andlisis cuidadoso de la demostracion anterior indica que basta con que
todas las derivadas parciales, salvo quizas 0f/Jx,, (y por tanto salvo quizds una cualquiera de
ellas, si reordenamos las variables) sean continuas en a. En efecto, en el ultimo término de la
suma telescpica en la que se descompone f(x)— f(a), no hace falta aplicar el teorema del valor
medio y la continuidad de la dltima derivada parcial, basta con usar la definicién de derivada
parcial en este caso para que todo cuadre.
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Ejemplo 9.1. Sea f : R?* — R? definida por
f(x,y,2) = (2* + sin(yz), zy cos 2).

Calcular las derivadas parciales de f y ver que son continuas en R?. Deducir que f es diferen-
ciable en todo punto de R3.

Como en el ejemplo anterior, el Teorema [9.7| nos permite asegurar la diferenciabilidad de
funciones bien definidas mediante expresiones razonables.

Observacion 9.9. La condicion de diferenciabilidad del Teorema no es necesaria: existen
funciones diferenciables en un punto ninguna de cuyas derivadas parciales son continuas. Por
ejemplo, consideremos

w2+ sia?4y? e Q,
fz,y) = .
0 en caso contrario.

La funcién f satisface que |f(z,y)| < z? + y* y por tanto es diferenciable en (0,0) (ver
problema [8.8). Sin embargo las derivadas parciales de f no existen en ningtin punto diferente
de (0, 0), y por tanto mucho menos son continuas.

Por otro lado, la existencia de derivadas parciales en un punto, o en todos los puntos, incluso
la existencia de derivadas direccionales en todos los puntos, por si sola tampoco es suficiente
para garantizar la diferenciabilidad de una funcién: recuérdese el ejemplo 8.3]del capitulo ante-
rior,

Flay) = {L §i (r,9) # (0,0),
0 si <x7y) = (0,0)

Esta funcion tiene derivadas direccionales en todos los puntos. Sin embargo la funcién no es
difercnciable en (0, 0). En efecto, si lo fuera su diferencial deberia ser 0 (ya que las derivadas
parciales en el origen son ambas cero, y por tanto su vector gradiente deberia ser cero), y
entonces tendriamos

o fley) ry®
0 = llIl’l Y = hm R
(y)=(00) /22 + y2  (@y)—=(0,0) 27 + Y

pero es facil ver que este limite no existe (considérense los limites a lo largo de las curvas
x = y? por un lado y o = y por otro). Obsérvese también que las derivadas parciales de f solo
dejan de ser continuas en el origen. Por tanto, en R? \ {0} la funcién f es diferenciable.

Corolario 9.10. Sea f : U C R" — R,,. Consideremos las siguientes condiciones.
1. f tiene derivadas parciales en todos los puntos de U y son todas ellas continuas en U.
2. f es diferenciable en U
3. f tiene derivadas parciales en todos los puntos de U.

Entonces se tiene que (1) = (2) = (3), pero los conversos son en general falsos.

Resumiendo, podria decirse que la diferenciabilidad es un concepto que ocupa un lugar
impreciso entre la continuidad de las derivadas parciales y su mera existencia.
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Definicién 9.1. Se dice que f : U C R® — R™ es de clase C*' en U si todas las derivadas
parciales de f existen y son continuas en U.

Asfi toda funcién de clase C* en U es diferenciable, pero el reciproco no es cierto en general.

Estudiaremos ahora algunas otras consecuencias de la regla de la cadena, particularmente la
relacion geométrica entre los conjuntos de nivel de una funcién y su gradiente.

Definicion 9.2. Sea F' : U C R" — R. Se llama conjunto de nivel (r de F' al conjunto
S,={xeU: F(zx)=r}.

Cuando n = 2 se dice que S, es una curva de nivel, y sin = 3 a S, se la llama superficie de
nivel. Para n > 4 se habla de hipersuperficies de nivel.

Ejemplo 9.2. Representar la gréfica y las curvas o superficies de nivel de las siguientes funcio-
nes.

1. F:R? - R, F(z,y) = 2* + v
2. F:R? = R, Fx,y) = 2y
3. F:R? 5 R, F(z,y) =y —sinx
4. F: R > R, F(z,y,2) =22+ y* — 2%

La relacién entre curvas o superficies de nivel de F'y su gradiente queda patente en el
siguiente resultado.

Teorema 9.11. Sean U un abierto de R", F' : U — R diferenciable en U, r € R, p € S,. Sea
v: I =(a,) CR — R" una curva diferenciable, y ty € I tales que y(to) = py~v(I) C S,
Entonces

Es decir, el vector gradiente NV F(p) es perpendicular a cualquier vector tangente a la superficie
Sy, por lo que se dice que V F(p) es perpendicular a S, en p.

Demostracion. Aplicando la regla de la cadena a la composicién f = F' o  obtenemos que
f'@) =(VF((@)),7'(1)).

Por otro lado, al estar y(¢) en .S, para todo ¢, se tiene que f(¢) = r para todo ¢, es decir, h es
constante, y por tanto f’(¢f) = 0. Obtenemos asi que

(VE(y(1)),'(t)) =0
para todo ¢. Poniendo ¢ = ¢, se concluye que 7'(¢y) y VF'(p) son perpendiculares. H

Esto justifica la siguiente definicion.

Definiciéon 9.3. Si /' : U C R™ — R es una funcién diferenciable, se define el hiperplano (afin)
tangente 7S, a la (hiper)superficie de nivel S, en un punto p € S, tal que VF(p) # 0 como
el hiperplano de ecuacién

OF ) —p) 4ot 2F
61‘1 P)\T1 P1 axn

Del vector gradiente V F'(p) se dice que es un vector normal a la superficie S,..

(p)(l’n - pn) =0,
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De momento no diremos nada de lo que puede pasar en el caso VF(p) = 0, salvo que S,
podria muy bien no ser lo que uno entiende de manera intuitiva como una (hiper)superficie. Por
ejemplo, si F': R — R, F (x,y,z) = 1, entonces S; es todo R3, y no tiene sentido hablar de
planos tangentes a S en ninguno de sus puntos. Para comprender mejor este tipo de fenémenos
habra que esperar a los capitulos [14]y [15]

Conviene observar que la definicion anterior de plano tangente coincide con la dada en el
capitulo anterior en el caso de que la superficie de nivel sea la grafica de una funcién f : W C
R"™ — R. En efecto, para una funcién tal f, definamos F': U = W x R C R**! — R por

F(z,2) = f(z) — 2.
La funcién F es diferenciable en U = W x R siy s6losi f loes en W, y ademds
Gr=Sy={(z,2) e U xR: F(z,z) =0}.
Noétese también que, si p = (a, f(a)),

VE(p) = (g—i(a),..., ;i(a),q).

Segtin la definicién anterior, el hiperplano tangente a S; = Gy en p es el hiperplano de ecuacién

S =) e+ () — 1) + ) — (@),
es decir o of
L@@ =+ + 2@ —p) - - s =0,

la misma que en la definicién dada en el capitulo 3]
En el caso particularen que F' : U C R? — R, si F' es diferenciable en p con VF (p) # 0, la
ecuacion de la recta tangente en p = (o, yo) a la curva de nivel C, = {(z,y) € U : F(x,y) =

r} viene dada por
oF oF
5 (@0 90) (@ = 20) + 5 (0. 40) (y — 40) = 0,

y VE(p) es el vector normal a la curva C,. en p.

Si consideramos la grafica de F', es decir la superficie z = F(z,y) en R?, que podemos
imaginar como un paisaje con montafias y valles, entonces las curvas de nivel de /' pueden
interpretarse como lineas de contorno de un mapa del paisaje proyectado en el plano R?; estas
lineas son las que unen los puntos de igual altitud en el paisaje real, es decir, C,. es la linea
que une todos los puntos del paisaje que estdn a altitud r, y F'(x,y) representa la altitud del
punto (z,y) del mapa en el paisaje real. Imaginemos ahora que deseamos caminar sobre el
paisaje en una direccion que nos permita elevarnos con la maxima rapidez, es decir, aumentar el
valor de F'(z,y) lo mas rapidamente posible. Es intuitivamente obvio que lo que debemos hacer
entonces es movernos en una direccién perpendicular a las curvas de nivel, y en el sentido en
que la altitud aumenta. En otras palabras, si deseamos, en un punto (x, 4o ), elegir una direccién
en la que F'(z,y) aumente con la médxima rapidez, la direccién elegida deberia ser la del vector
V F(z9,y0) (que por la discusion anterior ya sabemos que es perpendicular a las curvas de
nivel). Todo esto sugiere que el siguiente resultado deberia ser verdad: la direccién v en la que
la derivada direccional D, F'(zy, o) (que mide la velocidad con la que F' aumenta a lo largo de
la recta de direccién v y que pasa por el punto (g, yo)) es maxima es la direccién de V F'(z).
A continuacién vemos que, en efecto, esto es asi.
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Teorema 9.12. Sea ' : U C R" — R una funcion diferenciable en a € U tal que V F(a) # 0.
Entonces,
max{D,F(a): ||v|| =1} = Dy, F(a),

donde
o VF(a)
" IVE@)’

v la norma considerada es la euclidea.

Demostracion. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que
DyF(a) = (VF(a),v) < [[VF(a)[[lv]l

y sabemos que la igualdad se da si y s6lo si v es un miiltiplo escalar de V F'(a). Por tanto, para
todo v € R con ||[v|| = 1, tenemos

DyF(a) = (VF(a),v) < [VE(a)[l[[v]] = [[VF(a)[| = (VF(a),v0) = D, F(a).

Andlogamente, la direccién de méximo decrecimiento de F' vendrd dada por wy = —V F(a)/||VF(a)]|.
0

9.1. Problemas

Problema 9.1. Dar un ejemplo de funcién f : R? — R que es diferenciable en el origen pero
discontinua en todos los demds puntos.

Problema 9.2. Sean / : R? — R? definida por
x = hy(p,0) = pcosh, y=hy(p,0) = psind,

es decir el cambio a coordenadas polares. Demostrar que f es diferenciable en R?, y calcular su
matriz jacobiana. Sea ahora f : R? — R una funcién diferenciable cualquiera. Aplicar la regla
de la cadena para calcular la matriz jacobiana de f o h. Con la notacién clasica, comprobar que

g—i = 0059% + sin %, y % = —psinG% + pcosﬂg—g.
Problema 9.3. Sea f(x,y,z2) = x;fy;Qig sin(z —y) si(z,y,2) € R*\ {0}. ;Qué valor habria

que dar a f(0,0,0), para que f fuese continua en todo R3? ;Es en este caso f diferenciable?,
¢y de clase C'*?
Problema 9.4. Calcilese la diferencial en el punto (0,0,0) de la funcién:

2

flz,y,2) = /Iy (t* + e 'dt

Problema 9.5. Sea v : R — R" una curva diferenciable con +/(¢) # 0 para todo t € R. Sea
p € R™ un punto que no pertenezca a v(R). Supongamos que existe ¢ = y(to) el punto de la
curva mds cercano a p. Demuéstrese que el vector p — ¢ es ortogonal a la curva en q.
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Problema 9.6. (a) Sean f,g: R — R™ dos curvas diferenciables con f’(t) # 0, ¢'(t) # 0,
para todo ¢ € R. Supongamos que existen p = f(sg) y ¢ = g(to) tales que

lp = all < 115 (s) — (D)l

para todos ¢, s € R. Pruébese que p — ¢ es un vector ortogonal a las curvas f ygenpy q
respectivamente.

(b) Apliquese el resultado de (a) para encontrar la distancia entre las rectas f(s) = (s, 2s, —s)
yg(t)=(t—1,t—2,2t+3).

Problema 9.7. Estidiese la diferenciabilidad en el origen de las funciones del problema[5.1]

Problema 9.8. Sean n un nimero natural y f : R? — R la funcién definida por:

si(x,y) =(0,0)

(,Como hay que elegir n para que: a) f sea continua?; b) f sea diferenciable?; c) f tenga deri-
vadas parciales continuas?

@ty cosm si (z,y) # (0,0)
f(xay)_{o v

Problema 9.9. Sean g,(t) = (v1t,vat), con v = (vy,v2) # (0,0),y
fag) = [T @ # 00
’ 0 si(z,y)=(0,0)

1. Pruébese que f admite derivadas parciales en (0, 0) y calctlense.
2. Pruébese que f o g, es diferenciable.

3. Compruébese que si v; # 0 # vy entonces (f o g,)'(0) # (V£(0,0),4.(0)). ;Por qué?
(Contradice esto la regla de la cadena?

Problema 9.10. Usando la regla de la cadena, dar una demostraciéon mds simple que la propor-
cionada en el capitulo anterior del hecho que el plano tangente a la grafica Gy de una funcién
diferenciable f : U C R™ — R en un punto p es la unién de todas las rectas tangentes en p a
curvas diferenciables contenidas en Gy y que pasan por p.

Problema 9.11. Sean

rysint siy #£0 - /I t?
x,y) = 4 x,y) =—e" Y + ——=dt
f(z,y) {0 Siy—0 y g(z,y) =— A rane

1. Pruébese que F(z,y) = (f(x,y), g(x,y)) es diferenciable en (0,0) y (0, 7).

2. Dedizcase que G = F o F es diferenciable en (0, 0) y calctilese DG(0,0).
Problema 9.12. Sea f : R? — R, definida por

. % si (z,y) # (0,0)
fz.y) {0 si (z,y) = (0,0)

1. Demuéstrese que f no es diferenciable en (0,0).
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2. Demuéstrese que, si g : [0, 1] —» R? es diferenciable, entonces h = fog es diferenciable.

Problema 9.13 (Teorema de Euler). Sea f : R® — R una funcién diferenciable y homogenea
de grado m, es decir f(tx) = t" f(x) para todo ¢t € R y para todo x € R"™. Pruébese que
mf(x) = Df(x)(z) para todo x € R".

Problema 9.14. En los siguientes casos, estudiese si la funcién es diferenciable y si es de clase

cl:
[ mmy (2y) #£(0,0)
f(xvy)_{o+ (l’,y):(0,0)
log(1+2%y?)
)T (1Y) #(0,0)
9(z,y) {0 (z.) = (0.0)

Problema 9.15. Describanse las curvas de nivel de la funcién f : R? — R definida por
fla,y) = 7 si(z,y) # (0,0),y £(0,0) = 0.

Problema 9.16. Calcilese 2%, siendo h(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)),y

u? +v° e .
f(u,v) = m7 u(m,y) =€ y’ U<1’7y) = e,

Problema 9.17. Si F(z,y) = 2¢~%" 4 ¢~ representa la altura de una montafia en el punto
(x,y) de un mapa, jen qué direccion desde (0, 1) deberd comenzar uno a caminar para escalar
mds rapidamente?

Problema 9.18. Sea f(z,y,2) = (e"*+x—1,z+ae’),y g(u,v) = v+usin -+, g(0,0) = 0.

peEwE
1. Estidiese la diferenciabilidad de f y g.

2. ;Para qué valores de a puede asegurarse, utilizando la regla de la cadena, que g o f es
diferenciable en (0,0, 0)?

3. Calcilese D(gof)(0,0,0), y hallese el valor de a que hace méaxima la derivada direccional
en la direccién (0, 1,0)

Problema 9.19. En este problema D denotara el conjunto {(x,y) € R? : 22 + y* < 1}.

1. Sea ; : D — R? la funcién definida por o (x,y) = (x,y,1 — /22 + 42). Pruébese
que no es diferenciable en (0, 0). Higase un dibujo del conjunto ¢, (D), para lo cual hay
que ver que relacién existe entre x, y, z cuando (z,y, z) € p1(D).

2. Lo mismo para las funciones s, 5 : D — R? definidas por
pa(w,y) = (2,9, 1 = (2> + 7)) @s(x,y) = (z,y, /1 — 22 —¢?)

3. Estudiese la imagen de las siguientes funciones: F, Fy, F3 : (0,27) x (0,1) — R3.
definidas por: F1(6,p) = (pcos®,psind, 1 — p), F»(0,p) = (pcosh, psinf, 1 — p?),
F3(0,p) = (pcosb, psind, /1 — p?). Compérese el resultado con los apartados (a) y
(b).

4. Dibujense los conjuntos: G1(D) y Go(D), siendo G1(z,2) = (x,1 — Va2 +222)y
Ga(y,2) = (1= (2 +9%),y,2).
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Problema 9.20. Consideremos la funcién f : R* — R definida por f(x,y) = 1 — /22 + 32
Dibujese su grafica. Encuéntrense funciones tales que los conjuntos @5 (D) y w3(D) del ejercicio
anterior sean su grafica. ;Se pueden expresar como grifica de una funcién los conjuntos G (D)
y G2(D)?

Problema 9.21. Consideremos la funcién f : R? — R definida por f(z,y) = 2y* —x(z—1)2.

1. Dibujense sus curvas de nivel, es decir los conjuntos f~1(a), a € R. (Indicacién: Dibd-
jense primero las curvas correspondientes a los niveles « = 0y o = 1/3 y a continuacién
represéntense las correspondientes a o > 0y av < 0).

2. Calculese el gradiente de f, V f(x, y). (En qué puntos es 0? Calcilense V f (0, 0), Vf(%, 0),

Vf(2,1), Vf(2,-1)y Vf(3,1/2). Obsérvese que estos vectores son perpendiculares a
las correspondientes curvas de nivel.

3. Hégase un esbozo de la gréfica de f.

Problema 9.22. Sea f : R” — R una funcién convexa. Supongamos que existe xo € R" tal que
D f(xy) = 0. Probar que entonces f tiene un minimo absoluto en zy, es decir, f(z) > f(zo)
para todo = € R". Indicacion: reducir el problema al caso n = 1.
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Capitulo 10

Teorema del valor medio

Uno de los teoremas mds importantes del calculo para funciones f : R — R es el teorema
del valor medio (que ya se ha empleado en la demostracion del Teorema[9.7). Recordemos que
el teorema del valor medio afirma que, si f : [a,b] C R es continua en [a, ] y derivable en
(a,b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(c¢)(b — a). Una de las razones de su
importancia radica en que permite deducir propiedades sobre el comportamiento de la funcién
f a partir de propiedades de su derivada. Por ejemplo, que si la derivada f’ es positiva en un
intervalo entonces la funcion f es creciente en ese intervalo.

El teorema del valor medio sigue siendo cierto para funciones de varias variables que toman
valores reales, y de hecho es facil deducirlo, usando la regla de la cadena, del teorema del valor
medio para funciones de R en R.

Teorema 10.1 (del valor medio). Sea f : U C R™ — R una funcion diferenciable en un
segmento [a,b] C U. Entonces existe ¢ € [a, b] tal que

f(b) = fla) = Df(c)(b—a) = (Vf(c),b—a).
Demostracion. Definamos la funcién ¢ : [0, 1] — U por
o(t) = (1 —t)a + tb.

Noétese que ¢ es continua, y diferenciable en (0, 1), con ¢'(¢) = b — a. Consideremos ahora la
composicién g := f o ¢ : [0,1] — R. Es claro que ¢ es continua en [0, 1] y, por la regla de la
cadena, diferenciable en (0, 1), con

g (t) =Df(e®)(#'(t)) = Df(e(t))(b—a) = (Vf(p(t)),b - a).

Podemos aplicar entonces el teorema del valor medio, ya conocido para funciones de R en R,
para encontrar 6 € (0, 1) tal que

f(b) = f(a) = g(1) — g(0) = g'(8) = (Vf(¢(0)),b—a),

de donde, poniendo ¢ := ¢(0) € [a, b, se obtiene el resultado buscado. O

Sin embargo, cuando la funcién f toma valores vectoriales, el teorema del valor medio, al
menos en esta formulacion, no es vélido. Por ejemplo, consideremos f : R — R? definida por

f(t) = (cost,sint,t),
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una curva que describe una hélice en el espacio. Esta curva es derivable (y por ello también
continua) en todo R. Sin embargo, no existe ningin 6 € [0,27] tal que f(27) — f(0) =
f(8)(2m — 0). En efecto, f(27) — f(0) = (0,0, 27),

f'(t) = (—sint, cost, 1)

para todo ¢, luego f’(t) # (0,0, 27) para todo t. Otro ejemplo de funcién f : R — R? que no
satisface el teorema del valor medio lo proporciona el ejercicio[10.1]

No obstante, si puede demostrarse una desigualdad del valor medio para funciones con
valores vectoriales.

Teorema 10.2 (Desigualdad del valor medio). Sea U un conjunto abierto y convexo de R"™. Sea
f : U — R™ diferenciable en U. Entonces, para cada x,y € U existe ¢ € [x,y] tal que

1 (z) = FWIl < [IDf(e)(y — )],

donde la norma considerada es la euclidea.

Demostracion. Pongamos h = y—x,u = f(y)— f(z). Como U es convexo, el segmento [z, ]
estd dentro de U. Definamos ¢ : [0, 1] — R por

9(t) = (u, f(z +th)).

Es claro que g es diferenciable, con

g'(t) = (u, Df(x + th)(h)).

Por el teorema del valor medio, existe 6 € [0, 1] tal que

es decir,
(u, f(y) = () = (u, Df (x + 0h)(h)).
Por tanto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
1f (@) = f@)II* = (u, fy) — f(2)) =
(u, Df (x + 0h)(h)) < |[ul[[[Df(x+ Oh)(h)|| =
1 (y) = F@IDf(x + 6n)(W)],

de donde se obtiene el resultado cancelando || f(y) — f(z)|| y poniendo ¢ = z + 6h. O

Una consecuencia importante de la desigualdad del valor medio es que toda funcién con
derivada acotada en un conjunto abierto y convexo es Lipschitz (y en particular uniformemente
continua) en dicho conjunto.

En lo que resta de capitulo se supondra que todas las normas en R" y R™ son las euclideas.

Corolario 10.3. Sea f : U C R" — R™ una funcion diferenciable sobre un abierto convexo, y
supongamos que ||D f(x)|| < M para todo x € U. Entonces

1f () = F)ll < M|z = yl|

para todos x,y € U, es decir, f es M-Lipschitz en U.



131

Demostracion. Basta aplicar el teorema anterior, teniendo en cuenta que

I1Df(e)y = o)l < [DF()lly — 2l < Mlly — =],
por la definicién de norma de la aplicacion lineal D f(c). O

Observacion 10.4. En el corolario anterior es importante que el conjunto sea convexo, el
resultado no es cierto para conjuntos abiertos conexos. Ver los problemas[10.8y [10.9

Corolario 10.5. Sea f : U C R" — R™ una funcion diferenciable sobre un abierto convexo, y
supongamos que

af;

—Z <M

)| <

para todo x € U. Entonces

1 (x) = fFW)l < vnmM ||z —y||
para todos x,y € U.

Demostracion. Basta tener en cuenta que si 7' : R” — R™ es una aplicacién lineal cuya
matriz (a;;) respecto de las bases candnicas satisface que |a;;| < M para todo i, j, entonces
|T|| < v/nmM. Ver el ejercicio[5.58] O

Otra consecuencia tipica del teorema del valor medio es que las funciones con derivada nula
son constantes, cuando su dominio es un conjunto conexo y abierto.

Corolario 10.6. Sean U C R" un abierto conexo, y f : U — R™ una funcion diferenciable tal
que D f(x) = 0 para todo x € U. Entonces f es constante en U.

Demostracion. Cuando U es convexo, el resultado es consecuencia inmediata del corolario an-
terior, tomando M = 0. Si U no es convexo, pero si conexo, podemos razonar como sigue.
Fijemos a € U, y definamos

Q={reU: f(z) = fla)}.

El conjunto (2 es abierto, ya que si € €2, es decir, f(x) = f(a), como U es abierto existe
r > 0 tal que B(z,r) C U,y como la bola B(z,r) es convexa, por lo anterior se deduce que
f es constante en esta bola, es decir, f(y) = f(a) paratodo y € B(z,r), lo que significa que
B(z,r) C Q.

Por otra parte {2 es también un cerrado relativo a U yaque Q2 = f~*({f(a)}) y f es continua
en U por ser diferenciable. Ademads (2 es obviamente no vacio. Como U es conexo, se deduce
que 2 = U, es decir f es constante en U. O

Observacion 10.7. En el resultado anterior es esencial que el conjunto donde la derivada se
anula sea abierto. Existen ejemplos de funciones f : R? — R diferenciables de clase C' y
caminos continuos v : [0, 1] — R? tales que V f(y(t)) = 0 para todo ¢ € [0, 1] y sin embargo
f(v(0)) = 0 < 1 = f(v(1)), es decir f no es constante sobre [0, 1]. El primero de estos
ejemplos fue encontrado por H. Whitney [15] en 1935.
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10.1. Problemas

Problema 10.1. Sea f : R — R? definida por f(t) = (¢*,*). Comprobar que no existe ningtin
ce[0,1]tal que f(1) — f(0) = Df(c)(1 —0).

Problema 10.2. Probar que las tnicas funciones diferenciables de R™ en R™ cuya derivada es
constante son las funciones afines. Es decir, si f : R® — R™ satisface que

Df(z)=L € L(R",R™)
para todo z € R", entonces
f(z) = L(z) +c
para todo z € R"”, donde ¢ € R™ es un vector constante.

Problema 10.3. Sea f : R” — R de clase C', y sean a,b € R tales que f(a) = f(b). (Existe
¢ € [a,b] tal que Df(c) =0?

Problema 10.4. Sea f : [0,00) — R continua, derivable en (0, 00), y tal que f(0) =0y f’es
creciente. Probar que g(x) = f(x)/x es creciente en (0, 00).

Problema 10.5. Sea f : R — R derivable. Supongamos que para todo z € R se tiene
0 < f'(z) < f(x). Demostrar que si f se anula en algdin punto, entonces f = 0 en todo
R. Indicacion: Probar que g(z) = e * f(z) es decreciente.

Problema 10.6. Sea f : U C R"™ — R" una funcién diferenciable, donde U es un abierto
convexo. Supongamos que la matriz jacobiana de f es definida positiva en U, es decir,

1,j=1

para todos z € U, h € R"™. Demostrar que f es inyectiva. Indicacion: Si a,b € Uy a # b,
poner h = b — a y aplicar el teorema del valor medio a g(z) = (f(x) — f(a), h).

Problema 10.7. Sea U un subconjunto convexo y abierto en R?, y sea f : U — R diferenciable
en U. Supongamos que
of

2L ~0
3y (z,9)
para todo (x,y) € C. Probar que f no depende de y, es decir,
f(x7y1) = f(x7y2)

para todos (x, 1), (z,y2) € U. Generalizar el resultado para funciones definidas en abiertos
convexos de R"™ para n > 3. ;Es cierto esto si se supone solamente que U es conexo? Indi-
cacion: Para contestar a la dltima pregunta, imaginese un dominio en forma de media corona
circular.

Problema 10.8. Dar un ejemplo de funcién diferenciable y no constante, definida en un abierto
no conexo, cuya derivada sea constantemente cero.

Problema 10.9. El objeto de este problema es demostrar que la desigualdad de valor medio
falla en dominios no convexos, incluso aunque éstos sean conexos por caminos. Mas preci-
samente, vamos a construir un conjunto U abierto, conexo y acotado de R?, y una funcién
f:U — Rdeclase C! tal que ||V f(z,y)|| < 1 para todo (x,y) € Uy sin embargo f no es
uniformemente continua (por tanto tampoco Lipschitz) en UU. Con tal fin se recomienda seguir
estas instrucciones:
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1. Para cadan € N, pongamos

1 1 1 1

Vn:(ﬁ_2n+1?ﬁ+2n+1)x(_2’2)3
paran € N impar sea
1 1 1 1 1
H, = — ,— X (2—-,2),
<n—i—l 2n+2 n+2”+1) ( 4 )

y paran € N par definamos

1 1 1+ 1
n+1 2nt2'pn  2ntl

Hy, = (

) X (=2,-2+ le)

Sea entonces

UzGVnUHn.

n=1

Comprobar que V,, N V,, = 0 si n # m. Héagase un dibujo del conjunto U. Probar que U
es abierto, conexo por caminos y acotado.

2. Construir una funcién ¢ : R — R de clase C tal que (t) = 0sit < —1, p(t) = 1si
t>1,y|¢(t)] <1 paratodo t.

3. Definir ahora f : U — R como sigue. Poner

flz,y) = w(y) si (z,y) € V.

Noétese que f es constante en V4 N {y > 1}, donde vale 1, y también en V; N {y < —1},
donde vale 0. Sea

flz,y) =1 si (z,y) € Hy.
En V; sea
f(@,y) = o(—y) si (z,y) € Va.

Obsérvese que ahora f vale 1 en Vo, N {y > 1}, y es constantemente 2 en Vo N {y < —1}.
En general, definase

f(z,y)=n si (z,y) € Hy,

flx,y)=p(y) +n—1 si (z,y) € V,, conn impar,

flz,y) =¢(-y)+n—1 si (z,y) € V,, conn par.

Demostrar que f es diferenciable de clase C* en U, y que

V() <1
para todo (z,y) € U.

4. Probar que, sin embargo, f no es uniformemente continua en U (para verlo, notar que si
f fuera uniformemente continua tendria una unica extensién uniformemente continua a
U, que es compacto, y por tanto deberia estar acotada).
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5. Poner més ejemplos de recintos abiertos conexos y acotados, y de funciones diferencia-
bles que no satisfagan la desigualdad del valor medio (pensar, por ejemplo, en recintos
con forma de serpiente o de espiral infinita, sobre los cuales puedan definirse funciones
que van creciendo siempre con rapidez controlada a lo largo del recinto y que sin embargo
no estan acotadas, al tener la espiral longitud infinita).

Problema 10.10. En el ejemplo de Whitney mencionado al final de este capitulo el camino
continuo v no puede ser diferenciable. ;Por qué?



Capitulo 11

Derivadas de orden superior. Teorema de
Schwartz.

A lo largo de este capitulo estudiaremos las funciones que son diferenciables varias veces, su
relacion con las funciones que tienen derivadas parciales de orden superior que son continuas,
llamadas de clase C?, y las propiedades de éstas, como el teorema de Schwartz sobre la simetria
de las derivadas de orden superior, y el hecho de que la suma, producto y composicion de
funciones de clase C? son de clase C”.

Recordemos que una funcién f : U C R™ — R™ se dice que es de clase C* si todas sus
derivadas parciales de primer orden (es decir, 0 fj/ 0x;, 1 < i <n,1 <7 < m)son continuas.
Lo primero que debemos observar es que esto es equivalente a decir que f es diferenciable en
Uyademéas Df : U — L(R" R™) es continua.

Proposicion 11.1. Sea U un abierto de R", y sea f : U — R™. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

1. Todas las derivadas parciales de primer orden f existen y son continuas en U.
2. f esdiferenciable en U, y la aplicacion
Usz— Df(x) € LR, R™)
es continua.

Demostracion. (1) = (2) : Ya sabemos que f es diferenciable en U gracias al Teorema
Para ver la continuidad de D f, recuérdese que £(R™,R™) es un espacio de dimensién
nm, naturalmente isomorfo al espacio de las matrices M,,,,,, que a su vez identificamos con
R™. Como todas las normas son equivalentes en R™™, todos estos isomorfismos dan lugar
a homeomorfismos. Podemos por tanto identificar cualquier elemento A de £(R",R™) con
su matriz (a;;) respecto de las bases canénicas, y ésta con el vector (ai, ..., Gmn) € R™™,y
considerar la norma en £(R", R™) definida por

IA[} = sup{fasa], ., [@mnl }-
Haciendo estas identificaciones, resultard que D f es continua si y sélo si la aplicacién

Usz— (%(z), e gf;m
1 n

(z)) € R"™ = £(R",R™)
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es continua. Pero esto equivale a decir que las funciones componentes de esta aplicacion, es
decir, las funciones
af;

Xi

Uz —

()

son continuas en U paratodos 1 <i:<n,1 <j < m.

(2) = (1):Como D f es continua si y s6lo si todas sus funciones componentes son continuas,
es claro, por la discusién anterior, que f tiene derivadas parciales de primer orden continuas en
U. [

Recordemos que una funcién diferenciable no tiene por qué ser de clase C.
Ejemplo 11.1. Sea f : R?> — R definida por

_Jatsing 4y si(x,y) #(0,0),
f(xay) = {0 si (a:,y) + (070).

Comprobar que f es diferenciable en todo R?, pero f no es de clase C' en ningiin entorno de
(0,0).

Las funciones de clase C' tiene una propiedad importante que puede parecer un poco técnica
pero que serd de gran utilidad més adelante. Para hacerse una idea de como puede usarse, véase

el problema[IT.1]

Proposicion 11.2. Sea f : U C R® — R™ una funcion de clase C*(U,R™). Entonces, para
cada a € U, € > 0, existe 6 > 0 tal que

1f(z) = f(y) = Df(a)(z —y)l| < ellz —yll

para todos x,y € B(a, ). También, en particular,

1 () = FWIl < (IDf(@)]l + &) llz =yl
siz,y € Bla,0).

Demostracion. Definamos g : U — R™, g(z) = f(z) — L(z), donde L = D f(a). Es obvio que
g € CHU,R™). Como Dg(a) = 0y, por la proposicién anterior, sabemos que Dy es continua,
existe § > 0 tal que ||Dg(x)|| < esiz € B(a,d). Entonces, por la desigualdad del valor medio
se tiene que, para x,y € B(a,?)

lg(z) — gl < ellz —yll,

lo cual significa precisamente que

1 (x) = f(y) = Df(a)(z = y)l| < ellx -yl

para todos =,y € B(a,d). La otra desigualdad se deduce inmediatamente de ésta usando la
propiedad triangular y la definicién de norma de una aplicacion lineal. 0

Pasamos ahora a considerar derivadas parciales de segundo orden.
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Definicion 11.1. Sea f : U C R™ — R™. Supongamos que la derivada parcial 0f/0x; existe
en U. Si la funcién
of

8:@-
admite derivada parcial j-ésima en x € U, se dice que f tiene derivada parcial segunda en = y

se denota
T w= ()
035]0961- T = 3:15]- 8$Z v

Observacion 11.3. Aplicando las propiedades que ya conocemos de las funciones diferencia-
bles, es inmediato ver que la derivada parcial de f = (fi, ..., fin)
02 f
8xj(91:i

U — R™

existe si y solo si existen las derivadas parciales

0 fi
axj(?xi

paratodo £ = 1, ..., m, y en este caso se tiene la igualdad

*f ([ &h 0 fin
analCi N &Uj@xi’ o a.TjﬁiL’l .

Ejemplo 11.2. Si f : R? — R estd definida por
flz,y,2) = 2%yz +9,
calcular todas las derivadas parciales de segundo orden de f. Comprobar que
o*f  &f
Oxdy  Oydxr

La propiedad de simetria de las derivadas parciales cruzadas presente en el ejemplo anterior
no se debe a una casualidad; es una propiedad fundamental de las funciones con derivadas
parciales de segundo orden que son continuas.

Teorema 11.4 (Schwartz). Sea f : U C R" — R™ tal que las derivadas parciales 0* f | 0z;0x;
y 0 f /0x;0x; existen 'y son continuas en U. Entonces
*f 0°f
Qxﬁxj n 895]8%

Demostracion. Por la Observacion[I1.3] podemos suponer m = 1. Ademds, dejando quietas to-
das las variables menos dos y aplicando la definicién de derivada parcial, es obvio que podemos
también suponer n = 2. Asi, queremos ver que

TT gy = 2 ()
Oxdy HYI= OyOx wY

para cada (x,y) € U. Fijemos (x,y) € U, y para todos h, k € R suficientemente pequefios,
consideremos la cantidad

Sh,k: [f(x+h,y+k)—f(x,y+k)]—[f(x—i—h,y)—f(x,y)]
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Definamos para cada k la funcién g por

y obsérvese que
Sh,k = gk(.CE + h) — gk<l‘)
Aplicando el teorema del valor medio, podemos escribir entonces

Sh,k = g;g(ck,h)h

para cierto ¢y, entre 'y x + h. Es decir,

2

~ Oyox

of af
She= | =—(cny+k)— =—(crn, h Crns di.n)hk 1
hk (8x( khy Y ) 31:( k.h Y) ( k,h k,h) (1)
para cierto dj, , entre y e y + k, si aplicamos otra vez el teorema del valor medio a la diferencia
de las primeras derivadas parciales.
Puesto que la expresion Sy, i, es simétrica en i, k 'y z, y, intercambiando los dos términos del
medio en la expresion que define S}, , podemos deducir de manera exactamente andloga que

2

Shk = axafy(ék,}u dp.pn)hk (2)

para ciertos ., dy, entre y « + h e y e y + k. Igualando (1) y (2), cancelando hk, y
haciendo (h, k) — (0,0) y usando la continuidad de las derivadas parciales segundas, llegamos
al resultado buscado. [

Observacion 11.5. Este resultado puede refinarse para obtener lo siguiente: si f es de clase
Cly 0%f/0x0y existe y es continua, entonces 0° f /Oydx también existe, y son iguales. Ver el
ejercicio[I1.2]

Sin embargo, la mera existencia de las derivadas parciales cruzadas de segundo orden, no
garantiza su igualdad, como prueba el ejemplo siguiente.

Ejemplo 11.3. Sea f : R? — R definida por

floy) = {“y;;if) si (2,9) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).
Calcular las derivadas parciales de primer y segundo orden de f, y comprobar que

o0 f
0xdy

_ _ 2
(0,0) =1 # ~1 = 5 5-(0,0).

Diremos que f : U C R™ — R es una funcién de clase C? si todas sus derivadas parciales
de segundo orden existen y son continuas en U. Mas en general podemos definir funciones de
clase C? parap = 1,2, 3, ..., 00.

Definicion 11.2. Sean f : U C R"™ — R™, p € N. Diremos que f es de clase C? en U, y se
denota f € CP(U,R™), si las derivadas parciales de orden p,
orf
8:171-1(9%2...8%?

(ZE) = D”Dszpf(l‘)
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existen para cada x € U, y las aplicaciones

c—
8%18@2 8:1% o

Usz—

son continuas en U, para todos i1, s, ..., i, € {1,2,....,n}.

Diremos que f es de clase C* en U, y escribiremos f € C*°(U,R™), si f es de clase C?
para todo p € N.

Por tltimo, CY(U, R™) denotar el espacio de las funciones continuas de U en R™.

Proposicion 11.6. Para todo p € N se tiene que
CP(U,R™) c CP~H(U,R™);
y en particular C*(U,R™) C C?(U,R™) para todo p.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema[9.7] de la Proposicion[9.1] y de la defi-
nicion de derivadas parciales de orden superior. [

La demostracién de la siguiente proposicion es también inmediata.

Proposicion 11.7. Una funcion f : U C R" — R™ estd en CP(U,R™) si y sélo si D;f =
Of |Ox; estd en CP~H(U,R™) para todo i = 1,2, ..., n.

Ejemplo 11.4. Las siguientes aplicaciones son todas de clase C'*°.
1. S:R? =R, S(x,y) =z +y.
2. P:R?* 5 R, P(x,y) = zy.
3. Cualquier funcién lineal 7" : R™ — R™.
4. Cualquier aplicacién bilineal B : R* x R™ — R*.

De hecho las derivadas de cualquier orden mayor o igual que 3 de todas estas funciones son
cero, con lo que queda claro que son todas ellas continuas.

Anélogamente, cualquier aplicacién multilineal A : R™ x ... x R™ — R™ es de clase C'*°,
ya que todas sus derivadas de orden mayor o igual que k£ + 1 se anulan.

Teorema 11.8. Sea f : U C R* — R™ de clase C? conp > 2. Sean iy, ..., 1, € {1,...,n}, con
q < p. Entonces, para toda permutacion {1y, ..., i, } de {iy, ..., i}, se tiene que

(@) = (@
8:751118% T = axil---axiq ’

para todo x € U.

Demostracion. Basta combinar el Teorema de Schwartz con el hecho de que toda permu-
tacion es producto de transposiciones y un simple argumento de induccion. 0

A continuacién veremos que la combinacién (por composicidn, suma, producto o cociente)
de funciones de clase C” es de clase C?.

Teorema 11.9. Sea p € NU {oco}. Entonces:
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1. La composicion de funciones de clase C? es de clase CP. Es decir, si f € CP(U,R™),
g € CP(V,R¥)y f(U) C V. Entonces go f € CP(U,R¥).

2. La suma de funciones de clase C? es de clase C?.

3. El producto de funciones de clase CP es de clase CP. Es decir, si f € CP(U,RF), \ €
CP(U,R) entonces \f € CP(U,R¥).

Demostracion. Se deja como ejercicio. Debe usarse induccion sobre p, y emplearse la regla de
la cadena en la forma siguiente:

m

Di(go f) = _[(Dig) o fIDif;,

Jj=1

entendiendo también que la hipétesis de induccidn no se refiere a dos funciones fijas, sino que
se consideran a la vez todo el conjunto de funciones y conjuntos de dominios posibles y las tres
partes del enunciado. 0

Observacion 11.10. El cociente de funciones de clase C?, cuando estd bien definido, es también
de clase CP. Es decir, si f, g € C?(U,R) y g(x) # 0 paratodo = € U, entonces f/g € C?(U,R).
Basta tener en cuenta que

f

- = f ~(ho g),
p (hog)
donde i : R\ {0} — R, h(t) = 1/t, es de clase C* (ejercicio|l1.3).

Vamos a ver ahora que si (fx) es una sucesion de funciones de C?(U,R) tal que ella y
todas las sucesiones de sus derivadas parciales convergen uniformemente en U, entonces f =
limy,_, o fr es también de clase C? en U.

Teorema 11.11. Sea U abierto en R", y sea ( fi.) una sucesion en C?(U,R). Supongamos que
todas las sucesiones de derivadas parciales de (fi,) convergen uniformemente en U, es decir,
para cada iy, ...,i, € {1,...,n} con ¢ < p, la sucesion

I\
8:pi1...8xiq k=1

converge uniformemente en U, y que ( f}.) converge puntualmente a una funcion f. Entonces
f = lim fi € C"(U,R),
k—o0

y ademds
o'f , 9 f
= lim

(‘3xi1...8xiq k—o0 8951-1...(9%-(1

uniformemente en U, para todos i1, ...,i, € {1,...,n} con g < p.

Demostracion. Por induccion sobre p.
Veamos que el resultado es cierto para p = 1. Denotemos, paracada: = 1,2,....n,

= lim O
9i k—o0 al’l ’
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como este limite es uniforme en U y las funciones 0 fj/0x; son continuas, se tiene que g; es
continua en U. Debemos comprobar que

(@) = 9i(x)

paratodo z € U,7 = 1,...,n, con lo cual quedard demostrado que f tiene derivadas paciales
continuas y por tanto es de clase C' en U. Fijemos pues x € U,i € {1,2,...,n}. Usando el
teorema fundamental del célculo, tenemos que

flx+ tei) - f(l") = h’m [fk(l" +te;) — fu(r)] =

If Vds = i 12 (x + tse;)ds =
kggo 8 5 0 kggo ox; T 86)as =
/tgl(:v%—tsel)dS—/ gi(z + ue;)du,

0 0

donde hemos podido pasar el limite dentro de la integral gracias a la convergencia uniforme de
Ofy/0x; a g;. Entonces, tomando limites cuando ¢ — 0, obtenemos que

gracias otra vez al teorema fundamental del célculo.

Veamos ahora que si el resultado es cierto para p, también lo es para p+ 1. Podemos suponer
q = p+1 (si ¢ < pno hay nada que no nos diga ya la hipétesis de induccién). Sea f una funcién
que satisface las hipdtesis del enunciado para ¢ < p + 1. En este caso queremos ver que

ap—l—lf

+1
Ty, p+1
6%1...89%“

koo 8:[,1 8sz+1

y como este es un limite uniforme de funciones continuas se deducird que las derivadas parciales
de orden p + 1 de f existen y son continuas, es decir f € CP™(U,R). Consideremos las
funciones

orf P fr
h= 2t =
8$i2...8a:ip+1 8$i2...a$ip+l
Por hipétesis tenemos que
Ohy, , P+ fi.
lim = lim

k—o0 8%21 k—o0 8xi1...8xip+1 T Tt
donde el limite es uniforme en U, y ademds hj converge a h (uniformemente) en U, puesto que
estamos suponiendo que el resultado es cierto para p.

Entonces, aplicando que el resultado es cierto para p = 1, deducimos que 0h/0z; existe y

esigualag;, ;... Estoquiere decir que

oHif o

= P = Gityesipr1>
Liq

8@1 ...a$¢p+1

que es lo que queriamos. [



142 CAPITULO 11. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Este resultado puede también emplearse en forma de series: basta considerar la sucesion de
las sumas parciales de la serie y aplicar el resultado anterior. Si lo combinamos con el criterio
M de Weierstrass (ver el problema [7.14)), obtenemos lo siguiente.

Corolario 11.12. Sea U abierto en R", y sea (gi) una sucesion en C?(U,R). Supongamos
que todas las series de derivadas parciales de (gi,) estdn uniformemente acotadas por series
numéricas absolutamente convergentes, es decir, para cada iy, ..., i, € {1,....n} con ¢ < p se

tiene que
g

| ('3% .. .8xiq

para todos x € U, k € N. Supongamos también que cada una de estas series

TS
;; :

es convergente en R, y que > - | gi, converge puntualmente a una funcion g. Entonces

(ZL‘)| S Mlgil,...,iq)

g= ng e C*(U,R),

k=1

y ademds
g~ Ol
axil...axiq N 1 83:1-1...8@-(]

uniformemente en U, para todos i1, ..., i, € {1,...,n} con g < p.

En los problemas [I1.12]y [IT.13] pueden encontrarse dos aplicaciones interesantes de este
Corolario.

Ejercicio 11.1. Extender el teorema y corolario anteriores al caso de funciones que toman
valores vectoriales en R (no hay que repetir la demostracion, puede reducirse todo al caso ya
conocido m = 1).

Por ultimo vamos a definir qué es una funcion varias veces diferenciable y cudles son sus
derivadas de orden superior. Para k£ = 1 nos remitimos a la definicién de diferencial dada en
el Capitulo [8.3] que tiene siempre sentido para funciones f : U C E — F, donde E'y F' son
espacios normados de dimension finita.

Si tenemos una funcién f : U C R™ — R que es diferenciable en el abierto U, podemos
considerar su diferencial

Df:UCR"— L(R"R), x+— Df(zx),

y puesto que F' = L(R",R) es un espacio normado de dimensién finita, preguntarnos si D f es
a su vez diferenciable en a € U segun la definicién es decir, si existe una aplicacion lineal
Ae LR" F) = L(R", L(R",R)) tal que

Df(a+h) ~ Df(a) ~ A(h)
h—0 |2l

=0,

donde el limite se toma en el espacio normado L£(R",R), que es de dimensién n y por tanto
isomorfo a R™. En este caso diremos que f es diferenciable dos veces en a, y que

D*f(a) = D(Df)(a) = A
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es su diferencial en a, una aplicacién lineal de R” en £L(R", R).

Ahora bien, el espacio L(R", L(R™,R)) es un poco dificil de manejar conceptualmente. Por
ello conviene identificarlo con el espacio £2(R",R) de las aplicaciones bilineales de R” en R
(es decir, las aplicaciones B : R" x R" — R tales que = — B(z,y) es lineal de R" en R para
caday € R", y y — B(z,y) es también lineal para cada = € R"). En efecto, a cada elemento
A € L(R", L(R",R)) le hacemos corresponder B € £2(R™, R) definida por

B(z,y) = Alx)(y),

y reciprocamente, si B € L*(R™,R) entonces © — A(x) = B(z,-) es una aplicacion de
L(R™, L(R™, R)). Esta correspondencia es por tanto biyectiva, y lineal, de modo que podemos
identificar

L(R", L(R",R)) = L2(R", R).

Recordemos también que una forma bilineal B € £2(R", R) queda determinada por los valores
B(e;, ej) = b;j, donde {ey, ..., e, } es la base candnica de R™; en efecto

=B wiei, ) yje) = ) wiBlei ) yje;) =
szzyj (es,¢5) = ZwaxzyJ,

o bien, en forma matricial, B(z,y) = 2'(b;;)y. Otra forma de expresar esto es poniendo

B = i bijef ®€;,

ij=1
donde €] ® €] es la forma bilineal de L?(R"™ R) definida por

(e; @ €))(w,y) = ej(x)e;(y) = zay;.

No es dificil comprobar que {¢j ® e : 1 < i,j < n} es una base de L?(R",R), que tiene

dimension n? (ver el problema|l1.14).
Sea f : U C R®™ — R una funcién dos veces diferenciable en a. Nos preguntamos ahora

cudl serd la matriz de la forma bilineal D? f(a) respecto de la base canénica de R™. Puesto que

of of
oxy 7 Ox,

Df(x) = ( ) = (Df(x)(er), .., Df(x)(en)),

derivando otra vez tendremos que

D2f(@) = DIDI)@) = D5 5 (@),
luego

DDA@(e) = (ot (@), s 5o (@),
y asi

D?f(a)(e;, e5) = D(Df)(a)(e;)(e;) = afjaf%
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es decir, la matriz de D? f(a) es

92 9?
8x1<9fa:1 (CL) anafml (Cl)
82 . 82 . )
81:18];’n (a) 890”5{:0” ((Z)
y tenemos que
~ Of b g o
DQf((I): amax(a)(ez ®€])
igj=1 """

Si la funcién f es de clase C?, el teorema de Schwartz nos indica que esta matriz es simétrica.
El siguiente resultado nos asegura que basta que f sea diferenciable dos veces en a para que la
matriz de D? f(a) sea simétrica.

Teorema 11.13. Sea f : U C R™ — R una funcion diferenciable en U, y supongamos que

of of
:U—-R
ox;’ 8%
son ambas diferenciables en a € U. Entonces
82 f 82 f

8@-6% ((l) - 8%6@ (CL)

En particular, si f es dos veces diferenciable en a, la matriz de su diferencial segunda D?f(a)
es simétrica.

Demostracion. Es parecida a la del teorema de Schwartz [11.4] y como en este caso podemos
suponer n = 2.
Fijemos (a,b) € U, y para todo h € R suficientemente pequeiio, consideremos la funcién

F(h)= f(a+h,b+h)— f(a+ h,b) — f(a,b+ h) + f(a,b)].

Si ponemos ¢(x) = f(x,b+ h) — f(x,b), entonces F'(h) = p(a + h) — ¢(a), y aplicando el
teorema del valor medio obtenemos

o af _of
para cierto t;, entre a y a + h. Como 0f/0z es diferenciable en (a, b), podemos escribir
of of O f 0*f
e ——(tp,b+h) = 8x( b)+8 5(a,b)(th —a) + Dy (a,b)h + €1 (h)|h|,
y también
of _of 0*f
6x(th’b) = %(a b) + e =5 (a,0)(th — a) + ea(h)|A],
donde €1, €5 son funciones de h tales que limy, o €;(h) = 0. Por tanto
*f 2 2
F(h) = 5= (@ DI + (WA, (1)

donde €(h) = €;(h) — e2(h) y en particular lim,_, €(h) = 0.
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Por otra parte, si ponemos 1(y) = f(a+ h,y) — f(a,y), se tiene F'(h) = (b +h) —¥(b),
y una repeticién del argumento anterior nos da que

PO = 2 (a0 byn + ) 2)
Oxdy "’ ’
donde limy,_,o€(h) = 0. Juntando (1) y (2) obtenemos que
0*f F(h)  0*f
b) = li = b
8yﬁx(a7 ) hoo b2 8x8y<a’ )
que es lo que pretendiamos demostrar. 0

Ejemplo 11.5. Demostrar que la funcién f : R? — R definida por

f(z,y) = "y + cos(xy)

es dos veces derivable en R?, y calcular la matriz de D? f(x,y). Hallar también

D*f(1,3) ((1,5),(7,1)).

Denotaremos por £2(R™, R) el espacio de las formas bilineales simétricas de R” en R, que
naturalmente es un subespacio vectorial de £?(R",R). Asf pues, el teorema anterior nos dice
que D?f(a) € L2(R",R) si f es dos veces diferenciable en a.

Podemos definir por induccion las diferenciales de orden superior o igual a 2 de una funcién
f: U C R" — R siguiendo el mismo método que hemos utilizado para llegar a D*f(a) =
D(Df)(a). Supongamos que f es una funcion k veces diferenciable en U, y consideremos la
aplicacion
U >z — D) € L5R™ R),

donde £¥(R™ R) es el espacio de las formas k-lineales simétricas de R”", es decir, el conjunto
de todas las aplicaciones A : R™ x ... x R" — R (k veces) que son separadamente lineales
en cada variable, y de modo que A(z1,...,x;) = A(z4, ..., 7, ) para todos xq, ...,z € R"y
cualquier permutacion {iy, ..., i} de {1, ..., k}.

Nétese que £ = LF(R",R) es un espacio vectorial de dimensién finita (isomorfo a R™),
y aunque no hemos especificado ninguna norma en este espacio, como todas son equivalentes
podemos elegir cualquiera para aplicar la definicion de funcion diferenciable entre U C R"
y E, sabiendo por el problema [8.10| que la definicion no va a depender de la norma usada.
Asf, diremos que f es k + 1 veces diferenciable en a € U si la aplicacién D¥f : U — E es
diferenciable en a, y de

D(D"f)(a) == D" f(a)

diremos que es la diferencial de orden k + 1 de f en a. Obsérvese que en principio D**! f(a) €
L(R", L¥(R™ R)), pero, como en el caso de las formas bilineales, podemos identificar una
aplicacién A € L(R", £L¥(R™,R)) con la aplicacién k + 1 lineal B € £*"}(R", R) definida por

B(‘Tlv T, ..., $k+1) = A<x1)('x27 ceey karl)a

y tener en cuenta, inversamente, que toda B € LFT(R™ R) es de esta forma, para A €
L(R", £L¥(R",R)) definida por
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y esta correspondencia biyectiva entre £(R", £¥(R",R)) y £¥"1(R", R) es también lineal, lue-
go podemos identificar ambos espacios vectoriales. Ademds, aplicando reiteradamente el Teo-
rema se constata facilmente que la aplicacién k + 1 lineal D**! f(a) es simétrica, y asi
podemos considerar a todos los efectos que

DFt'f(a) € LETHR™ R).

Veamos ahora cdmo calcular estas derivadas de orden superior. En los casos k =1y k =2
ya sabemos cémo hacerlo. En el caso general, una reiteracion del argumento que nos permitié
ver que

0*f
D*f(a)(ej, e;) = ———(a

muestra que si f : U C R™ — R es k veces diferenciable en a € U entonces

ok f

Dk i1y s €ig) =
f(a) (6117 9 e’bk) ax“axzk

(a)
para todos €;,,...,e;, € {ei,...,e,} de la base canénica de R", con lo cual D*f(a) queda
determinada aplicando multilinealidad. De hecho, si definimos (e, ®@...®¢; ) € LF(R", R) por
* * 1 k 1 k
(611 ® en ® ezk)(h g eeey h ) — hil'“hik’
resulta que {(e}, ®...®¢€} ) : 1 <y, ..., i < n} esunabase de £F(R™,R), que tiene dimensi6n
n*. Con respecto a esta base podemos expresar D* f(a) como sigue:

n k
D= Y e e e

i1, ip=1

Debe observarse que todo lo que se ha hecho hasta ahora para funciones de R" en R puede
extenderse sin problemas al caso de funciones con valores vectoriales en R™, sin mds que tener
cuenta que una funcién con valores vectoriales es diferenciable si y s6lo si cada una de sus
funciones componentes es diferenciable. Para una funcién f : U C R™ — R™ que sea k veces
diferenciable, se tendra

D" f(a) € LR, R™),

el espacio de las aplicaciones multilineales simétricas de R™ x ... x R™ (k veces) en R™.
Finalmente, vamos a generalizar la Proposicién [I1.1] probando que toda funcién de clase
C? es p veces derivable y que su diferencial de orden k es continua.

Proposicion 11.14. Sea U un abierto de R", y sea f : U — R™. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

1. f € CP(U/R™), es decir todas las derivadas parciales de orden p de [ existen y son
continuas en U.

2. f es pveces diferenciable en U, y la aplicacion
Usz— DPf(x) € LL(R",R™)

es continua.
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Demostracion. Puede suponerse m = 1, ;por qué?.
(2) = (1) : Como la aplicacién

U>sax— DM f(z) e LFFYR™R)
es continua, y también lo es
LYYRYR) 3> A — Alesys s €ip,,) €R,
resulta que la composicidn de estas dos aplicaciones,

ak+1f

Uz — Dk—Hf(x)(eil? ""6ik+1) - W
TR Thk+1

(z) € R,

es continua para cada e;,, ..., e;,,, € {e1,...,e,}, lo que es decir que f es de clase CP(U,R).

(1) = (2) : Por induccién sobre p. Para p = 1 el resultado es ya conocido: la Proposicion
Supongamos que el resultado es cierto para p = k, y comprobemos que también lo es
entonces para p = k + 1. Primero observemos que la hipétesis de que todas las derivadas
parciales de orden k-1 sean continuas implica que todas las derivadas parciales de orden menor
o igual que £ existen y son diferenciables y en particular continuas. Luego por la hipétesis de
induccion se tiene que f es k veces diferenciable, y D* f es continua en U. Tenemos que ver
que D* f es diferenciable en U, y que D(D* f) = D**! f es continua. Consideremos por tanto

Usx— DVf(z) € E:=LFR™ R).

Por la discusién anterior al enunciado de este teorema sabemos que E tiene dimensién n* y que
{(ef, ®...®¢; ) : 1<y, ...,i, < n} es una base suya, y que podemos escribir

i = Y e e o)
= DOy, e @ @ ).

i1y yip=1

. . ., k .
Es decir, podemos ver D* f como una aplicacién de R" en R™" cuyas funciones componentes
son las derivadas parciales
oFf
r = ———(x). *

Entonces, por la Proposici(’)n sabemos que D* f ser4 diferenciable con continuidad en U si y
sOlo si lo son estas funciones componentes. Es decir, basta demostrar que las derivadas parciales
de orden £ son diferenciables con continuidad. Como cada una de ellas es una funcién de R"”
en R, aplicando el caso p = 1 basta comprobar entonces que las derivadas parciales de orden
uno de cada funcién de (x), es decir,

0 8kf 8k+1f .
e Ox; (axil..ﬁxik <I>> - m(x)a j=1,..,n,

son continuas, lo cual es evidente por la suposicién inicial ya que se trata de derivadas parciales
de orden k£ + 1. O
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11.1. Problemas

Problema 11.1. Sea f : U C R"™ — R" una aplicacién de clase C', y sea a € U tal que
D f(a) es un isomorfismo lineal (es decir, det D f(a) # 0). Probar que existe § > 0 tal que
Sls@s B(a,d) — R™ es inyectiva. Indicacion: Combinar la Proposicion m y el problema
5.59!

Problema 11.2. Sea f : U C R? — R de clase C", y supongamos que 92 f /0x0y existe y es
continua en U. Demostrar que entonces 9 f /OyOx también existe en U, y que

f  0f

oxdy  Oydz’

Indicacion: Modificar la demostracion del Teorema [[1.4]

Problema 11.3. Demostrar que la funcién h : R\ {0} — R, h(t) = 1/t, es de clase C'*°.

Problema 11.4. Sea F' : R? — R?, definida por F/(z,y) = (f(z,), g(z,)), en donde
flw.y) =ysin(z/y)  siy#0;  f(z,0)=0,

y g es diferenciable en (0,0), tal que: ¢(0,0) = 0, D,¢(0,0) = 1, D,g(0,0) = 0, donde u y v
los vectores (1,1) y (—1, 1), respectivamente.

1. Calcilese Vg(0,0).
2. Estadiese la diferenciabilidad de F' en (0,0).

3. Demuéstrese que la funcién G = (F o F') + F de R? en R? es diferenciable y calcilese
DG(0,0).

4. Demuéstrese que %(O, 0) # a‘zzgz((), 0).

Problema 11.5. ;Se cumple el Teorema de Schwarz sobre las parciales cruzadas para la si-

guiente funcién?
2

eyt si(ay) £ (0,0)
fzy) = {O si (z,y) = (0,0)

Problema 11.6. Sea P : C — C un polinomio complejo. Identificando C = R?, probar que
P es una aplicacién de clase C*°(R?,R?). Indicacién: Probar primero que la multiplicacién
compleja es una aplicacién de clase C*° de R? x R? en R

Problema 11.7. Sean P, ) : C — C polinomios complejos. Probar que su cociente P/() es una
aplicacién de clase C*°(U,R?), donde U = {z € R? : Q(z) # 0}. Indicacién: Probar primero
que la aplicacién (z,w) — z/w es de clase C* de R? x {w € R? : w # 0} en R,

Problema 11.8. Sea f : R — R definida por f(t) = t* parat > 0,y f(¢t) = 0 si t < 0. Probar
que f es de clase C* si k < p, pero no lo es si k > p.

Problema 11.9. Sea f : R — R definida por

et sit >0,
f(t) = . :
0 sit <O0.
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Probar que f € C*°(R,R). Si a < b, dibujar la grafica de

y demostrar que g € C*°(R, R).

Problema 11.10. Usando el problema anterior, definir una funcién ¢ : R" — [0, 1] tal que
p(x) = 1siz € Ba,r); o(xr) = 0siysélosiz ¢ B(a,R),y ¢ € C*(R" R), donde
0 <r < R,a € R" son dados, y las bolas son euclideas.

Problema 11.11. Construir una funcién convexa 6 : R — R de clase C*°(R,R) tal que (¢) = 0
sit < 0,y 6(t) > 0sit > 0. Indicacion: Usando el problema anterior puede construirse
a : R — R de clase C°°( [O 1]) tal que a(t) > 0 siy sélo si ¢ € (0,1); ahora, definir

B(t) = [, a(s)ds,y 0(t) fo

Problema 11.12. Demostrar que todo cerrado C' de R" es el conjunto de ceros de alguna fun-
cién g : R™ — [0, 00) de clase C'™°. Indicacién: Seguir los siguientes pasos:

1. Expresar U := R™ \ C' como unién numerable de bolas euclideas,

U = U B(ak,rk).

k=1

2. Para cada bola B(ag, ;) construir una funcion ¢ € C*°(R™, [0, 1]) tal que i (z) > 0 si
y s6lo si x € B(ay, ) (ver el problema|l11.10).

3. Paracada k, g € N, definir

n

oy,
q_ g | n
Y= Z 1Sulo{‘81,111”.8%1 (z)| : 2 € R"},

y comprobar que o < oo (tener en cuenta que todas las derivadas parciales de ¢ son
continuas y se anulan fuera de la bola B(ay, 7x)).

4. Poner ahora )

— % N
28(1 + Zi,j:l O‘j)

y definir g = "7 | Myp. Usando el Corolario [11.12] probar que ¢ es de clase C*™ en
R™ (para ello ver primero que

01(Mypr) aj 1
’839 0x; ()] < k k’f N = 2k
ip -0y, 281+, a5)

si k > q, paratodo z € R™).
5. Finalmente, comprobar que g(z) = 0siy sélosix € C.

Problema 11.13. Demostrar ahora que todo cerrado convexo C en R" es el conjunto de minimos
de alguna funcién convexa de clase C*° en R". Indicacion: Seguir los siguientes pasos:
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1. Escribir U = R™ \ C' como unién numerable de semiespacios abiertos (ver el problema
6.32), es decir, poner
oo
U={]J A4,
k=1

con
A ={z € R": fi(z) > .},

y donde f, € L(R™,R), r;, € R. Observar también que puede suponerse que || fx|| = 1
para todo k.

2. Sea f : R — R una funcién convexa de clase C™ tal que 0(¢) = 0sit < 0y 6(t) > 0
parat > 0 (ver el problema|l1.11). Definir ¢, : R™ — [0, c0) por

or(w) = 0(fe(z) — 1)

Demostrar que f;, es una funcién convexa, de clase C™, y tal que fx(z) > 0 siy sélo si
x € Ay

3. Paracada k, g € N, definir

8qg0k
q __ .
= E SuPﬂ@:z:il...é?:ciq ()] : x € B(0,k)},

y comprobar que o} < 0o.

4. Poner
1

— T ; s
2k(1 + 2@;’:1 O‘j)

y definir g = Y 7 | My Fijado R > 0, sea ko € N con ky > R. Comprobar que

M,

1
2k

0 (Mypr) . o

o ()] < — P S
Ox;,...0n;, 281+ a5)

sik > méx{q, ko},x € B(0, R), y usando el Corolario|l1.12|concluir que g € C*(B(0, R), R)
para cada R > 0y por tanto g € C°(R™, R).

5. Demostrar que g : R" — [0, 00) es convexa, y que g~ *(0) = C.
6. Demostrar también que Dg(z) # 0si x ¢ C (ver el problema|9.22)).

Cuando tengamos el teorema de la funcion implicita a nuestra disposicion podremos deducir
de aqui varios resultados interesantes sobre aproximacion regular de conjuntos y funciones

convexos; ver los problemas [[5.40]y [[5.41]

Problema 11.14. Demostrar que, si definimos (ej, ® ... ® ej ) : R" x ... x R” — R (k veces)
por

17

(€], ® ... @ e )(h!, s BF) = b} ..hf

entonces { (e}, ®...®ej ) : 1 <1y, ..., i < n} esunabase de L¥(R", R), que tiene asi dimensién

nk.



Capitulo 12

Teorema de Taylor. Aproximacion.

Como ya es conocido en el caso de funciones reales de una variable real, el polinomio de
Taylor de una funcién varias veces diferenciable nos permite aproximar localmente la funcién
por un polinomio, lo que permite, entre muchas otras cosas, decidir sobre el cardcter de los
puntos criticos de una funcién sin mas que examinar sus derivadas de orden superior en dichos
puntos. En este capitulo veremos como la férmula de Taylor puede extenderse al caso de fun-
ciones de varias variables. Definiremos también las funciones real analiticas de varias variables,
y concluiremos estudiando otros métodos de aproximacion (global) de funciones por funciones
mas regulares (de clase C').

Recordemos que un monomio de orden £ en R" es una funcién de la forma

T = (T1, .0, Tp) > Tjy oo Ty,

con iy, ...,ix € {1,...,n}. Un polinomio k-homogéneo en R" se define entonces como una
funcién P : R™ — R de la forma

n

P(l‘l, ,In) = Z Qi oigLiq oLy s (*)

i1eip=1

donde a;, ; son constantes reales. Toda forma k-lineal simétrica A & Ek(R”, R) define un
polinomio k-homogéneo P4 mediante su restriccion a la diagonal, es decir,

Reciprocamente, es posible demostrar que para todo polinomio k-homogéneo P existe una
tinica forma k-lineal simétrica A tal que P = P, (de hecho A = DFP), aunque esto no lo
usaremos en absoluto.

Notese que si P : R® — R es un polinomio k-homogéneo entonces P(tv) = t*P(v) para
todot € Ry todowv € R".

Se define un polinomio de grado m en R"™ como toda suma (finita) de polinomios k-homogéneos
de grado k£ < m y constantes (que pueden considerarse monomios de grado cero).

En particular, si f : U € R" — R es una funcién de clase C*, la diferencial D* f (a) define
el polinomio k-homogéneo

Ppisiay(h) = D¥f(a)(h,...h) = > —f'(a)hil...hik.

8k
3xi1

i1,eik=1

Por abuso de notacién, identificaremos la diferencial D* f(a) con este polinomio, es decir con
su restriccion a la diagonal.

151
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Es claro que al escribir un polinomio k-homogéneo en la forma (x) estamos repitiendo
muchos monomios que podrian agruparse, sumando las constantes a;, ;, correspondientes y
sacando factor comun. Por ejemplo, un polinomio

P(z,y) = ainz® + a1127%y + a1 xyz + ar0xy® +

ta9112%Y + a2120Y* + a221y%x + agg0y?
se escribe de manera mas conveniente como
P(z,y) = b0y + benz’y" + baayz'y® + bos)z’y?,

donde b3 0y = a111, b(2,1) = @112 + G121 + G211, b(1,2) = @122 + a212 + a21, Y b(o,3) = a222.
Mis en general, cualquier monomio x;, ...x;, de grado k puede escribirse como

a1 Qn
l'l ...ﬂjn y

donde o; € NU {0}, y a1 + ... + o, = k. Por tanto todo polinomio k-homogéneo P en R”"
podra escribirse en la forma

_ a1 (6%
P(zy,...,x,) = E boy.an T1 ™.

a; >0,a14...Fan=k

Con esta notacién, puede comprobarse que si f es de clase C* entonces D* f(a) se expresa
como

k! oF f
D*f(a)(h) = § j ROt RO
f(a)(h) !y Ozt Qzen Tt TR
a; >0,a14...+an=k
Hay adn otra manera de escribir esto, usando la notacién de multi-indices, a saber, poniendo
a=(ag,..,an),y

9% f(a) == 9 @rn) f(q) - 9" f(a)

= al—.
0.0z

Si definimos |a| = a; + ... + a,, entonces D f(z) puede escribirse

|
DFf(x)(h) = > %aaf(x)hﬁl...hgn.

Qpl...0p!
la|=k 1 n

De esta expresion se sigue que

[D*f () (h)] < (n’“ sup !é’af(fvﬂ) 21"

|a|=k

Si f tiene derivadas parciales de orden k continuas en a € U, entonces dichas derivadas esta-
ran acotadas en un entorno de a, y por consiguiente se deduce que existen M, o > 0 tal que
| Dk f(z)(h)|] < M| h|"* para todos = € B(a,d), h € R". Esta propiedad serd usada en la
demostracion del teorema de Taylor.

Definicion 12.1. Sean U C R” abierto, f : U — R una funcién de clase CP. Se define el

polinomio de Taylor de orden m de f en a € U como

Ph,() = £() + DF(@)(h) + 5rD*F(a)(h) + 5 D*F(@)(B) + .+ - D" f(a)(h).
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Ejemplo 12.1. Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién f(x,y) = zcosy en
el punto @ = (1, 0).

A continuacién vemos como la version general del teorema de Taylor puede deducirse fa-
cilmente de la versién ya conocida para funciones de variable real.

Teorema 12.1 (férmula de Taylor). Sean U abierto de R™, f : U — R una funcion m + 1
veces diferenciable en U, conm > 1, a € U, h € R" con [a,a + h] C U. Entonces existe
§=¢&, € |a,a+ h| tal que
fla+h) = f(a) + Df(a)(h) + 5 D*f(a)(h) + ... + 7z D™ f(a)(h) +
+(m+1)|Dm+1f(€h)( )
— Py (h) + =L D™ F(€0) ().

Por otra parte, si k > 2, suponiendo tinicamente que f es k—1 veces diferenciable en el abierto
U, y que D*~ f es diferenciable en un punto x € U, se tiene que

flz+h)— Pj’ﬁx(h)
1m =
w0 [IF

Demostracion. Definamos

g(t) = fla+th),
parat € [0, 1]. Por el teorema de Taylor para funciones de una variable real, existe ¢ € [0, 1] tal
que

o) = 9(0)+ 3 3580 + o™ (O)

Notese que g(1) = f(a+h),y g(0) = f(a). Ademds, es facil comprobar (ver el ejercicio |12.4))
que
g®)(t) = D" f(a+ th)(h).

Por tanto, sustituyendo,

fla+h)= Z

k=1

1

mDme(a + Ch)(h),

w|H

lo que prueba la primera parte del enunciado si ponemos &, = a + Ch.
Para ver la segunda parte del enunciado, para cada direccion v € R”, |[v| = 1, y cada
€ (0,7), donde r es tal que B(x,r) C U, aplicamos el teorema del valor medio de Cauchy
para encontrar un nimero o, € (0,t) tal que

flz+tv) — f(z) —tDf(z)(v) — ... — 5t*D*f(z)(v)
tk
Df (@ + ar)(v) = Df(2)(v) — aru D2 f (@) (v) = .. — gialy " DE f()(0)

E—1
kat’v

Volviendo a aplicar el teorema del valor medio de Cauchy obtenemos un ntimero 3; , € (0, o )
tal que

Df(z + o) (v) = Df(2)(v) = aro D*f(2)(v) = ... = ghgaiy DV f(2)(v)
k;ozf’;l N
D2 [(z + Buut) (0) — D2F(@)(0) — Buu D F(@)(0) — . — by B2 DF () (0)

k(k —1)pF2
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Aplicando reiteradamente el teorema del valor medio de Cauchy hasta k — 3 veces mds, obte-
nemos un nimero s, € (0, ) tal que

flz+tv) — f(z) —tDf(z)(v) — ... — {5t*D*f(z)(v)

) _ (12.1)
D1 f(z + sp0)(v) — Z:lf(x)(v) - St,kaf(x)(/U)‘ (12.2)

Ahora bien, puesto que D*~! f es diferenciable en x, se tiene que

o D@ 50)(0) = DR (@)(0) = 5D () ()

s—0t k!s

:O,

uniformemente en v € S" ! (la esfera unidad de R™). Es decir, dado € > 0 existe § > 0 tal que
si 0 < s < d entonces

'D’Hf(:v T 50)(v) = DML f (@) (v) — sD () (v)

k!s

para todo v € S™. Luego, si0 < t < ¢, como s;, € (0,t) C (0,0) para todo v € S™, deducimos
de (T2.1)) que si 0 < ¢ < ¢ entonces

‘f(a: +tv) — f(x) —tDf(z)(v) — ... — %tkaf(ac)(v)

Iz -
para todo v € S™. Esto significa que
- flattv) = f(@) - tDf(2)(v) — ... — Gt D f(2)(v)
lim =0
t—0t tk
uniformemente en v € S" !, lo que equivale a decir que
flz+h) = f@) = Df(@)(h) — ... - gD f(x)(h) _
lim =0,
h—0 |h|*
como queriamos comprobar. [

De manera analoga, usando la version del teorema de Taylor con resto en forma integral
para funciones de una variable, se demuestra el siguiente

Teorema 12.2 (férmula de Taylor con resto integral). Sean U abierto de R™, f : U — R una
funcion de clase m en U, conm > 1, a € U, h € R" con [a,a + h| C U. Entonces

a1 = (@) + DIGR) + ZDF@0) + o D" F(a)(R)) =

[ S (07t ) - D" @)
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Observacion 12.3. A la cantidad
falh) = fla+h) — Py, (h)
se le suele llamar resto de Taylor. Asi el teorema de Taylor nos dice que

R, (h
ji 2Fal)
h—0 || h]|™

Veamos ahora que el polinomio de Taylor P}, es el tinico polinomio de grado m que tiene
esta propiedad.
Para ello usaremos el siguiente lema.

Lema 12.4. Sea () : R" — R un polinomio de grado menor o igual que m con la propiedad de
que
ow _,
h—0 ||h||m -

Entonces () = 0.

Demostracion. Escribamos Q = Qo + @1 + ... + Q, donde () es una constante, (); es un
polinomio homogéneo de orden j, y & < m. Tomando h de la forma h = tv, donde ||v|| =1,y
haciendo ¢ — 0, tenemos que

Q) _ o Q) _ o Qultn) + Qi) +.. + Qulte) _

0=1lim-—>—~ = =

w0 [ 60 el 0 ][]
- Qo(tv) +tQi(v) + .. +*Qr(v) . a0+ ait + .. + ayt”
lim = lim ,
t—0 tm t—0 tm

donde a; = Q;(v), j = 0,1, ..., k. Ahora bien, el limite

ap + art + ... + agtk

¢ =lim
t—0 tm
nunca es igual a cero cuando k£ < m, salvo en el caso de que ayp = a; = ... = a; = 0. Esto
muestra que, para todo v € R" con ||v|| = 1 se tiene );(v) = O paratodo j = 0,1, ..., k, y como
(), es j-homogéneo, también ;(z) = O paratodox € R™, j = 0,1, ..., k. Asi Q = 0. m

Proposicion 12.5. Sean U un abierto de R", f una funcion m veces diferenciable en un punto
acU,yP:R"— Runpolinomio de grado menor o igual que m. Entonces, P es el polinomio
de Taylor de orden m de f en a siy solo si

@) = Pz —a)

za |z —al™

=0.

Demostracion. (=): es consecuencia del Teorema
(«<): Como tanto P como Py, tienen la propiedad del enunciado, es inmediato que su
diferencia, () = P — P}’fa, satisface que
P(h) — P/ (h h) — P™(h h) — P(h
o PO = PR(D) o flat )= PP(R) o fath) = P(B)
ho R z—a Il a—a [l

=0,

luego, aplicando el lema precedente, concluimos que () = 0. [
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Supongamos que f : U C R®™ — R es una funcién de clase C'*°. En cada punto a € U
podemos formar una serie infinita con las derivadas de f,

00
k=0

(donde D° = f). A esta serie se le llama la serie de Taylor de f en el punto a. Supongamos
también que esta serie es convergente para x en un entorno de a. Es natural preguntarse si se
tendra

| —

D f(a)(a — a)

3

fe) = 3" D @)~ a)

al menos para todo x en un entorno suficientemente pequefio de a. Desgraciadamente esto no
es siempre asi, como prueba el ejemplo siguiente.

Ejemplo 12.2. Sea f : R — R definida por

£(t) = eV sit 40,
0 sit=0.

No es dificil comprobar que f € C*°(R,R) y que D*f(0) = 0 para todo k& € N. Por tanto,
la serie de Taylor de f en O es constantemente cero, y sin embargo para todo § > 0, se tiene
f(9) # 0, luego la serie de Taylor de f no converge a la funcién f en nigtin entorno de 0.

También puede suceder, por supuesto, que la serie de Taylor ni siquiera sea convergente en
ningéun entorno del punto

Definicion 12.2. Se dice que f : U C R™ — R es real-analitica en U si para cada a € U existe

r > 0 tal que
fla) =3
k=0

para todo = € B(a,r). Es decir, f es real analitica si el resto de Taylor Rkva converge a cero
cuando £ — oo en un entorno de cada a € U.

| —

!Dkf(a)(ft —a)

=

Ejercicio 12.1. Probar que las funciones f,g : R*> — R, f(z,y) = cos(x + y), g(z,y) =
e~*~¥* son real-analiticas.

En este curso no estudiaremos en profundidad las funciones real-analiticas; lo natural es
hacerlo en el marco de la teoria de funciones de variable compleja. Baste con decir que los
polinomios, las funciones trigonométricas, y las funciones exponencial y logaritmo son real-
analiticas, y que puede demostrarse que la suma, producto, cociente (donde esté bien definico)
y composicion de funciones real-analiticas son real-analiticas.

El teorema de Taylor nos dice cémo aproximar localmente una funcién de clase C* por un
polinomio, y cudl es el polinomio con el que mejor es esta aproximacion local. Sin embargo,
cuando se pretende pasar de lo local a lo global y obtener resultados de aproximacién unifor-
me de funciones por polinomios, ejemplos como el [I2.2] muestran que este enfoque tiene sus
limitaciones. A continuacién estudiamos algunos resultados que nos garantizan que es posible
aproximar uniformemente funciones continuas por funciones mas regulares (como minimo de
clase C'™).
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En realidad uno de estos resultados ya lo conocemos: el teorema de Stone-Weierstrass vis-
to en el Capitulo [/| nos dice que, dados cualquier conjunto compacto K de R", una funcién
continua f : K — R, y € > 0, existe un polinomio p : R” — R tal que

|[f(z) = ple)] <€

para todo z € K. Como todo polinomio es una funcién de clase C'*™ (de hecho también real-
analitica), se sigue que el espacio de las funciones que tienen una extension de clase C'™ a un
abierto que contiene a K es denso en el espacio de las continuas sobre cualquier compacto K
de R™.

En el resto de este capitulo analizaremos otro método de aproximacién que nos permite
alcanzar la misma conclusion en situaciones mas generales en que el dominio de la funcién no
es compacto, y que ademds es muy empleado en multitud de situaciones diversas del andlisis,
la topologia y la geometria diferencial: las llamadas particiones diferenciables de la unidad.

Sif:U CR"™— R es una funcidn, se define su soporte abierto como

sop(f) = {x € U: f(z) # 0},

y su soporte cerrado, o soporte, como

sop(f) ={z € U: f(x) # 0}.

Por ejemplo, el problema [11.12] nos asegura que todo abierto de R" es el soporte abierto de
alguna funcién de C>°(R", R).

Si (Cy);er es una familia de subconjuntos de R”, se dice que (C;);cr es localmente finita si
para cada x € R™ existe r = r, > 0 tal que B(z,r) corta a lo sumo a una cantidad finita de
subconjuntos de (C;);cs, es decir, el conjunto {i € I : B(x,r) N C; # 0} es finito.

Definicion 12.3. Sea i/ = {U, }ic; un recubrimiento por abiertos de un abierto U de R". Dire-
mos que (;);es s una particion de la unidad de clase C'™ subordinada a I/ si

1. sopy; C U; paratodo i € [;
2. {s0py; }ies es localmente finita;
3. Y icrwi(r) = 1paratodox € U.

SiV = {V,}aca yU = {U;}ics son dos familias de subconjuntos de R, diremos que V es
un refinamiento de I/ si para todo o € A existe ¢ € [ tal que V,, C U,.

Observacion 12.6. Es ttil observar que si V = {V,},c4 es un recubrimiento por abiertos de
U que refina otro recubrimiento por abiertos U = {U, },c; y V tiene subordinada una particién
de la unidad {%,}.ca de clase C*°, entonces también existe otra particion C'* de la unidad
{¢i}icr subordinada a /. En efecto, si para cada o € A escogemos i(«) € I tal que V,, C Uj(a),
y consideramos la funcién f : A — I, f(«) = i(«), podemos poner

pilz) = ) wale).
aef=1(i)

Estas funciones estan bien definidas y son de clase C'*°, puesto que la suma que define cada ;
es localmente finita: dado x € U, como {SOp, }aca es localmente finito, existe r > 0 tal que
{a € A: B(z,r) Nsopy, # 0} es finito, y por tanto todas las 1, salvo una cantidad finita de
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ellas se anulan en la bola B(x,r). Ademas, si {a € A : B(x,r) NsopY, # 0} = {ay, ..., ax},
entonces

{i e I:B(x,r)nsopp; # 0} C{f(en), ... flow)}
y en particular se ve que {SOpy;}ics es localmente finita. Por ultimo, como los conjuntos
{f71(i) }se; forman una particién de A, es obvio que

D= > Vo= ta=1,

i€l i€l acf~1(7) a€A
y también que sopy; C U, paracada: € [.

Proposicion 12.7. Sea U un abierto de R", yU = {U, }ic; un recubrimiento por abiertos de U.
Entonces existe V = {Vj }ren un recubrimiento por abiertos de U tal que

1V = {Vi.}ven refina ald y es localmente finito;
2. Vi, es compacto para todo k € N.

Demostracion. Como cada Uj es abierto, para cada x € U; existe r, > 0 tal que B(z,7%) C Uj.

Podemos escribir por tanto
v=Ju.= | Bla,r)

iel i€l zeU;
y como U es separable, existen sucesiones {zy }ren C U e {i(k)}ren C I tales que zy, € Uy,
y

[e.e]

U xlmrk 7

donde se denota rj, = rx(k ). Asf se tiene que { B(xg, k) }ren €s un refinamiento de U/ que recubre

U.
Ahora pongamos V; = B(x1,r1), y para k > 2 definamos

Vi = B(ak, ) UB Tj, ATy,

donde () es una sucesion de nimeros positivos tales que A\, < Az paratodo ky limy . A\p =
1. Es claro que los V}, son abiertos, y que

UVk: UB(iL‘k,Tk) =U
k=1 k=1

y también es obvio que V}, es compacto para todo k& € N. Ademds, puesto que para cada k existe
i = i(k) tal que Vj, C B(xy,7%) C U, se tiene que {V;, : k € N} refina a . Veamos por tltimo
que la familia {V}, : k € N} es localmente finito. Sea € U, y escojamos m = m, € N tal
que x € B(xy,, ). Sea s = r,, — d(z, x,,) > 0. Entonces, como A\, " 1, existe kg € N tal
que ko > my A\ > 1 — s/2 paratodo k > ky. Luego, si k > kg se tiene que B(x, s/2) C
B(p, Akrm), y por tanto

B(z,s/2) N Vi, = B(x,s/2) N (E(a:k,rk) \ U B(zj, Akrj)) =0,

Jj=1

lo que prueba que B(x, s/2) corta a una cantidad finita de miembros de {V}, : k € N}. O
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Ya podemos demostrar el teorema de existencia de particiones de la unidad de clase C*
subordinadas a cualquier recubrimiento por abiertos de R".

Teorema 12.8. Sea U un abierto de R", y sea U = {U; };c; un recubrimiento por abiertos de
U. Entonces existe una particion de la unidad de clase C* subordinada a U.

Demostracion. Por la Proposicién anterior, existe V = {V/, },c4 recubrimiento por abiertos de
U tal que {V,, : a € A} refina a U. Por la observacién [12.6, basta demostrar que existe una

particion de la unidad de clase C*° subordinada a ). Por el problema[l11.12] para cada o« € A
existe una funcién f, € C°(R™ R) tal que f;'(0) = R" \ V,, y en particular sop(f,) = V.
Luego

@(foz) = Va'

Para cada o € A definamos ahora ¢, : U — R por

G
bal) = = )

Es inmediato ver que el denominador no se anula en U y la suma es localmente finita, por lo
que 1), estd bien definida y es de clase C'™ en U. Como 50p(?,) = S0p(fa) = Vi, es claro
también que {50p(¢,) : a € A} es localmente finita. Por dltimo, es evidente que

21/)&(35) =1

a€cA

para todo x € U. Por tanto {¢), : @ € A} es una particién de la unidad de clase C*(U)
subordinada a V. ]

Las particiones de la unidad suelen utilizarse para pegar funciones diferenciables definidas
localmente y obtener asi funciones diferenciables definidas globalmente y que conservan ciertas
propiedades interesantes, por ejemplo de aproximacion. Para concluir, veamos un ejemplo tipico
de uso de las particiones de la unidad.

Teorema 12.9. Sean U un abierto de R™, f : U — R™ una funcion continua, y ¢ : U —
(0, +00) una funcion continua estrictamente positiva. Entonces existe g € C°°(U,R™) tal que

lg(x) = f(2)]| < e(x)
para todo x € U.

Demostracion. Como fy € son funciones continuas, para cada x € U existe d,, > 0 tal que

e(x .
17w) ~ 1@l < 22 <e) siye B,

Sea {(,}.cy una particién de la unidad de clase C'*° subordinanda al recubrimiento U :=
{B(z,0,)}+cv. Definamos entonces g : U — R™ por

9(y) =Y F(@)ex(y).

zeU
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Como la suma es localmente finita, ¢ estd bien definida y es de clase C*°(U). Ademas se tiene
que, si fijamos y € U cualquiera,

lg(y) = FI =11 f(x) — Wl =

zelU
I F@)ea(y) =D F@ea)ll = 1 (f(@) = F)eaw)]l-
zelU zelU zelU

En la suma dentro del dltimo término de estas igualdades, todos los sumandos son nulos salvo
una cantidad finita de ellos, precisamente los correspondientes a los x que satisfacen y € sopy,,
en cuyo caso, puesto que sopy, C B(z,d,), se cumple que

1 () = FW)ll < e(y).

Por tanto deducimos que

low) = fll < Yo (@) = fF)lealy) <

z€U, z€s0p(pz)

> )<Y ey =c(y) > ply) =¢

z€U, z€sop(pz) zelU xeU

12.1. Problemas

Problema 12.1. Calcilese el Polinomio de Taylor de grado menor o igual que 3 para las fun-
ciones:
fla,y) =" cosyen (1,0), g(z,y) =siny+ysinzen (0,0),
h(z,y) = zy”en (0,0),  ¢(z,y) = log(x +y)en (1,1),

1 2
w($7y):men (Oa0)7 @(J;,y) :?;—3611 (17_1)

Problema 12.2. Escribase el polinomio z* + y?(1 + z) en potencias de (z — 1) e (y — 2).

Problema 12.3. Demuéstrese que f(x,y) = y* es diferenciable para y > 0. Encuéntrese un
polinomio P(x,y) en dos variables, de grado menor o igual que 3, tal que

@14y = Py

=0.
(2,y)—(0,0) (2 + y2)3/2

Problema 12.4. Si ¢ : R" — R™ es una aplicacion afin (es decir, suma de una lineal mas una
constante),y f : U C R™ — RP es k veces diferenciable, probar que

D*(f o p)(a)(ha, ... i) = D" f(p(a))(Dg(a) (M), ..., Dp(a) (b))

En el caso particular en que ¢ : R — R™, p(t) = a + th, concluir que, si g(t) = f(a + th),
entonces
g®)(t) = D¥ f(a + th)(h).
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Problema 12.5. Usar el teorema de Taylor para probar el teorema binomial:

(a+b)" = 2”: ") akprk

A .
k=0
Indicacion: Considerar f(z) = (a + x)".
Problema 12.6. Para cada A € £*(R", R) definase
[A]] = inf{M >0 : [A(hy, .., he)| < M[Aa]..[ e[|}

Probar que esta expresion define una norma en el espacio £F(R™, R).

Problema 12.7. Sean U un abierto de R" y f : U — R una funcién de clase C* tal que existe
M > 0 de modo que para cada = € U se tiene

ID* f ()l < M*

(donde || - || es 1a norma en £*(R™,R) definida en el problema anterior). Demostrar que f es
analiticaen U.
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Capitulo 13

Extremos locales y puntos criticos

Como ya es conocido para el alumno, para encontrar los maximos y minimos locales de una
funcidn real definida sobre un intervalo de R, la técnica mds socorrida es hallar los puntos donde
su derivada se anula (los puntos criticos), y ver después cudl es el signo de la derivada segunda
sobre esos puntos criticos. Si se quiere después hallar los mdximos y minimos absolutos de la
funcidn en el intervalo, se comparan los valores de f en los puntos criticos con los que toma en
los extremos del intervalo. Como veremos en este capitulo, el mismo método, esencialmente,
sirve para funciones reales de varias variables, con algunas diferencias importantes. Primera,
que la segunda derivada ya no es un nimero, sino una forma bilineal simétrica. En este caso el
signo de la derivada serd sustituido por ser definida positiva o definida negativa. Segundo, que
la frontera del conjunto abierto donde esté definida la funcién ya no va a ser un conjunto tan
simple como un par de puntos: en general habrd infinitos puntos en dicha frontera, y la tarea de
comparar uno por uno los valores de f en estos puntos es obviamente impracticable. Serd por
tanto necesario desarrollar nuevas técnicas que permitan hallar los maximos y minimos de una
funcidn diferenciable restringida a la frontera de un abierto. Esto, dicho asi en toda generalidad,
es un objetivo excesivamente ambicioso, pero si la frontera del abierto es un conjunto suficien-
temente regular (técnicamente, unién finita de variedades diferenciables) entonces el problema
tendrd solucion satisfactoria, aunque habrd que esperar al Capitulo 14 para ver completado este
esquema.

Definicion 13.1. Se dice que f : A C R” — R tiene un maximo local (o relativo) en un punto
a € A siexiste r > 0 tal que

f(x) < f(a) paratodo z € AN B(x, 7).
Se dice que f tiene un minimo local en « si existe > 0 tal que
f(a) < f(x) paratodo z € AN B(z,r).

En cualquiera de los casos se dird que f tiene un extremo local en a, y que es estricto si la
desigualdad es estricta cuando x # a.

Definicién 13.2. Sea f : U C R” — R una funcién diferenciable en a € U. Se dice que a es
un punto critico de f si D f(a) = 0.

Como ocurre con las funciones de una variable, todos los extremos locales de las funciones
diferenciables son puntos criticos.

163
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Proposicion 13.1. Sean U abierto de R", y f : U — R diferenciable en U. Supongamos que f
tiene un extremo local en a € U. Entonces

es decir a es un punto critico de f.

Demostracion. Seav € R" cualquiera con ||v|| = 1. Definamos g, : (—r,7) — R por

9u(t) = fla+tv),

donde r > 0 es tal que B(a,r) C U. Como f tiene un extremo local en a, es evidente que
g, también tiene un extremo local (del mismo tipo) en ¢ = 0. Entonces, por el resultado ya
conocido para funciones de variable real, se tiene que

0=g'(0) = Df(a)(v).

Esto prueba que D f(a)(v) = 0 para todo v con ||v|| = 1, y por tanto, como D f(a) es lineal,
Df(a)=0. O

El reciproco no es cierto, es decir, no todo punto critico de una funcién diferenciable es un
exremo local. Por ejemplo, la funcién f : R> — R definida por

flz,y) =y

tiene un punto critico en (0, 0), que no es ni maximo ni minimo (téngase en cuenta que f(¢,t) =
2,y f(t,—t) = —t?). La gréfica de f es la tipica silla de montar, y de (0,0) se dice que es un
punto de silla de f.

Para determinar si un punto critico es un méximo o un minimo local, o ninguna de las dos
cosas, es suficiente, en muchos casos un andlisis de la matriz de la segunda derivada.

Definicion 13.3. Sea f : U C R" — R una funcién de clase C*. Se dice llama hessiana de f
en a a la segunda derivada de f en a, y matriz hessiana a la matriz de esta forma cuadrética, es
decir,

02 0?2
8:1:18];1 (a) anafxl (a>

. : . :
81718];7,, (CL) 6xn8fmn (a)

Recordemos que, si () es una forma cuadratica en R"”, se dice que:

p—

. @ es definida positiva si Q(h) > 0 para todo h # 0;

2. @ es semidefinida positiva si QQ(h) > 0 para todo h € R";

98]

. @ es definida negativa si Q(h) < 0 para todo h # 0;
4. () es semidefinida negativa si Q(h) < 0 para todo h € R";

5. @ es indefinida si no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa, es decir, si
existen hy, hy € R™ tales que Q(h1) < 0 < Q(hg).

El teorema de Taylor nos permite dar condiciones suficientes sobre la segunda derivada de
una funcién en un punto critico para asegurar que se trata de un minimo o un méximo local, o
decidir que no es ni lo uno ni lo otro.
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Teorema 13.2. Sean U un abierto de R", y f € C*(U,R). Supongamos que D f(a) = 0, es
decir, a € U es un punto critico de f. Entonces:

1. Si D*f(a) es definida positiva, f tiene un minimo local estricto en a.
2. Si D*f(a) es definida negativa, f tiene un mdximo local estricto en a.

3. Si D?f(a) es indefinida, f tiene un punto de silla en a (es decir, no tiene mi mdximo ni
minimo local en este punto critico).

Ademads, se tiene un reciproco parcial (no total; ver los ejemplos a continuacion) de lo
anterior:

4. Si f tiene un minimo local en a entonces D? f(a) es semidefinida positiva.
5. Si f tiene un mdximo local en a entonces D* f(a) es semidefinida negativa.

Demostracion. (1) Por el teorema de Taylor, y puesto que D f(a) = 0, sabemos que

flat h) = f(a) + 3 D*f(a)(h) + R(R),

donde limy, o R(h)/||h||*> = 0. Sea
m = inf{D*f(a)(v) : ||v] = 1}.

Como D?f(a)(+) es continua y la esfera unidad S = {h : ||h|| = 1} es compacta, este infimo
es en realidad un minimo, y puesto que D?f(a) es definida positiva, debe ser m > 0. Asi, para
todo h € R"™, h # 0, tenemos

D?f(a)(-"

_) Z m > 07
1]

luego, puesto que D? f(a) es 2-homogénea,
D?f(a)(h) > m||h|?

para todo h € R™. Sea e € (0,m). Como lim;_o R(h)/||h|* = 0, existe § > 0 tal que si
|h|| < 6 entonces |R(R)| < €]|h]|?, y por tanto

|[f(a+h) = fa) = D*f(a)(h)] < ][],

luego
fla+h) = f(a) = D*f(a)(h) —ella]]* = (m — &) || h||*

para todo & con ||h|| < 4. Esto significa que
f(z) = f(a) si z € Ba,0),

y que la desigualdad es estricta cuando x # a, es decir, f tiene un minimo local estricto en a.
(2): es andlogo (o bien aplicar (1) a la funcién — f).

(4): Sea v € R™ con ||v|| = 1. Por el teorema de Taylor, y teniendo en cuenta que f tiene un
minimo local en a, podemos escribir

0< fla+tv) — fla) = %DQ F(a)(tv) + R(tv)
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si t es suficientemente pequefio, donde lim; o R(tv)/||tv||* = 0. Entonces, tomando limites,

flatto)—fla) . 1 (1., _

0< 11—% n = 11_1)1(1) 2 §D f(a)(tv) + R(tv) | =

. (1 R(tv)\ 1 _,

i (30270 0) + ) ) = 3D +0.
es decir, D?f(a)(v) > 0 para todo v con ||v]| = 1, lo que significa que f es semidefinida
positiva.
(5): andlogo (o considerar — f).
(3): es consecuencia inmediata de (4) y (5). O

A continuacion recordamos algunos criterios para decidir si una forma cuadrética simétrica
(por ejemplo D? f(a)) es definida positiva, definida negativa, o indefinida.

Proposicion 13.3. Sea () una forma cuadrdtica simétrica en R". Entonces
1. Q) es definida positiva si y solo si todos sus autovalores son estrictamente positivos;
2. Q) es definida negativa si y solo si todos sus autovalores son estrictamente negativos;
3. Q es indefinida si y solo si tiene autovalores positivos y negativos (estrictamente);

4. () es semidefinida positiva si y solo si todos sus autovalores son mayores o iguales que
cero;

5. Q) es semidefinida negativa si y solo si todos sus autovalores son menores o iguales que
cero.

Recordemos que los autovalores de () puedan calcularse hallando las raices de su polinomio
caracterfstico,
P(\) =det(A — \I),

donde A es la matriz de (), y que todas las matrices correspondientes a formas cuadraticas
simétricas tienen autovalores reales y son diagonalizables. Por tanto, para decidir si D? f(a) es
definida positiva o definida negativa, o indefinida, basta hallar sus autovalores y mirar el signo
de éstos.

Si uno no desea calcular autovalores, el siguiente criterio puede ser igualmente util, por lo
menos para dimensiones bajas.

Proposicion 13.4 (criterio de Silvester). Sea () una forma cuadrdtica simétrica en R", con
matriz A = (a;;). Consideremos los menores angulares de A,

@11 ... dAiy
Aj = det

a1 ... Qjj
Entonces:
1. Q es definida positiva si'y solo si Aj > O paratodo j =1,...,n;

2. Q es definida negativa si'y sélo si (—1)? A; > 0 para todo j = 1, ...,n;
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3. Si Q es semidefinida positiva entonces A; > 0 paratodo j =1,....n
4. Si Q es semidefinida negativa entonces (—1)? A; > 0 paratodo j = 1,....,n
Si algiin A; con j par es negativo, entonces () es indefinida.

Ejemplo 13.1. Estudiar los puntos criticos de las siguientes funciones, tratando de determinar
si corresponden a mdximos locales, minimos locales, o puntos de silla:

. f:R2 =R, f(z,y) =

2. iR =R, fr,y,2) = 2% + y? + 2% + dyz + vz — 23,

3. [iRP =R, f(r,y,2) =2+ y* 4+ 2° = 3(ay + 22 + y2);

4. f:R?* > R, f(z,y) = 2® + y> — 3ax, segtn los valores de a € R;
5. [ R? =R, f(z,y) =

6. f:R2 =R, f(z,y) =22 — y*.

Cuando la funcién f a estudiar es convexa el problema de determinar sus extremos es mucho
mas facil: todo punto critico de una funcién convexa diferenciable es un minimo absoluto.

Proposicion 13.5. Sean U un abierto convexo de R"™, y f : U — R convexa. Supongamos que
f es diferenciable en a € U, y que D f(a) = 0. Entonces f tiene un minimo absoluto en a.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces existe b € U tal que f(b) < f(a). Paratodo
t € [0,1] tenemos

fb+ (1 —=t)a) <tf(b) + (1 =1)f(a) = fa) + t(f(b) — f(a)).
Si definimos ¢(t) = f(tb+ (1 — t)a), t € [0, 1], esto quiere decir que
9(t) < g(0) +t(f(b) = f(a))

para todo ¢ € [0, 1]. Por tanto

Df(@)(b—a) = ¢(0) = tim L= 90

t—0t t

< f(b) = f(a) <0,
en contradiccidn con la hipétesis de que a es un punto critico de f. [

Ejemplo 13.2. Sea f : R® — R definida por f(z,y, 2) = ' +3° +¢8. Esta funcién es convexa
(es suma de convexas), y (0,0,0) es un punto critico de f; por tanto f alcanza un minimo
absoluto en (0, 0,0) (nétese que D?f(0,0,0) = 0, y por tanto el criterio de la derivada segunda
no nos da informacién suficiente en este caso).

Por otro lado, como sucede en el caso de funciones reales de variable real, una funcién
f € C*(U,R) es convexa si y s6lo si D?f(x) es semidefinida positiva para todo x € U.

Proposicion 13.6. Sea U un abierto convexo de R™, y sea f : U — R de clase C?. Entonces, f
es convexa si y sélo si D? f(x) es semidefinida positiva para todo x € U.
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Demostracion. Lafuncién f es convexa siy sélo si paratodo z,y € U lafuncién ¢ : [0,1] — R
definida por

Pry(t) = ¢(t) = fty + (1 - t)z)
es convexa. Por tanto, basta ver que ¢, , es convexa para todo z,y € U siy sélo si D*f(a)
es semidefinida positiva para todo a € U. Como ¢, , es una funcion de variable real de clase
C?, esto equivale a decir que ¢, ,(t) > 0 para todos t € [0,1], z,y € U siy s6lo si D*f(a) es
definida positiva para todo a € U. Pero

o, (t) = D*fty + (1 —t)a)(y — x)*.

Por tanto, si D* f(a) es semidefinida positiva para todo a, estd claro que ¢ , (t) > 0 para todos
te[0,1],z,y € U.

Reciprocamente, supongamos que todas estas funciones ¢, , tienen segunda derivada posi-
tiva. Si @ € U, como U es abierto podemos tomar r > 0 tal que B(a,r) C U. Seav € R"
cualquiera con |[v|| = 1, y pongamos = = a, y = a + rv. Entonces

pay(t) = @(t) = fla+trv),

luego

0 < ¢"(t) = D*f(a)(rv) = r*D*f(a)(v).
Esto prueba que D?f(a)(v) > 0 para todo v € R™ con |[v|| = 1, y por tanto que D?f(a) es
semidefinida positiva. ]

Pasamos ahora a considerar brevemente la cuestion de cémo identificar los maximos y mi-
nimos globales de una funcién en un conjunto no necesariamente abierto.

En general es necesario asegurarse primero de que existen los extremos globales que se
buscan. En general no tienen por qué existir si el conjunto no es compacto o la funcién no es
continua, como ya sabemos. Incluso si la funcidn es continua y acotada, el infimo y el supremo
de su rango podrian no alcanzarse, como en el caso de la funcién f : R — R, f(z) = arctan(z).

Por tanto, supondremos que nuestra funcién f estd definida sobre un compacto K de R™ que
es la adherencia de un conjunto abierto acotado U sobre el cual la funcién f es diferenciable,
y que ademds f es continua en K. En estas condiciones sabemos que f alcanza un méaximo
y un minimo absolutos sobre K. La cuestion que debemos intentar responder ahora es como
calcularlos y localizar los puntos donde se alcanzan. Cada caso concreto puede ser diferente,
pero podemos dar algunas reglas generales. Lo primero que podemos hacer es intentar hallar
los puntos criticos de f en U, tarea que en general puede ser muy dificil en si misma, ya
que puede ser imposible resolver explicitamente el sistema de ecuaciones D f(z) = 0, ain
suponiendo que tenga solucién. Esto puede ocurrir perfectamente ain en el caso de las funciones
mads simples como los polinomios (es bien conocido que no hay férmulas algebraicas para
resolver ecuaciones polinémicas de grado igual o superior a cinco).

Seamos optimistas y supongamos que hemos sido capaces de resolver este sistema de ecua-
ciones Df(x) = 0, y supongamos para empezar que tiene un nimero finito de soluciones,
ai,...,ar € U. Entre estos puntos criticos puede que se encuentre el mdximo o el minimo de
f en K. Para decidir si esto es asi, habrd que comparar los valores de f en los puntos a; con
los valores que toma f en la frontera 0K = OU. El problema es que en dimensiones n > 2,
OU consta siempre de una cantidad infinita de puntos, de modo que esto no puede hacerse uno
por uno como en el caso de funciones de una variable definidas en intervalos. Pero puede que
hayamos tenido suerte y de alguna manera podamos saber lo que valen

a=mf{f(z):x€dU} y p=sup{f(x):xe€dU}.
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En este caso, el mayor de los valores {«, 3, f(a1), ..., f(ax)} correspondera al maximo de f en
K, y el menor de ellos al minimo. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 13.3. Hallar los méximos y minimos de f(x,y) = 2> + x + y* — 3y en el conjunto
K={(z,y) eR?: 2> +x+y> -3y <7}

En este ejemplo o = 3 = 7, y basta hallar los extremos relativos de f en el interior de K y
comparar el valor de f en estos puntos con 7.

Un caso un poco mas complicado que puede presentarse es que el conjunto de puntos criticos
de f no sea finito. Pareceria entonces que nuestra tarea estd abocada al fracaso, pero en muchas
situaciones sucede que puede identificarse una sucesion (finita o infinita) de conjuntos (infinitos)
sobre los cuales f es constante. Es decir, pueden encontrarse C, C K, k € N, tales que
Df(x) =0siysélosiz € |J;—, Cy, y f es constante en C}, para cada k, pongamos f(Cy) =
{cx}. Entonces el mayor de los valores {«, 5} U{cy : k € N} corresponderd al mdximo de f en
K,y el menor de ellos al minimo (;por qué este conjunto, en general infinito, tiene un maximo
y un minimo?).

Ejemplo 13.4. Sea F' : R? — R definida por

) = o—1/@49?) gipy inyQ s% (z,y) # (0,0), |
0 si (z,y) = (0,0).

ysea K = {(z,y) € R?* : 22 + y* < 5}. La funcién f es de clase C*™ (por ser composicién
de la funcién h(t) = e~ Y*sin(1/t), h(0) = 0, que es de clase C, con el polinomio (x,y) —
22 + y?). Es inmediato ver que

Df(z,y) = (0,0) <= 2’ +¢° =

1
ok ENU{0}, o (2,9) = (0.0)

4

Asi pues los conjuntos Cj, = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1/(w/4 + kn)} estdn formados todos
ellos por puntos criticos de f,y f es constante sobre cada Cy, (donde vale (—1)*e=("/4++m)\/2 /2,
k = 0,1,2,...). El origen es también un punto critico de f, y no hay mas. Es facil ver que f
tiene maximos relativos sobre cada punto de C}, con £ par, y minimos relativos sobre cada punto
de C'; con k impar, mientras que el origen es un punto de silla. Por otro lado, f es constante en
OK (donde vale e=/?sin(1/5)). De todo esto se concluye, comparando los valores

0, e sin(1/5), (~1)Fe” /D22 (k € NU{0}),

que f alcanza su maximo absoluto sobre K en cada punto de Cy, y su minimo en cada punto de
(. De hecho, puesto que

lim f(z,y) =0,

(@,y)—o0

estos minimos y maximos de f en K lo son también de f en todo R?.

Los ejemplos anteriores eran muy simples en cuanto al comportamiento de f en la frontera
de K, porque f era constante en JK, y asi su minimo y maximo en la frontera eran iguales y
se alcanzaban en cualquier punto de ésta. Supongamos ahora que no hemos tenido tanta suerte
y que f no es constante en K. ;Qué podemos hacer para determinar los nimeros

a=mf{f(z):x€dU} y p=sup{f(z):x€dU}?

Una primera observacién que puede hacerse es que a veces no es necesario calcular a 'y /3, sino
que puede bastar con acotarlos, si conseguimos una cota que nos permita concluir, cotejdndola
con otros valores de f en el interior de K, que el mdximo y el minimo de f en K no pueden
alcanzarse en la frontera 0K y deben por tanto hallarse en U = int(X).
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Ejemplo 13.5. Sea f : R? — R la funcion del ejemplo anterior, y K = {(z,y) € R? :
x? + 3y? < 25}. Ahora f ya no es constante en K = {(z,y) € R? : 2 + y* = 25}, pero,
teniendo en cuenta que la funcién ¢ +— e~*/*sin(1/t) es creciente para t > 4/, podemos acotar
a'y /3 como sigue. Para todo (z,y) € K tenemos que 22 + 3? < 2% + 3y? = 25, y por tanto
e~ V@) gipy - L < e~ V(@ +3%) i —1 = e /P gin i,
x? 4+ y? x? 4 3y? 25

de donde se deduce que

1

B :=sup{f(z,y): (z,y) € 0K} < e V/Psin %

Andlogamente, teniendo en cuenta que si (z,y) € 9K entonces z* + y* > 1(z? + 3y?) =
25/3 > 8, se deduce que

1
o = mf{f(z,y): (z,y) € 0K} > e Y8sin 3

Por tanto, puesto que

1 2
B <e®sin %5 < f(Co) = 64/4\/7_7
y que

2 1
f(Cy) = —e ™A sing <0<e /8 sing < a,

es obvio que f alcanza su maximo absoluto sobre K en cada uno de los puntos de Cjy, y su
minimo absoluto sobre K en los puntos de C'.

Supongamos ahora que no somos capaces de acotar o y 3 satisfactoriamente para ver que el
minimo y el maximo deben alcanzarse en el interior de /, o incluso que tenemos la sospecha
de que el minimo o el maximo de hecho deben alcanzarse en la frontera 0K . ;Cémo podemos
intentar calcular o y 3, y hallar los puntos donde se alcanzan? Este problema, en general, es
bastante dificil, y de hecho no tendremos todas las herramientas para abordarlo rigurosamente
hasta el Capitulo [I5] (en donde probaremos el teorema de los multiplicadores de Lagrange),
pero podemos avanzar, mediante algunos ejemplos, algunas de las ideas que suelen emplearse
en este tipo de cuestiones.

Ejemplo 13.6. Sean f(z,y) =z +y+1, K = {(z,y) € R? : 22+ y? < 1. Calcular el maximo
y el minimo de f sobre K.

La funcién f no tiene ningtin punto critico en R?. Por tanto su mdximo y minimo sobre
K no pueden alcanzarse en el interior de K, sino que deben estar forzosamente en la frontera.
Puesto que la frontera de K es una curva diferenciable, la circunferencia 0K = {(z,y) €
R? : 2% + y? = 1}, podemos parametrizar esta curva y estudiar los minimos y méximos de la
composicion de dicha parametrizacion con f, que deberdn corresponder con los de f en OK.
En efecto, sea 7 : [0, 27] — JK definida por

~(t) = (cost,sint).
La curva v es diferenciable y sobreyectiva. Por tanto

) M= mg
té%g;]f(v( ) ($%2§Kf(fr,y),
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luego, analizando los puntos criticos de ¢g(t) = f(7y(t)), podemos determinar el maximo de g en
[0, 27] y por tanto también el de f en OK, y 1o mismo puede decirse de los minimos. Tenemos
que

g'(t) = —sint+cost =0 < t € {r/4,3r/4},

y como g(m/4) = F(V2/2,V2/2) = 1+ 2y g(3n/4) = F(—V2/2,—V2/2) = 1 = V2,
es claro que el valor méximo de f en OK (y por tanto en K) es 1 + /2 y se alcanza en

(v/2/2,4/2/2), y el minimo es 1 — /2 y se alcanza en (v/2/2,v/2/2).
Ejemplo 13.7. Hallar los extremos absolutos de f(z,y) = r—2?—y*, en K = [—1,1]x[—1,1].

En este caso f s6lo tiene un punto critico en (1/2,0), que corresponde a un méximo local.
Por tanto, al menos el minimo de f en K debe alcanzarse en la frontera. Para hallar los extremos
de f en 0K podemos parametrizar los cuatro segmentos que componen 0K y componer f con
estas curvas, obteniendo asi cuatro funciones,

hl(t) = f(lat); hQ(t) = f(_17t); hB(t) = f(t’ 1) ) h4(t) = f(tv _1)7

t € [—1,1], de las cuales podemos calcular sus extremos en el intervalo [—1, 1]. El problema se
reduce entonces a comparar los valores de f o h; en los puntos criticos de las funciones h; con
los valores que toma f en el punto (1/2,0) y en los vértices del cuadrado K. El resultado es
que el maximo de f en K es 1/4 y se alcanza en el punto (1/2,0), mientras que el minimo es
—3y se alcanza en los vértices (—1,1) y (—1,—1).

Cuando se use esta técnica de parametrizar las curvas que componen el borde de un compac-
to K, es importante asegurar que las parametrizaciones -y sean regulares, es decir, que 7/ (¢) # 0
para todo t. De lo contrario, entre los puntos criticos de la funcion g(¢) = f(v(t)) estarian todos
los ~y(t) para los cuales 7/(t) = 0 (ya que ¢'(t) = Df(y(t))(7'(t)), por la regla de la cadena),
que no tienen por qué ser extremos de la restriccion de f a 7.

Ejemplo 13.8. Hallar los extremos de f(z,y,2) = x +y+ zen K = {(z,y,2) € R3 :
2 +y? + 22 < 1}

Como f no tiene ningtin punto critico en R3, los extremos de f en el compacto K deben estar
necesariamente en la frontera de K, la esfera unidad 0K = {(z,y,2) € R®: 22 +¢y*+2% = 1}.
La técnica andloga a la que hemos recurrido en el ejemplo [[3.6] serfa parametrizar la superficie
de 0K mediante una funcién diferenciable y sobreyectiva de dos variables, y calcular los puntos
criticos de esta. Sea @ : R?* — 9K definida por

®(u,v) = (sinwucos v, sinusin v, cosu).

La aplicaciéon @ es diferenciable y sobreyectiva. Es ademds una parametrizacion regular de la
esfera, en el sentido de que
rangoD®(u,v) = 2

para todo (u, v). Si definimos
o(u,v) = f(P(u,v)) = sinucosv + sinusinv + cos u,
se tiene que

max u,v) = max x,Y, 2),
(u)€[—m,m] x[—m,m] SO( ) (z,y,2)€E0K f( y )



172 CAPITULO 13. EXTREMOS LOCALES

y otro tanto ocurre con el minimo. Los puntos criticos de ¢ vienen dados por el sistema de
ecuaciones

dp

ov

—g‘P = cosu(cosv + sinv) — sinu = 0
u
= cosu(cosv — sinwv) = sinu

Es fécil ver que este sistema tiene un nimero finito de soluciones para u,v € [—m, 7], que co-
rresponden a un nimero finito de puntos (z,y, z) € 0K en algunos de los cuales f alcanzard
su maximo y su minimo en 0K . Comparando los valores de f en estos puntos se ve inmedia-
tamente que f alcanza su miximo sobre 0K paraz = y = z = +/3/3, y su minimo para
r=y=z=—/3 /3.

Este método de buscar puntos criticos de la composicion de f con parametrizaciones regula-
res de la frontera de K es en la practica poco conveniente, y resulta mucho méas adecuado utilizar
el siguiente resultado, cuya version mds general se conoce como teorema de los multiplicadores
de Lagrange y serd demostrado en el Capitulo [I5]

Teorema 13.7. Sean f,g : U C R" — R funciones de clase C'. Sean xo € U, r = g(xy),
S, = g Y(r) el conjunto de nivel r de g. Supongamos que ¥V g(x) # 0, y que la restriccion de
J aS,, denotada [, , tiene un mdximo o un minimo en xy. Entonces existe A\ € R tal que

V f(zo) = AVg(xo).

Es decir, los extremos de [ se alcanzan en puntos en los que el gradiente de f es perpendicu-
lar a la superficie de nivel S, de g.

Aunque atin no podemos dar una demostracion rigurosa de este teorema, si que podemos
dar una justificacion intuitiva del mismo.

Por un lado, recuérdese que el espacio tangente a S, en x, se define como el espacio or-
togonal a Vg(zy) (ver la Definicién , y la justificacién de esto fue precisamente el he-
cho de que Vg(xy) es perpendicular al vector tangente ' (0) a cualquier camino diferenciable
v:(=1,1) = S, tal que y(0) = x (ver el Teorema[9.11). Por otro lado, si 7y es una de estas
curvas, la funcion h(t) = f(y(t)) debe tener un extremo en ¢ = 0, y por tanto

0= 1'(0) = (Vf(z0),7'(0)),

es decir, V f(x() es perpendicular a todos los vectores 7'(0). Asi V f(z() es también ortogonal
al espacio tangente a S, en z. Por tanto V f(z) y Vg(zo) deben ser paralelos (al ser ambos
perpendiculares al mismo hiperplano), es decir, existe A € R tal que V f(xg) = AVg(x).

Para que este argumento sea una verdadera demostracién sélo queda comprobar un hecho,
y es que para todo vector v del hiperplano tangente a S, en z( (es decir, para todo vector v
perpendicular a Vg(x()) existe una curva diferenciable v : (—1,1) — S, tal que 7/(0) = v.
Esto es lo que atn no estamos en condiciones de probar rigurosamente; habremos de esperar a
tener a nuestra disposicion el teorema de la funcién implicita.

Para ilustrar la mayor efectividad de este método en comparacion con el de parametrizar la
superficie de nivel S,., repitamos el ejemplo [13.8] para una funcién lineal f genérica.

Ejemplo 13.9. Hallar los extremos de f(z,y,2) = ar + by + czen K = {(z,y,2) € R3 :
22 +y? + 22 < 1}.

Salvo en el caso trivial en que @ = b = ¢ = 0, f no tiene ninglin punto critico en el interior
de K (ni en R?), luego los extremos de f en K deben alcanzarse en 9K . Definamos g(z, y, z) =
2?2 + y% + 22, Nétese que OK = ¢g~1(1) y que Vg(z,y, z) # 0 para todo (z,y,z) € OK. Si
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(x,y, z) es uno de los extremos, deberd satisfacer, seglin el teorema anterior, que, para algin
A €ER,
(a,b,c) =V f(x,y,z) = AVyg(z,y, z) = A2z, 2y, 22),

es decir (z,y, z) es proporcional a (a, b, ¢). Como ademas es 22 + y* + 22 = 1, se deduce que

1 1
r,Y,2) € ———(a,b,¢), —————
(7,9, 7) {\/a2+b2+02< ) Va2 + b2+ 2

Es obvio entonces que el maximo de f en 0K es

(a,b, c)} .

a+b+c

Va2 + b2+ 2’

y se alcanza en el punto ﬁ(a, b, ¢), mientras que el minimo es

a+b+c
Va2 + b2+ 2’
y se alcanza en —\/ﬁw(a, b,c).

13.1. Problemas

Problema 13.1. Estidiense los puntos criticos, mdximos y minimos relativos de las siguientes
funciones:

flry)=x—2—y*  glo,y)=2"—y" +ay
h(z,y) = 2> +y> + 32y  F(a,y) =9° — 23
) ) = sin(z® + ¢?)

Problema 13.2. Calculense:
1. Los extremos absolutos de las funciones siguientes, en los conjuntos que se indican:

a) f(r,y) =x—2* -y’ en K ={(x,y) €R?, mix{|x] |y} <1}.
b) f(z,y) =sin(zy).en K = {(z,y) €R?, max{| x|,y [} <1}
¢) f(x,y) =sin(x 4+ y) + cos(z — y), en K = [0, 27] x [0, 27].

2. sup{4a? +y? — 4z — 3y; y > 0, 42% + ¢y* < 4}.
3. sup{(z + y)e @) (z,9) € R?}.
Problema 13.3. Sea f(z,y) = (y — 32?)(y — 2?)
1. Pruébese que (0,0) es un punto critico de f.
2. Pruébese que f tiene un minimo relativo en (0,0) sobre cada recta que pasa por (0,0).

3. Pruébese que (0,0) no es un minimo relativo de f, sino un punto de silla.
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Problema 13.4. Encuéntrense los puntos (z,y) € R? y las direcciones para las que la derivada
direccional de f(z,y) = 3x® + y alcanza el mdximo valor, suponiendo que (x,y) verifica
2?2+ 2 < 1.

Problema 13.5. Hallese la ecuacion del plano que pasa por (1, 1, 2) y determina con los ejes de
coordenadas un tetraedro de volumen minimo (no nulo).

Problema 13.6. Sean f(z,y) = e®*¥* + bsin(z? + 32) (a,b € R)
o(z.y) = % siz+y#0
’ 0 siz4+y=0

1. Demuéstrese que g posee derivada segtn cualquier direccion en el punto (0,0), pero que
no es diferenciable en (0,0).

2. Determinense los valores de los pardmetros a y b sabiendo que

a) f tiene un extremo en (0,0).

b) El polinomio de Taylor de grado 2 de f en el origen toma el valor 6 en el punto
(1,2).

3. Con los resultados obtenidos en (b), ;qué clase de extremo es el punto (0,0) para f?

Problema 13.7. Sea f(z,y) = a[2zy + y* + ya® + cos(x + y)] + ¥?(a® — y). Discitase la
existencia de extremos en el origen, segtn los valores de a.

Problema 13.8. Encuéntrense los extremos relativos y los absolutos, si existen, de las siguientes
funciones:

1. f(z,y) = (az? 4+ by?)e~ @), a,b> 0.
2. f(e,52) = (1 + )+,
Problema 13.9. Hallense los extremos de f(z,y,2) = zy*23(a —z —y — 2).

Problema 13.10. Sea D un abierto acotado de R" y sea f : D — R una funcién continua,
diferenciable en D. Si f se anula en la frontera de D, demuéstrese que existe al menos un
punto a € D tal que D f(a) = 0. Este resultado puede considerarse como la generalizacion del
teorema de Rolle a funciones de varias variables.

Problema 13.11. Hallar los puntos de la superficie 22 = zy + 1 de R® que estdn m4s préximos
al origen (0, 0,0).

Problema 13.12. Probar que el méximo de 2?y22? sobre la esfera 2% + 4 + 22 = 2 es (r?/3)3.

Problema 13.13. Probar que el minimo de 2 4+ y* + z* sobre la superficie z%y*2? = (r?/3)?
2
es .

Problema 13.14. Encontrar el maximo de zx32...72 sobre la esfera 22 + 22 + ... + 22 = 1.
Deducir que para cualesquiera n nimeros positivos a; se tiene que
a;+as + ... +ay,

(a1a2...a2)1/" S n s

es decir, la media geométrica es siempre menor o igual que la media aritmética.
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Problema 13.15. Sean a4, ..., a,, nimeros positivos. Para p > 1, sea g tal que

S+ =1
P q

Hallar el mdximo de f(z) = Y,
Deducir que

n n 1/7’ n l/q
S, < (Zaf) (w)
=1 1=1 =1

(la desigualdad de Holder para sumas). Probar también que

(i o+ yr> s (Z \xirp) " (Z ryiwp) N

i=1 =1 i=1

a;x; sobre la superficie S definida por > ., |2;|? = 1.

(desigualdad de Minkowski para sumas).

Problema 13.16. Sea f : R — R diferenciable en R tal que f tiene un minimo local en un
punto zg, y que no hay mds puntos criticos. Probar que z es entonces un minimo global.

Problema 13.17. Probar que el problema anterior no es vélido para funciones f : R? — R.
Considérese para ello la funcion f(x,y) = 2? + y*(1 — )3, mostrando que (0, 0) es el dnico
punto critico, que es un minimo local estricto, y que f no tiene ningin minimo global.
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Capitulo 14

Teoremas de la funcion inversa e implicita

En este capitulo estudiaremos los dos teoremas mds importantes del curso. El primero de
ellos nos proporciona condiciones suficientes bajo las cuales una funcién diferenciable es inver-
tible con inversa también diferenciable. Es decir, si tenemos f : U C R™ — R", deseamos saber
si dado y € R™ existe un dnico z € U tal que f(z) = y, y en caso afirmativo si la aplicacién
y — = f~1(y) es diferenciable.

Si f es una funcion de clase C! entonces f se podrd aproximar bien por su derivada en un
entorno de cada punto a € U, y nos cabe esperar que las propiedades de invertibilidad de la
aplicacion lineal D f(a) puedan traducirse en propiedades de invertibilidad de f en un entorno
de a. Esto sugiere que el primer paso para abordar el problema que nos planteamos es estudiar
lo que ocurre cuando f es lineal.

Si L : R® — R" es una aplicacion lineal, el problema de encontrar una inversa sabemos
que equivale a resolver el sistema de ecuaciones lineales L(x) = y, donde z es la incdgnita, es
decir, si A = (a;;) es la matriz de L, queremos encontrar un Gnico x = (21, ..., z,,) tal que

a1y + ...+ 1%, =

Ap1T1 + .+ AppTn = Yn.
Por la teoria de dlgebra lineal sabemos que esto es posible si y s6lo si det A # 0, en cuyo caso
x = L7 '(y), donde L~ es la aplicacion lineal cuya matriz viene dada por

1
AT = ——adj(A)',
donde adj(A) es la matriz B = (b;;) tal que b;; = (—1)"*/ det A(j|7), donde det A(j|i) denota
el determinante de la matriz que se obtiene de A al suprimir la j-ésima fila y la i-ésima columna,
y donde B! denota transposicion, es decir, cambiar en B las filas por las columnas.

Es verosimil entonces que, si det D f(a) # 0 entonces y = f(a) + D f(a)(z) tiene solucion
en x, y como f puede ser bien aproximada por f(a) + D f(a) en un entorno de a, la ecuacién
y = f(z) deberia tener solucién en z para todo y en un entorno de f(a), es decir, deberia existir
x = f~!(y) para y en un entorno de f(a). Esto es lo que viene a decirnos el teorema de la
funcidn inversa.

Mas en general, casi todos los teoremas que veremos en este capitulo vienen a decir: un
sistema de ecuaciones que involucre funciones diferenciables se comporta localmente (es decir
en un entorno de cada punto) de manera andloga a como se comportaria el sistema de ecuaciones
lineales correspondiente a la aplicacion lineal formada por las diferenciales de dichas funciones
en el punto en cuestion, siempre y cuando dicha aplicacion lineal tenga rango maximo.

177
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Teorema 14.1 (de la funcién inversa). Sean U un subconjunto abierto de R",y f : U — R"™ una
aplicacion de clase C' en U. Supongamos que det D f(a) # 0 (es decir D f(a) es invertible).
Entonces f es localmente invertible en un entorno de a, con inversa de clase C*. Es decir;
existen V' entorno abierto de a, W entorno abierto de b = f(a) tales que f, : V — W
es biyectiva, y f~' : W — V es diferenciable en b. Ademds, si f € CP(U,R"™) entonces
f~t € CP(W,R™). Por iiltimo, la derivada de f~' eny = f(x) es la inversa de la aplicacion
lineal D f(z), es decir,

Df(y) = [Df(x)] .

Antes de probar este teorema haremos algunos comentarios sobre el mismo. Una primera
observacion es que la hipédtesis de que D f(a) sea invertible es claramente necesaria para obtener
una inversa diferenciable: puesto que fo f~! = I'y f~1o f = I, aplicando la regla de la cadena
obtenemos que

Df(a)oDf~(b) =1, y Df~'(b)o Df(a) = I,

con lo que queda claro que D f(a) debe ser invertible (y de paso se ve también por qué las
dimensiones del espacio dominio y del espacio imagen deben ser iguales: una aplicacion lineal
entre espacios de dimensiones diferentes nunca puede ser un isomorfismo; recuérdese también
el teorema de invariancia del dominio).

Esta hipétesis no es necesaria, sin embargo, si lo inico que deseamos es obtener la inyecti-
vidad local de f, como prueba el ejemplo f : R — R, f(z) = 23 aqui se tiene f/(0) =0y f
es inyectiva.

Una segunda observacion es que, a diferencia de lo que ocurre en dimension uno (donde
una funcién diferenciable sobre un intervalo con derivada no nula es estrictamente creciente o
estrictamente decreciente y por tanto inyectiva globalmente; ver el problema|[I4.1), el resultado
no es, en principio, globalizable: no basta, en general, que la diferencial de una funcién f : U C
R™ — R™ de clase C' sea invertible en cada punto para que la funcién f sea inyectiva en U. El
teorema de la funcidn inversa nos dice que f es inyectiva en un entorno de cada punto, pero no
necesariamente va a ser globalmente inyectiva, como prueba el siguiente ejemplo.

Ejemplo 14.1. Sea f : R? — R? definida por

f(z,y) = (e" cosy, e”siny).

Es obvio que f es de clase C°°(R? R?), y la matriz jacobiana de f es
e*cosy —e¥siny
e*siny e*cosy

det Df(z,y) = e*(cos®y + sin’y) = e** £ 0

por tanto

para todo (z,y) € R?, y segtin el teorema de la funcién inversa f es localmente inyectiva con
inversa local de clase C*°. Sin embargo, puesto que f(0,27) = f(0,0), la funcién f no es
inyectiva en R?.

Otra observacion ttil en la practica es que decir que f es localmente invertible en un entorno
de b = f(a) equivale a asegurar que la ecuacién y = f(x) tiene solucién tinica en x para y cerca
de b, x cerca de a.
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Ejercicio 14.1. Estudiar si el sistema de ecuaciones

U=+ Yz
v=y+ay
w =z + 2z + 32>

tiene solucién para z, y, z en términos de u, v, w cerca del punto (0, 0, 0).

La prueba del teorema de la funcién inversa no es sencilla, pero se trata de un resultado
esencial del andlisis matemético y debe por tanto ser dominada; ademds en su demostracion
aparecen técnicas, como la aplicacion del teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas,
que son frecuentemente usadas en otros problemas. Para tratar de hacerla mas inteligible, divi-
diremos la demostracion de este resultado en varios pasos, todos ellos de interés en si mismos.

Comenzamos con un lema acerca del conjunto de aplicaciones lineales invertibles y la
operacion de inversién de una de estas aplicaciones. Si £(R",R") es el espacio de las apli-
caciones lineales de R™ en R™, denotaremos por GL(R") el conjunto de todas las aplicacio-
nes lineales invertibles de R" en R"; a este conjunto se le llama el grupo lineal general. Asi,
GL(R™) ={A € LIR",R™) : det A # 0}.

Proposicién 14.2. El conjunto GL(R™) es abierto en el espacio L(R",R™), y la aplicacién
J : GL(R™) — GL(R™) definida por

A— J(A) = A7t
es de clase C°.

Demostracion. Identificando £(R", R") con R™, es claro que la aplicacién det : £(R", R") —
R es un polinomio en n? variables, luego es una aplicacion de clase C™ y en particular continua.
Entonces GL(R") = det ' (R \ {0}) es abierto en L(R",R").

Por otra parte, J (A) = A~™! = =—adj(A)", luego, como las aplicaciones determinante (por
ser un polinomio) y la transposicién (por ser lineal) son de clase C'* basta ver que la aplicacion

A — adj(A) es también de clase C'™°. Sabemos que

(adj(A)); = (—1)" det A(j3),

donde A(j7) es la matriz obtenida de A al suprimir la fila j-ésima y la columna i-ésima. Las
funciones componentes de A — adj(A) son por tanto de la forma A — (—1)""7 det A(j]i) y,
nuevamente, como det es de clase C'™, es suficiente ver que cada aplicaciéon A — A(j|i) es de
clase C*. Pero, vista como una aplicacién de R™* en R("~* 1a funcién A — A(j|i) no es més
que una proyeccion lineal, y es por tanto obvio que es de clase C*°. U

Como consecuencia del teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas, tenemos el
siguiente resultado, que, aparte de ser interesante en si mismo, es una de las piezas fundamen-
tales de la demostracion del teorema de la funcion inversa. Nos dice que toda perturbacion de
la identidad por una suma de una funcién contractiva es homeomorfismo.

Teorema 14.3. Sean U un abierto de un espacio de Banach E, y f : U — FE una aplicacion
contractiva (es decir, || f(z)— f(y)|| < K||lx—y|| para todo x,y € U, donde K es una constante
tal que 0 < K < 1). Entonces la aplicacion g : x© — x + f(x), es un homeomorfismo de U
sobre un abierto'V de E, y la aplicacion h : y v+ y — g ' (y) es K/(1 — K)-Lipschitz de V en
E.




180 CAPITULO 14. TEOREMAS DE LA FUNCION INVERSA E IMPLICITA

Demostracion. Veamos primero que g es inyectivay g~ es 1/(1 — K)-Lipschitz. En efecto,
para todos x, 2" € U se tiene

lg(x) = gl = [I(x — 2") + (f(z) = f@D] = [lo = 2| = [If () = f()]

> |lz = 2| = Kz — 2"} = (1 = K)|lz — 2/,

lo que muestra que g es inyectivay g~* : g(U) — U es 1/(1 — K)-Lipschitz.

Veamos ahora que V' = ¢(U) es abierto. Sea b = g(a) € V = ¢g(U). Como U es abierto
existe r > 0 tal que B(a,r) C U. Pongamos s := (1 — K)r, y veamos que B(b,s) C V, lo
que permitira concluir que V' es abierto. Siy € B(b, (1 — K)r) entonces, para todo z € B(a,7)
tenemos que

ly = f(z) —all <lly = bl + b —a - fz)] =
ly =0l + lla+ fla) —a— f(z)]
<lly=bll+ Klla—z <(1-K)r+Kr=r,

es decir, y — f(x) € B(a,r). Por tanto la aplicacién ¢ : x + y — f(x) lleva la bola cerrada
B(a, r) dentro de si misma, y puesto que

le() = @@l = 1/ (2) = f@)]| < Kz = 2],

resulta que o : B(a,r) — B(a,r) es una aplicacién contractiva del espac10 métrico completo
B(a,r) en si mismo. Entonces, por el Teorema del punto ﬁ_]O |  tiene un Unico punto
fijo x,, que satisface por tanto =, = y — f(z,), es decir, y = g( »), 1o que muestra que
y € g(Bla,r)) C g(U) =V.

Notese que este argumento también prueba que g~ *(y) = z,, donde z, es el tnico punto
fijo de la aplicacién contractiva p = ¢, : © — y — f(z).

Veamos por dltimo que h es K /(1 — K)-Lipschitz. Sea y = ¢g(z). Entonces z = y — f(z),
luego h(y) =y —g ' (y) = y—x = f(x). Es decir, h(y) = f(g'(y)). Como f es K-Lipschitz
y g ' es 1/(1 — K)-Lipschitz se deduce inmediatamente que la composiciéon h = f o g~ ! es

K /(1 — K)-Lipschitz (ver el problema [5.25). O

Corolario 14.4. Sea L : R" — R" una aplicacion lineal con |L|| < 1. Entonces I — L es

invertible, y
1

1—[ILI]

17— L) <

Demostracion. Puede aplicarse el teorema anterior ya que ||L(x) — L(y)|| < ||L||||x — y|| para
todo z,y € R™. [

Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema de la funcion inversa.

Demostracion del Teorema [14.1
Sea L lainversa de D f(a). La aplicacién g : U — R" definida por
g(z) = Lo f(z) — =,
es de clase C'! y su derivada es

Dy(x) = Lo Df(x) -
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en particular se tiene Dg(a) = 0, y como Dg es continua existe » > 0 tal que B(a,7) C Uy
|Dg(z)]| < 1/2 paratodo x € B(a,r), luego, por la desigualdad del valor medio,

/ 1 /
lg(z) = g(2")]| < Sllw = 2]

para todos z, 2’ € B(a,r). Entonces, en la bola B(a, ), la aplicacién L o f es la suma de la
identidad y la aplicacion 1/2-Lipschitz g. Por el Teorema resulta que L o f es un homeo-
morfismo de B(a, r) sobre un abierto A de R", luego f = L~' o (L o f) es un homeomorfismo
de V := B(a,r) sobre el abierto W := L1 (A) = Df(a)(A) de R".

Veamos ahora que f~! es diferenciable en b = f(a), con Df~!(b) = Df(a)™". Seae > 0.
Como Dg es continua, existe p € (0,7) tal que ||[Dg(x)|| < ¢ para todo x € B(a,p). En
particular g es e-Lipschitz en B(a, p), y otra vez por el Teorema sabemos que (Lo f)™! =
f~' o L7 es, sobre el abierto W, = L o f(B(a, p)) (que es entorno de L(b)) la suma de la
identidad y de una funcién /(1 — ¢)-Lipschitz. Asi, para todo y € W, tendremos que

€

(Lo f)"(y) —y— (Lo f)~ (L) — LO)] <

— L(b
=y~ LO)I|

es decir .
(Lo f)~ (y) = (Lo f)7(L(b) = (y — L(b)|| < Tl = L)

para todo y en el entorno W, de L(b). Como lim._,o == = 0, esto implica que (L o f)~" es
diferenciable en L(b), y su diferencial en este punto es la identidad. Entonces, por la regla de la
cadena, f~! = (L o f)~! o L es diferenciable en b, con diferencial Df~'(b) = [o L = L =
Df(a)™!.

Finalmente, veamos que si f € C?(V) entonces f~! € CP(W). Para p = 1, ya sabemos
que f es un homeomorfismo de V en W y en particular f ! es continua en /. Entonces, como

Df 'y) = (Df(f W) =T o(Df)o f(y)

para todo y € W,y puesto que la aplicacion 7 : GL(R™) — GL(R™) es de clase C*y D f es
continua, se concluye que Df~! : W — V es también continua. En el caso general se razona
por induccién: suponiendo que ya sabemos que f~! es de clase C* (con k < p — 1), como D f
es de clase p — 1 > k, la férmula

Df'=FJoDfof!

nos permite concluir que D f~! es de clase C* (por ser composicién de aplicaciones C*), luego
f~!esdeclase C*+1. O
Veamos ahora algunas consecuencias importantes del teorema de la funcién inversa.

Definicion 14.1. Sean V' y W abiertos en dos espacios vectoriales de dimension finita. Se dice
que f : V — W es un difeomorfismo de clase C? si f es una biyeccién de V' en W y tanto
f:V — Wcomo f~!: W — V son diferenciables de clase C”. En este caso se dice también
que U y V son difeomorfos.

En particular todo difeomorfismo es también un homeomorfismo, y por tanto, teniendo en
cuenta el teorema de invariancia del dominio, dos abiertos s6lo pueden ser difeomorfos si es-
tdn en espacios de la misma dimension. Este hecho puede probarse también directamente sin
recurrir al teorema de invariancia del dominio: si U C E,V C Fy f : U — V esun di-
feomorfismo de clase C' entonces, por la regla de la cadena, Ir = Df(z) o Df~!(f(z)),
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Ig = Df7'(f(z)) o Df(x), luego Df(z) : E — F es un isomorfismo lineal con inversa
Df=(f(x)), y en particular E y F tienen la misma dimension.

Lo que sigue es una reformulacion del teorema de la funcién inversa, y algunos corolarios
utiles del mismo.

Teorema 14.5 (de la funcion inversa). Sean U abierto en R™, f : U — R" de clase C?, y
supongamos que det D f(a) # 0. Entonces existen abiertos V C U y W de R" tales que a € V
v f:V — W es un difeomorfismo de clase CP.

Se dice que una aplicacién entre dos espacios métricos es abierta si la imagen por ella de
cualquier abierto es un abierto.

Corolario 14.6. Sea f : U C R" — R" de clase C", y supongamos que det D f(x) # 0 para
cada x € U. Entonces f es una aplicacion abierta.

Si la aplicacién f es ademds inyectiva globalmente se concluye que f es un difeomorfismo
global.

Corolario 14.7. Sea f : U C R" — R" de clase C' e inyectiva. Entonces, f es un difeomorfis-
mo sobre su imagen f(U) siy solo si det D f(x) # 0 para todo x € U.

Pasamos ahora a estudiar el teorema de la funcidén implicita. Asi como el teorema de la
funcidén inversa nos permite asegurar la existencia local de soluciones en = de ecuaciones del
tipo y = f(z), donde f es una funcién diferenciable con derivada invertible, el teorema de la
funcién implicita nos proporcionard condiciones suficientes para la existencia de soluciones de
ecuaciones del tipo F'(x,y) = 0, llamadas implicitas, donde ahora se pretende expresar y como
funcién de z, o bien = en funcidn de y. Este problema parece mas general a primera vista (y
en efecto, ya que siempre podemos considerar F'(z,y) = f(z) — y, la primera ecuacién es un
tipo especial de la segunda), pero en realidad es equivalente al anterior, ya que como veremos
el teorema de la funcién implicita se deduce del teorema de la funcién inversa.

Se dird que F'(x,y) = 0 define implicitamente y como funcién de x si existe una funcion
f tal que la ecuacién F(z,y) = 0 equivale a y = f(x). Por supuesto, no debe esperarse
una férmula explicita para f, lo que quiere decir esto es que para cada = puede determinarse
univocamente un y = f(z) tal que F'(x, f(x)) = 0, y de tal manera que f sea diferenciable si F’
loes. Si F': R? — R, el conjunto de los (z,y) que satisfacen F'(x,y) = 0 suele ser una curva;
lo que estamos pidiendo entonces es que esta curva sea la grafica de una funcién y = f(z).
El siguiente ejemplo nos advierte que, incluso en los casos mds sencillos, esto no es siempre
posible.

Ejemplo 14.2. Sea I’ : R? — R definida por F'(z,y) = 2? + y? — 1. La ecuacién F(z,y) = 0
define, como bien sabemos, la circunferencia unidad de R?. Esta curva no es la grifica de
ninguna funcién f. En efecto, para —1 < = < 1 hay siempre dos valores diferentes de y que
satisfacen la ecuacion, a saber y = fi(z) := V1 —2%2ey = fo(z) := =1 — 22,

Sin embargo, si tomamos un punto (zy,yy) de la circunferencia y nos restringimos a un
entorno suficientemente pequefio de este punto, si es verdad que la porcién de la circunferen-
cia contenida en este entorno es o bien parte de la grafica de f; o bien parte de la grafica de
fa, pero nunca de ambas, es decir, si hay unicidad local, salvo cuando (z¢,y0) = (—1,0) o
(x0,%0) = (1,0) (precisamente donde la circunferencia se dobla y tiene tangente vertical). Los
puntos (—1,0) y (1,0) son excepcionales por varios motivos: en primer lugar, ni f; ni f, son
diferenciables en estos puntos; por otra parte, en cualquier entorno de estos puntos la solucioén
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para y en funcién de x podria ser tanto la raiz positiva, f;, como la negativa, fo, y por tanto no
hay una f diferenciable, ni siquiera continua, univocamente determinada. Notese ademds que
en los puntos (—1,0) y (1,0) se tiene que dF/Jy = 0 (lo que significa que la tangente a la
circunferencia es vertical).

Estas consideraciones muestran que cualquier teorema general que permita asegurar la exis-
tencia de funciones y = f () diferenciables definidas implicitamente por F'(z,y) = 0, donde F’
es diferenciable, debe, por una parte, ser local, y ademas, por otra, imponer condiciones del tipo
OF /0y # 0. Esta dltima condicién surge también de modo natural si suponemos que y = ¢(x)
es una funcién diferenciable que satisface F'(x, p(z)) = 0y aplicamos la regla de la cadena:

0 OF OFdp

——F(z,0(x)) = e +8_y8w =

O.
ox ’

si ahora pretendemos despejar J¢/0x, deberemos exigir que OF'/0y # 0.
En el caso mds general consideraremos, pues, una funcion diferenciable F' : R" x R™ — R™
y estudiaremos la ecuacién F'(x,y) = 0, que corresponde al sistema de ecuaciones

Fi(x1, oo, Tpy Y1y oy Ym) = 0

Fm(ajla ooy Ty Y1, 7ym) =0.

El objetivo es expresar y, ..., ¥, como funciones diferenciables de (z1, ..., =, ) al menos en un
entorno de cada punto. ;Cuadl es la condicién andloga a la de 0F/dy # 0 en el ejemplo del
circulo que debemos exigir en este caso para que nuestro problema tenga soluciéon? Para ver
mads claro el problema, consideremos el caso ya conocido por los cursos de dlgebra lineal en
que F es lineal, o un poco mds general, en que F es de la forma F'(z) = h(z) + L(y), donde
L es lineal con matriz (a;;) respecto de las bases candnicas. Entonces la ecuacién F(z,y) = 0
corresponde al sistema de ecuaciones lineales en y siguiente:

antr+ .. FamYm = —hi(z)

A1+ o FOmmYm = —ha(2).

En este caso sabemos por la teoria de dlgebra lineal que el sistema tiene solucién tnica si 'y s6lo
si en rango del sistema es médximo, es decir, si y sélo si el determinante de la matriz (a;;) (o sea
el de la aplicacion lineal L) es no nulo. En este caso, ademds, y = L~ (—h(z)). Puesto que L es
la diferencial parcial de F' con respecto ay = (y1, ..., Ym ), parece 16gico pensar que la condicién
que necesitamos en el caso general es que la diferencial de y — F'(z,y) sea invertible.

Notacion 14.8. Sea [ : U x V C R" x R™ — R*. Si la funcién parcial
F,:VCR™ R gy Fa,y)
es diferenciable, denotaremos su diferencial por

OF _ OlF, ..., By
ay 8[y177ym]

Ya podemos enunciar y demostrar el teorema de la funcién implicita.



184 CAPITULO 14. TEOREMAS DE LA FUNCION INVERSA E IMPLICITA

Teorema 14.9 (de la funcién implicita). Sea A un subconjunto abierto de R" x R™, y sea
F : A — R™ una funcion de clase C?. Supongamos que F(a,b) = 0y que

det (%(a,b)) # 0.

Entonces existen U entorno abierto de a en R", V entorno abierto de b en R™, y una iinica
funcion ¢ : U — 'V tal que

F(z,o(z)) =0
para todo x € U. Ademds, ¢ es de clase C?, y satisface que
OF O0F 0 . O0F;, OF; 0py
—+——(p:0, es decir — + — Ld =0,
Oor 0Oy Ox Ox; Oy Oz,
o, en términos de matrices,
91 9¢1 o om \ 1 som OF,
Oz1 Ozn Oy1 Oym 0x1 Oz
Oom om OFy, OF OFm OFm
Oz T Ozp Oy1 O Oym 0x1 t Oxp

Demostracion. Vamos a aplicar el teorema de la funcién inversa a la funciéon f : A C R" x
R™ — R™ x R™ definida por

f(@,y) = (2, F(z,y)).
La ecuacién F(x,y) = 0 equivale pues a la ecuacién f(z,y) = (x,0). Se tiene que f(a,b) =
(a,0), y la diferencial de f en (a,b) viene dada por

oF 9K
ox oy’

OF OF
Df<a’ b)(hv k) = (h7 %(% b)(h> + a_y(a7 b)(k))

donde [ es la matriz identidad. Es decir,

para todo (h, k) € R™ x R™. Si Df(a,b)(h,k) = 0 entonces h =0y %—Z(a, b)(k) = 0, luego
(al ser g—i(a, b) invertible) también k£ = 0. Esto muestra que D f(a, b) es invertible. Podemos
aplicar entonces el teorema de la funcién inversa a f: existe (2 entorno abierto de (a, b) en A tal
que [ : Q — f(Q) es un difeomorfismo de clase C?. Sean U, entorno abierto de a y Vj entorno
abierto de b tales que Uy x V C 2. Entonces f(Uy x V;) es abierto en R” x R™, y para todo

(z,y) € Uy x Vj se tiene que
F(z,y) =0 < f(z,y) = (2,0) <= (z,y) = f"'(z,0).

Noétese que, como f es de la forma f(z,y) = (z,F(z,y)) (es decir, su primera funcién
coordenada es la proyeccién (z,y) — ), entonces f~! es también de la forma f~!(u,v) =
(u,1(u,v)), para alguna funcién ¢ : f(Uy x Vy) — R™ de clase C?.

Definamos U = {x € R" : (2,0) € f(Uy x Vp)}. Es inmediato que U es abierto (se tiene
U =j5Y(f(Uy x Vp)), donde la inyeccién j : z — (x,0) es continua), y es no vacio puesto que
(a,0) € f(Up x Vp), esdecira € U. Sea ¢ : U — R™ la aplicacion definida por

QO(.T) - w(% 0),
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que es claramente de clase C? sobre el abierto U. Para cada © € U se tiene (z,¢(x)) =
f~Hz,0) € Uy x V, y en particular z € Uy, p(x) € Vy. Luego p llevaU en V := V.
En conclusién, para todo (x,y) € U x V se tiene que

F(z,y) =0 <= (z,y) = [ (2,0) = (z,0(z)) <= y= ().

Finalmente, diferenciando la aplicaciéon x +— F(x,¢(x)), que es constante en U, obtenemos
que

— Z—F(x, o(x)) ol + 86—5(23, o(x)) oy (z) =
O )+ ol 0 ) =
8_F 0

lo que termina la demostracion del teorema. 0

Observacion 14.10. En la prictica, en lugar de calcular la matriz inversa de 0F/Jy para
hallar ¢'(z), suele ser mucho mas conveniente derivar ambos miembros de las expresiones
Fi(z,p(z)) = 0, j = 1,...,m, respecto de las diferentes variables x, ..., z,, para después
despejar del sistema as{ obtenido las derivadas parciales Oy, /0x;.

Por otra parte, si bien hemos supuesto por simplicidad que las variables estdn ordenadas de

modo que
dot <8[F1, ,Fm]) 20,
oY1, -+ Ym)
es obvio que puede darse un enunciado andlogo para cualquier otra disposicion de las variables,
siempre que haya un determinante no nulo de orden m en la matriz de D f(a).

Usando el teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas, es facil dar una demostra-
cidn directa (es decir, sin pasar por el teorema de la funcién inversa) de la existencia y continuida
de ¢ (ver el problema([I4.TT])), aunque establecer la diferenciabilidad de ¢ por este procedimiento
requiere mas trabajo (equivalente al de la demostracion del teorema de la funcién inversa).

Ejemplo 14.3. Estudiar si la ecuacién 2z + z(z — y) = 1 define implicitamente una funcién
diferenciable z = f(z,y) en un entorno del punto (0, 1, 1). Derivar implicitamente la ecuacién
para calcular las derivadas parciales de f, y estudiar sus puntos criticos.

Ejemplo 14.4. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

zu + yv? =0
v + y?ub = 0.

Estudiar si existe solucién tnica para u, v en términos de z, y cerca de los puntos x = 1,y =
—1l,u=1,v = —1,porunlado,y x = 0,y = 1,u = 0,v = 0 por otro. Calcular Ju/Jx en
r=1,y=—1,yenx =0,y = 1, si existe.

En lo que resta de capitulo estudiaremos otras consecuencias del teorema de la funcién
inversa que son muy utiles, por ejemplo, en la teoria de variedades diferenciables, como veremos
mads adelante.

El siguiente resultado nos dice que una aplicacion diferenciable de R™ en R™ cuya diferen-
cial en un punto tenga rango m (maximo) puede verse en esencia (salvo composicién con un
difeomorfismo de R™) una proyeccion lineal sobre las m dltimas coordenadas.
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Teorema 14.11. Sean A un subconjunto abierto de R", m < n,a € A,y f : A — R™ una
aplicacion de clase C?, y supongamos que

rango (D f(a)) = m.
Entonces existen abiertos U y V de R", con a € V, y un difeomorfismo ¢ : U — V tal que
fop=P,

en U, donde P : R" — R estd definida por

P(z1, ..y xn) = (Tpmaty ooy Tn)-

Cuando m = 1 existe otra interpretacion geométrica interesante de este resultado: compo-
niendo con el difeomorfismo ¢ podemos estirar los conjuntos de nivel de f, consiguiendo asi
que los conjuntos de nivel de f o ¢ : U — R sean hiperplanos paralelos a x,, = 0.

Demostracion. Por hipétesis, la matriz de D f (a)tiene m columnas linealmente independientes.
Salvo una permutacién de las variables (operacién que es un isomorfismo lineal y en particular
un difeomorfismo de clase C>° de R™), puede suponerse que se trata de las m dltimas columnas
de Df(a), es decir, los vectores

of

axn—m—i—l

a), ... a—xn(a)

son linealmente independientes.
Definamos ¢ : A — R" por

D(x1, .y ) = (X1, ooy Ty [1(T),5 ey firn(T)).

Es claro que
_or

8:Cnferl

(a), ..., gzli (a)) # 0.

Por tanto, por el teorema de la funcién inversa, ¢ es localmente invertible: existen U, V' abiertos
de R" cona € V tales que ® : U — V es un difeomorfismo de clase C?. Sea ¢ = &L
Entonces

det D®(a) = det <

Dop=1,
y por tanto, para cada = = (x1, ..., x,) € U,
fiop(r) = Tn_mi1, - fm 0 0(T) = T4,
esdecir fop=PenU. [

El siguiente corolario nos dice que la propiedad de una diferencial de tener rango méximo
se conserva localmente.

Corolario 14.12. Si f : A CR" — R™ es de clase C' y
rango (D f(a)) =m
entonces existe V' entorno abierto de a tal que
rango (D f(x)) =m

para todo x € V.
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Demostracion. Por el Teorema anterior, f = Po = en V. Como ¢! es un difeomorfismo su
diferencial es un isomorfismo lineal en todo punto, y como P es una proyeccion lineal de R"
en R™, su diferencial es ella misma y es sobreyectiva en todo punto. Por tanto,

Df(z) = P o Dy~'(x)

es una aplicacion lineal sobreyectiva de R™ en R™, es decir D f () tiene rango m en todo punto
reV. [

Corolario 14.13. Si f : A CR" — R™ es de clase C' y
rango (D f(a)) =m

entonces existe U entorno abierto de a tal que f(W) es abierto en R™ para todo V' abierto de
contenido en U.

En particular, si D f(x) tiene rango m para todo © € A, entonces [ es una aplicacion
abierta.

Demostracion. Como f o ¢ = P es una aplicacion abierta (ver el problema|5.13)), su composi-
cién con el difeomorfismo ¢!, es decir, f = P!, también es abierta de U en R™.
Supongamos ahora que D f(x) tiene rango méaximo para cada z € A, y veamos que f :
A — R™ es abierta. En efecto, si G C A es abierto, entonces, para cada y = f(z) € f(G),
por lo que acabamos de ver z tiene un entorno en el que f es abierta, luego existe r > 0 tal
que B(x,r) C Gy f(B(x,r)) es abierto. Luego f(B(x,)) es un entorno abierto de y que estd
contenido en f(G). O

Corolario 14.14. Sean A un abierto de R"**, a € A, F : A — R* de clase CP, con F(a) = 0.
Supongamos que
rango (D f(a)) = k.

Entonces existe un entorno abierto U de a en A, un abierto V de R"™ y una aplicacion ) : V —
U de clase C? tal que rango (Dy)(v)) = n paratodov € V,y

Y(V)={zeU: F(x)=0}.

Esto significa que en un entorno de a el conjunto F'~!(0) posee una parametrizacion regular
de clase C? por un abierto de R". Este resultado serd de gran utilidad en el estudio de las
variedades diferenciables que haremos en el capitulo siguiente.

Demostracion. Por el Teorema|14.11] existe un difeomorfismo ¢ : W — U entre dos abiertos
de R"**, con a € U, tal que

Fop(xy,....tnik) = P21,y Tnak) = (Tpi1, ooy Tnak)

en W. Por tanto F' = P o ¢!, y en particular F/(z) = 0 si y s6lo si las dltimas k coordenadas
de ¢~ 1(x) son todas cero.

Sea V. = {(z1,...,z,) € R" : (x4,...,2,,0,...,0) € W}, que es abierto (por ser V =
§7Y(W), donde j es la inyeccién canénica de R™ en R"**, que es continua), y que contiene al
punto cuyas coordenadas son las n primeras coordenadas de ¢~ '(a). Definamos ¢ : V — U
por

W(x1, .y y) = @(21, .0, T, 0, .., 0).
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Como Dy(w) tiene rango n + k para todo w € W (por ser difeomorfismo de W en U), es
inmediato que Di)(x, ..., z,) tiene rango n para todo v € V' (las n columnas de su matriz son
las primeras n columnas de la matriz de Dp(v,0), que son linealmente independientes al tener
ésta rango maximo).

Usando que F' = P o ¢! se comprueba inmediatamente que (V) = {z € U : F(x) =
0}. [

Por su parte, el resultado siguiente nos indica que todo conjunto de R"** que pueda parame-
trizarse de manera regular, localmente, por abiertos de R™ (tal y como el conjunto F‘I(O) del
corolario anterior) puede verse también, salvo permutacion de las coordenadas de R como
la grifica de una funcién de un abierto de R™ en R”,

Corolario 14.15. Sean A abierto de R", f : A — R""* de clase C?, a € A, b = f(a) =
(b1, ..., buik). Supongamos que
rango (D f(a)) = n.

Entonces, salvo permutacion de las coordenadas de Rk existen U entorno de a en A, V
entorno abierto de (by, ...,b,) en R" y una funcion ¢ : V. — RF de clase CP tal que f(U)
coincide con la grdfica de o, es decir,

(1, ooy Tpar) € f(U) <= (21, .., 20) €V, (Tpg1y ooy Tnyr) = (21, 0y ).

Demostracion. Por hipétesis la matriz de D f(a) tiene n filas linealmente independientes que,
salvo permutacion de las coordenadas, podemos suponer que son las n primeras. Es decir,

det (H(a)) £ 0.

Entonces, por el teorema de la funcion inversa, la aplicacion

(@1, 0oy ) = () = (fi(@), o, fu(2)

es un difeomorfismo de clase C? de un entorno abierto U de (ay, ..., a,,) en un entorno abierto V'
de (by, ..., b,). Asi, para cada punto (x, ..., x,) € V, el punto fop=Y(zy,..., z,) tiene 1, ..., T,
como n primeras coordenadas. Basta definir entonces

p(x) = @(@1, s 00) = (fap1 0P (@), oy frpr 007 (2))
para expresar f(U) como la gréfica de (. O

El siguiente resultado es la contrapartida del teorema[I4.T1} si la diferencial de una funcién
f : R¥ — R" tiene rango & < n en un punto a, entonces f puede verse como una inyeccién
lineal (salvo composicién con un difeomorfismo) en un entorno de a.

Teorema 14.16. Sean A un abierto de R¥, k <n, a € A, f: A — R" una aplicacion de clase
CP, y supongamos que

rango (D f(a)) = k.

Entonces existen abiertos Uy V de R" con f(a) € U, (a,0) € V' y un difeomorfismo ¢ : U —
V tal que

bof=J
enW = {z € R*: (2,0) € V}, donde J : R* — R™ es la inyeccion lineal definida por

J(x1, .. xp) = (21, ..., 24,0, ..., 0).
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Demostracion. Por hipdtesis, existen k filas en la matriz de D f(a) que son linealmente inde-
pendientes. Salvo permutacion de las variables de R™ podemos suponer que se trata de las &
primeras filas, es decir, que los vectores

Vfi(a), ...,V fr(a)

son linealmente independientes. Definamos ¢ : A x R"™? — R" por

O(xy, .oy xy) = f(x1, oy xr) + (0,0, 0, Tppq, ooy Tp)-

Es inmediato que

g—ﬂ(a) ng;(a)
det D®(ay, ..., a, 0, ...,0) = det : . : #0.
g—i’z(a) ng]’z(a)

Por el teorema de la funcion inversa existen U entorno abierto de f(a) en R” y V' entorno
abierto de (a,0) = (aq, ..., a,0...,0) en R" tales que ® : V' — U es un difeomorfismo C?. Sea
1) = &1, Puesto que ¢) o ® = I en U, se deduce que

J(z) = (1, .., 2, 0,...,0) =Y o ®(xq, ..., 24,0, ...,0) =
=U(f(z1,...,zx) + (0,...,0)) = L (f(z1, ..., xx))
para todo (zy, ..., zx) con (21, ..., xx, 0,...,0) € V. O
Corolario 14.17. Si f : A CR*¥ — R" es de clase C?, k < n, y
rango (D f(a)) =k
entonces [ es inyectiva en un entorno abierto W de a, y su inversa f~' es continua de f(W) C

R" en W C R,
En particular, si D f(x) tiene rango k para todo x € A, f es localmente inyectiva.

Demostracion. Basta aplicar el teorema anterior: f = 1)~! o .J es inyectiva por ser composicién
de dos inyecciones. Ademas f~! : f(1W) — W viene dada por

F7 = (g1, 9n),

donde g; = ¢;, j = 1,..., k, luego f~! es continua por serlo sus funciones componentes. [

14.1. Problemas

Problema 14.1. Probar que si f : [ C R — R es una funcidén derivable en todo punto del inter-
valo abierto I 'y f'(t) # 0 paratodo t € I, entonces f es estrictamente creciente o estrictamente
decreciente en todo 7, y en particular es inyectiva. Indicacion: usar el teorema del valor medio.

. . . 2_,2 L
Problema 14.2. a) Estddiese si la funcién f(z,y) = <x g > tiene inversa en un entorno

224920 w2442
de (0,1).
b) Pruébese que la funcién f(z,y,z) = (zcos(zy), zsin(zy), x + z) admite una inversa
local g alrededor del punto (x,y, z) = (1,0, 1); calcdlese Dg(f(1,0,1)).
¢) Pruébese que la funcién f(z,y) = (e®cosy, e*siny) es localmente invertible en un
entorno de cada punto, pero no lo es globalmente.
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Problema 14.3. Sea (r,0) = (rcosf, rsinf). Pruébese que ¢ es localmente inversible en

cada punto (r,6) con r > 0, de clase C*°. Calctilese una inversa de ¢ en el conjunto A =

{(z,y) € R% z >0, y > 0}. Calcilense las derivadas parciales 2, g—;, %, g—z.

Problema 14.4. Resolver las ecuaciones

x =rsinfcos o
y =rsinfsing
z=rcosf

para 7,0, ¢ en términos de z,y, z. ;Dénde es diferenciable la funcién inversa? Comparar con
las conclusiones derivadas de aplicar el teorema de la funcion inversa. A este cambio de coor-
denadas se le llama coordenadas esféricas.

Problema 14.5. Sea g : R — R3 definida por g(z,y, 2) = (e® + 2%, e** — e?* x — y)

1. Pruébese que g es diferenciable en todo punto de R?® y que admite inversa diferenciable
en un entorno de cada punto.

2. (Admite g inversa global?

Problema 14.6. Sea f : R? — R definida por f(x,y) = ycosz. Pruébese que f define una
funcion implicita diferenciable y = h(z) en un entorno del punto (0,0). Hallese Dh(0). ; Tiene
h inversa diferenciable en un entorno de 0?

Problema 14.7. Considérese el sistema de ecuaciones:

3r+y—2z+ut=0
r—y+2z2+u=0
20 +2y — 32+ 2u =0

Determinese si el sistema puede resolverse en las siguientes condiciones:
1. para (z,y, z) en funcién de u;
2. para (x,y,u) en funcién de z;
3. para (z, z,u) en funcién de y.

Problema 14.8. Sea f : R? — R? definida por f(z,y, z,u,v) = (u+ v + 2% — y* + 2%, u® +
v? + u — 2xyz). Pruébese que f define, en un entorno de (0, 0, 0, —%, %) una funcién implicita
diferenciable

(u7 U) = (h‘l(‘r7 Y, Z), h?(xv Y, Z))7
y calcilese Dh(0,0,0).

Problema 14.9. Supdngase que F'(z,y, z) = 0 define implicitamente cada variable como fun-
cion de las otras dos. Probar que

Oy 0z Ox

Ox Oy 0z
El término Jy/dz significa dg/0z, donde y = g(x, z), y andlogamente para los demés.
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Problema 14.10. Sea f : R — R definida por

4 2%sin()  sixz #£0,
f<x>{2 S
0 stz = 0.

Probar que f es diferenciable en todo punto, con f’(0) # 0, pero f no es inyectiva en ningin
entorno de 0. ;Contradice esto el teorema de la funcion inversa?

Problema 14.11. Supongamos que f : R™ — R" es diferenciable e invertible en un entorno de
un punto a, y que det D f(a) = 0. Probar que f~! no es diferenciable en f(a).

Problema 14.12. Supdngase que F' satisface las hipdtesis del teorema de la funcién implicita,
salvo que I’ no necesariamente es de clase C! en las dos variables x e 7, sino solamente en v,
es decir, que todas las derivadas parciales OF;/0y; son continuas. Demostrar directamente (sin
usar el teorema de la funcidn inversa) que existen entornos U de a'y V' de b y una tnica funcién
continua ¢ : U — V tal que F'(z, p(z)) = 0. Indicacion: seguir estos pasos:

1. Puede suponerse (a, b) = (0,0).

2. Sea L. = 0F/0y(0,0). Probar que existen r,s > 0 tal que para todo = € B(z,s) la
aplicacién G,(y) =y — L™! o F(xz,y) tiene un tnico punto fijo, que denotaremos y,, en
B(0, 7).

3. Escribir ¢(z) = y,, y probar que F(z, p(z)) = 0, y que ¢ es continua.

Problema 14.13. Sea f : R? — R? una aplicacién de clase C'!, y supongamos que

Oh _0f Oh _ _0f
ox Oy’ Oy Ox

(a estas igualdades se les llama ecuaciones de Cauchy-Riemann, y surgen naturalmente en la
teoria de variable compleja. Probar que det D f(x,y) # 0siy sélosi D f(z,y) = 0, y por tanto
que f es localmente invertible en un entorno de (x, y) siy sélo si D f(x,y) # 0. Probar también
que en este caso la funcion inversa f~! también satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Problema 14.14. Consideremos la aplicacion J : GL(R") — GL(R"), A — J(A) = A™..
La Proposicion|14.2)nos dice que J es de clase C'*°, pero no cudl es la derivada de 7. Demostrar
que

DI HA)(B)=—-A1oBoA™"

Problema 14.15. Sea h : R? — R la funcién definida por i(z,y) = 2% + v* + zy + 23 + ay,
donde a es un pardmetro real.

1. (Para qué valores de a la ecuacién h(x,y) = 0 define y como funcién implicita de clase
infinito de x, en un entorno de (0,0)? ;Define la anterior ecuacién a x como funcién
implicita diferenciable de y en un entorno de (0, 0), para algtn valor de a?

2. Seay = f(x) la funcién implicita determinada por h(x,y) = 0, definida en un cierto
abierto U con 0 € U. Calcilese el valor de a para que el polinomio de Taylor de segundo
grado de f en el origen valga 1 en el punto x = 1. ;Para qué valores de a tiene f un
extremo en x = 07?7



192 CAPITULO 14. TEOREMAS DE LA FUNCION INVERSA E IMPLICITA

3. Sea F': U x R — R?la funcién F(z,y) = ("™ + 2% — 1, f(z) + y cos z). Demuéstrese
que F admite funcién inversa diferenciable en un entorno de (0,0) y que G = FoF+F ™!
es diferenciable en (0, 0) y calcilese DG(0,0).

Problema 14.16. Calcilese el desarrollo de Taylor hasta el orden 2 de la funcién z = f(x,y),
definida implicitamente por 2z% + 2y 4+ 22 — 8zz — 2z + 8 = 0 en un entorno de (2,0, 1).

Problema 14.17. Calcilense las constantes a y b sabiendo que

1. El sistema

F(z,y,z) =z +asiny —2° =0
G(z,y,2) =2 —ad*y* +e* =1

define implicitamente las funciones de clase infinito y = f(z), z = g(x), en un entorno
de (0,0,0).

2. El polinomio de Taylor de segundo grado de g en 0 vale 0 para x = b2.
3. Lafuncién h = f — g tiene un médximo relativo en x = 0.

Problema 14.18. Sea a > 0, definimos f : B(0,a) — R" como f(r) = ————.
a?—x5——x2

Pruébese que es biyectiva, diferenciable y con inversa diferenciable (difeomorfismo).
Problema 14.19. Demuéstrese que las ecuaciones:

=y’ +uw =0

ry +u?—v? =0

y) en un entorno del punto (z,y,u,v) = (0,1,1,1).

definen funciones implicitas u(z,y), v(z,
= (u(z,y),v(x,y)), definida en un entorno de (0, 1).

Considérese ahora la funcién: p(z, y)
1. Calciilese Dp(0,1). ;Admite ¢ inversa local alrededor de (0, 1).
2. Calcilese la derivada direccional de ¢! en (1, 1), segtin la direccién (1/v/2, —1//2).
3. Siv(t) = (¢,t%), ;cuénto vale (o' ov)'(1)?

Problema 14.20. Sea f : R? — R? la funcién f(z,y) = (2* + 32, 22y).

1. Hallese la imagen mediante la funcién f de las circunferencias 22 + y> = R?y las
hipérbolas zy = c.

En cada uno de los casos anteriores hdgase un dibujo indicando cémo se mueven los
puntos de la imagen cuando los puntos del original describen las figuras indicadas.

2. Hallese la imagen mediante f del disco {(z,y) € R*: (z — 1)+ (y — 1)? < 1}.

3. Haéllese la imagen de f.

4. Encuéntrese un subconjunto conexo A de R? tal que f(A) = f(R?)y f|4 sea inyectiva.
5. Hallese la inversa de la funcién f|4 y estidiese si es diferenciable.

6. Calcilese la matriz jacobiana de f en un punto arbitrario (zg, yo)-
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11.
12.

13.
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Si (x9,70) € R? es tal que el jacobiano de f en ese punto es no nulo, hdllese la matriz
jacobiana de una inversa local de f en (23 + y2, 27oyo)-

Demuéstrese que el conjunto {(x,y) € R? : f tiene jacobiano no nulo en (z,y)} se puede
poner como la unién de cuatro conjuntos, Aq, As, Az, Ay, abiertos conexos.

Muéstrese que para i = 1,2, 3,4 la funcién f|x es inyectiva.
Calculense las inversas de las funciones del apartado anterior.
Seaig € {1,2,3,4} tal que A;, N A # (). Héllese f(A;,) y compruébese que es abierto.

Demuéstrese que la inversa de f |ATO es de clase C* en f(A;,) y héllese su matriz jaco-
biana.

Compdrese el apartado anterior con los apartados d), e) y g).

(Es posible definir una inversa local diferenciable de f en un entorno del punto (2,2)?

Problema 14.21. Sea f(z,y) = 2° + x + v.

1.
2.

8.
9.

Represéntense las curvas de nivel de la funcion f para valores préximos a 0.

Sea G : R? — R? la funcién G(z,y) = (z, f(x,y)). Demuéstrese que G es inyectiva.

. Represéntense las imagenes mediante GG de las curvas del apartado a).

Calctlese el jacobiano de G.

. Demuéstrese que D = G(R?) es abierto y que la inversa de G, que denotaremos H, es de

clase C* en D.
Compruébese que f(H (z,y)) =y, V(z,y) € D.

Hagase un estudio andlogo para la funcién f(z,y) = 2 + y* considerandola definida en
R%\ (0,0).

(Qué ocurrirfa en g) si afladiésemos (0,0) al dominio de f? Expliquese la respuesta.

Generalicense los resultados obtenidos.

Problema 14.22. Sea F' : R?> — R la funcién

F(z,y,2) =2* +y* + 2 — 222 — 4

yseaV ={(z,y,2) e R®: F(z,y,z) =0}.

1.
2.

Represéntese V' graficamente.

Demuéstrese que {y € R: F(z,y,2) =0} =[-2,2].

. Demuéstrese que para cada punto (z,y) € Rx[—2, 2] existeun z € R tal que F'(z,y, z) =
0.
(En qué casos el z obtenido en el apartado anterior es unico?
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5. Encuéntrese una funcién f : R x [—-2,2] — R, de clase C*° en R x (—2, 2), tal que para
cada (z,y) € R x [—2, 2] se verifique que F(x,y, f(x,y)) = 0.

6. (Es unica la funcion del apartado anterior?
7. Hallese la matriz jacobiana de F'.

8. Sea (z0, Yo, 20) € V tal que %—f(xo, Yo, z0) # 0. Demuéstrese que existe una tnica funcién
¢ de clase C'™ en un entorno U de (g, yo), tal que ¢(xo,y0) = 20y F(z,y, o(x,y)) =0
V(x,y) € U. Compdrese con el apartado f).

9. (Es posible encontrar una funcién ¢ de clase C*™° en un entorno U de (0,2) tal que
0(0,2) =0y F(z,y, p(z,y)) = 0¥(z,y) € U?

10. Resuélvanse las cuestiones andlogas cambiando x por z e y por z en el apartado anterior.

Problema 14.23. Se considera el sistema de ecuaciones

> —yu =0
zy+uv =0
1. Usando el teorema de la funcién implicita, indiquese en qué condidiones se puede resolver
el sistemaenuy v.

2. Resuélvase el sistema directamente y compdrese con el apartado a).

Problema 14.24. Demuéstrese que las ecuaciones

22—y —uwd P44 =0

2y +y? — 20 + 30 +8 =0
determinan funciones de clase C*°, u(z, y) y v(x, y), en un entorno de (2,-1), tales que u(2, —1) =
2y v(2,—1) = 1. Calcular $* en (2,-1).

Problema 14.25. El punto (1,-1,1) pertenece a las superficies 23 (y> +2%) = 0y (v —y)® — 2 =
7. Demuéstrese que, en un entorno de este punto, la interseccion de las dos superficies determina
una curva de clase C' de ecuaciones y = f(x), z = g(x). Calctilese la tangente a dicha curva
enz = 1.



Capitulo 15

Variedades diferenciables en R"'. Extremos
condicionados.

En los capitulos precedentes han aparecido con frecuencia curvas y superficies en R" que se
han descrito de diversas maneras. Por ejemplo, muchas curvas en el plano R? pueden describirse
mediante una ecuacion del tipo F'(z,y) = 0. Un caso particular de esta situacion es la gréfica
de una funcion, donde se tiene y = f(x) (es decir, F(z,y) = 0 para F(z,y) = f(z) — y).
También pueden venir definidas en forma paramétrica, es decir, y(t) = (x(t),y(t)), t € I.

Una curva en R? puede venir definida también en forma paramétrica, y(t) = (x(t),y(t), 2(t)),
t € 1. Sin embargo, las ecuaciones implicitas del tipo F'(z,y, z) = 0 no definen en general cur-
vas, sino superficies, en R3. La interseccién de dos de estas superficies es en general una curva,
que puede asi ser descrita en forma implicita como un par de ecuaciones

En general, y por analogia con lo que ocurre con los sistemas de ecuaciones lineales, uno estaria
tentado de definir una superficie de dimensién k£ en R", bien como conjunto de ceros de una
funcién F : R* — R"* bien como imagen de una funcién ¢ : U C R* — R". Ademas,
estamos interesados en obtener superficies suaves, en el sentido de que posean planos tangentes
en cualquiera de sus puntos, lo que (teniendo presente el caso en que la superficie es la grafica
de una funcion z = f(x,y)) aconseja que estas funciones F' o ¢ sean diferenciables.

Sin embargo, una definicién asi no seria en absoluto satisfactoria, puesto que, incluso exi-
giendo que F' sea diferenciable de clase C'>°, permitiria que cualquier conjunto cerrado de R"
fuera una hipersuperficie de dimension n — 1, lo que contradice cualquier idea intuitiva que
pueda tenerse de lo que es o debe ser una superficie. En efecto, para todo cerrado C' de R"
existe una funcién F : R® — R de clase C™ tal que C' = F~1(0) (ver el problema[l1.12). Por
otra parte, puesto que la imagen de una funcién ¢ : R¥ — R” puede bien ser un solo punto,
tampoco (R¥) corresponderd, en general, a nuestra idea de superficie de dimensién k.

Hace falta, pues, pedir algo mds a /' 0 a ¢ para que la definicién apuntada anteriormente se
corresponda con el concepto intuitivo que tenemos de superficie. Nuevamente, un andélisis mas
cuidadoso de lo que sucede con los sistemas de ecuaciones lineales y las aplicaciones lineales,
mas los teoremas estudiados en el capitulo anterior, nos sugieren que la definicidn serd buena si
se aflade que F' o (p tengan rango maximo.

Definicién 15.1. Sea f : U C R® — R™ una funcién de clase C*. Se dice que a € U es un
punto regular de la funcién f si D f(a) tiene rango méximo (es decir, rango n cuando n < m,

195
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y rango m cuando n > m). Se dice que b es un valor regular de f si x es un punto regular de
f para todo z tal que f(z) = b. Los puntos que no son regulares se llaman puntos criticos, y la
imagen por f de cualquier punto critico se llama valor critico de f.

Se dice que una aplicacién diferenciable f es regular si todos los puntos de su dominio son
puntos regulares, es decir, si D f tiene rango mdximo en todos los puntos.

Definiciéon 15.2. Sea M un subconjunto de R”. Se dice que M es una variedad diferenciable
(respectivamente, de clase C?) de dimensién k& de R™ si para cada punto a € M existen un
entorno abierto 1 de a, un abierto V' de R*, y una aplicacién regular o : V' — W de clase C"*
(resp. de clase CP) tal que M NW = (V).

Se dice en este caso que cada ¢ : V' — W es una parametrizacion regular de M N W.

Observacion 15.1. Por el Corolario|14.17|sabemos que una aplicacion ¢ de estas caracteristicas
es localmente inyectiva, por lo que siempre puede suponerse (reduciendo los abiertos V'y W si
es necesario) que ¢ : V. — W es inyectiva.

Ejemplo 15.1. Sea f : U C R" — R una funcién de clase C”. Entonces su grifica Gy =
{(x,2) € R"": 2 = f(z),r € U} es una variedad de clase C? y dimensién n en R"*1.

Mis en general, si ® : U C R¥ — R"* es diferenciable de clase C? entonces su grifica
G4 es una variedad de dimension k& en R". Basta considerar la parametrizacion definida por
o(x) = (z,®(x)), z € U.

Teorema 15.2. Sea M un subconjunto de R™. Entonces M es una variedad de clase C? y
dimension k si y solo si para cada punto a € M existen un entorno abierto U de a y una
funcion F : U C R" — R"* regular de clase CP tales que

MNU={zxeU:F(x)=0}

Demostracion. (=): Seana € M, p : V C R¥ — W C R" parametrizacién regular como
en la definicion de variedad. Por el Corolario |14.15| sabemos que, reduciendo si es preciso
los abiertos V'y W, (V) es, salvo permutacién de coordenadas, una gréfica de una funcién
g : U CRF — R"* de clase C?, es decir

reMNW=p(V) < z=(u,g9(u)),uel.
Definamos entonces F' : U x R"* C R* x R** = R* — R"* por
F(u,z) =z — g(u).

Es obvio que M NW = {x : F(z) = 0}, que F es de clase C?, y que DF tiene rango n — k,
maximo, en todos los puntos de U X Rk,
(«<): es el Corolario|14.14 O

Corolario 15.3. Sea ' : R" — R"* una funcion diferenciable de clase C?, y supongamos
que b € R"* es un valor regular de F. Entonces M = F~'(b) es una variedad de clase CPy
dimension k en R™.

Demostracion. Seaa € M = F~'(b). Como b es un valor regular de F', DF(a) tiene rango
maximo. Por el Corolario sabemos que D F'() tiene rango maximo en un entorno U de a
en R". Es decir, F = F},, : U C R® — R""* es una funci6n regular de clase C?, luego también
loesG:U — R"* G(x) = F(x) —b,yesobvioque M NU = {z € U : G(z) = 0}. Porel
Teorema anterior resulta que M es una variedad de dimension £ y clase C? de R™. [
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Ejemplo 15.2. La esfera 2% + y? + 22 = 1 de R? es una variedad diferenciable de dimensi6n 2.

Ejercicio 15.1. Probar directamente que la esfera es una variedad diferenciable, expresandola
como unién de imégenes de parametrizaciones regulares por abiertos de R?.

Observacion 15.4. Sea M una variedad diferenciable de dimension k en R". Para cada punto
a € M sabemos por la definicién que existen abiertos V de R¥ y W de R"™ y una aplicacion
inyectiva y regular o : V. — W tal que o(V) = W N M. Consideremos su inversa, 1) = o1 :
MNW — V C R Entonces 1 es un homeomorfismo de M N'W en V.

En efecto, v = ¢! : M N M = ¢(V) — V es continua por el Corolario [14.17, Y
como ¢! = ¢ es también continua (porque de hecho es diferenciable), resulta que 1) es un
homeomorfismo.

Consideremos una variedad M de dimensién k y clase C? en R". Para cada punto a € M
sabemos por la definicién y la observacién anterior que existen abiertos V' de R¥ y W de R
y un homeomorfismo ¢» : M N W — V tal que ¢ = ¥~ : V — R" es una aplicacién
regular de clase C?. Evidentemente 1) no es tnica (por ejemplo, componiéndola con cualquier
difeomorfismo de V' en si mismo obtenemos otra aplicacion con las mismas propiedades). ; Qué
relacion habrd entre dos aplicaciones v); y Y5 con estas propiedades?

Mis en general, sean W, y W, abiertos de R"; V; y V, abiertos de R¥, vy MNW; =V
homeomorfismos tales que ¢; := 1/1]71 : V; = M C R" es una aplicacion regular de clase C?
(i = 1,2), y supongamos que W1 N WoN M # (). Sea a € Wi N W, N M. Por el Teorema[14.16]
existen abiertos U;, A; de R", con a € Uj, y difeomorfismos v, : U; — A; (i = 1, 2) tales que

pjop; =,

donde J(z1,...,xx) = (21, ..., 21,0, ...,0) es la inyeccién canénica de R* en R™. Reduciendo
los abiertos si fuera necesario, puede suponerse U; = U, A; = A, + = 1,2. Si denotamos
P : R" — R* la proyeccién P(z1, ..., x,) = (11, ..., 2}), se tiene que P o J = I, la identidad,
y por tanto _

Poyjop; =1,

es decir, _
vy =p; = Poy;

en M N U. Entonces, por la regla de la cadena,

Yooyl = Pogyop

es diferenciable de ¢, (M NU) en 1o(M N U), con inversa

(a0 i) =thyothyt = Pothyopy

también diferenciable de 1o(M N U) en ¢ (M N U). Como este argumento es vélido para
cualquier punto a € M N Wy N W, esto prueba que 1, 0 ;' es un difeomorfismo de clase CP
de 1/11<M N W1 N Wg) en 1/12(M N W1 N Wg)

Observacion 15.5. En muchos textos avanzados de geometria diferencial se usa la siguiente
definicién mds general de variedad diferenciable:

Sea M un espacio métrico. Se dice que M es una variedad diferenciable de dimension k y
clase C?, y que A = {(U;, ;) : i € I} es un atlas (o estructura de variedad diferenciable) para
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M, si para cada a € M existe i € I tal que U; es un entorno abierto de a 'y v; : U; — 1;(U;)
es un homeomorfismo sobre un subconjunto abierto de R¥ y si, ademds, para todos i, j € I con
U;NU; # 0 la aplicacion 1; o wj’l es un difeomorfismo de clase C? del abierto 1;(U; NU;) en
el abierto 1;(U; N U;) de R*. De las aplicaciones 1; : U; — 1;(U;) se dice que son cartas de
la variedad M.

La discusién precedente muestra que toda variedad diferenciable de dimension k& en R™
segtin la Definicién es también una variedad diferenciable segtin la definicidn anterior. Sin
embargo, el reciproco no es cierto, es decir, existen espacios métricos (jincluso subconjuntos de
R™!) que satisfacen esta definicion pero no la Definicién[15.2] Ver el problema[I5.8] La solucién
a esta discrepancia de definiciones viene dada por el concepto de subvariedad de una variedad
diferenciable. Aunque no entraremos en detalles técnicos que escapan de los objetivos de este
curso, diremos que R” tiene una estructura natural de variedad diferenciable segun la definicién
anterior (donde todas las cartas serian la identidad), y que puede definirse con rigor el concepto
de subvariedad de una variedad diferenciable. De acuerdo con esta definicion de subvariedad
(que no daremos aqui) resulta que un subconjunto M de R™ que sea variedad diferenciable de
dimension £ segtin la definicién general es una variedad segin la Definicién si, y s6lo si,
M es subvariedad diferenciable de R™ (con su estructura natural).

Por otro lado, es conveniente sefialar que no se pierde apenas generalidad en la teoria de
variedades diferenciables si se decide utilizar exclusivamente la Definicion [15.2] (como hemos
hecho nosotros en este texto), puesto que, gracias a un importante teorema debido a Whitney,
toda variedad diferenciable de clase C? y dimensién k& (segun la definicion general) es CP
difeomorfa a una subvariedad diferenciable de clase C*° y de dimension k£ de R™ (que satisface
por tanto[15.2)), siempre y cuando m sea suficientemente grande (por ejemplo m > 2k + 1).

Veamos ahora cémo puede definirse el espacio tangente a una variedad en un punto de ésta.
Probablemente la definicion mads intuitiva que pueda hacerse del espacio vectorial tangente a
una variedad M en un punto a sea la del conjunto de vectores tangentes en a a todos los cami-
nos diferenciables que pasan por a y estdn contenidos en M, pero hay otras que son también
muy précticas, por lo que en lugar de decidirnos por una definicién concreta, veremos prime-
ro que tres de todas las posibles son equivalentes, y definiremos el espacio tangente como el
conjunto de todos los vectores que satisfacen una (y por tanto todas) de estas tres propiedades
equivalentes.

Teorema 15.6. Sea M una variedad diferenciable de dimension k en R™. Sea a € M, y sean U
entorno abierto de a en R™, V abierto en R, 2 € V, a = o(z),yF:U — R p:V=U
funciones regulares tales que

MNU=¢(V)={zxeU: F(x)=0}
Para cualquier vector v € R", las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. v € Dp(z)(R¥).
2. v € KerDF(a) (es decir, DF(a)(v) = 0).
3. Existe una curva diferenciable vy : (—e,&) — M tal que v(0) = ay+'(0) = v.

Definiciéon 15.3. Si v satisface una (y por tanto cualquiera) de estas tres propiedades, se dird
que v es un vector tangente a M en el punto a. Se denotard el espacio vectorial de todos estos v
como T'M,, y se dird que T'M, es el espacio vectorial tangente a M en a. Es decir,

TM, = Dp(2)(R¥) = KerDF(a).

Se define el espacio afin tangente a M en a como el espacio afin a + T'M,,.
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Observacion 15.7.

1. Puesto que Dyp(2) : R¥ — R” tiene rango maximo, y k < n, TM, = Dy(2)(R¥) tiene
dimensién k, la misma que M.

2. Puesto que para una F' fija pueden considerarse todas las ¢ posibles y se mantiene la
igualdad Dy(R*) = KerDF(a), T M, no depende de la parametrizacion local ¢ escogi-
da.

3. El mismo argumento, manteniendo fija ¢ y considerando todas las F’ posibles, prueba que
T M, tampoco depende de la representacién implicita local /' = 0 que hayamos escogido.

4. Puesto que Dp(z) : RF — TM, es un isomorfismo lineal, si {ey,...,e,} es la base
canénica de R* entonces los vectores Dp(2)(e;), j = 1, ..., k, forman una base de T'M,.
Es decir p 5

¥ ¥
e, P 5-(2)

es una base de T'M,,.

Demostracion del Teorema|l5.6}
(1) = (2):ComoMNU ={x eU: F(z) =0} = pV),lafuncién g : V — R+
definida por

es idénticamente nula en V. Por tanto
0= Dg(a) = DF(¢(z2)) o Dp(z),
luego Dgp(z)(Rk) C KerDF(a). Ahora bien, como F'y ¢ son ambas regulares, se tiene que
dimKerDF(a) = n —dimImDF(a) = n — (n — k) = k = dimDp(2)(R"),

y puesto que dos espacios vectoriales de la misma dimension entre los cuales haya una relacién
de inclusién forzosamente son el mismo, se concluye que Dy (2)(R¥) = KerDF(a).
(1) = (3): Siv € Dp(2)(R"), existe h € R* tal que v = Dp(2)(h). Definamos v : (-
e,e) — M por

v(t) = o(z + th).
Es obvio que v es un camino diferenciable regular (es decir con derivada no nula en todos sus
puntos) contenido en M. Se tiene ademads que v(0) = ¢(z) = a,y

7'(0) = D(2)(h) = v.

(3) = (2): Siv = 7/(0) para un camino diferenciable v : (—¢,e) — M con v(0) = aq,
tomando si es necesario un £ més pequefio, puede suponerse que y(t) € M NU = {z € U :
F(z) = 0} para todo ¢, con lo que la funcién f : (—¢,e) — R definida por

ft) = F(y(t))
es idénticamente nula, y por tanto
0= f(0) = DF(+(0))((0)) = DF(a)(v),
es decir, v € KerDF(a). O

Existen otras posibles definiciones del espacio tangente (ver por ejemplo el problema([I5.10),
aunque las tres anteriores son las mds usadas.
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Ejercicio 15.2. Si M y N son variedades diferenciables de R" tales que M C N en un entorno
de a € M, entonces
TM, CTN,.

Definicion 15.4. Se define el espacio normal a una variedad M de R" en un punto a € M como
el complemento ortogonal del espacio tangente 7'M/, en R™. Si un vector v estd en el espacio
normal a M en a, se dird que v es un vector normal a M en a.

Teorema 15.8. Sea M una variedad diferenciable de dimension k en R™. Sea a € M, y sean U
entorno abierto de a en R™, V abiertoen RF, z € V, a = o(z),yF:U — R F p:V=U
funciones regulares tales que

MNU=¢(V)={xeU: F(x)=0}.
Para cualquier vector v € R", las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. v es un vector normal a M en a.
2. v € [VFi(a),...,VF,_i(a)], es decir, existen \; € R, j = 1,....,n — k, tales que v =
S E A VE(a).

3. Paratodo j =1, ...,k se tiene que O

=1 (993]'

(2)v; = 0, es decir,

(GE)) =0

Demostracion. (1) <= (2): Siw € T'M, se tiene DF(a)(w) = 0, o bien (VFj(a),w) =0
paraj = 1,...,n — k. Asi w es ortogonal a cada V Fj(a) y por tanto w es también ortogonal al
subespacio engendrado por los vectores V F(a), es decir,

w L [VFi(a),...,VF,_x(a)] :== E.

Como F es regular, los vectores V F;(a) son linealmente independientes, y E' tiene dimension
n — k. Asi pues, E es ortogonal a cada vector de T'M,, y como T'M,, tiene dimensién ky F
tiene dimension n — k, se concluye que E debe ser el complemento ortogonal de 7'M, en R™.
(1) <= (3): Puesto que 5 5

i ¥
es una base de 7'M, un vector v € R" sera ortogonal a 7'M, si y s6lo si lo es a cada uno de los
vectores de esta base. U

Observacion 15.9. Sea M una variedad diferenciable tal que M/ C R™ C R™. Mientras que el
espacio tangente 7'M, es el mismo tanto si contemplamos M como subvariedad de R™ como si
lo hacemos respecto de R™, el espacio normal, por el contrario, es muy diferente: por un lado
se toma el complemento ortogonal a 7'M, en R", y por otro en R™, siendo el dltimo mayor
siempre que m > n. No obstante, el espacio normal a M en a relativo a R” es la interseccién
de R"™ con el espacio normal a M en a relativo a R™.

Pasemos ahora a estudiar la diferenciabilidad de funciones entre variedades. Recordemos
que a la inversa de una parametrizacion local inyectiva la llamamos también carta; ver la Ob-

servacion
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Definicién 15.5. Sean M y N variedades diferenciables de dimensién m y n respectivamente,
a€ M,y f: M — N.Sedice que f es diferenciable en « si existen un entorno abierto U de
a en M, un entorno abierto V' de f(a) en N, y cartas ¢ : U — R™, & : V — R™, tales que la
aplicacion

Pofoypt i p(U) CR™ — d(V) CR"

es diferenciable en a.
Se dice que f es de clase C?(M, N) si para todo punto a € M existen tales cartas ¢), ® de
modo que la aplicaciéon ® o f o)1 es de clase C? en )(U).

Observacion 15.10.

1. Es inmediato ver que si f satisface esta condicién para dos cartas particulares ) y ¢
entonces también la cumple para fodas las cartas 1) en un entorno de @ y ¢ en un entorno

de f(a).

2. También es inmediato que si f : M — N es diferenciableen ay g : N — L entonces
go f: M — L es diferenciable en a.

3. Si M =R™, N = R", entonces esta definicion equivale a la ya conocida.

A pesar de su generalidad esta definicion no nos dice gran cosa. Por ejemplo, podemos
saber que una determinada funcién f : M — N es diferenciable, incluso de clase C*°, pero
(qué es su diferencial y como se puede hallar? Para responder a esta pregunta, examinemos
qué es y como se comporta la diferencial de una funcién entre dos abiertos de R™ y R". Si
f:U CR™— V C R" es diferenciable en a, su diferencial D f(a) es una aplicacién lineal
que lleva vectores de R™ en vectores de R™. Si v es un vectorde R y v : (—¢,¢) — U es una
curva diferenciable tal que v(0) = a 'y +/(0) = v entonces w = D f(a)(v) es precisamente el
vector tangente en 0 a la curva o : (—¢,¢) — N definida por o(t) = f(7(t)). En efecto, por la
regla de la cadena

0'(0) = Df(4(0))(+'(0)) = Df(a)(v).

La diferencial de una aplicacién f entre dos variedades M y N en un punto a € M podré
entonces definirse por analogfa como la aplicacion df (a) : TM, — TNy () que lleva un vector
v tangente en @ a una curva y contenida en M en el vector w tangente a la curva f o v en el
punto f (a). Por supuesto, puesto que hay infinitas curvas cuya tangente en @ es el mismo vector
v, para que esto sea una buena definicion hay que comprobar que no depende de la curva ~
escogida. Mds tarde veremos que esto es, en efecto, asi.

Otra posibilidad es (suponiendo M variedad de R* y N variedad de R*') la de extender la
funcién f : M — N a una funcién f : R* — R¥ que sea también diferenciable en a (jpero
ahora como funcién de R* en R¥'!) y definir entonces df (a) como la restriccién de D f(a) a
T'M,. Con este enfoque surgen dos dificultades: no s6lo hay que comprobar que la definicion
de df (a) : TM, — T My, no depende de la extensién f utilizada, sino que tales extensiones

realmente existen. El siguiente teorema establece la existencia de dichas f.

Teorema 15.11. Sea f : M — N una funcion diferenciable en a € M, donde M y N son
variedades de R* y R¥ respectivamente. Entonces existe una funcion f : R¥ — R¥ tal que
Jine = [y [ es diferenciable en a (como funcion de R* en R¥').

Ademds, si f : M — N es una funcién de clase C?(M, N), entonces existe un abierto U de
R* tal que M C U y una funcién fve CP(U,R¥) tal que ﬁM = f.
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Demostracion. Sean v una carta de M definida en un entorno de a, y ¢ una carta de N definida
en un entorno de f(a). Puesto que ¢ = 1)~! es una parametrizacion local de M, por el Teorema
14.16|existen abiertos U, A de R", con a € U, y un difeomorfismo ¢ : U — A tal que

pop=1J,

donde J es la inyeccién canénica de R™ en R*. Si denotamos P : R*¥ — R™ la proyeccién
P(zy,...,xx) = (21, ..., Tp), se tiene que P o J = [, la identidad, y por tanto

Pojop=1,

la identidad, en un entorno de ¢(a) que puede suponerse que es ¢(M N U) := V. Definamos
f:W CRF — R¥ por

f=foy o (Poy).
Puesto que f = & Lo (Do forh~)o(Pot))y las aplicaciones ' y (P o)) son diferenciables,

y (® o f o~1) es diferenciable en ¢)(a) por hipétesis, resulta que f es diferenciable en a.
Ademds, siz = ¢ (y) € v~ 1(V) = M NU, se tiene que

fla)=foy lo(Poy)oy ™ (y) = foyyol(y) = foy(y) = fla),

es decir, ﬁmu = f. Luego fes una extension de f al entorno U de a. Ahora puede extenderse
f de manera arbitraria a todo R™ (por ejemplo poniendo f(z) = 0si z € RF\ (U U M),y
f(x) = f(z) siz € M), de modo que fes una extensién de f a R* que es diferenciable en a.

Notese que, si f es de clase C?(M, N), entonces esta construccién proporciona una funcién
 que es de clase C?(U, R¥).

Finalmente, usando particiones diferenciables de la unidad, vamos a ver como podemos
pegar todas estas extensiones locales de f para obtener una extensién de f que es de clase C?
en todo un abierto que contiene a M. Supongamos pues que f € C?(M, N). Por lo anterior,
para cada punto a € M existe U, entorno abierto de a en R y f; : U, — R¥ de clase C? en
U, tal que f,(z) = f(z) para todo = € M N U,.

Consideremos el recubrimiento por abiertos U = {U, : a € M} de U = (J,,, Ua (que es
un abierto de R¥). Por el Teorernaexiste una particién de la unidad {p, : a € M} de clase

C* subordinada al recubrimiento /. Definamos f : U — R* por

F@) = 3 pal@) fulw).

aeM

Como la suma es localmente finita, fgsté bien definida y es de clase C? en U. Ademads, como
Y acn Ma(x) =1 paratodox € Uy fo(x) = f(x) siz € M, se tiene que

f@) =" pal@) falz) = Y mal@) f(2) = f(2) Y palw) = f()

aeM aeM aeM

para todo xz € M. [

Observacion 15.12. En general no puede obtenerse f c C?(RF, R¥) tal que ﬁM = f; verel
problemaf(l5.11
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Teorema 15.13. Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n de RF y R¥F
respectivamente, a € M,y f : M — N una aplicacion diferenciable en a. Consideremos dos
vectores v € T'M,, w € TNy(y). Seay : (—e,e) = M una curva diferenciable con v(0) = a

vy (0) = v. Sea f : R¥ — R¥ una extension de f diferenciable en a (como funcién de R* en
R¥). Y sean 1) : U — R™ carta de M ena, ® : V — R" carta de N en f(a), y v’ € R™,
w' € R" tales que v = Dy~ (y)(v'), w = D®1(2)(w'), donde y = ¢(a), = = ®(f(a)).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. w=(fov)(0).
2. w= Df(a)(v).
3w =D(®o fop~)(y)(v).

Demostracion. (1) = (2): Alser f : R — R¥ diferenciable en a,y f,,, = f, tenemos que,
por la regla de la cadena,

w=(for)(0)=(for)(0) = Df(4(0)(7'(0)) = Df(a)(v).

(2) = (3): Como la parametrizacién local 1)~* : ¢)(U) — R* es diferenciable, la composi-
cién foep : (U) — R* es diferenciable en a. Por otro lado, como ¢ := &1 : (V) — R¥
es una parametrizacion local de N, por el Teorema |14.16|existe un difeomorfismo ¢ entre dos

abiertos de R¥" de modo que B
o=,

donde J representa la inyeccion candnica de R™ en R"’ Si P : R¥ — R™ es la proyeccion tal
que P o J = I (identidad), podemos afiadir que P o d es una extensién diferenciable de @ a
un entorno abierto de f(a) en R¥, yPo ® o ¢ = I, de donde se deduce que D(P o ®(f(a)) o
Dy(z)(w') = w', es decir, D(P o ®(f(a))(w) = w'. Por tanto,
D(@o foi™)(y)(v') = D(Podo foi)(y)(v) =
D(Po®)(f(a)) o Df(a)o DY~ (y)(v') =
D(P o ®)(f(a) (DJ(a)(v)) = D(P o ®)(f(a))(w) = .
(3) = (1): Siguiendo con la notacién anterior, podemos tomar un difeomorfismo 1 entre

dos abiertos de R™ de modo que P o @Z es una extension diferenciable de ) a un abierto de R™.
Definamos la curva o : (—¢,¢) — R™ por

o(t) = Pod(y(t).

Es inmediato que o es una curva diferenciable tal que o(0) = y, 0’(0) = v'. Entonces

(®ofor)(0)=(Rofor00)(0)=
D(®o foy™)((0))((c)(0)) = D(@o foy ) (y)(v) =u'

y por tanto

(foy)(0)= (27 o®o foy)(0)=
DO~ (f(a))((®o fov)(0) = DO~ (f(a))(w) = w.

Esto prueba la equivalencia entre las tres condiciones. [



204 CAPITULO 15. VARIEDADES DIFERENCIABLES EN RN

Corolario 15.14. Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n de R¥ y R¥,
respectivamente. Sean a € M,y f : M — N una aplicacion diferenciable en a. Entonces
existe una tinica aplicacion lineal df (a) : TM, — T Ny(q) con las siguientes propiedades:

1. Para todo v € TM, y toda curva ~y : (—e,e) — M con v(0) = a, v/ (0) = v, el vector
w :=df (a)(v) satisface que
w = (fo7)(0).

2. Para toda funcion fv: R* — R¥ diferenciable en a y tal que ﬁM = f se tiene que
df (a)(v) = Df(a)(v);
es decir, df (a) es la restriccion de D f(a) : R¥ — R¥ al subespacio T M, de R¥.

3. Paratodas v : U — R™ cartade M ena, ® : V — R" cartade N en f(a), yv' € R™,
w' € R" tales que v = Dy~ (y)(v'), df(a)(v) = D® ' (z)(w'), donde y = (a),
z=®(f(a)), se cumple que

w'=D(Po foy™)(y)(v).

Definicién 15.6. A la aplicacién df (a) : TM, — T'Ny(,) asi definida se la llamard diferencial
de f ena.

Observacion 15.15.

1. Cuando M = R™, N = R", esta definicion de diferencial coincide con la ya conocida
(ya que puede tomarse k = m, k' =n,y f = f: R™ — R").

2. Cuando f : M — R, df(a) es una aplicacion lineal de 7'M, en R, y por tanto puede
identificarse a un vector de T'M, (si E es un subespacio de R” , la aplicacién £ > z —
T, € L(E,R) definida por T,(v) = (z,v) es una isometria lineal); a este vector df (a) €
T'M, lo llamaremos vector gradiente de f en a, y lo denotaremos a veces también por
Vf(a).
Demostracion del Corolario [I5.14} Si v € T'M,, por definicion de espacio tangente sabemos
que existe una curva y : (—e,e) — M tal que 7(0) = a 'y 7/(0) = v. Entonces la curva f o~y
estd contenida en N, y asi w, = w := (f 07)"(0) € T'Ny(y0)) = T Ny(q). Ademds este w, es
tinico y no depende de la curva y: si wy = (f o) (0) y wy = (f o 72)'(0) para dos curvas 7,
~2 (posiblemente diferentes) con v1(0) = a = 72(0), 71(0) = v = 74(0), entonces, fijando una
misma extension f: R* — R¥ de f diferenciable en a, y aplicando dos veces la equivalencia
(1) <= (2) del Teorema[15.13] deducimos que

wi = (f om1)'(0) = Df(a)(v) = (f 072)"(0) = wa.
Por tanto la aplicacion v — w, esta bien definida de 7'M, en T'N(,). Denotaremos esta aplica-

¢ién por v — df (a)(v) = w,. Si en este razonamiento dejamos fija la aplicacién f y considera-
mos todos los v € T'M, y ~y posibles con estas propiedades, el argumento prueba que

df (a)(v) = Df(a)(v)
para todo v € T'M,, es decir, df (a) es la restriccion de la aplicacion lineal Df(a) al subespacio
TM, de R™, y en particular df (a) es una aplicacion lineal. Como fes arbitraria esto prueba
también que df (a) satisface (2). Es evidente por la misma definicién que df (a) es la tdnica
aplicacién de 7'M, en T'Ny(,) que satisface (1). Finalmente, la equivalencia (1) <= (3) del
Teorema|[15.13|nos dice que df (a) también satisface (3). O
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Definicién 15.7. Por analogia con la terminologia usada para funciones entre abiertos de es-
pacios vectoriales de dimensidn finita, se dird que a € M es un punto regular de una funcién
f M — N sisu diferencial df (a) : TM, — TNy, tiene rango maximo (es decir, es sobre-
yectiva si n = dim(N) < dim(M) = m, o es inyectiva si n > m; cuando las dimensiones n y
m son iguales esto ocurre si y s6lo si df (a) es un isomorfismo lineal).

Se dird que b € N es un valor regular de f si x es un punto regular de f para todo = €
7).

Si a no es un punto regular de f, diremos que a es un punto critico de f,y a f(a) se le
llamard valor critico.

Un difeomorfismo entre dos variedades diferenciables es una biyeccion diferenciable con
inversa también diferenciable. Se dird que dos variedades son difeomorfas si existe un difeo-
morfismo entre ellas.

El siguiente teorema, cuya demostracion puede dejarse como ejercicio, es una reformulacién
del teorema de la funcidn inversa en el contexto de variedades.

Teorema 15.16. Sean M y N dos variedades diferenciables de la misma dimension, y supon-
gamos que f : M — N es regular en a € M. Entonces f es un difeomorfismo local en un
entorno de a, es decir, existen U entorno abierto de a en M, V entorno abierto de f(a) en N
tal que f, : U — V es un difeomorfismo.

Para profundizar un poco mas sobre las consecuencias locales y globales de la existencia
de puntos y valores regulares, pueden consultarse los problemas y[15.38] Ver también la
demostracién del teorema fundamental del dlgebra que se proporciona al final de este capitulo.

Estudiaremos ahora cémo pueden localizarse los extremos de una funcion diferenciable
sobre una variedad, deduciendo el teorema de los multiplicadores de Lagrange cuya version
maés simple ya fue enunciada al final del capitulo[I3]

Definicion 15.8. Se dice que una funcién f : M — R definida sobre una variedad M tiene
un maximo local en a € M si existe un entorno U de a en M tal que f(z) < f(a) para todo
x € U. Andlogamente se define minimo local. A los mdximos y minimos locales se le llaman
extremos locales de f.

Teorema 15.17. Sean M una variedad diferenciable, f : M — R una funcion diferenciable en
a € M, y supongamos que f tiene un extremo local en a. Entonces df (a) = 0.

Demostracion. Sea v € TM,, y consideremos una curva diferenciable v : (—¢,e) — M tal
que 7(0) = a, 7/(0) = v. Entonces la funcién g, = ¢ : (—¢,e) — R definida por

tiene un extremo local en 0 (del mismo tipo que f lo tenga en a), y por tanto ¢'(0) = 0, es decir,

0=g'(0) = df(7(0))('(0)) = df (a)(v).

Esto prueba que df (a)(v) = 0 para todo v € T'M,, y por consiguiente que df (a) = 0. O

Combinando este resultado con la caracterizacion del espacio normal proporcionada por el
Teorema podemos deducir la versién general del Teorema [13.7
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Teorema 15.18 (de los multiplicadores de Lagrange). Sea M una variedad diferenciable de
dimension m en R", descrita en un entorno U de un punto a € M por la ecuacion F' = 0, donde
F=(F,.,Fp):UCR"—= R"™. Sea f: U C R" — R una funcién diferenciable en
a, y supongamos que [ = ]?|M : M — R tiene un extremo local en a. Entonces existen
Aty oo, Anem € R tales que

Vi) = 3 AV ).
j=1
A los ndmeros Ay, ..., A\, se los llama multiplicadores de Lagrange.

Demostracion. Seav € T M, C R",ytomemos~y : (—¢,¢) — M talque y(0) = ay+'(0) = v.
Entonces, puesto que df (a) = D f(a),,,, » y ademds df (a) = 0 por el teorema anterior, se tiene
que

(Vf(a),v) = Df(a)(v) = df(a)(v) = 0.

Esto prueba que V f(a) es perpendicular a todo vector v € T'M,,, es decir, V f(a) € TM7:, el

espaco normal a M en a. B
Por el Teorema , esto quiere decir que el vector V f(a) estden [VFi(a), ..., VF,_,(a)],

es decir, existen nimeros reales Ay, ..., A\, tales que V f(a) = 377" \;VFj(a). O

Observacion 15.19. Como se ve en la demostracion, los puntos criticos de f = ﬁM son los que
satisfacen la condicion de los multiplicadores de Lagrange del Teorema anterior.

Corolario 15.20. Sean F = (F\,...,F},) : U C R™ — R* una funcion de clase C', y supon-
gamos que 0 es un valor regular de F (es decir, rango(DF (x)) = k para todo x € R" con
F(z) = 0. Sea f : U — R diferenciable en U. Si a es un punto de mdximo o minimo de f(x)
sujeta a las restricciones Fy(z) = ... = Fi(z) = 0, entonces

Vf<CL) = )\1VF1(CL) + ...+ AkVFk@L)

para ciertos niimeros Ay, ..., \, € R.

Podemos ahora retomar la discusién iniciada en el capitulo[I3]acerca de cémo identificar los
maximos y minimos de una funcién diferenciable en un compacto de R". Como ya observamos,
el problema es demasiado dificil en su forma mds general, pero cuando K = U, donde U es
un abierto acotado de R”, y la frontera K es unidn finita de variedades diferenciables (un
caso muy frecuente en la préctica), entonces si que podemos dar una estrategia para encontrar
los puntos donde una funcién f (que se supone diferenciable en un abierto que contiene a K)
pueda alcanzar sus extremos absolutos (que siempre existen al ser f continua en K'). Primero
deben hallarse los puntos criticos de f en U. Después, suponiendo

OK = M, U...U M,,

donde M; son variedades diferenciables disjuntas de dimensiones diversas, deben hallarse,
usando el Teorema de los multiplicadores de Lagrange, los puntos criticos de las restriccio-
nes f| ar, > Para jJ = 1, ..., k. Finalmente, deben comparase los valores de f en todos los puntos
criticos de f en U y de sus restricciones a las variedades M para identificar asi el méximo y el
minimo de f en K.

Ejemplo 15.3. Calcular los extremos de la funcién f(x,y,z) = x — y + z — 5 en el compacto
K={(z,y,2) e R¥: 2 > a? + ¢, 2%+ 3y* + 5z < 27}.
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En este caso, K = U, donde U = {(x,y,2) € R®: 2 > 22 + 32, 2%+ 3y? + 522 < 2T} es
abierto, y
0K:M1UM2UM3,

donde

My ={(z,y,2) € R®: 2z = 2® + ¢, 2% + 3y* + 52° < 2T},
My = {(z,y,2) € R?: 2* + 3y* + 522 = 27,z > 2% + ¢*},
Mz ={(z,y,2) € R®: z = 2% + ¢, 2? 4+ 3y* + 52 = 2T}.

Es inmediato comprobar que M; y M, son variedades de dimensién 2 (es decir superficies) de
R3, y M; es una variedad unidimensional (curva) en R?. Por tanto puede aplicarse la estrategia
anterior para encontrar infx f y supy f y los puntos donde éstos se alcanzan.

Concluiremos este capitulo mostrando como puede aplicarse la teoria de variedades diferen-
ciables hasta aqui desarrollada y la nocién de valor regular para obtener una bella demostracién
del teorema fundamental del dlgebra.

Para ello necesitamos primero hacer una sencilla observacion sobre los puntos regulares de
una funcidn diferenciable entre dos variedades de igual dimension.

Lema 15.21. Sean M y N variedades diferenciables de la misma dimension. Supongamos M
compacta, y sea f : M — N. Entonces:

1. Para cualquier valor regular y € N de f, el conjunto f~1(y) es finito.

2. La aplicacion y — #f *(y) (donde #f~'(y) denota el nimero de puntos de f~*(y)),
definida sobre el conjunto de valores regulares de f, es localmente constante.

Demostracion. Sea y € N un valor regular de f. Por el teorema de la funcién inversa para
variedades enunciado mds arriba, sabemos que para cada x € f~!(y) existe un entorno abierto
U,dexen M tal que f : U, — f(U,) es un difeomorfismo. Esto implica que f~!(y) consta ex-
clusivamente de puntos aislados y, como es compacto (por ser cerrado en la variedad compacta
M), debe ser finito.

Por otra parte, si fijamos un valor regular y € N y x1, ..., 7), son los puntos de f~!(y), el
argumento anterior muestra que existen entornos Uy, ..., Uy, de x4, ..., x;, tales que f : U; —
f(U;) :== Vj es un difeomorfismo para cada j = 1, ..., k, y obviamente puede suponerse que los
U; son disjuntos dos a dos. Pongamos

V=WVin.0Vi)\(f(M\ (U U...0T))).

Entonces V' es un entorno abierto de y en N que consta s6lo de valores regulares de f y tal que
paratodo z € V setiene ff1(2) = k =/ (y). O

Teorema 15.22. Sea P : C — C un polinomio de grado n > 1. Entonces P tiene exactamente
n raices complejas.

Demostracion. Puesto que todo monomio de la forma 2z — zy, donde z; es una raiz de P, divide
a P,y en cada divisién el grado del polinomio cociente disminuye una unidad, es obvio que un
P tiene a lo sumo n raices, y que basta probar que todo polinomio no constante tiene al menos
una raiz (ya que entonces, aplicando este resultado a cada uno de dichos cocientes sucesivos
llegamos a que P tiene exactamente n raices).
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Para demostrar esto identificaremos, mediante la proyecccion estereogréfica, el plano com-
plejo como un subconjunto de la esfera unidad de R3. Consideremos la esfera unidad S de R3,
y la proyeccion estereografica desde el polo norte de .S,

hy S\ {(0,0,1)} = R*x {0} =R* =C,
y la proyeccion estereografica desde el polo sur de S,
ho:S\{(0,0,-1)} - R*x {0} =R*=C.

Las aplicaciones h y h_ son cartas de S, es decir sus inversas son parametrizaciones regulares
e inyectivas cuyas imagenes recubren .S (ver el problema|15.16).
Podemos identificar el polinomio P : C — C con la aplicacién f : S — S definida por

f(o) = {BF o Pohy(n) siz#(0,0.1),
“7%0,0,1) siz =(0,0,1).

Vamos a ver que la aplicacién f : S — S es de clase C™°. Puesto que P : R? — R? es de clase
C> (problema , f=hi'oPoh,(z)esdeclase C*en S\ {(0,0,1)}, por definicién.
Veamos que f también es de clase C'*° en un entorno de (0, 0, 1). Esto quedard garantizado, por
definicion, si probamos que la aplicacién @ : R? — R? definida por

Q(z) =h_o fohZ!(2)
es de clase C*™ en un entorno de 2 (0,0,1) = (0,0) € R Es facil ver (problema|l1.6) que

(hy o h=h)(z) = = =

RER

)

Q|| =

y usando este hecho un cdlculo directo muestra que, si P(z) = a2 +a12" * +...+ap_12+ ap,

con ag # 0, entonces

ZTL

Q=) = Qo+ Q12 + ... + Ap2™’
y por tanto () es de clase C'*° en un entorno de 0 (ver el problema|[11.7)).

Obsérvese que f : S — S tiene una cantidad finita de puntos criticos, ya que P deja de ser
un difeomorfismo local tnicamente en las raices de su derivada P’, que como es un polinomio
de grado n — 1, tiene a lo sumo n — 1 ceros (digamos cy, ..., ¢,,,). Por tanto, el conjunto R de
valores regulares de f es la esfera S menos una cantidad finita de puntos (a saber, los puntos
f(c1), ..., f(cm)), lo que en cualquier caso resulta un conjunto conexo. Por tanto, la funcién
y — #f1(y), al ser localmente constante (por el lema anterior) en el conjunto conexo R, es
de hecho constante en este conjunto. Puesto que ff ' (y) no puede ser cero para todo y € R
(esto significaria que f(S) = S\ R seria finito, lo cual es imposible porque es conexo y f no
es constante), se deduce que ff ' (y) = k > 0 para todo y € R, y en particular R C f(.5). Por
tanto,

S = (S \ {f(cl)7 ,f(Cm)}) U {f(cl)7 ) f(Cm>} =
RU {f<cl)7 tey f(Cm)} g f(S)>

es decir, f : S — S es sobreyectiva. Existe, por consiguiente, o € S tal que f(x) = (0,0, —1),
lo que equivale a P(zy) = 0 para zy = hy (o). O
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15.1. Problemas

Problema 15.1. Demuéstrese que las ecuaciones

22—y +ay? —11=0
P+ + 22 —ayz—30=0

definen una variedad de clase C*> y dimensién 1 en R3, en un entorno del punto (3,2, 1).
Hiéllense las ecuaciones de la tangente y del plano normal a la variedad en dicho punto.

Problema 15.2. Demuéstrese que las ecuaciones

2v+y+22+u—v—-—1=0
ry+z—u+2v—-1=0
yz+axz+ul+v=0

definen una variedad en un entorno de (1,1,1,1,-1). Determinese su dimension y calculese el
espacio tangente en (1,1,1,1,-1).

Problema 15.3. Calcilense las tangentes a las curvas siguientes en los puntos indicados:
ot) = (1+t,1+2t), ot)=1+t1+2t%), ent =0,t =1

=1 2 -1
{xyz en(1,1,1) {““Z en (0,0, 1)

Problema 15.4. Probar que la dimensién de una variedad diferenciable es unica, es decir, si
M C R"™ es una variedad diferenciable de dimension k y también de dimensién m, entonces
k=m.

Problema 15.5. Sea M = {(z,y,2) € R : 2? + y* — 2% + 22y — 16 = 0}.
1. Demuéstrese que M es una variedad.
2. Sea f(x,y,2) = ? + y* + 2°. Calcilense los posibles extremos de f en M.
3. (Es (-2,-2,0) un punto extremo de f sobre M ?
4. ;Tiene f extremos absolutos sobre M ?

Problema 15.6. Indiquese en qué puntos las ecuaciones dadas definen variedades diferenciables
de dimension 2 en R? y calcilense el plano tangente y la normal en los puntos que se indican:

(1)2* =2® +y*en (1,0,1) (2) 2> =2® + y*en (0,—1,1)
24 yen (1, LA
(3)z=az"+y“en(1,-2,5) (4) TR =0en (4,3,4)

Problema 15.7. Hillense en la superficie 22 + y? — 22 — 22 = 0 los puntos en que los planos
tangentes a ella sean paralelos a los planos coordenados.

Problema 15.8. Consideremos el subespacio métrico de R? definido por M = {(x,y) € R? :
y = =]}
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1. Probar que M es homeomorfo a R. Utilizar este hecho para dotar al espacio métrico M de
una estructura de variedad diferenciable de dimensién uno y clase C'*° segtn la definicién
general de la Observacién[15.5]

2. Probar que no existe ninguna curva diferenciable 7y : (—¢,¢) C R — M tal que y(0) =
(0,0) y~'(0) # 0.

3. Concluir que no existe ninguna parametrizacion regular de ningtin entorno de (0,0) en
M por un abierto de R. Por tanto M no es una variedad diferenciable segtn la Definicion

152

4. Poner otros ejemplos de subconjuntos de R? y R? que sean variedades diferenciables
segtin la definicioén de la Observacién [15.5] pero que no sean subvariedades de R3, es
decir, que no satisfagan la Definicién [15.2]

Problema 15.9. Supongamos M C R"™ C R™: Demostrar que si M es una variedad k-
dimensional de R™ entonces M también es una variedad k-dimensional de R™.

Problema 15.10. Sea a un punto de una variedad diferenciable M de R". Sea v € R" un vector
con ||v|| = 1. Probar que v € T'M,, siy s6lo si existe una sucesion (x;) en M tal que
l‘ PR—

lmz;=ay lim 21— =
j=r00 j=oe ||z; — al

a
V.

Por tanto, el espacio tangente a M en a puede también caracterizarse como el conjunto de
limites de direcciones de cuerdas en R™ que unen puntos de la variedad al punto a.

Problema 15.11. Sea M = {(z,y,2) € R® : 22+ y*> < 1,2z = 0}, y consideremos f : M — R

definida por
1

f(xayvz>:T2_y2'

Demostrar que M es una variedad diferenciable de R3yque f: M — Res diferenciable de
clase C'™, pero que no existe ninguna funcién f : R* — R diferenciable en R? tal que f|,, = f.

Problema 15.12. Encontrar la distancia del punto (—1,1) alacurvazy = 1, z > 0.

Problema 15.13. Sea b € R", sea M una variedad de R", y sea a un punto de M de distancia
minima a b. Probar que b — a es normal a M en a. jExiste siempre tal punto a € M?

Problema 15.14. Probar que el roro obtenido al rotar la circunferencia 2* + (y — 2)? = 1
alrededor del eje x cumple la ecuacién

F(x,y,2) = (2* +y* + 2> +3)* = 16(y* + %) = 0.
Probar que 0 es un valor regular de ', y por tanto el toro es una variedad bidimensional de R3.

Problema 15.15. Hallar el mdximo y el minimo de la funcién f(z,y, z) = z sobre el toro del
problema anterior.

Problema 15.16. Sea S la esfera unidad de R3, y consideremos el polo norte p = (0,0,1) y
el polo sur s = (0,0,—1). Para cada z € S\ {p}, denotemos por h(z) la interseccién de
la recta que pasa por p y = con el plano R?* x {0}. Andlogamente, para cada z € S\ {s},
sea h_(x) la interseccién de este plano con la recta que pasa por z y s. A la aplicacién h :
S\ {p} — R? se la llama proyeccion estereogrdfica de S sobre el plano R? desde el polo norte,
yah_:S\ {s} — R?se lallama proyeccién estereografica de S desde el polo sur.
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1. Probar que hy y h_ son biyecciones.
2. Hallar las ecuaciones de h. y h_ y sus inversas.
3. Probar que h; 'y hZ' son parametrizaciones regulares de S.
4. Comprobar que .
-1
(hyoh”")(z) = W
5. Generalizar todo esto para la esfera unidad de R", n > 2.

Problema 15.17. Probar que toda variedad es localmente conexa, es decir, cada punto tiene un
entorno abierto en la variedad que es conexo.

Problema 15.18. Probar que toda variedad compacta tiene un nimero finito de componentes
conexas.

Problema 15.19. Probar que un subconjuto M de R" es una variedad de dimensién n en R" si
y s6lo si M es abierto en R™.

Problema 15.20. Probar que un subconjunto M de R™ es una variedad de dimension cero si y
s6lo si M consta unicamente de puntos aislados. Concluir que M es a lo sumo numerable.

Problema 15.21. Sea M una variedad conexa de dimensién uno en R". Demostrar que M es
homeomorfa (de hecho difeomorfa) o bien a una circunferencia, o bien a un intervalo abierto de
R.

Problema 15.22. Calcilese el plano tangente a las superficies siguientes en los puntos indica-

dos:
(1) z=max{| z |,| y |} en (1,2,2) (2)e*+¢eY +e*=3en(0,0,0)
T = cosusinv T = scost
(3) Sy =sinusinv  en(n/4,7/4) (4) {y=ssint (0<s<2)en(l,27)
2 = COS v 2=t

Problema 15.23. Hillense los planos tangentes a la superficie 2% + 2y? + 322 = 21, paralelos
al plano x + 4y 4+ 6z = 0.

Problema 15.24. Parametricense las siguientes curvas y superficies alrededor de los puntos
indicados, y calcilese la recta o plano tangente (respectivamente) en dichos puntos.

(1)2* —y* =9en (5,4) (2)2® +9y? =22+ 1en (0,V2,1)

1
(3)zyz =1len (1,1,1) (4)42* +y* + 92 = 1en (o,o,g)

Problema 15.25. Estidiense los extremos de las siguientes funciones con las condiciones que
se indican:

1. fz,y,2) =2 —y+z 22 +y*+22=2
2. f(z,y)=m; 22+ 29> =3

3. flz,y,2) =22+ 2 + 2% P —ay+y2P — 22 =1
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4. f(x,y) =3z +2y; 222 +3y* =3
5. flzyy,2) =x+y+z 2> —y*=12r+z2=1
6. f(z,y) =2 —y; 2° —y* =2.

Problema 15.26. Calculese la distancia de los siguientes conjuntos al origen de coordenadas:
A={(z,y,2); *+y* =1L a+y+z=11 B={(z,y,2); *+y* =2 =L, a+y+z=

1.

Problema 15.27. Calcuilense los extremos de la funcién f(x,y) = (x — y)™ , con la condicién
?2+yP=1(n>1).

Problema 15.28. Sea f(z,y,2) = 2>+ y* + 22 + v +y + 2.
1. Pruébese que el conjunto M = {(z,y,2) € R 2% +3? + 22 < 4; 2 < 1} es compacto.
2. Calcilense los puntos de maximo y minimo absoluto de f sobre M.

Problema 15.29. a) Estidiense los extremos de la funcion f(x,y, z) = logx + logy + 3log 2
sobre la porcién de esfera 22 + y? + 22 = 5r2enlaque z > 0, y > 0, z > 0.

b) Utilicese el resultado obtenido en a) para demostrar que, si @, by ¢ son nimeros reales
positivos, se cumple:

5
(abe)® < 27(Lb+c) :

5
Problema 15.30. Se considera la funcién f(z,y,2) = x + y + 2.
1. Calcilense los extremos relativos de f sobre el hiperboloide 22 + y? — 222 = 6

2. Calculense los extremos absolutos de f sobre el compacto

K={(z,y,2): 2°+3*—22°<6, 0< 2 <2}

Problema 15.31. Hallense los ejes de la elipse 522 + 8xy + 5y? = 9.

Problema 15.32. Hillese el punto més alto y mds bajo del elipsoide 222 + 3y? + 22 + 122y +
drz = 25.

P_‘_ﬁ_xy’

zZ
p q

Problema 15.33. Sea f : (0, 00) x (0, 00) — R la funcién definida por f(x,y) =
donde p, ¢ > 1.

1. Discutanse los puntos criticos de f en funciénde py q.
2. Si % + % = 1, demuéstrese la desigualdad de Young: ry < %p + % Ve >0, Vy>D0.

Problema 15.34. Se considerael conjunto A = {(z,y,2,t) € R : 2?+9?+2% <2 22+y? <

1}.
1. Exprésese A como unién de variedades conexas.

2. Calcilense el supremo y el infimo de la funcién f(z,y, z,t) = (% + 2?)e " en A.

Problema 15.35. Se consideran el conjunto M = {(z,y,2) e R®: 2(22 +9*) <1,z2> 1}y
la funcién f(x,y, z) = xy + 2(2? + y?). Calctlense el supremo y el infimo de f en M.
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Problema 15.36. Demuéstrese que el volumen maximo de un paralelepipedo rectangular ins-

: : : z2 y2 22 8abe
crito en el elipsoide % + 35 + 5 =1, es 573

Problema 15.37. Sea f : M — N una funcién de clase C'! entre dos variedades diferenciables
de dimensiones m > n. Sea b € N un valor regular de f. Probar que f~'(b) es una variedad
diferenciable contenida en M.

Problema 15.38. Sea f : M — N una funcién de clase C'! entre dos variedades diferenciables
de dimensiones m < n, y supongamos que f es regular en a € M. Probar que existe U entorno
abierto de a tal que f(U) es una variedad diferenciable contenidaen N,y fy : U — f(U) es
un difeomorfismo.

Problema 15.39. Sea f : M — N una funcién de clase C'! entre dos variedades diferenciables
de dimensiones m y n respectivamente. Probar que el conjunto de puntos regulares de f es
abierto en M. Ademads, si m > n, probar que el conjunto de valores regulares de f es abierto
en N.

Problema 15.40. Se dice que C' C R" es un cuerpo convexo de clase C” en R" si C' es cerrado,
convexo, con interior no vacio, y su frontera JC' es una variedad de dimensioén n — 1y de clase
C? en R™. Demostrar que todo subconjunto convexo y compacto C' de R" puede aproximarse
por cuerpos convexos de clase C'*°, en el sentido siguiente: para todo abierto U de R" con
C C U, existe D cuerpo convexo de clase C* en R" talque C C D C U.

Indicacion: Seguir estos pasos:

1. Por el problema|l1.13] existe una funcién convexa f : R" — [0, 00) de clase C*° tal que
C = f10),y Df(z) # 0siz € R"\ C. Definase C}, = f~! ((—o0,1/k|) para cada
ke N.

2. Probar que C, es convexo y compacto, y que C' C Cj.1 C C paratodo k € N. Para ver
la acotacion de C; puede ayudar el problema[6.33]

3. Probar que todo niimero r > 0 es un valor regular de f, y concluir que 9C}, = {z € R":
f(z) = 1/k} es una variedad de dimensién n — 1y de clase C*° de R". Es decir, Cj, es
un cuerpo convexo de clase C'*° para todo k € N.

4. Demostrar que
lim d(C,0C%) = 0,

k—o0

donde d(C, 0C}) es la distancia de C' a la frontera de C}; (razonar por reduccion al absur-
do, usando la compacidad de (] y la continuidad de la funcién f).

5. Concluir que si U es un abierto que contiene a C' entonces existe ky € N tal que C' C
Cy C U paratodo k > ky.

Problema 15.41. Sea D un convexo compacto de R”, y sea f : D — R una funcién convexa
y continua. Demostrar que existe una sucesién de funciones (fx) : D — R convexas y de clase
C* tal que limy_, fx = f uniformemente en D. (Decir que f}, es de clase C'*° en el compacto
D es, por definicién, decir que fj tiene una extension de clase C'* a un abierto Uy, que contiene
a D.) Indicacion: Seguir estos pasos:

1. Sea N una cota superior de f en D. Definase C' = {(x,z) e R" xR : z € D, f(z) <
z < N}. Probar que C' es un convexo compacto de R"**,
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2. Aplicar el problema anterior para encontrar una sucesion de cuerpos convexos compactos
de clase C*° que aproxima a C. Para cada k € N, péngase U, = P(int(C})), donde
P:R" x R =R""™! — R" es la proyeccién P(x, z) = z, y definase f; : Uy — R por

fr(z) =inf{t e R: (z,t) € Ci}.

Pruébese que f; es convexa y que, geométricamente, la grafica de f corresponde a la
parte de abajo de la interseccion de C), con el abierto P~ (Uy).

3. Demostrar que la grafica de f es una variedad diferenciable de dimensién n — 1 en R”.

4. Concluir que f; es una funcién convexa de clase C'*°en Uy, y que
lim fi = f
k—o00

uniformemente en D.



Apéndice A

Si bien el cdlculo diferencial es una herramienta imprescindible en muchas ramas de las
matemadticas, lo cierto es que no llega a alcanzar su maxima potencia y profundidad hasta que
no se combina con el cédlculo integral y la teoria de la medida. En este sentido, conviene quizds
anunciar algunos resultados que pertenecen esencialmente al dmbito del cédlculo diferencial
aunque en su enunciado y demostracion intervengan la integral y la teoria de la medida, lo
que quizas es la causa de que, con demasiada frecuencia, sean en buena parte ignorados en
los programas de las asignaturas de andlisis (en las de célculo diferencial porque no pueden
demostrarse sin ayuda de esas otras herramientas, y en las asignaturas mas avanzadas bien por
falta de tiempo, bien porque se salen de la corriente principal de resultados). Sin embargo se
trata de teoremas fundamentales, que en nuestra opinién todo aquél a quien le guste el andlisis
(y seguramente también todo licenciado en matemadticas) deberia conocer. Un buen alumno
de segundo, después de haber cursado la asignatura de célculo integral que suele impartirse
a continuacién de ésta, no deberia tener dificultades para apreciar los enunciados e incluso
estudiar (el verano puede ser un momento propicio) las demostraciones y aplicaciones de los
teoremas que a continuacién enunciamos.

A propdsito de puntos y valores regulares de las funciones diferenciables (estudiados en los
capitulos [14] y [I5) es de obligada mencién el teorema de Sard: si una funcién f : R™ — R" es
de clase C” con p suficientemente grande, entonces el conjunto de valores regulares de f tiene
medida cero en R". Es decir, jcasi todos los valores que toma la funcién son valores regulares!
En particular, f~1(b) es una subvariedad de R™ para casi todo b € f(R"). El resultado es
también valido para funciones entre variedades diferenciables.

Teorema 15.23 (de Sard). Si M es una variedad diferenciable de dimension my f : M — R"
es una funcion de clase CP, con p > méax{m — n, 0}, entonces el conjunto de valores regulares
de f tiene medida cero en R".

La hipétesis sobre el orden de diferenciabilidad de f es necesaria, como demuestra el clasico
ejemplo de Whitney [15] que ya citamos en el capitulo ver la observacion

Las aplicaciones del teorema de Sard son numerosas, y puede llegar a decirse que existen
areas de la matematica, como la topologia diferencial, que dependen totalmente de este resul-
tado. En el libro de Milnor [9] puede encontrarse una demostracion relativamente simple del
teorema de Sard en el caso en que f es de clase C* (lo que suele ser suficiente en la inmensa
mayoria de las aplicaciones). Para una demostracion en el caso general puede consultarse el
articulo de Bates [3]], en donde incluso se prueba que la hipétesis de diferenciabilidad sobre f
puede relajarse: basta pedir que f sea de clase CP~! con derivada (p — 1)-ésima Lipschitz.

Al hilo de funciones Lispchitz y desigualdades del valor medio, no debe olvidarse el teorema
de Rademacher: las funciones Lipschitz es derivable en casi todo punto.

Teorema 15.24 (de Rademacher). Sea f : R" — R™ una funcion Lipschitz. Entonces | es
diferenciable en casi todo punto (es decir, el conjunto de puntos donde f no es diferenciable
tiene medida cero).
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Las aplicaciones de este teorema son también numerosas, y nuevamente puede decirse que
sin el mismo, algunas dreas de la matemética, como la teoria geométrica de la medida, serian
muy diferentes. El libro de Smith [[11]] contiene una demostracién de este resultado.

Finalmente, sobre los métodos y teoremas de aproximacion de funciones continuas o dife-
renciables por funciones diferenciables de clase C™, es preciso mencionar el método de apro-
ximacién por convolucion integral con sucesiones molificantes, es decir, con nucleos integrales
que son diferenciables de clase C'*°, tienen integral unidad, y que convergen ala funcién delta de
Dirac (la que vale infinito en el origen y cero en el resto, y que por definicion tiene integral uno).
Este método ya aparece en el articuloss cldsico de Whitney sobre aproximacion y extension de
funciones e inmersion de variedades diferenciables; consultar por ejemplo [[14, 6} [12]].
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En este segundo Apéndice vamos a presentar una demostracion elemental del teorema del
punto fijo de Brouwer que sélo requiere cdlculo diferencial e integral de funciones de varias
variables. Esta demostracion se debe a J. Milnor [10]. El teorema se deducira de otro resultado
también cldsico de la Topologia diferencial, conocido como el feorema de la bola peluda. Para
cada n € N, denotemos por S" ! el conjunto {(z € R™ : 23 + ... + 22 = 1}, es decir la esfera
unidad de R™. Un campo de vectores tangentes a S” ! es una aplicacién f : S" ' — R" tal que
(z, f(z)) = 0 paracada z € S

Teorema 15.25. Sin es par entonces no existe ningiin campo continuo de vectores tangentes a
S™ que no se anule en algiin punto.

Es decir, si n es par, no existe ninguna aplicacién continua f : S"! — R” tal que
f(x) # 0y (z, f(x)) = 0 para cada x € S"~! (cabria decir, pues, que una cabeza esférica
totalmente recubierta de pelo no puede peinarse sin incurrir en discontinuidades). La hipétesis
de que n sea par es por supuesto esencial: si n es impar entonces la formula f(z1, ..., 2,41) =
(x9, —T1, ..., Tni1, —T,) define un campo continuo de vectores unitarios tangentes a S”.

La demostracién del teorema de la bola peluda se basara en los dos lemas siguientes.

Lema 15.26. Sea A un compacto de R", y A > x — v(x) € R"™ un campo vectorial de clase
C! definido en un abierto U que contiene a A. Para cada t € R definamos f, : A — R"™ por

fi(z) =z + tv(z).

Entonces existe ¢ > (0 tal que para cada t € (—¢,¢) la aplicacion f, : A — R" es inyectiva y
transforma A en una region f;(A) cuyo volumen viene expresado por un polinomio en t.

Demostracion. Puesto que A es compacto y v es de clase C'!, esta aplicacién es Lipschitz en A,
luego existe ¢ > 0 tal que
o(z) —v(y)| < clr -y

para todo z,y € A. Definamos ¢ = 1/c. Entonces para cada t € (—¢,¢) la aplicacién f; :
A — R" es inyectiva (en efecto, si fi(z) = fi(y) entonces z —y = ¢ (v(y) — v(x)), luego
|z — y| < |t|c]z — y|, lo que implica que © = y porque |t|c < 1). La matriz de D f;(x) es
de la forma I + t[0v;/0z;], y un célculo directo muestra que su determinante es una funcion
polinomial de ¢, de la forma

detDfi(z) = 1+ tgi(z) + ... + t"gn(2),

donde las g; son funciones continuas. Este determinante es positivo para |¢| suficientemente
pequeio. Podemos suponer pues que c es suficientemente grande para que el determinante sea
positivo para todo ¢ € (—¢, ). Aplicando el teorema del cambio de variable, podemos calcular
el volumen de f;(A) integrando este determinante sobre A, es decir:

vol (fi(A)) = /A (1+tgi(z) + ... +t"gn()) dx = ag + art + ... + a,t",
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donde ag = vol(A) y a; = [, g;(x)dz paraj=1,..,n. O

Ahora supongamos que existe v : S"7! — §"! de clase C'! y tal que (u,v(u)) = 0 para
todo u € S"~! (es decir v es un campo de clase C'! de vectores unitarios tangentes a S"~!), y
definamos

fi(u) = u + tv(u).
Nétese que |u + tv(u)| = V1 4 ¢2.

Lema 15.27. Con la notacion anterior, si t es suficientemente pequeiio entonces f; es una
biyeccion entre S"' y la esfera de centro 0 y radio /1 + t2.

Demostracion. Sea A = {x € R" : § < |z| < 2}. Extendamos las aplicaciones v y f, a A
mediante la férmulas
v(ru) =rv(u), fi(ru) =ru+ tro(u)

para cadau € "7, r € [, 2]. Nétese que

filru) = rfi(u).

Se sigue que f; lleva la esfera de centro 0 y radio r dentro de la esfera de centro 0 y radio
rv 1+ t2.

Sea ahora ¢ tal que
11
t| <min{-, -
t] < min{g, -},

donde c es como en la demostracién del lema anterior. Fijemos 1y € S™!, y consideremos la
aplicacién ¢ : A — A definida por

p(y) = uo — tv(y).

Es inmediato comprobar que ¢ es contractiva (tiene constante de Lipschitz menor que 1). Por el
Teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas existe un tnico yo € A tal que ¢(yo) = Yo,
es decir

up — tv(yo) = Yo,

lo que equivale a decir que la ecuacién f;(y) = g tiene como tnica solucién y = y. Multipli-
cando por v/1 + t? obtenemos

V 1 —+ tQUO =V 1 + t2ft<y0) = ft (\/ 1 + too) s

y recordando que f; lleva la esfera de radio r dentro de la esfera de radio rv/1 + ¢2, se sigue
que xo = v/1 + t2y, estd en la esfera de radio 1. Esto prueba que ¢, aplica S*~! en la esfera de
centro radio v/1 + 2 de manera sobreyectiva. Por otro lado, la inyectividad de esta aplicacion
queda garantizada por el lema anterior. O

Con esto ya podemos dar una demostracion del teorema de la bola peluda en el siguiente
caso particular.

Teorema 15.28. Si n es par entonces no existe ningiin campo de clase C' de vectores unitarios
y tangentes a S™ .
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Demostracion. Supongamos que existiera un tal campo v. Sean A, ¢,y f; como en la demostra-
cion del lema anterior. Entonces se tiene que f; aplica la esfera de centro 0 y radio  de manera
sobreyectiva en la esfera de centro 0 y radio /1 + 2. Por tanto f; aplica la region A de forma
sobreyectiva en el conjunto {z € R™ : $1/1 + ¢ < |z < 2v/1 + #?}. Consiguientemente,

vol (f,(A)) = (m)nvolm).

Ahora bien, si n es par este volumen no es una funcién polinomial de ¢, en contradiccién con el
Lemal]l5.26) O

Demostracion del Teorema [15.25

Supongamos que exista v : S"7' — R" tal que v(z) # 0y (z,v(z)) = 0 para todo
r € S" ! Sea
m =: min |v(u)| > 0.
uesSn—1
Por el teorema de aproximacién de Weierstrass existe una aplicacién polinomial p : S*~! — R”

tal que
m

p(u) — v(w)] < 2

para todo u € S"~!. Definamos w : S"~* — R” por la férmula

Es inmediato comprobar que (u,w(u)) = 0, es decir que w es tangente a S"!, y también
(usando que (u, v(u)) = 0) que

m

() = p(u)| = [(p(u), w)] < =,

m

lo que junto con |p(u) — v(u)| < % y la desigualdad triangular prueba que |w(u)| > 0 para
todo u € S"~!. Entonces el cociente w(u)/|w(u)| define un campo C* de vectores unitarios
tangentes a S" 1. Sin — 1 es par, esto es imposible, por el teorema anterior. O

A continuacion deduciremos el teorema del punto fijo de Brouwer del teorema de la bola
peluda.

Teorema 15.29 (del punto fijo de Brouwer). Si B es homeomorfo a una bola cerrada de R",
entonces para toda aplicacion continua f : B — B existe al menos un xo € K tal que

f(xo) = To.

Demostracion. Podemos suponer que B = B,, es la bola unidad de R". Si f no tiene al menos
un punto fijo entonces podemos obtener un campo w : B — R" tal que w(u) = u para cada
u € S ! (es decir, w coincide con la normal exterior a OB en cada punto de 9 B). Por ejemplo,
podemos definir
1— |zf?

1 —-<15‘f($)>
Obviamente w(z) = zsi|z| = 1,y w : B — R™ es continua. Cuando {z, f(z)} son linealmente
independientes, es claro que w(x) # 0. Y cuando estos vectores son linelmente dependientes se

tiene que (z, z) f(z) = (z, f(z))x, lo que implica que w(z) = (x — f(x))/(1 — (z, f(x)) # 0.

().

w(zr) =
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Ahora, mediante una proyeccion estereografica, vamos a trasplantar este campo w(x) al he-
misferio sur de la esfera S™ de R"*!. Identificando R"™ con el hiperplano x, ., = 0 de R"*!, que
pasa por el ecuador de S”, definimos la proyeccidn estereogréfica desde el polo norte (0, ..., 0, 1)
de S™ por

s(x) = T (21, ..., 22y, [2|* = 1)

La aplicacion s lleva cada punto x de B, = B,.1 N {x,.1 = 0} a un punto u = s(x) de
S"N{z € R*"* : z,,; < 0}. Aplicando la derivada de s en x al vector w(zx) obtenemos un
vector W (u) tangente a S™ en el punto u = s(x). El vector W (u) puede describirse como el
vector velocidad ds(z + tw(x))/dt de la curva esférica t — s(z + tw(x)), evaluado en t = 0.
De este modo obtenemos un campo vectorial continuo tangente al hemisferio sur de S”, que no
se anula en ningdn punto de este. En cada punto u = s(u) del ecuador de esta esfera, es facil
ver (usando que w(u) = u) que W(u) = (0, ...,0, 1) apunta directamente hacia el norte.

De manera anéloga, usando una proyeccion estereografica desde el polo sur, podemos trans-
plantar el campo vectorial —w(z) para obtener un campo vectorial continuo definido en el
hemisferio norte de S, que no se anula en ningin punto de este, y que también apunta directa-
mente hacia el norte en el ecuador. Juntando estos dos campos vectoriales, obtenemos pues un
campo vectorial continuo IV, tangente a S, que no se anula en ningtin punto de esta esfera. Si
n es par, esto es imposible por el Teorema [15.25]

Esto prueba el teorema del punto fijo de Brouwer en el caso en que n es par. Ahora supon-
gamos que n = 2k — 1 es impar y que existiera una aplicacion continua [ : Bog 1 — Bog_1
sin ningtn punto fijo. Entonces la férmula F'(x1, ..., zox) = (f(x1, ..., Z2,_1),0) definiria una
aplicacion continua F' : By, — Bsy, sin ningin punto fijo. Lo que segtin acabamos de probar
es imposible. Por tanto el enunciado del teorema se cumple también en el caso en que n es
impar. 0
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