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Introducciéon

El presente trabajo es un estudio local de los subconjuntos analiticos complejos y de
los subconjuntos semi-analiticos reales.

En las secciones 2 y 3 trataremos el caso complejo basados en los tres primeros capitu-
los del libro Analytic functions of several complex variables de Robert C. Gunning y
Hugo Rossi. Los primeros resultados, la secciéon 2, componen una introduccion a la teoria
geométrica de funciones de varias variables complejas. Se incluyen las demostraciones de
aquellos resultados bien por especial importancia, bien por su mayor utilidad para el tra-
bajo. La seccién 3 es un estudio local de las funciones y variedades analiticas en el sentido
de la geometria analitica compleja.

Recordemos que dos funciones holomorfas f y g son equivalentes en el 0 € C" si existe
un entorno abierto W de 0 tal que las restricciones de f y g a W coinciden. A las clases
de equivalencia de esta relacién las llamaremos gérmenes de funciones holomorfas en el
punto 0. El conjunto de todas las clases, O,,, es un anillo local y dominio de integridad.
Probaremos los teoremas de preparacion y division de Weierstrass los cuales nos proporcio-
naran un concepto cercano a la division entre polinomios para los gérmenes de funciones.
También daremos demostraciones de los teoremas de las syzigias de Hilbert y del lema de
Oka sobre sucesiones exactas.

Recuérdese que dos subconjuntos X e Y de C" son equivalentes en el 0 si existe un
entorno abierto U de 0 tal que XNU =Y NU. A las clases de equivalencia de esta relacion
las denominaremos gérmenes de conjuntos. Diremos que X es el germen de una variedad
analitica si existen funciones holomorfas fi, ..., fs tales que X es el germen del conjunto
V(fi,.... fs) ={z€C": fi(z) =... = fs(x) = 0}. Probaremos el teorema de los ceros de
Hilbert para gérmenes de variedades, el cual establece que dado un ideal I C O,, tenemos
que I(V(I)) = rad(I). Como consecuencia de la demostracién del teorema de los ceros
de Hilbert probaremos el teorema 3.7.3, el cual nos ayudarda a comprender la naturaleza
local de las variedades analiticas complejas. Dicho teorema nos asegurara que localmente
las variedades complejas, salvo en una serie de puntos singulares los cuales forman un
conjunto analitico, se comportan como un recubrimiento finito. Terminaremos la seccién
3 trabajando con una situacion generalizada de este tltimo teorema, los recubrimientos
analiticos.

En la seccion 4 trataremos el caso real basados en el articulo Stratifications Distiguées
comme outil en géométrie semi-analytique, [3]. Un conjunto A C R™ es un subconjunto
semi-analitico si para todo z € A existe un entorno abierto U(x) tal que ANU(z) =
Ui, M’ Ayj, donde cada Ay es de la forma {f;; > 0} o bien {f;; < 0} o bien {f;; = 0}
con f;; funciones analiticas reales. La colecciéon de conjuntos semi-analiticos es cerrada por
complementarios, uniones finitas e intersecciones finitas.

Una estratificacion semi-analitica de un abierto G C R™ es una particién localmente
finita de G en subvariedades analiticas conexas que son semi-analiticas como subconjuntos
de R™ satisfaciendo "la condicién del borde” , es decir, la frontera en G de una de estas
subvariedades es la unién finita de algunas de las otras subvariedades de la particion de
dimension estrictamente menor.

Una estratificacién distinguida C de un intervalo abierto @ = {(zy,...,x,) € R™ :



|z;| < &;} se define por recurrencia en n:

e Para n = 1: una estratificacién distinguida de un intervalo (—¢,0) es {(—0,0)} o

bien {(—4,0),{0},(0,6)}

e Para n habiendo definido n — 1: una estratificacion distinguida de @) es una estrati-
ficacién semi-analitica finita de () que verifica las siguientes condiciones:

[ Existe una estratificacién distinguida C’ de un intervalo

abierto Q" = {(z1,...,2,_1) € R" : |2;] < §;} de R*!
C2) ¢ de forma que cada hoja I' € C de dimension < n — 1
es el grafo de una aplicacién analitica I' : [V — R
paraun IV € C'.

Existe un polinomio P no nulo con coeficientes analiticos
en un entorno abierto conteniendo a @Q’, que es nulo

C3)< enelconjunto V =|J{I' € C:dim(I') <n—1},y tal
que la funcion orden, I' 5 x — ord, P, es constante para
cada I' € C.

\

En este trabajo probaremos el siguiente teorema,

Teorema (de las estratificaciones distinguidas). Sean Ej, ..., E, subconjuntos semi-
analiticos de un entorno abierto de 0 € R". Entonces, después de un cambio lineal de
coordenadas adecuado, existe una estratificacion distinguida de un intervalo abierto ) =
{(z1,...,2,) € R : || < d;,1 < i < n}, arbitrariamente pequeno, que es compatible con
los conjuntos Fi, ..., .

Como consecuencia de este teorema deduciremos por ejemplo que la adherencia de
un subconjunto semi-analitico también es semi-analitica y que la familia de componen-
tes conexas de un semi-analitico es localmente finita y cada una de dichas componentes
también es semi-analitica.

El estudio de las estratificaciones semi-analiticas fue introducido por Stanislaw Loja-
siewicz durante un curso impartido en la Sorbona en 1964-1965 (véase [4] y [5]). En dicho
trabajo se introdujeron las estratificaciones normales para las cuales se probaba un teo-
rema similar al teorema de las estratificaciones distinguidas obteniendo, entre otras, las
mismas consecuencias sobre la adherencia y las componentes conexas. Fue en 1995 cuando
se publico el articulo antes mencionado sobre el cual esta basado este trabajo en el que
se desarrollaban las estratificaciones distinguidas, cuya presentacién resultaba mucho mas
elegante y menos complicada que la de las estratificaciones normales.

Por 1ltimo, al final de la seccién 3 estudiaremos los subconjuntos semi-analiticos de
dimensiéon menor o igual que 1, demostrando que cualquiera de estos subconjuntos se
puede poner como union finita de arcos semi-analiticos, es decir, de subvariedades analiti-
cas que son semi-analiticas como subconjuntos de R™ y que son isomorfas al intervalo
(0,1) con extremos distintos. Como consecuencia de esto veremos que las proyecciones de
conjuntos semi-analiticos acotados de dimensién menor o igual que 1 son también con-
juntos semi-analiticos acotados de dimensién menor o igual que 1. Este ultimo hecho no



se satisface para los subconjuntos semi-analiticos de dimensién n > 1. Esto supone una
gran diferencia con la clase de subconjuntos semi-algebraicos los cuales, por el teorema
de Tarski-Seidenberg, satisfacen que la proyeccion de un subconjunto semi-algebraico es
también semi-algebraico (véase [1]).

Finalmente, en la seccion 5 aplicaremos de forma constructiva las demostraciones del
teorema 3.49 y del teorema de las estratificaciones distinguidas a una serie de ejemplos
concretos comprobando de esta forma las diferencias que existen entre los casos complejo
y real. Por ejemplo notaremos que los puntos singulares de una variedad analitica real
no tienen por qué formar una subvariedad. Dichos ejemplos son de especial importancia
puesto que, como probd José F. Fernando Galvan en su tesis Suma de cuadrados de
gérmenes de funcién analitica, [2], son los tinicos gérmenes de superficie singular de R3
tales que cualquier germen de funcién positiva sobre ellos es suma de cuadrados.
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Notacion

1. Utilizaremos la siguiente notaciéon de multiindices. Dada una n-upla z = (21, ..., 2,)
y un subconjunto J = {oy < ... < o} C {1,...,n}, denotaremos por z; =
(Zays -+ 2a;)- Cuando J = {1,...,n — 1}, denotaremos 2’ = z; = (z1,..., 2n—1)-

2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Dado un subconjunto £ C X, denotaremos por
int(E) al interior de F.



1.

Preliminares de Algebra

Sean A C B una extension entera de dominios de integridad y sea k C K la extensién
de sus cuerpos de fracciones. Sea b € By sea P(x) € A[X] ménico de grado minimo tal
que P(b) = 0. Sea r el grado de P.

1)

Veamos que P(z) es el polinomio minimo de b sobre k. Supongamos que dicho
polinomio es P;(z) € k[X]. Entonces existe H(x) € k[z] tal que P = H P;. Podemos

escribir ~
{ H(z) = hH ()
Pi(z) = pPi(x),

para h,p € k y ]:I(~x),ﬁ’1(x) € Alz| primitivos. Sean hy,p; € A los coeficientes
principales de H y P, respectivamente. Tenemos que

P(x) = hpH () Py(z).

Como el producto HP, es primitivo y P también lo es, hp € A es una unidad.
Definimos Py(z) = hphiPi(x) € Alz]. Es un polinomio ménico en Alz] tal que
P5(b) = 0. Por tanto tiene grado menor o igual que P(z). Deducimos que H(x) es
constante. Como Py P son monicos, H(z) = 1. Por tanto P(z) = Pi(x).

Sea G(z) € Alz] tal que G(b) = 0. Veamos que P divide a G en Alz]. Por ser P el
polinomio minimo de b en k, G(x) = H(z)P(x), para algin H(x) € k[X]. Podemos
escribir H(z) = hH(x) con h € k 'y H(z) € Alz] polinomio primitivo. Entonces
G(z) = hH(z)P(x). Como H(z)P(z) es primitivo, h € A. Por tanto H(z) € Alz].

Supongamos que K = k(b), k tiene caracteristica cero y que A es un dominio de
factorizacién tnica. Veamos que dado a € B existe un polinomio T'(z) € Alz] de
grado menor que r tal que da = T'(b), donde d es el discriminante del polinomio P(x).
Sea G(x) el polinomio minimo de a en k. Sea L D K el cuerpo de descomposicién
de G(z)P(zx). Sabemos que

[L:k|=[L:K][K:E|.

Como la extension k C L es normal, finita y separable, el teorema fundamental de
Galois nos asegura que |Gal(L : k)| = [L : k] y |Gal(L : K)| = [L : K]. Supongamos
que el nimero de k-isomorfismos de K en L es s. Digamos que son ¢q,..., @s.
Podemos extenderlos a k-automorfismos ¢; de L. Deducimos que |Gal(L : k)| =
s-|Gal(L : K)| y por tanto, s = [K : k| =r.

Como b es algebraico y el grado de su polinomio minimo es r existen cg,...,c. € k
tales que
a=co-14+...+cb L

Sean ¢1,...,¢, los k-isomorfismos de K en L. Tenemos entonces que ¢;(b) = a,
donde oy, ..., a, son las r raices de P(x). Por tanto

gi(a) = co- ¢i(1) + ... + e di(b) 1
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La regla de cramer nos dice que
fyA
Cj = g]
donde § = det(¢;(bV1)) = det(al™") y 7, es el determinante anterior sustituyendo
la columna j-ésima por la columna cuyos elementos son ¢;(b), 1 < i < r. Por ser §
el determinante de Vandermonde 6% = d, donde d es el discriminante del polinomio
minimo de b. Por tanto
= 2 0
== = :

4] d
Como d € A, tenemos que ;0 = dc; € k. Tanto ; como ¢ son determinantes de
matrices cuyos elementos son enteros sobre k, y por tanto, ellos también enteros
sobre k. Entonces 7,0 € k es entero sobre A. Por ser A noetheriano, v;0 € A.



2. Propiedades basicas de las funciones holomorfas

2.1. Propiedades basicas de las funciones holomorfas de varias
variables complejas

Un polidisco abierto en C" es un subconjunto A(w;r) C C" de la forma
Aw;r) ={z€C":|z; —wj| <rj,j=1,...,n}

Diremos que w = (wy, ..., w,) € C* es el centro de A(w;r) yr = (r1,...,m) € R"r; >0,
su polirradio.
Con la notacién anterior, llamamos esfera al conjunto S(w;r) C C" dado por

S(wir) ={z € C": |z —wj[ =r;,j =1,...,n}.

Definicién 2.1. Decimos que una funcién compleja definida en un abierto D C C",
f:D — C, es holomorfa en D si cada punto w € D tiene un entorno U, w € U C D, de
forma que f tiene un desarrollo en serie de potencias

o0

f(z) = Z ey e (21 — wp)* - (2 = wy)™

ki+-+kn=0

que converge Vz € U. En consecuencia, Yw € D, la serie converge uniformemente en
algin entorno de dicho punto. Al conjunto de todas las funciones holomorfas en D lo
denotaremos por Op.

Si f es holomorfa entonces también lo es en cada una de sus variables separadamente.
El reciproco no es tan evidente y es lo que se conoce como el lema de Osgood.

Lema 2.2 (de Osgood). Si una funcién compleja f : D — C es continua y holomorfa en
cada variable entonces es holomorfa en D.

Demostracion. Sean w € D'y A(w;r) C D. Como f(2/,2,) es holomorfa en A(w,,r,) se
tiene que por la férmula integral de Cauchy: Vz € A(w;r)

1 f(z1, o201, Gr)
c,,.
1(2) /wncn:rn . ¢

2m — Zn

Iterando este proceso en cada variable y utilizando el lema de Fubini obtenemos la formula
de Cauchy en varias variables

0= (om) [ ararey

Dado z € A(w;r) tenemos que la serie

o

1 z1 —w)t .. (2, — wy,
. ( ) )

N (G1 — w1t (G — wy)

(G —21) (Co— 2n)

Un

vi+-4vp=0
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es absolutamente convergente si |(; — w;| = r;, 1 < i < n, luego la suma y la integracién
conmutan; en consecuencia,

o0

FE = D Gz —w) e (2= wy) (1)

U1,y n =0

B L " f(Q)d¢ ... d¢,
Ayy. vy — (27Ti) /S(w,r) (Cl . wl)y1+1 . (gn _ wn)u1+1.

Por tanto f es holomorfa. O

donde

Observacién 2.3. Si derivamos y evaluamos en w en la expresion (1) deducimos que

1 8V1+"'+an
vl 02 - 0zt

(w).

Ayy. vy —

Algunos teoremas tipicos de andlisis complejo en una variable también son ciertos para
funciones de varias variables.

Teorema 2.4 (de identidad). Si f y g son funciones holomorfas en un abierto conexo
D eC"y f(z) = g(z) en un abierto U C D, entonces f(z) = g(z) en todo D.

Demostracion. Sea E = int({z € D : f(z) = g(z)}), subconjunto que es abierto y no
vacio, puesto que U C E. Si mostramos que E es cerrado en la topologia relativa de D
tendremos que D = F'U (E°N D) y, por ser D conexo, obtendremos que £ = D.

Queremos mostrar que END = E. Sea w € DN E y sea r > 0 de forma que
A(w;r) € D. Como w € E, A(w;r/2) N E # () y por tanto existe un w' € E tal que
w' € A(w;r/2). Como A(w';r/2) C A(w;r) C D, la funcién f(z) — g(z) es holomorfa en
A(w';7/2), es decir, tiene un desarrollo en serie de potencias centrado en w’ que converge
en dicho polidisco. Ahora bien, como E es abierto, existe un entorno U(w') C E'y por tanto
f(2) — g(z) se anula en el abierto A(w';7/2) NU(w’). Como los coeficientes del desarrollo
son derivadas parciales de f(z) — g(z) en el punto w’, concluimos que dichos coeficientes
son todos nulos y que por tanto f(z) — g(z) es idénticamente nula en A(w’;7/2). En
particular, como w € A(w';r/2), w € E. O

Utilizaremos el siguiente lema para demostrar el teorema del médulo maximo.

Lema 2.5. Sea f una funcién holomorfa en el abierto D C C™ tal que |f| es constante.
Entonces f es constante.

11



Demostracion. Dadas las hipétesis del teorema, f(z) = pe®®) con § : D — R. f es
holomorfa, y por tanto

_ af _ aeie(z) s if(2) 86(2) 89(2)
Tz PTor TV oz oz

6 es funcién holomorfa y real.

0 = 0.

0:D> (x1+1iys,. .., o0 +iyn) — Oy +iva, ..., T, +1y,) €R

Como 6 es holomorfa, para 1 < i < n,

90 _
(&2}
5y = V-
Eso implica que # es constante y por tanto f también lo es. O

Teorema 2.6 (del médulo maximo). Si f es una funcién holomorfa en un abierto conexo
D c C" y existe un punto w € D tal que |f(z)] < |f(w)| para todo z en un cierto entorno
de wy, entonces f es constante en D.

Demostracion. Sea A = A(w;r) C D, tal que Vz € A [f(z)| < [f(w)] y sean v;(6,) =
wj +r;e?% 0; € [0,27], 1 < j < n. Haciendo un cambio de variable en la férmula de
Cauchy obtenemos

) = (55) [ s =

_ (L)n/ f(%(@l)»-~7%(9n))(rl...r )Z'nei(91+"'+9“)d8:
[0,27]™

27'('7/ 7’1 PP Tnei(91+"'+9n)

_ (%)n /m’zﬂn FORO1), - 4 (62))d0.

Tomando modulos

@I < [ 100 ) a8 2 )]

(0,27

Tenemos por tanto que
[ Q= ). 50 )ie =0

Puesto que | f(w)| = [f(71(61),- -7 (0,))] = 0, nos queda que
[f ()] = [f(1(61), -7 (0n))];

para todo 6 € [0, 27|". Como podemos hacer el polirradio todo lo pequeno que queramos,
tenemos que |f| es constante en A, y por el lema anterior, también f es constante en A.
El teorema de identidad nos asegura que entonces f es constante en D. O]

12



Definicién 2.7. Sea f una funcién holomorfa y sea
f(2) =) fulw;z)
k=0

su desarrollo en términos homogéneos de orden k alrededor de w. Decimos que f tiene
orden total k en el punto w si k es el menor de los grados de los polinomios homogéneos
anteriores que no son idénticamente cero.

Teorema 2.8 (Lema de Schwartz). Sea f una funcién holomorfa en un entorno de A(0;r),

r = (r,...,7), con orden total k en el 0 y tal que |f(z)] < M para todo z € A(0;r).
Entonces se tiene que para todo z € A(0;7)

21k

HOES

2.2. Latopologia de la convergencia uniforme en compactos para

Op
Dado un compacto K C D definimos
I 1lx :Cp > f = Ifllx = maz.ex | f(2)] € RT.
Esta funcién es una pseudonorma ya que Vf,g € Cp
DS+ gllx < 1 fllx + gl
2) [IAfllee = AL (1 f 1]
Obsérvese que no es una norma porque no satisface la siguiente propiedad
Ifllxk =0=f=0.
Los siguientes subconjuntos de Cp
Up(K,e) ={9€Cp:|f—gllx <e}
son una base. Efectivamente, dado g € Cp,
g € Up, (Ky,e1) N Uy, (Ks, €2),
tenemos que, para ¢ = min{e; — ||f1 — gllx,, €2 — |fo — 9|k, },
g €Uy (K1UKy,e) CUy (Ky,61) NUp (K3, e9).

Podemos definir la topologia que genera esta base de otra forma. Dado un dominio D,
sea {K,} una coleccién de compactos, K, C D, tales que K,, C K,41 y UX K, = D.
Para cualesquiera f, g € Cp definimos:

o0

- Hf—QHKn
d _ n
(F9) =2 2" T g

13



Esta funcién d es una métrica y la topologia que induce es equivalente a la definida
anteriormente. Respecto a esta métrica Cp es completa.

La topologia que hereda Op de Cp se denomina topologia de convergencia uniforme en
compactos.

Lema 2.9. Op es un cerrado en Cp

Teorema 2.10 (generalizado de Vitali). Cualquier familia F acotada de funciones holo-
morfas en un dominio D C C” tiene clausura compacta en Op.

Demostracion. Sea F una familia acotada de funciones holomorfas. Entonces existe una
constante M > 0 de forma que

FCA={feOp:|f(z)] < MVze D}

Si mostramos que A es compacto entonces F C A también lo serd por ser un cerrado
dentro de un compacto.Para demostrar que A es compacto vamos a comprobar que toda
sucesion de elementos de A tiene una subsucesién convergente en A. Sea A, = A(w,;7,)
una familia de polidiscos compactos tales que A, C D'y Uoo A = D. Sea 26, la distancia
de A, a C" — D. Por tanto A(w,;7,) C Aw,;r, +6,) C D.Dados f € Ay z € A,

tenemos que

‘81‘ _ ‘(L)/ F()dG - d,

8zr 271 S(wyiry+8,) (Cl ) (QT r) (Cn - Zn)

(i)/ (Ol des |
27 S(wy;rv+0u) ‘Cl _le"'|<7"_ZTP"'KTL_ZTL’

Puesto que |(; — z;| > 0y,
of - i M/ déy -+ - d¢, _ i M[QW(TV#—(SV)}H .
azr 2m S(wy;ry+0y) 517/L+1 2m 5g+1

M r

5, ( * 5y) ¢

Iterando este calculo obtenemos que

of

<

< Mck1+'“+kn
(92 T '
Por tanto Vz,2° € A,
o
1F(2) = O < > akallzs — 2805z — 20 <
k1ye.kn=0
io: Mckl'i‘—l—kn |Zl . Z?lkl . |Zn _ Zo|k3n
- | e | n ’
K1, kn=0 fl e 4 B!
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Utilizando esta expresiéon probamos que la familia A es equicontinua en A, es decir,
que para todo € > 0 existe un polirradio § > 0 tal que Vz,20 € A, Vf € A, si 2z — 2 €
A(0;0), entonces | f(z), f(20)| < €. Por el teorema de Arzela-Ascoli, tenemos que la familia
A es normal en cada A,. Por tanto dada una sucesiéon de funciones {f.} de A siempre
podemos encontrar una subsucesiéon uniformemente convergente en A,. Es més, dada una
sucesién de funciones {fi} y dadas las subsucesiones uniformemente convergentes { fx,, }
para cada /\,, escogemos a su vez subsucesiones de las sucesiones de forma que los indices
queden de la siguiente forma:

k11</{321<"'</€j1<"'
k’12<k‘22<"'</€j2<"'

kl,j<k‘2y<"'<k’jy<"'

con kj, < kjw11), Vj,v. Tomamos la subsucesion {fr;,} que es uniformemente convergente
en todo A, y, por tanto, convergente en Op. [

Observacion 2.11. En la demostracion de este teorema tiene especial importancia el
concepto de familia equicontinua:

Una familia de funciones F se dice equicontinua en un subconjunto E si para
todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que d(f(z), f(z0)) < € siempre y cuando
|z — 20| < dy 2,20 € E, simultdneamente para toda f € F.

El resultado es una consecuencia del teorema de Arzela-Ascoli:

Una familia F de funciones continuas con valores en un espacio métrico S es
normal en una region w del plano complejo si y solo si

i) F es equicontinua en todo compacto.

ii) para cualquier z € w los valores f(z), f € F, estan incluidos en un com-
pacto de S.

2.3. Teorema de la funcién implicita y Teorema de la funcién
inversa

Teorema 2.12 (de la funcién implicita.). Sea f(z1,...,2,) holomorfa en un polidisco
A(w;r) C C"y tal que f(w) =0y a%(w) # 0. Entonces existe un polidisco A(w;d) C
A(w;r) y una unica funcién holomorfa ¢(z’) en A(w';¢’) tal que

i) p(w') = wn,
i) |p(2) —wy| < 0, en A(w'; ),

15



iii) f(z) =0 en el punto z € A(w;d) siy solo si z, = (2').

Demostracion. Se A(w;d) C A(w;r) el polidisco cuya existencia nos asegura el corola-
rio 3.4. Tenemos entonces que Vz' € A(w';0’) existe un unico z, € A(wy;d,) tal que
f(2',2,) = 0. Sea ¢(2') la funcién en A(w';d") que asigna a cada 2’ dicho z, € A(wy;d,).
Por definicién p(w') = wy,.

Por tanto tan s6lo nos falta comprobar que ¢ es holomorfa. Sabemos que si f y g son
funciones holomorfas en una variable compleja en A(0;7) y a € A(0;r) es el dnico cero

de f entonces )
f'(=

= dz.

o) = [ o5

f(2)

Aplicando este resultado a nuestra funcion f en la ltima variable (siendo g = id) tenemos

que
1 G Of
/ n /
p(2) = — ———— (2, (,)dC,.
() 270 J ¢ —wni=sn J (25 Cn) 3Cn( )
Como f(Z,(,) # 0 para todo 2/ € A(w';d') y para todo ¢, tal que |, — w,| = 0p,
concluimos que ¢ es holomorfa en A(w'; ¢"). O

Teorema 2.13 (de la aplicacién implicita.). Si fxi1,. .., fn son holomorfas en un polidisco
A(w;r) C C* y tales que

D) filw)=0,j=k+1,....n
i) =0/, i j=k+1,...,n

entonces en un polidisco A(w;d) C A(w;r) existen unas tnicas funciones holomorfas
0i(z1,...,26), j=k+1,...,n tales que f;(z1,...,2,) =0paraj=k+1,...,nsiysolo
sizj=¢i(z1,...,2) paraj=k+1,... n

Teorema 2.14. Sean > m y sea F : U(0) — C™, U(0) C C", una aplicacién holomorfa
no singular tal que F'(0) = 0. Entonces existe un cambio de variables lineal w; =}, a;;2;
en C" y unas funciones holomorfas ¢;(wy, ..., wy_pn), j =n—m+1,...,n, en el polidisco
A(0;6) tales que F(wy,...,w,) = 0siy sélo si w; = @j(ws, ..., wy_m) en A(0;5) para
j=n—m+1,...,n.

Demostraremos el teorema de la funcién inversa como consecuencia del de la funcién
implicita.

Teorema 2.15 (de la funcién inversa). Sea F' : U(0) — C", U(0) abierto de C", una
aplicacién holomorfa no singular tal que F'(0) = 0. Entonces existe un polidisco A(0;6)
en el que F es invertible.

Demostracion. Sea J la matriz jacobiana de F. Como F no es singular, haciendo un
cambio de variable, podemos suponer que Jr(0) = I,,x,. Sea la funcién holomorfa en un
entorno de 0 en C?* dada por

H(w,z)=w— F(2)
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La matriz jacobiana de H en 0 es de la forma
Ju(0)= (-1 | I)
Por el teorema anterior, visto que H(0) = 0, existen unas coordenadas
(W1, ey Wiy Z1ye ey 2n) = (W1 ooy Wy 21+ W1, ey 2 + W)
en un polidisco A(0;5) x A(0;£) € C*" y unas tnicas funciones ¢; (w1, ..., w,), 1 < j <n,
holomorfas en A(0;) C C" tales que V(w, z) € A(0;9) x A(0;¢)
H(,2) = 0 2 = (i, ..., ).
Definamos
G:A0;0) 3w — (pr(w),...,pn(w)) € A(0;¢).
Vistas las siguientes equivalencias
H(i, 7 — @) =00 =FE—0) < w=F(2)
Zi —wj = @i(W,...,0) &z = pj(w) & z2=G(w)

nos convencemos de que G es una funcién holomorfa biyectiva tal que F(G(w)) = w vy,

por tanto, que es la funcién inversa de F'(z).
]

2.4. Singularidades evitables

Definicién 2.16. Sea D un dominio de C™. Un subconjunto X C D es fino si para todo
punto z € D existe un polidisco A(z;r) C D y una funcién f holomorfa en A(z;r) no
idénticamente nula que se anula en X N A(z;7).

Definicién 2.17. Sea D un dominio de C" y sea X C D. Una funcién definida en D — X
es localmente acotada en D si para todo punto z € D existe un polidisco A(z;r) C D tal
que la funcién f es acotada en A(z;7r) N (D — X).

Teorema 2.18 (de extension de Riemann). Sea X un subconjunto fino del dominio D de
C" y sea f una funcién holomorfa en D — X localmente acotada en D. Entonces existe
una unica funcién f holomorfa en D tal que f(z) = f(z) para todo z € D — X.

Demostracion. Empecemos demostrando la unicidad. Sean fl y f2 dos extensiones de f.
Puesto que X no es densa en ningin punto tenemos que D — X N D = D, y por tanto,
por continuidad, f; = f» en D. Para terminar la demostracién basta probar este otro
enunciado’:

1Sea w € D. Sabemos que existe un polidisco A = A(w;r) C D y una funcién g holomorfa en A tal
que X NA CV(g) ={z € A:g(z) = 0}.Puesto que f es holomorfa en A — (A N X) también lo es
en A — V(g). El segundo enunciado nos asegura que existe una dnica extensién f en A tal que f =f
en A — V(g). Debemos comprobar que f y f coinciden en A — (AN X). Dado que ambas coinciden en
A — V(g), basta comprobar que para todo wy € V(g) — (X N A), f(wo) = f(wp). Como A — V(g) es
denso, existe una sucesién {w,} C A —V(g) que converge a wg. Por tanto, por continuidad,

flwo) = 1im f(w,) = 1im f(wn) = f(wo).

La unicidad de las extensiones localmente nos permite definir correctamente la extension f en todo D.
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Sea g una funcion holomorfa en A(w;r) no idénticamente nula y sea X =
{z € A(w;r) : g(2) = 0}. Dada una funcion f holomorfa en AN(w;r) — X
localmente acotada en AN(w;r), existe un abierto U(w) C A(w;r) y una inica
funcién f holomorfa en dicho abierto tal que f(z) = f(z) para todo z € U(w)—
X.

Siw ¢ X, podemos tomar un abierto U(w) C A(w;r) — X y f = f en dicho entorno. Si
w € X, haciendo un cambio de coordenadas podemos suponer que g es regular de orden
k en z, en el punto w. Por el corolario 3.4, existe A(w;d) C A(w;r) tal que para todo
2 € A(w';¢") la funcién g(2', z,) = 0 tiene k ceros en |z, — w,| < 0, y es distinta de cero
en |z,| = d,. Consideremos la funcién en A(w;d) dada por

o L f.6.)
i2) /< a6,

270 Jic—wn|=6n Cn = Zn

El denominador del integrando no se anula en el dominio de integracién puesto que |w,, —
Zn| < 0 ¥ |G — wy| = 0,,. El numerador estd bien definido en el dominio de integracién ya
que, por lo dicho anteriormente, para z’' € A(w';0") y || = 6, tenemos que g(z’,6,) # 0
y por tanto (z/,4,) ¢ X. Por ello f es holomorfa en las variables 21, ..., 2,_1. También se
comprueba que es holomorfa en la variable z,,. Como f es continua, por el lema de Osgood
es holomorfa. Fijado 2/ € A(w';d), para |z, — w,| < 6, la funcién f(z,) = f(#, 2,) no
es holomorfa en como mucho k& puntos, aquellos en los que g(z/, z,) se anula. Como f es
localmente acotada, la funcién f(z,) es acotada en A(wy;d,). El teorema de extensién
de Riemann en una variable nos asegura que existe una tnica funcién f (z,) holomorfa
en A(wy; 8,) tal que f(z,) = f(2', 2,) para todo z, € A(w,;d,) con g(2', z,) # 0. Por la
féormula integral de Cauchy, para todo z, € A(w,;d,) tal que g(2/, z,) # 0

~Z _ J?(Cn)d _ f(Z,7Cn>d :~Z/Z.
F(z) /| G, /|< HE) g = (! 2)

Cn_wn‘zén Cn — Zn —wn|:5n Cn — Zn

Por tanto, para todo z, € A(wy;d,) tal que g(z', z,) # 0, f(Z2) = fzn) = f(2,20).
Haciendo variar 2’ € A(w’; ") concluimos que f(z) = f(z) para todo z € A(w,d)—X. O

Corolario 2.19. Sea X un subconjunto fino de un dominio D C C”. Entonces D — X es
conexo.
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3. Anillos locales de funciones holomorfas

3.1. Regularidad de orden k£ de una funcién holomorfa

Notacién. Dado un polidisco A(w;r) C C* y un punto z € A(w;r), denotaremos 2’ =
(21, ey anl)-

Definicién 3.1. Una funcién holomorfa f es reqular de order k en z, en el punto w si
f(wy, ..., wy_1,2,) considerada como funcién holomorfa dependiente de la variable z,
tiene un cero de orden k en el punto z, = w,.

El siguiente lema nos proporciona una relacion entre el concepto de regularidad total
y el de regularidad en un cierta variable.

Lema 3.2. Sea f una funcién holomorfa de orden total k < co en el punto w. Entonces
existe un cambio de coordenadas lineal en C" tal que f se convierte en una funcion
holomorfa regular de orden k en z, en el punto w.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que w = 0. Sea f = Z;’ik fis
donde f; son polinomios de homogeneos de grado j y fr 0. Sea a = (a4, ...,a,) # 0 tal
que fx(a) # 0. Puesto que a # 0, existen b;; € C tales que el cambio de coordenadas

n—1
zi = iy + Z bijG;
7=1

es no singular. Observamos que la funcién ¢(¢) = f(z(¢)) ain tiene orden total k y que
g(0,...,0,1) = fr(a) # 0. Por tanto g es regular de orden k en (, en el origen. O

Lema 3.3. Sea f una funcién holomorfa regular de orden k en z, en un polidisco A(w; ).
Entonces existe un polidisco A(w;d) C A(w;r) tal que para todo

a e Aw';d)

la funcién f(d', z,), como funcién de una variable respecto a z,, tiene exactamente k ceros
(contando multiplicidades) en el disco |z, — wy| < 6,.

Demostracion. Para simplificar la notacion podemos suponer que w = 0. Por hipdtesis,
f(0,...,0,2,) = 0 tiene un cero de orden k en z,. De andlisis complejo en una variable
sabemos que los ceros de funciones holomorfas son aislados, es decir, que existe un 9,, > 0
tal que f(0,...,0,2,) #0510 < |z,] < J,. Sea

e= 1inf |f(0,...,0,2,)] >0

|2n|=6n

Como f(z) es una funcién continua, sabemos que existen d;(z,), . . ., 0n(2,) tales que V¢ €

A0;7), si (¢, ¢ — zn) € AA(0;6), entonces
Q) = £0z)| < 5
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Consideremos 0, (z,) para todo |z,| = d,. Por compacidad,
{Zn : |Zn| = 5n} C U A(Z;,Sn(,z;))
i=1

Si tomamos
n

6y = min{dy (1), ..., 61(z%)}

Op1 = min{0,_1(2}), ..., 0n_1(2%)}
tendremos que V(aq,...,a,_1) € A(0;01,...,0,_1), Vz, tal que |z,| = 0,

|f(ar, ... an-1,2n) — f(0,...,0,2,)] <&

Finalmente, como para todo z, tal que |z,| = §,, tenemos

|f(ar,... an_1,2n) — f(0,...;0,2,)] <|f(0,...,0,2,)],

el teorema de Rouche de variable compleja nos asegura que V(ay, ..., an_1) € A(0;1, ..., 0n-1),
flay,...;an—1,2,) y f(0,...,0,z,) tienen el mismo nimero de ceros en |z,| < d,.
m

Corolario 3.4. Sea f una funcién holomorfa regular de orden k en z, en un polidisco
A(w;r). Entonces existe un polidisco A(w;d) C A(w;r) tal que para todo 2" € A(w';d')
y para todo z, con |z, — w,| = J,,

f(z1,- 0201, 20) # 0.

3.2. Gérmenes de funciones. Regularidad de un germen.

Definicién 3.5. Fijada una dimension n, dos funciones holomorfas f,,, g,, son equivalentes
en el punto w si existe un entorno W de w tal que W Cc UNV Cc C"y f,|lw = g, |w(es
una relacién de equivalencia). A las clases de equivalencia de esta relacién se las va a
llamar gérmenes de funciones holomorfas en el punto w. El conjunto de todas las clases
(gérmenes) junto con las operaciones suma y producto usuales de las funciones es un anillo
conmutativo al que denominaremos anillo de gérmenes de funciones holomorfas en el punto
w y al que denotaremos por ,O,,, o bien O,, si la dimensién se deduce del contexto.

Teorema 3.6. El anillo O,, es isomorfo al anillo de series convergentes centradas en el
punto w.

Haciendo un cambio de coordenadas podemos suponer que w = 0 y por tanto
denotaremos al anillo de gérmenes ,,Oy por O,,. Se tiene que las funciones holomorfas que
representan al mismo germen tienen el mismo valor en el punto w. Las unidades de este
anillo son los gérmenes que no se anulan en el punto w. En consecuencia, O, — U(O,,)
es un ideal maximal. Luego O,, es un anillo local. Observamos también que este anillo es
dominio de integridad.
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Definicién 3.7. Un germen f € O, es regular de orden k en z, si tiene algin representante
que sea regular de orden k en z, en el origen.

Definicién 3.8. Un polinomio de Weierstrass de grado k < 0 en z, es un elemento
h € O,_4[z,] de la forma

k k—1
h=z,"+a;z, + -+ ak-1Zn + Ak,

donde los coeficientes a; € O,,_; no son unidades.

3.3. Teoremas de Weierstrass y consecuencias

Teorema 3.9 (de preparacion de Weierstrass). Si f € O,, es regular de orden k en z,,
existe un tnico polinomio de Weierstrass h € O,,_1[z,| de grado k tal que f = uh para
alguna unidad u € O,,.

Demostracion. Sea f una funcién holomorfa en A(0;7) regular de orden k en z, cuyo
germen es f € O,,. Por el Lema 2.1.1, sabemos que existe un polidisco A(0; §) € A(0;6) C
A(0;7) tal que V(z1,...,2,-1) € A(0;01,...,0,-1) la funcién f(z,...,z2,) tiene exacta-
mente k ceros en |z,| < 0,. Esos ceros podemos denotarlos con ¢1(2’), ..., ¢x(z"), donde
2 = (z1,...,2,), aunque las funciones ¢, no tienen por qué ser ni siquiera continuas. Por
hipétesis |¢;(2')| < 0, v ;(0) = 0.

Consideremos la funcién

k
Wz, ozm) = [ Jlzn = 05(2)] = 28 + aroa ()25 + .+ ao(2),
j=1

donde a;(%') son las funciones elementales simétricas evaluadas en ¢;(z'). Vamos a demos-
trar que las funciones a;(z') son continuas. Para 1 <r <k,

NSy ] of(.Q)_¢
d)r(z):;%’(z) :2_7”'/&:% ¢ f(z/vC)dC'

Una igualdad similar a ésta se probo en la demostracién del teorema de la funcién implicita.
Como f(2',¢) # 0si 2/ € A0;0") y |(] = 0, tenemos que la integral es holomorfa y
por tanto lo es el sumatorio. Puesto que a;(2') = Pj[p1(2'),..., ¢x(#')], para un cierto
polinomio P, las a; también son holomorfas. Como ¢;(0) = 0, tenemos que a(0) = 0.
Por tanto el germen h es una polinomio de Weierstrass. Ademas, es el tinico que tiene los
mismos ceros que f en A(0;d) porque si hubiera otro h

k

h(z) = [Jlen = 0s(=)] = (z).

j=1

Sélo falta comprobar que u = f/h es holomorfa y no se anula en A(0;4). Veamos
que u toma valores en todo A(0;¢), incluso cuando h(z) = 0. Si fijamos un 2’ € A(0; )
tenemos que para cualquier |z,| < 4y,

lim (z — z,)u(z) =0,

Z—Zn

21



ya que f y h tienen los mismo ceros. Por tanto u(z,) = u(Z’, z,) es holomorfa en |z,| <
On. Ademads u(z,) # 0, porque de lo contrario f tendria ceros donde no los tiene h.
Consideremos ahora el conjunto fino X = {z € A(0;0) : h(z) = 0}. Como u es holomorfa
en A(0;6) — X, si mostramos que es localmente acotada en A(0;0) el teorema de extensién
de Weierstrass nos asegurard la existencia de una tnica funcién @ holomorfa en todo A(0; §)
que coincide con nuestra u en A(0;d) — X. Por continuidad, esa funcién deberd coincidir
con los valores que toma v en X, lo cual quiere decir que v = u y por tanto habremos
terminado.

Si vemos que u es acotada en A(0; 0) tendremos que en particular es localmente acotada
en A(0;0) — X. Sean
M = IﬂéX |f(Z> |7
A(050)
m = min |h(2,2,)] > 0.
)

'€ A(0;6
|2n‘:5n

Fijado 2/ € A(0;4"), la funcién f(z,) = f(#',2,) es holomorfa y su médulo maximo lo

alcanza en la frontera. Por tanto, |u(z)| < X, vz € A(0;96). O

m
Teorema 3.10 (de divisién de Weierstrass). Seah € O,,_1[z,] un polinomio de Weierstrass

de grado k. Para todo f € O, podemos escribir de forma tnica f = g - h + r, siendo
re€ O, 1)z, yge O, Esmés, si f € O,_1]z,], entonces necesariamente g € O,,_1[z,].

Demostracion. Es consecuencia del teorema de division de Weierstrass extendido, cuya
demostracion se encuentra en la seccién 3.5. O

Como consecuencia de estos teoremas tenemos que nuestros anillos locales O,, tienen
buenas propiedades algebraicas:

Lema 3.11. Un polinomio de Weierstrass h € O,,_1[z,] es reducible en O, si y solo si
lo es en O, _1[z,]. Ademas, si es reducible, todos sus factores deben ser polinomios de
Weierstrass salvo unidades de O,,_1[z,].

Teorema 3.12. Los anillos locales O,, son dominios de factorizacion tnica.

Teorema 3.13. Los anillos locales O,, son anillos noetherianos.

3.4. O,-moddulos

Definicién 3.14. Sean R y § dos O,-médulos y sea u : R — S un homomorfismo de
moédulos. Una syzigia para p es un homomorfismo de médulos A : OF — R tal que

orARLS

es una sucesion exacta. Una cadena de syzigias para un O,-modulo R es una sucesion
exacta de @,-mddulos de la forma

A A A
e O 2,00 AL, 0 2R L)

22



Decimos que una cadena de syzigias (1) se para en el k-ésimo paso si el nicleo de A\, es
un médulo libre; en este caso, podemos reemplazar (1) por la cadena finita de syzigias de
la forma

© D1 Ae—1 A Py A
0— 0! =07 = ... 50" 5R—0

donde Of es isomorfo al nucleo de A\;_; a través del homomorfismo p.

Teorema 3.15 (de Hilbert de las Syzigias). Cualquier cadena de syzigias de un
O,,-modulos R se para en el n-ésimo paso.

Demostracion. Considerar la cadena de syzigias para el O,-moédulo R dada por

L2 ol Mol o p L (2)

Para k = 0,1,..., sea K; C OPr el nucleo de la aplicacién Az. Sea M; C O, el ideal
generado por los gérmenes de la variables z1,...,z;, 1 < 7 < n. Obsérvese que M,, es
el ideal maximal de O,, ya que dado f € O, que no sea una unidad podemos aplicar el
teorema de preparacion de Weierstrass sucesivamente en cada variable hasta conseguir un
expresion que pertenezca a M,,. Veamos que

K N M,;0R = MK,

para k > j. La inclusiéon D es trivial. Procedemos por induccién sobre j para probar la
otra inclusion:

- Caso j =1,k >1. Sea F € K, N M;OpF. Entonces M(F) =0y F = 2z,G para
algiin G € OyF. Asf pues, \p(F) = 21 )\,(G) = 0. Eso implica que \z(G) = 0 y por
tanto F = ;G € M K.

- Supongamoslo cierto para j y k > j. Probemos que es cierto para j+1y k> 7+ 1.
Sea F € Kj, N M 105", Tenemos entonces que \y(F) =0y

F = Z1G1 + ...+ Zj+1Gj+1, (3)
para ciertos Gq,...,Gjy1 € Oy . Por tanto
Zj+1)\k<Gj+1) = _Zl)\k(Gl) e Zj/\k(Gj)

Esta expresion nos asegura que cada monomio de z;j1 A, (Gijt1) es divisible por algin
z;, 1 <1i < j. De acuerdo con eso, cada monomio de A\;(Gijt1) es divisible por algin
zi, 1 <1 < 7. Tenemos que

)\k(Gj+1) = ZlG/l + -+ Zng,

donde Gj, ..., G} € Oy Por la exactitud de la sucesion 2, A\y_1A\r(Gj41) = 0. Por
tanto A, (Gjt1) € K1 ﬂ/\/leZ'“’l. Puesto que k—1 > 4, por hipétesis de induccién
Ki_1 N M;O0 " = M;Ky_y. Como Kyp_y = Ker(M_1) = Im(\)

A(Gyra) = za A (Hy) + -+ - + 25\ (Hy),
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para Hy, ..., H; € OFF. Definimos
Hj+1 = Gk+1 —ziHy — - — ZjHj € Oﬁk

H;.; € Ky ya que \y(Hj+1) = 0. Combinando esto tltimo con la ecuacién (3)
obtenemos que

F — Zj+1Hj+1 = Zl(Gl + Zj+1H1) —+ 4 Zj(Gj + Zj+1Hj).

Por tanto F — z;.1H;j 1 € KN Mj(’)g"’. Por hipdétesis de induccion, K N Mj(’)g’“ =
M, Ky. Tenemos entonces que F — z;,1H;q € MKy, lo cual implica que F €
/\/lele.

Para probar el teorema debemos mostrar que IC,,_; es un O,,-médulo libre. Por ser O,
noetheriano y O~ finitamente generado, podemos encontrar unos generadores Fy,..., Fq
de IC,,_1 tales que ninguno de ellos sea combinacion lineal de los otros con coeficientes en
O,,. Definimos

q
prOLs (fr,. . fg) — > FFj €K,
j=1
Podemos formar la siguiente cadena de syzigias juntando p con la cadena (2)

M Dp_1 An—1 A A A
NG R SN, RN, NG - ) (4)

Sea I el nicleo de la aplicacién p. Veamos que K C M,,0%. Sea (fy, ..., f;) € K. Entonces

q
0=p(fr,....f) =Y _fF;.
j=1

Si algun f;, fuera unidad, podriamos expresar F;, como combinacion lineal de los otros
generadores con coeficientes en O,,. Como eso no puede ocurrir, deducimos que fy, ..., f4
pertenecen al ideal maximal de O, es decir, a M,,. Por tanto f € M, O%. Por el resultado
que probamos al empezar la demostracién del teorema aplicado a la cadena (4), K N
M, 08 = M, K. Por tanto K = M,,K, lo cual sélo puede ser cierto si £ = 0. En caso
contrario, llegariamos a una contradiccién considerando un elemento de O,, que fuera la
coordenada de algun elemento de I y que tuviera orden total minimo. Concluimos que
KC,—1 es libre y la cadena (2) se para en el n-ésimo paso. ]

Definicién 3.16. Decimos que el homomorfismo de O,-mddulos
or 2 01

tiene una matriz polinomial si los elementos de la matriz que la representa pertenecen a
O,—1[2zn]. En este caso, podemos deducir el siguiente homomorfismo de O,,_;-médulos

On—l [zn]p i) On—l [Zn]q
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Definicién 3.17. Denotamos el conjunto de polinomios en O,,_1|z,] de grado menor o
igual que d por 40, _1[z,].

Lema 3.18 (de Oka). Sean A y p dos homomorfismos con matrices polinomiales en
Oy-1]zn] de grados [ y m respectivamente, definiendo las siguientes sucesiones:

or X o1t o, (5)

dilonfl[zn]p A dOnfl[Zn]q i) derOnfl[Zn]- (6)

Supongamos que d > m, y que la matriz p contiene al menos una entrada regular en z,.
Si (6) es una sucesién exacta de O,_;-moddulos entonces (5) es una sucesion exacta de
O,,-médulos.

Demostracion. Que la sucesién (6) sea exacta implica que, restringida a ¢'0,,_1[2,]?, la
composicion g o A es nula y por tanto el producto de las matrices que las representan
es idénticamente nulo. Dicho producto de matrices también representa la composicion
o Aen OF. Tenemos entonces que po A = 0 y por tanto la imagen de A esta contenida

en el nicleo de pu. Veamos que el nicleo de p estd contenido en la imagen de A. Sea
F=(f,....f) € Ol Sea

(ar - a )y,

la matriz de la aplicacién u, donde a; € ™O,,_1[z,]. Podemos suponer que a; es la entrada
regular en z, de la matriz de p. Si dicha entrada fuera a;,, tan sé6lo habria que sustituir
el papel que representa a; por a;, en lo que sigue. Tenemos entonces que para todo
F=(f,....f) € 0% wF)=af +...+a,f, Podemos escribir

alF = (alfl, Ce ,alfq) =

q
= > fi(—a;,0,...,0,a;,...,0) + (asfy + ... +a,f,,0,...,0).
j=2

Obsérvese que p1(—a;,0,...,0,a;,...,0) = —aja;+a;a; = 0. Como (—a;,0,...,0,a;,...,0)
€90, _1]z,), ya que m < d, y la sucesién (6) es exacta, existe Hy € 47'O,,_1[z,]P tal que
AH;) = (-a;,0,...,0,ay,...,0). Definiendo H = }7_, f;H; obtenemos que

a;F = A(H) + S,

para S = (a f; + ...+ a,£,0,...,0) € OL.

Como a; es regular en z,, el teorema de preparacion de Weierstrass asegura que existe
un polinomio de Weierstrass a} € O,_1[z,] y una unidad a € O, tales que a; = ajaj.
Ademds, puesto que a; €™0,,_1[z,], tenemos que a; € O, _1[z,]. Sean my, m} y m{ los
grados de a;, aj y aj respectivamente. Entonces m} + m{ = m; < m. Sea F € OZ.
El teorema de division de Weierstrass aplicado en cada componente de F respecto al
polinomio de Weierstrass aj nos asegura la existencia de F” € O% y R’ €™710,,_1[2,]¢

tales que F = ajF” + R/. Si definimos F' = (a})™'F”, tenemos que F = a;F’ + R’. Por
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lo discutido anteriormente, existen H € O y S = (s,0,...,0) € OP tales que a1 F’ =
A(H) + S. Por tanto
F =)\H) +R,

donde R=R/+S = (r1,...,rq) €Ol estal quer; € O, y1; €™M0, 1[2,],2<j < q.
Si u(F) = 0, entonces

0=u(F)=pAH))+pR) =puR)=ajr; +... + a,r,.

Por tanto
_ m4+m’ —1
air; = —arp — ... — Iy € 1 (’)n_l[zn].

Por el teorema de divisién de Weierstrass, existen unos tnicos g € O, y r €™0,, tales
que arr; = ga’y +r. Ademads, como a;r; gmtmi—1 On—1(2n], €l teorema asegura que dicho
g pertenece a ™10, _4[z,]. Como a;r; = a’1a”ry, tenemos que g = a’ir; y r = 0. En
particular, a”ir; €™710,,_1[z,). Para 2 < j < n, a’ir; €™ ! O,_1[2,]. Como a”";R €™
On-1[zn)? C dOy—1[2,]7 y 1(R) = 0, la exactitud de la sucesion (6) nos asegura que existe
G’ €71 0, _1[2,)7 tal que A(G’) = a”1R. Definiendo G = H + (af)"!G’ € O?, nos queda
que
MG) = MH) + () 'N(G') = A(H) + (a])'a";R = F.

3.5. Teorema de division de Weierstrass extendido

Definicién 3.19. Sea K un cerrado de C". Consideremos la familia de funciones holo-
morfas en abiertos U C C" tales que K C U. En dicha familia vamos a definir la siguiente
relacion de equivalencia: decimos que f € Oy y g € Oy son equivalentes si y solo si existe
un abierto W tal que K C W Cc UNV y flw = glw. A cada clase de equivalencia la
llamamos germen de funciones holomorfas en K. La operacién producto y suma usuales
de las funciones holomorfas esta bien definida para estos gérmenes, y por tanto el conjunto
cociente adquiere estructura de anillo conmutativo, al cual llamaremos anillo de gérmenes
de funciones holomorfas en K y denotaremos por Ok.

El siguiente lema técnico nos ayudara a probar el teorema de Weierstrass exten-
dido:

Lema 3.20. Sea f una funcién holomorfa sobre el polidisco compacto A(0;7) C C™.
Entonces el médulo maximo se alcanza en S(0;7).

Demostracion. Supongamos que el médulo méximo se alcanza en un a € A(0;7) tal que
la;| < 0 para algin i. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que i=1. Tenemos

entonces que la funcién f(z) = f(z,as,...,a,), que es holomorfa en |z| < ry, alcanza su
modulo maximo en un punto interior, y por tanto, es constante. Eso quiere decir que, en
particular, existe |a;| = r; tal que |f(ay,...,a,)| es maximo. O
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Teorema 3.21 (de divisién de Weierstrass extendido). Sea h(z) una funcién holomorfa
en A(0;7) teniendo forma de polinomio de Weierstrass de orden k en z, en dicho polidisco
compacto. Supongamos que para todo (ay,...,a, 1) € A0;7y, ..., 7, 1) las k soluciones
de h(ay,...,an_1,2,) = 0 satisfacen que |z,| < r,. Entonces existe una constante K > 0
tal que toda funcién f € Oz, puede ser escrita de forma tnica como f = gh + p en

A(0;7), donde
g€ OA(O;T) Y ||g||A(O;r) < KH.f“A(O,r)

y
k—1
p= § pj(Zh . 7Zn71)zn7
=0
con

pj € OA(O;T) Y ||pj||A(0;r) < KHfHA(O,r)

Demostracion. Como h(z) es una funcién holomorfa en A(0;r) teniendo forma de polino-
mio de Weierstrass de orden k en z, en dicho polidisco compacto, existen unos 1, ...,&, >
0 tales que para todo z € A(0;r 4 2¢)

h(z) = 2% 4+ ap_1 ()" + -+ ap(2), (7)

donde a; € O,,_1, a;(0) =0, 0 < i < k — 1. Podemos escoger los ¢1,...,&, > 0 de forma
que h sea de la forma (7) en A(0;7 + 2¢) y que para todo

a € A0;r" 4 2¢")
las k raices de h(a') = 0 satisfacen que |z,| < r,. Podemos argumentar esto dltimo de dos

maneras:

1) Para todo @’ € A(0;7') las k raices de h(d', z,) son tales que |z,| < 7,. Como el
numero de raices es como mucho & y son continuas respecto de @', existe un € como
el que deseabamos

2) Para todo @’ € A(0;7') tenemos que h(d’,z,) # 0 si |z,| = r,. Por tanto existen
61(a’), ..., 0n-1(a") > 0 de forma que para todo ¢" € A(a’;0) y para todo z, tal que
|zn| = 7, tenemos que h((’, z,) # 0. Por ser A(0;r") compacto podemos asegurar
que

!
A7) C AW 60", .., 60 (D).
i=1

Podemos encontrar unos 44, ..., d,_1 tales que

) l

A7) € A0 + ) | AW 60, .., 601 ().

i=1

Si fijamos 9; = 2¢;, 1 <7 < n —1, y un ¢, suficientemente pequeno tendremos lo
que buscamos.
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Sea, para todo z € A(0;7 + €),

_ f(Z,¢) d¢
g(Z) B /IC—rn-l—én h(zla C) C - Zn.

Es una funcién holomorfa porque el denominador no se anula en el dominio de integracion.
Por otro lado, definimos la funcién holomorfa en A(0;7 + ¢)

p(z) = [f(2) —g(x)h(z) =

j=0
k—1

= ij (Z,)Z}jz’
j=0

donde
k—1—j
QO = 3 T (),
=0
pj(zl) — L f(Z 7C> hﬁf(Z/, C)dC

2mi [¢|=rnten h(Z/,C) !

Hemos expresado f de la manera deseada con g,p,p; € Ox(g,y. Tan solo falta acotar
g v p; respecto a f. Observamos que, fijado 2/, el integrando de p; es holomorfo para
rn < || < r, + e, puesto que h(z2’,¢) no se anula para dichos ¢ y por tanto, por el
teorema de Cauchy-Goursat de andlisis complejo en una variable, tenemos que

N o_ 1 f(Z/’C) *( ) _ 1 hﬁf('zlag) /
nE)=gn [ G or= o [ SEEIE 0K )

Consideramos la constante

h* ey P
Kj _ Ax (Zla y Zn 17C) ‘ )
\‘zcj||§rj h(Zl,...,Zn_hC)
=rn

Tomando médulos en (8)

1 h#<21,...,2n_1,g>
y o .. — < J
|p] (217 y ’n 1)| >~ 2 /|;| .

h(Zl, Ce ,Zn_l,C)

‘ |f(21, .. .,Zn_l,C)’dC S
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1
< = K; ||f||A0r)d< i dS; ||f||A(0r
27 Jigl=rs

Vamos a acotar g. Por lo discutido al comienzo de la demostracién del teorema, tenemos
que h(z) # 0 si |z;| = r;. Consideramos la constante

m = min |h(z)| > 0.

|2i|=r3

Tomando médulos para todo z tal que |z;| =y,

f(2) —g(2)| _ [f(z) —g(x)] _ [f(z)| +19(z)|
o) = | S <
|h(2)] m
LT k—1
< = - Il <
= o |f(Z)|+Z|pj(21,...,zn_1)|7”n] =
L J=0
LT k—1
< E HfHA(O;T) + Z(TTLKij”A(O;T))T‘zL] -
L §=0
([
= E 1+ ZKJTZ{H] ||f||A(O;7‘)‘
El lema anterior y el teorema del médulo maximo nos aseguran que
k—1
HgHA(O,r) < — I+ ZKjrngrl] HfHA(O,T')
j=0
Finalmente, tomando
K = max{r,Ky,...,r,Ky_ 1,2}( ity
concluimos la demostracion del teorema. Il

3.6. Variedades

Definicién 3.22. Sea U un dominio de C". Un subconjunto V' de U se dice subvariedad
de U si para todo z € U existe un entorno abierto U(z) y funciones fi,..., f. holomorfas
en U(z) tales que

VnU(z) ={z € U(2): fi(z) = - = fi(2) = 0}

Denotaremos

V(fi,.. i) ={2€U(2): fi(z) =+ = fr(2) = 0}
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Teorema 3.23. Una subvariedad V' de U es un subconjunto cerrado y no denso en ningin
punto de U. Si U es conexa, entonces U — V' también lo es.

Teorema 3.24. Sea F una coleccién de funciones holomorfas en un dominio D C C™.
Entonces el conjunto

V(F)={z€D: f(z) =0,Vf € F}

es una subvariedad de D.

Demostracion. Sea z € D. Sea I el ideal de O, generado por {f € O, : f € F}. Puesto que
0. es noetheriano, existen generadores g1, ..., g del ideal I. Por el teorema 7, podemos
encontrar un polidisco A = A(z;r) tal que si f € Oz y f € I entonces existen h;; € Oz

tales que f = Zle hig;. Podemos suponer que dicho polidisco es tal que existen f;; € F
y hij € Op de forma que g; = > 7| hy;fi;. Entonces V(gi,...,gs) NA=V(F)NA. O

Definicién 3.25. Sean X e Y subconjuntos de C". Decimos que X e Y son equivalente
en 0 si existe un entorno abierto de 0 tal que X NU =Y NU. A las clases de equivalencia
de esta relacién las denominamos gérmenes de conjuntos. Al germen del subconjunto X
lo denotaremos por X.

Observaciéon 3.26. Las operaciones de unién, interseccion y diferenciacion entre gérmenes
de conjuntos estan bien definidas. La relacion de contenido también esta bien definida.

Definicién 3.27. Sea f € O,,. Denotamos por V(f) el germen del conjunto {x € U(0) :
f(z) =0}, donde f representa a f en un dominio U(0).

Observaciéon 3.28. La definicion anterior no depende de la representacion de f que
€scojamos.

Definicién 3.29. Sea f € O, y X el germen de un conjunto. Decimos que f se anula en
X si X C V(f).

Definicién 3.30. Un germen X es el germen de una variedad si existen fy,....fy € O,
tales que X = V(fy),..., V(f;). Denotaremos

V(E, .o f) = V(R),...., V(E).
Al conjunto de todos los gérmenes de variedades lo denotaremos por B,,.
Proposiciéon 3.31. Sean V, W € 9B,,. Entonces VN'W, VUW €°5,.

Definicién 3.32. El ideal de V € B, es el subconjunto de O,, dado por I(V) = {f €
O, : V C V(f)}. El locus de un subconjunto A C O, es V(A) =g V().

Proposicién 3.33. Sean V € B, y A C O,,. Entonces
i) I(V) es un ideal de O,

ii) V(A) es el germen de una variedad.
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Teorema 3.34. Sean V, Vi, V, € 9B, y sean I, I, I, ideales de O,. Las siguientes
relaciones se satisfacen:

i) Vi D Vy=1I(Vy) C I(Vy),
ii) Vi# Vy=1(V1) #I(V2),
iii) I(V) = rad(I(Vy)),

iv) I, D I, = V(I,) C V(I),
v) VI(V)) =

vi) V(I) = V(rad(I)),

vii) I(V(I)) D rad(I).

Definicién 3.35. Un germen V € B, es irreducible si dados V1,V € B, tales que
V=V;UV,entonces V=V;0V =V,

Teorema 3.36. V es irreducible si y sélo si I(V) es un ideal primo.

Teorema 3.37. Sea V € B,,. Existen V; € B, irreducibles,V; ¢ Vj, i # j, tales que
V =V, U---UV;. Los Vj estan determinados univocamente por V.

Teorema 3.38 (de los ceros de Hilbert o Nullstellensantz). Sea I un ideal de O,,. Entonces
I(V(])) =rad(I).

En la seccién (3.7) probaremos este teorema. El siguiente resultado nos permite res-
tringirnos al caso de ideales primos.

Teorema 3.39. Si el teorema de los ceros de Hilbert es cierto para los ideales primos
entonces es cierto para todos los ideales.

Demostracion. Sea I un ideal de O,,. Puesto que O,, es noetheriano, podemos considerar
la descomposicién primaria minimal de I dada por

I:qlﬂﬂqt

Los ideales primos p; = rad(q;) estan determinados univocamente por I. Por la propiedad
vi) del teorema 3.34, Vp; = V(rad(q;)). Por tanto

V() =V(p)U---UV(py).

Finalmente

L(V(ID)) =I(V(p1)) O --- NIV (ps)) = pr N -+~ N py = rad(]).
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3.7. El teorema de los ceros de Hilbert o Nullstellensatz

Dado un ideal primo I C O,, sea
7:0,5x—12€0,/]

el homomorfismo natural y sea F,, el cuerpo de fracciones de O, /1.

Definicién 3.40. Sea [ un ideal primo de O,. Un sistema de coordenadas zi,..., 2, se
dice reqular para I si existe un numero k = 0,...,n tal que las siguientes propiedades se
satisfacen:

i) INOx=(0),

ii) O,/ es entero sobre Ok, y

iii) F, estda generado sobre Fy por el elemento 7.1 = m(2k+1), donde Fj, es
el cuerpo de fracciones de Oy.

El niimero k se denomina dimension de I relativa al sistema de coordenadas z1,. .., z,.
Teorema 3.41. Todo ideal primo I C O,, tiene un sistema de coordenadas regular.

Demostracion. En primer lugar vamos a probar por inducciéon sobre n que mediante un
cambio de coordenadas lineal podemos conseguir un sistema que satisfaga

i) INOx=(0),
ii) O,/ es entero sobre Ok, y
iv) O,/1 esté generado sobre O por los elementos n; = 7(z;), k+1 < j <n.

Para los casos I = (0) e [ = O,, tomamos k = n y k = 0 respectivamente. Podemos
suponer por tanto que el ideal I es propio. En el caso n = 0 tenemos que Oy = C, que es
un cuerpo y por tanto no tiene ideales propios.

Supongamos que es cierto para n — 1 y probemos que entonces lo es para n. Sea
I C O, un ideal propio y sea f € I, f # 0. Como f no es una unidad, mediante un cambio
de variables lineal adecuado podemos suponer que f es regular en z,. Entonces, por el
teorema de Preparacion de Weierstrass, f = uh, donde u es una unidad de O,, y h es un
polinomio de Weierstrass,

h==z,"+ Z aiZn".
i<r
donde a; € O,_; no son unidades. Como u es una unidad, h = u™'f € I. El ideal
I' =1NQ0O,_; sigue siendo un ideal primo y por hipétesis de induccién existe un numero
0 < k < n—1yun sistema de coordenadas, que denotaremos nuevamente con 2y, ..., 2,_1,
tales que

) I'n O = (0);

ii) O,_1/I' es entero sobre Oy;
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iv) O,_1/I' esté generado sobre Oy por los elementos 1; = 7(z;),k+1 < j <
n— 1.

Comprobemos que el sistema 2z, ..., z, satisface las tres propiedades para el ideal I y el
mismo nimero k.

i) Como O C O,,_1, tenemos que I N O = I' N O = (0).

ii) Veamos que O,/I = (O,_1/1")[n.]. Sea g € O,,. El teorema de divisién
de Weierstrass aplicado al polinomio h del comienzo de la demostracion
nos proporciona la siguiente igualdad

g = gh + Z bizniu

i<r

donde b; € O,,_1. Puesto que h € I,

w(g) =Y m(bi)n, € (Onr/T) ).

i<r

Como 7, es entero sobre O,,_1/1" dado que

h=2,+ Y aza' = 0=n(h) =7+ > w(a)n,

i<r i<r

deducimos que O, /I = (O,,_1/I")[n,] es entero sobre O,,_; /1. Concluimos
que O,,/I es entero sobre Oy, ya que, por hipétesis, O,,_1 /I’ es entero sobre
Oy. Véase el corolario 5.4 de [A-M] para una demostracion de este tltimo
hecho.

iv) Como O,,_1/I" esta generado sobre Oy, por los elementos n; = 7(z;), k +
1<j<n—1y0,/I =(0,_1/I')[n,], deducimos que O, /I esté generado
sobre Oy, por los elementos n; = 7(z;), k+1 < j <n.

Para terminar la demostracion del teorema basta hacer un cambio lineal adecuado de
un sistema que satisfaga i), ii), iv). Efectivamente, si O,,/I esta generado sobre Oy por
Mit1s - - - N entonces F,, = Fr(Mgs1,---,Mn). Los elementos nyy1,...,n, son algebraicos
sobre Fj ya que son enteros sobre Q. Por tanto la extension F, C F, es algebraica.
Podemos utilizar el teorema del elemento primitivo puesto que estamos trabajando en un
cuerpo de caracteristica 0. La demostracién de dicho teorema, la cual se puede encontrar
en el teorema 14 de [C], nos asegura que existen ¢; € C tales que F,, = Fi(n), donde
n = > ,., C7. Basta tomar como sistema de coordenadas z/ = z;, 1 <1 <k, 2, =

i=k+1
n / / . . . .

Y ki1 Ci%i Y Zpyo, - -5 2, coordenadas cualesquiera independientes a las anteriores. [

Sea z1,...,2k; Zk+l,- - -, 2 Un sistema regular de coordenadas para el ideal I. Sean

qj(z) € Oklz], k+1 < j < n los polinomios minimos de n; = m(z;) sobre Fj. Sean r;
sus grados. Denotemos r = ry41. Obsérvese que qj(n;) = m(q;(z;)) = 0 y que por tanto

q(z;) € 1.
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Lema 3.42. Los polinomios q;(z;) € O,_1]z,] son polinomios de Weierstrass.

Demostracion. Por definicién, los polinomios q;(z;) son regulares de orden r; en z;. Por
el teorema de preparacién de Weierstrass, qj(z;) = uq;(z;), donde qj(z;) es un polinomio
de Weierstrass de orden 7; en z; y u € Oglz;| es una unidad. Tenemos entonces que
dj(z;) = u'qj(z;) € I. Por tanto 7(qj(z;)) = q;(n;) = 0. Como g} y q; son ménicos del
mismo grados y se anulan en 7;, tenemos que qj = q;. O

Como F,, = Fr(nk+1), existen polinomios Tj(z) €1 Oklz], k +2 < j < n, tales que

_ Tj(77k+1)
N = D

donde D € Oy, es el discriminante de qyx.1(z). Véanse los preliminares de algebra para
este ultimo hecho. Entonces

Drjj — Tj(e+1) = 7(Dzj — Tj(2x41)) = 0.
Por tanto Dz; — T(zk41) € I. Consideremos los siguientes ideales

I = (qk+1(Zx11), - -, An(Zn), Dz yo2 — Tii2(2k11), - -, DZn — Tn(Zki1)),
Iy = (dus1(Zk+1), Dziye — Tiro(Zit1), -, DzZn — Th(2zis1)).

Sean V = V(I), V1 = V(I;) y Va2 = V(I3). Obsérvese que Iy C I; C I, lo cual implica
que V C V; C V.

Lema 3.43. V; — V(D) =V, — V(D).
Demostracion. Como V1 C Vg, basta probar que Vi — V(D) D Vo — V(D). Sea

h;(z) = D" q; (TJT@) : (9)

Como Tj,q; € Oklz] y q; tiene grado r;, deducimos que h; € Ofz]. Obsérvese que
h;(n,+1) = 0. Por tanto existe Q; € Oy[z] tal que hy = Q;qx+1. Consideremos un polidisco
de C" centrado en el cero suficientemente pequeno de forma que todos los gérmenes con los
que estamos trabajando tengan un representante. Sea a = (aog; agy1,---,an) € Vo — V (D),
donde ag = (aq,...,ax). Veamos que a € V; — V(D). Es suficiente comprobar que los
generadores de I; se anulan en a. Como los tnicos generadores de I; que no estdn en I
son qj, k+ 2 < j < n, basta probar que gxt2, ..., ¢, se anulan en a. Por la férmula (9),

Ti(ao; ak—H))

1y (0) = e anr) = Do)y s 2500

Puesto que D(ag)a; — Tj(ao;ar+1) = 0y D(ag) # 0, tenemos que a; = % Por
tanto
hj(ao; ax1) = D(ao)" ¢j(ao; a;).

Como a se anula en g+1, hj(a) = Q;j(a)gr+1(a) = 0. Dado que D(ap) # 0, deducimos que
qj(ao; aj) =0. O
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Lema 3.44. Sean a =) 7, ,(r; — 1) y f € O,. Entonces existe R € O[z441] con grado

menor que r tal que D*f — Rel.

Demostracion. Por el teorema de division de Weierstrass existen A, € O, y R, €™}
O,—1(z,] tales que f = A,qn(z,) + Ry. Aplicando el teorema de divisién de Weierstrass
nuevamente a los coeficientes de R,,, obtenemos A, 1 € O, vy Ry_1 € O, 2[Zn_1, 2y,
donde z,_7 tiene grado menor que r,_; y z, tiene grado menor que 7, tales que

f= Anqn(zn) + An—lqn—l(zn—l) + Rn—l-
Iterando este proceso obtenemos
f= )" Ajg(z)+R.
j=k+1

para ciertos Aj € O,, y un R € O[zk41, . . ., Zn|, donde cada z; tiene grado menor que r;.
Multiplicando por D% € Oy,

Df = Z Alq;(z;) +R,

j=k+1

para A; = DAy R = D°R. Dada la restriccién en los grados de las variables de R,

podemos considerar que R es un polinomio en zy,1, DzZy.2,...,Dz, con coeficientes en
Oy. Escribiendo Dz; = Dz; — Tj(zx+1) + Tj(2x+1), k¥ +2 < j < n, y desarrollando las
potencias y reordenando, obtenemos

D°f = Z Aiqg;(z;)) + R" + R’

j=k+1
para R” polinomio en zy.1,Dzx 2 — Txi2(2ks1),- .., D2y — Ty(zky1) sin términos que
no tengan alguna potencia de (Dz; — Tj(zx+1)) como factor y para R’ polinomio en
Zi+1, Tkr2(Zki1), - - -, Tn(2Zke1). Por el teorema de divisién de Weierstrass y puesto que

R’ € O|zk1], -
R’ = Qai+1(zks1) + R

donde R € Oy[zy.1] tiene grado menor que r y Q € O[zi1]. Por tanto
Df —R= ) Alqj(z) + R’ + Qqus1(zx41) € I

j=k+1

Lema 3.45. V-V(D)=V; — V(D).
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Demostracion. Como Vi C V|, basta probar que V; — V(D) D V- V(D). Sea f € [I.
Veamos que f se anula en Vi — V(D). Sabemos que existe R e O, [Zx+1] con grado menor
que 7 tal que D*f—R € I;. Como f € I, tenemos que R € I. Por tanto m(R) = R(n4) =

0. Como qy.1 no puede dividir a R porque tiene grado 7, R = 0. Entonces D°f € I;. Por
tanto f se anula en V; — V(D). O

Teorema 3.46 (del los ceros de Hilbert para ideales primos). Sea I C O,, un ideal primo.
Entonces I(V (1)) = I.

Demostracion. Sea f € O, nula en V = V(I). Por el lema 3.44, existen R € O[z] de
grado menor que r y Q € I; tales que D*f = Q + f{(zkﬂ). Puesto que V(I;) D V,Q se
anula en V y por tanto R también se anula en V. Por los lemas 3.43 y 3.45, R se anula en
V2—V(D).Sea J ={1,..., k}. Consideremos un polidisco A(0; §) C C™ lo suficientemente
pequeno como para poder escoger representantes en A(0;0;) de los gérmenes R, D, qxi1,
q;, T;, k+2 <j <ny deforma que los representantes de los polinomios de Weierstrass
q; € Oklz;], k +2 < j < n, satisfagan que las raices en z; respecto de z; sean tales que
|z;] < 6. Sea a; € A(0;0,) tal que D(ay) # 0. Eso quiere decir que gj4+1(ay;x) tiene r
raices distintas. Dada a;,; una raiz de las anteriores, definimos

Tj(ak+1)

Jk+1 <7<
D(ao) /

Clj:

Tenemos que qj(aj,a]) 0 y por tanto a = (ay;agi1,.-.,a,) € A0;60) NV — V(D)
es tal que R(a) = R(ay, ary1) = 0. Como podemos hacer esto tltimo con las r rafces de
qk+1(ay; x), deducimos que R tiene también r raices distintas. De modo que R(a 75,x) =0,
puesto que R tiene grado menor que r. Como esto ocurre para todo a; perteneciente al
abierto A(0;8;) — D71(0), el teorema de identidad nos asegura que R = 0. As{ pues,
D*f =Q e [; C I. Como [ es primo y D ¢ I, deducimos que f € I. ]

Definicién 3.47. Sea I C O, un ideal primo. Sea zi,..., 2} 2ki1,-- ., 2, UN sistema
de coordenadas regular para I y sean q;(X), T;(X), D definidos como en los discutido
anteriormente. Una representacion admisible de I consiste en:

i) unos polidiscos A(0;7) C C* y Ay, = A(0;6) C C*, donde §; = 4, i < k,

ii) representantes ¢;(X) y T;(z) de los gérmenes q;(X) y T;(X) cuyos coeficientes sean
holomorfos en Ay, y

iii) un representante D de D holomorfo en A\;.
La siguiente condicion debe ser satisfecha:

iv) Sia € Ay gj(a;b;) =0 entonces |b;| < r; para todo j > k + 1.
Cualquier elemento de los anteriores se denomina admisible.

Lema 3.48. Sea I C O, un ideal primo. Sea z1,..., 2k} 2k+1, - - - , 2, Un sistema de coor-
denadas regular para /. Entonces
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1) existe una representacién admisible de I;

2) {z € AO;7) : qera(2) = 0,D(2)z; — T; = 0,D(z) # 0} es un representante de
V(I) - V(D).

Demostracion. La existencia de la representacion admisible es consecuencia de lo discutido
en esta seccién. La propiedad iv) podemos conseguirla gracias a la continuidad de las raices
de los polinomios. Deducimos 2) de los lemas 3.43 y 3.45. [

~ Denotaremos con V' — V(D) al conjunto descrito en el punto 2) del lema 3.48 y por
V' su clausura en A(0;r). Recuérdese que una funcién es propia si la preimagen de un
compacto es compacta.

Teorema 3.49. Sea A, Ay, q;, T; y D una representacion del ideal primo /. Sea 7 : C* —
C* la proyeccién natural. Sea s el grado de g;1(7). Entonces

i) V. — V(D) es una subvariedad de A y 7 : (V — V(D)) — (Ar — V(D)) es un
recubrimiento finito de s hojas,

ii) 7:V — /\; es una aplicacién propia,
iii) V — V(D) es conexo y V es un representante de V(I).
Demostracion. Sea J = {1,...,k}.

i) Sea a; € A tal que D(ay) # 0. Sean bj,,, 1 < i < s, las raices distintas del
polinomio gx11(ay; ). Sean

Tj(a; b?c—i—l)

-
’ D(a)
para j = k4 2,...,n. Consideremos los puntos distintos b; = (as,b},,...,0%).

Tenemos entonces que (V — V(D)) Nw Y (ay) = {by,...,bs}. Puesto que qxy1(ay; )
tiene raices distintas, para 1 <i <'s,

Oq+1(ay; x)

5y () #0.

El teorema de la funcién implicita nos asegura la existencia de unas unicas funciones
holomorfas h; : U; — W;, donde U; es un entorno de a y W; es un entorno abierto
de by, ,, tales que h;(a;) = b}, vy dados (z,w) € U; x W,

Gk+1(z;w) =0 & w = hi(z).

Podemos tomar los U; suficientemente pequenos de forma que los entornos W; sean
disjuntos dos a dos. Sea U = (;_, U;. Entonces VN7 Y(U) = Wi U---UW;, donde

W;={z¢€ 7T_1(U) D2k = hi(zg), 2 = J B) Jk+2<j<n}
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ii)

iii)

Las funciones

Trto(25; hi(2)) T (25 hi(2))
D(zy) T D(2)

_F;‘:UBZJ—>(ZJ7hi(ZJ), )GC"

son inversas de la proyeccién m y por tanto los W; son homeomorfos a U. En par-
ticular, hemos mostrado que 7 : (V — V(D)) — (Ar — V(D)) es un recubrimiento
finito de s hojas.

Veamos que V —V(D) es subvariedad compleja. Sea a € V—V (D). Tenemos entonces
que ay € Ay — V(D) y por lo discutido anteriormente a € W;,, para algin iy. La
aplicacién Fj, es holomorfa no singular y F;,(U) = (V — V(D)) N W,,.

Sea el cerrado de A dado por Vo = V(qry1,---qn) = {2 € A qer1(2) = qn(z) =
0}. Como V — V(D) C Vy y Vi es cerrado, V' C Vj. Por tanto basta mostrar que
7w Vo — A es propia. Sea K C Ay un compacto y sea {b,} una sucesién en
7Y K)NV, y sea 7(b,) = an. Puesto que 77 (K) NV, C A, y A es compacto,
existe una subsucesién {b,, } que converge a un punto b € A. Por continuidad, y
puesto que K es cerrado,

m(b) = kh_{& an, € K

También por continuidad,

¢;(b) = q;(m(b); 0;) = lim g;(bs,) =0
Puesto que 7(b) € A, por la condicién 4) de representacién admisible, tenemos que
|bj| < rj, k+2<j<mn,yportanto b € A. Puesto que ¢;(b) =0, k+2 < j < n,
be V.

Los puntos i) y ) nos aseguran que V es un recubrimiento analitico de Ay. Sea
W una componente conexa de V' — V(D). Ya vimos que entonces W NV es un

recubrimiento analitico de A. Sea zp € A tal que zg ¢ W. Sea ay = m(wp),
7 Hap) = {x},...,xh}. Puesto que xg,},..., x5 son puntos distintos, podemos
encontrar un polinomio i € Clzy, ..., x,] tal que h(xo) =0y h(zp) = 1,1 <7 <.

Puesto que dicho polinomio es holomorfo en W, podemos encontrar otro polinomio
R(T) de grado r con coeficientes holomorfos en Ay tal que R(w(x); h(z)) = 0 para
todo € W. En realidad podemos considerar la funcién holomorfa en A dada por
R(m(z); h(z)). Como R es un polinomio de grado r, en ay tenemos que 7" =1 es el
tnico cero de R(ag; T'). Puesto que h(zg) = 0, R(n(xzo); h(zo)) # 0.

Sea la familia F dada por todas las funciones holomorfas en A que se anulan en W.
Entonces B
W={zxeA:F(x)=0,VF e F}.

Asi pues, W es una subvariedad de A.

Sean Wy, ..., W, las componentes conexas de V — V(D). Por los lemas 3.43 y 3.45,
tenemos que

V() cV-VD)NnV(D)cU_W,;uV(D),
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V(I)>V-V([D)=U_W,
Como V(I) es germen de un conjunto cerrado,
UL W, C V().

Asi pues
V(I)=U_W,u(V(I)NV(D)).

Puesto que V(I) es irreducible y V(I) no esta contenido en V (D), porque en caso
contrario D pertenecerfa a I, deducimos que para algiin ig, V(I) = W;,. Concluimos
entonces que existe una representacion V' — V(D) de V — V(D) que es conexa y tal
que V — V(D) es un representante de V([).

]

3.8. Recubrimientos analiticos

Definicién 3.50. Una aplicacién f : X — Y es de fibras discretas si f~1(y) es un conjunto
discreto de puntos para todo y € Y.

Observacién 3.51. 1) Por el teorema de extensién de Riemann los subconjuntos finos
son subconjuntos despreciables.

2) Sea X un subconjunto despreciable del dominio D y sea D’ un subdominio de D’.
Veamos que D' — X es conexo. Supongamos que no lo sea. Entonces existe una funcién
holomorfa f : D' — X — {0,1} la cual es localmente acotada en D" de forma evidente.
Por tanto existe una unica extension f de f a todo D’. Como X es no denso en ningin
punto, la funcién holomorfa f toma valores de nuevo en {0, 1}. Asi pues, D’ no es conexo,
lo cual es una contradiccion.

Definicién 3.52. Sea D un dominio de C" y sea X un subconjunto de D. Decimos que X
es despreciable si es un cerrado, no denso en ningun punto, tal que para todo subdominio
D’ de D y cualquier funcién holomorfa en D’ — X y localmente acotada en D’ tiene una
unica extensién a todo D'.

Definicién 3.53. Un espacio topolégico Hausdorff X es localmente compacto si para todo
punto x € X y para todo entorno abierto U de z existe un entorno abierto V' C U de z
tal que V' es compacto y esta contenido en U.

Teorema 3.54. Sea D un dominio de C" y sea X un subconjunto depreciable de D. Sea
Y un subconjunto despreciable del dominio D — X. Entonces X UY es despreciable en D.

Demostracion. Sea D' C D un subdominio y sea f una aplicacién holomorfa en D' —
(X UY) y localmente acotada en D’. Como D' — X es un dominio, f es holomorfa en
(D' — X) —Y y localmente acotada en D' — X, existe una tinica extensién f en D' — X.
Dicha extension es localmente acotada en D', ya que dado un punto z € X, sabemos que
existe un entorno abierto U(z) tal que U(x)NY = ( y en donde f es acotada. Por tanto f,
que coincide con f en dicho abierto, también es acotada en U(x). Por ser X despreciable,
existe una tunica extension f en D' O]
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Definicién 3.55. Un recubrimiento analitico es una terna (X, m, U) tal que

i) X es un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto,

ii) U es un dominio de C",

)
iii) 7 : X — D es una aplicacién sobreyectiva, propia, de fibras discretas y continua,
)

iv) existe un conjunto despreciable A C U tal que 7 : X — 7 1(A) — D — A es un
recubrimiento finito de A hojas, y

v) X — 77 1(A) es denso en X.

Denotaremos Xg = X —7(A). Al conjunto A lo llamaremos conjunto critico y al ntimero
A el grado del recubrimiento analitico.

Lema 3.56. Sea X un recubrimiento analitico de U. Entonces para todo x € X existen
unos sistemas de entornos {D,,} de z y {W,} de w(x) tales que 7 : D,, — W, es propia y
sobreyectiva.

Demostracidn. Sea W un entorno abierto de m(z) = a y sea D = 7' (W). Puesto que
X es localmente compacto y 7 es de fibras discretas, podemos encontrar un entorno
abierto D’ de z tal que D’ es compacto y 7~ !(a) N D’ = {z}. Tenemos que 7(D’ — D’) es
compacto y no contiene al punto a. Sea W” C W un entorno abierto y conexo de a tal
que W"Na(D' — D') = 0. Sea D" = x~*(W") N D'. Veamos que 7 : D" — W" es propia
y sobreyectiva.

- Es propia: Sea K C W” un compacto. Como 7 *(K) N D" estd contenido en D’
y éste tltimo es compacto, basta demostrar que 7~ !(K) N D" es cerrado. Sea y €
7—1(K) N D”. Entonces 7(y) € K = K. Como K C W” tenemos que 7(y) ¢ 7(D’ —
D'). Puesto que y € D', deducimos que y € D’. Asi pues y € 7~ (K) N D".

- Es sobreyectiva: Veamos que (D" N Xy) = W’ — A. Puesto que W” — A es conexo,

basta demostrar que m(D”"NXj) es abierto y cerrado en W”— A. Es abierto puesto que

D" N X, es abierto y m es homeomorfismo local en X. Cualquier aplicacién propia

entre espacios localmente compactos es cerrada. Asi pues, como 7 : D" N Xg —

W" — A es propia por serlo 7 : D" — W” tenemos que w(D"” N X;) es cerrado

en W” — A. Finalmente, como 7 es continua y cerrada, 7(D") = n(D"NX,) =
T(D'"NXy)=W"—A=W".

Sea {W,} un sistema de entornos de 7(z). Veamos que D,,, donde D,, = =~ 1(W,) N D',

es un sistema de entornos x. Sea V un entorno abierto de z. Supongamos que existe

x, € D, —V para todo n. Obsérvese que {z,, : n =1,...} es un conjunto infinito. Como

D' es compacto, {r,} tiene un punto de acumulacién zo € D’ — V, es decir, que todo

entorno abierto de zy contiene un elemento de x,, # xo. Véase el teorema 28.1 de [MC]

para una demostracién de este hecho. En particular 7(zg) es un punto de acumulacién de

{m(z,) : n=1,...}. Asi pues, puesto que 7(x,) € W,, y los abiertos W,, son un sistema de

entornos, tenemos que (o) = lim,, . m(z,) = a. Como 7~ 1(a) N D’ = {a}, deducimos

que xy = x, lo cual es una contradiccion. Il
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Teorema 3.57. Sea X un recubrimiento analitico de U y sean D un abierto de X y W un
subdominio de U tales que m : D — W es propia y sobreyectiva. Sea Dy una componente
conexa de Xy N D. Entonces Dy N D es un recubrimiento analitico de W.

Demostracién. En primer lugar veamos que Dy es una componente conexa de 7~ (W — A).
Como Dy C YW —A) y Dy es conexo tenemos que Dy C C, donde C' es una componente
conexa de 7~ H(W — A). Supongamos que existe un punto z € Dy N C tal que = ¢ D.
Denotemos por 7(x) = a. Sea U(a) C W — A un abierto tal que 7= (U(a)) = Uy U- - -UU,,
donde 7|y, es un homeomorfismo y de forma que U; son compactos, conexos y disjuntos dos
a dos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que = € U;. Sea V(a) C V(a) C U(a),
siendo V' (a) compacto. Tenemos entonces que 7~ *(V (a)) N D C X, es compacto. Como las
componentes conexas son cerradas, 71 (V(a)) N Dy es compacto y por tanto 7~1(V (a)) N
Dy N U; también lo es. Por estar contenido en el compacto U;, 7~1(V(a)) N Dy N U, es
cerrado. Sin embargo, = ¢ 7~ (V(a)) N Dy NU; mientras que € 7=(V(a)) N Dy N Uy, lo
cual es una contradiccién. Asf pues, Dy es una componente conexa de 71 (W — A). Puesto
que 7 1(W — A) es recubrimiento finito de W — A y Dy es una componente conexa de
71 (W — A), tenemos que Dy también es recubrimiento finito de W — A2. Comprobemos
que 7 : Dy N D — W es un recubrimiento analitico,

- Dy N D es localmente compacto,
- W es un dominio,

- m es continua y de fibras discretas. Es sobreyectiva por lo dicho al inicio de la
demostracion y es propia por serlo 7 : D — W y ser Dy N D un cerrado,

- (DyN D) — 7m7Y(A) = Dy es un recubrimiento finito de W — A, y
- (DyN D) — 771(A) es denso en (Dy N D) por ser X — 7 1(A) denso en X.
L

Lema 3.58. Sea (X, 7,U) un recubrimiento analitico. Sea A su conjunto critico y sea
W un subdominio de U. Sean D,...,D, C D tales que (D;, 7, W) son recubrimiento
analiticos, con W N A sus conjuntos despreciables, tales que los D; — 7~ 1(A) son disjuntos
dos a dos. Entonces (D, m, W) es un recubrimiento analitico donde D = (J!" | D;.

Demostracion. Comprobemos que satisface todas las propiedades de recubrimiento analiti-
co,

2Veamos por qué una componente conexa C' de 7~ 1(W — A) es un recubrimiento conexo de W — A.
En primer lugar observamos que por ser C' un cerrado de 7~ 1(W — A), n(C) es cerrado dado que 7
es cerrada. Sea a € m(C) y sea un entorno abierto y conexo U(a) tal que 7=*(U(a)) = Uy U ... U U],
donde 7(U;) es homeomorfo a U(a) y los U; son disjuntos dos a dos. Puesto que a = w(x) para un
cierto z € C, podemos suponer que, sin pérdida de generalidad, x € U;. Como U; es conexa tenemos
que Uy C C y por tanto U(a) C 7(C). Eso quiere decir que w(C) es abierto y cerrado y por tanto
7(C') = W—A. Veamos que el niimero de componentes es constante. Sea a € W —A y sean 8 = i~ (a)NC
yB={reW —-A:7a)NC = B}. Como B es abierto y cerrado, tenemos que B = W — A.
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- D es localmente compacto y Hausdorff,
- W es dominio,
-m:D—Wes
i) de fibras discretas, ya que 7 : X — U lo es,
ii) continua,puesto que 7 : X — U lo es,
iii) sobreyectiva, ya que cada 7 : D; — W lo es, y
)

propia,puesto que dado un compacto K C W, 7~ *(K) N D; son compactos, y
por tanto también lo es 7' (K)ND = J_, 7 *(K) N D;.

v

- puesto que los 7 : D; — 7 1(A) — W — A son recubrimientos finitos de m; hojas,x :
D —n71(A) — W — A es recubrimiento finito de (m; + ...+ m,) hojas, y

- D — 771 (A) es denso en D ya que X es denso en X.
[l

Corolario 3.59. Sea X un recubrimiento analitico de U. Entonces para todo x € X existe
un sistema de entornos {D,} de x tal que 7 : D,, — W), es un recubrimiento analitico.

Demostracion. Por el lema 3.56 existen unos sistemas de entornos {D, } de =z y {W,,} de
m(x) tales que 7™ : D,, — W, es propia y sobreyectiva. Por el teorema 3.57 para cada
componente conexa Dy de DN Xy, 7 : Dy N D — W, es un recubrimiento analitico. El
lema 3.58 nos asegura que, puesto que el nimero de componentes conexas C; de D,, N X
es finito, D,, U C; N D,, es un recubrimiento analitico de W,,. O]

Corolario 3.60. Sea X un recubrimiento analitico de U. Entonces X es localmente cone-
XO.

Demostracion. Repasando la demostracion del lema 3.56 observamos que el sistema de

entornos {D,} es tal que D, N7~ '(m(x)) = {x}. Sea Dy una componente conexa de

D, N X,. Tenemos que 7 : Dy N D — W, es sobreyectiva y por tanto € Dy N D. Sean

C1, ..., C; las componentes conexas de D, NX,. Entonces, puesto que C;N.D,, son conexas,
= Ui’:l C;ND,yxzeC;ND,, deducimos que D,, es conexa.

n

Definicién 3.61. Sea X un recubrimiento analitico de U. Dado x € X el numero de
componentes de z, al cual denotamos por o(x), es el nimero entero A tal que x tiene un
sistema de entornos que son recubrimientos analiticos de grado .

Lema 3.62. Sea X un recubrimiento analitico de U de grado A. Entonces para todo

a €U, Y (py=a0(x) = A

Definicién 3.63. Sea (X, 7, U) un recubrimiento analitico y sea W un abierto de X. Una
funcién f : W — C es holomorfa si para todo W' C W — 7~ !(A) tal que 7|y~ es un
homeomorfismo, (f|w~) o (77!w) es holomorfa en w(W").
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Teorema 3.64. Sea (X, 7, U) un recubrimiento analitico y sea f una funcién continua en
X. Entonces f es holomorfa en X si y sélo si existe un polinomio ménico P(T) € Oy|[T]

tal que P(7m(z); f(x)) = 0 para todo z € X.

Demostracion. Para cada a € U — A tomemos un entorno abierto A\, contenido en U — A
tal que 77 H(A,) = U, A, donde 7 : A; — A, es homeomorfismo. Sea f una funcién
holomorfa en X. Dado a € U — A, tenemos que fi = (f|A;) o (77!|,) son holomorfas
en A,. Sea S (Tl, ...,T)\) un polinomio simétrico. Definimos en A, la funcién holomorfa
S, = = (fL .. f’\) Dado b e U — A, puesto que S es simétrico, tenemos que S, =S, en
AV Ab. Por tanto S estd bien definida en U — A. Como f es continua en el espacio
localmente compacto X, tenemos que S es localmente acotada en U. Por el teorema de
extensién de Riemann tenemos una extension holomorfa S de S en U.
Dado a € U — A definimos en A, el polinomio dado por

A

P(T) = [](T - fi) € On,IT).

=1

Los coeficientes de P son polinomios simétricos evaluados en fal, cee f(;\ Por la discusién
anterior, dichos coeficientes holomorfos estan bien definidos en U — A y se pueden extender
a U. Hemos encontrado un polinomio ménico con coeficiente holomorfos en U que extiende
al anterior y que por tanto para todo = € X, si denotamos 7(z) = a,

A
R(a; f(x)) = [[(f(2) = fi(a)) =0
i=1
Supongamos ahora que f es una funcién continua en X y que existe un polinomio
P(T) € Oy[T] tal que P(w(x); f(x)) =0 en X. Sea W’ C X, un abierto tal que 7 : W’ —
m(W’) es un homeomorfismo. Denotemos por 7(W’) = U; U ... U U,, donde U; son sus
componentes conexas. Sean W; = 7~ 1(U;) N W'. Tenemos que f; = (f|w,) o (7 '|y,) es
funcién continua en U; y que P(f;) = 0. Dado que los U; son dominios, en virtud del lema

3.65 tenemos que f; son holomorfas en U;. Por tanto (f|w) o (77 !|zw)) es holomorfa en
w’. ]

Lema 3.65. Sea f una funcién continua en el dominio U de C" y sea P(T') € Oy[T] un
polinomio tal que P(f) =0 en U. Entonces f es holomorfa en U.

Demostracion. Sea z € U. Como O, es dominio de factorizacién tnica, O, [T también lo
es. Sea P = [[7_, P} la factorizacién en irreducibles de P. Sea Py = [];_, P;. Tenemos
que Po(f) = 0. El discriminante D € O, es distinto de cero porque en caso contrario Pq y
Py tendrian una raiz en comin, y por tanto un factor en comun, lo cual no es posible ya
que Py tiene todos sus factores irreducibles distintos. Sea A = A(z;d) C U un polidisco
tal que P y D tienen representantes Py y D respectivamente y tal que Py(z; f(x)) = 0
para todo x € A. Seay € A — {D = 0}. Entonces Py(y,T) tiene todas sus raices distintas.

Puesto que Py(y, f(y)) = 0y 92(y, f(y)) # 0, y dado que f(y) es rafz simple, por el
teorema de la aplicacién 1mphclta aplicado a

Po(z,T): A xC —C
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en el punto (y, f(y)), existen unos abierto W C A y A(f(y);r) y una tdnica funcién
holomorfa ¢ : W — A(f(y);r) tales que ¢o(y) = f(y) v Po(z,T) = 0, (z,T) € W x
A(f(y);r), sty sélosi g(x) =T. Puesto que f es continua y Po(f) en A existen entornos
abiertos V(y) v A(f(y);7) tales que f(x) € A(f(y);7) y Po(x, f(x)) = 0 para todo
x € V(y). Asi pues f(z) = ¢(x) para todo € V(y) y por tanto f es holomorfa en V(y).
Concluimos que f es holomorfa en A — V(D). Puesto que f es continua y localmente
acotada en A y por ser V(D) fino, por el teorema de extensién de Riemann f tiene
una extension holomorfa en A que, por continuidad, debe coincidir con f. Es decir, f es
holomorfa en A. Considerando cualquier punto z € U deducimos que f es holomorfa en
U. O

Corolario 3.66. Sea X un recubrimiento analitico de U. Sea f una funcién holomorfa en
Xo y localmente acotada en X. Entonces existe un polinomio irreducible P(T") € Oy[T]
tal que P(m(z), f(x)) = 0 para todo = € X.

Demostracion. En la demostracién del teorema 3.64 sélo hemos utilizado que f fuera
holomorfa en X,. En 771(A) tan sélo necesitamos que sea f sea localmente acotada para
poder utilizar el teorema de extension de Riemann. Il

Teorema 3.67 (Principio del méximo). Sea X un recubrimiento analitico conexo de U.
Sea f una funcién holomorfa en X. Si existe un punto zy € X y un entorno abierto D de
xg tal que |f(x)] < |f(xo)| para todo x € U(zg) entonces f es constante.

Demostracion. Sea D' C D un entorno conexo de zg y sea W’ un entorno de 7(xo) = ag
tales que D’ es un recubrimiento analitico de W’ de grado A, con A = o(z). Seaa € W' —A
ysea 7 (a) N D' = {x1,...,22}. Sea S,(a) = S22, (f(z;))". S, es una funcién definida y
holomorfa en W’ — A. Por ser f continua, S, es localmente acotada en W’y por tanto existe
una extension holomorfa en W’. Veamos que S, alcanza su médulo maximo en el punto
ap. Sea {a,} C W' — A una sucesién convergente a m(zg). Sea 7 (a,) = {zL,..., z)}.
Veamos que z!, — xy. Sean {Dy} y {W,} sistemas de entornos de z y ag. Sea U(x)
un abierto de xy. Sabemos que existe Dy, C U(xzg). Sea ng tal que para todo n > ny,
a, € Wi,. Tenemos que para todo n > ng, =, € Dy, . Por continuidad,

lim S, (an) = lim B (£(@,))" = Af(w0)" = Sr(av).

n—oo

Asi pues, para todo a € W' — A,

A A

[S:(a)] < 1) (fl@))| < Z [f(@:)|" < Alf (o)|” = |Sk(ao)].

=1

Dado a € A, existe un sucesion {a,} que converge a a. Por tanto
|S(an)| < [Sr(ao)| = 7111;I£.10|Sr(an)| = [Sr(a)] < 1S:(ao)l-
Por el teorema del médulo méximo, S, es constante en W'.
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Dado que f es holomorfa en D', por el teorema 3.65, existe un polinomio ménico
P(T) € Ow/[T] tal que P(rm(z), f(x)) = 0 para todo € W’. Utilizando la notacién de
la demostracién del teorema 3.65, para todo a € W/ — A y un cierto entorno A\, dicho
polinomio viene dado por

A

P(T) = [[(T = fi) € Oa,[T],

=1

Por tanto los coeficientes de P son polinomio simétricos evaluados en f(z;), donde 7~ (a)N

D" = {zy,...,x,}. Puesto que los polinomios simétricos estdn a su vez generados por
las sumas de potencias de los f(x;), o lo que es lo mismo, estdn generados por S,.(a),
r = 1,..., A\, concluimos que los coeficientes de P(T') son constantes en W/ — A y por

tanto en W’'. Asi pues, puesto que f es continua y D’ es conexo, sélo puede tomar en D’
el valor de una de las raices de P(7T). Por tanto f es constante en D'

Sea B =int{x € X : f(x) = f(x0)}. Hemos demostrado que D' C B. Sea z; € X — B.
Sea D un entorno conexo de z y sea W un entorno de 7(z1) = a; tales que D es un
recubrimiento analitico de TV de grado A, con \ = o(x1). Sabemos que existe un polinomio
P(T) € Oy, tal que P(f) = 0 en D. Supongamos que DN B # (). 7(DN B) es un abierto no
vacio de W. Por ser f constante en B, los coeficientes de P(T') son constantes en 7(DNB).
Puesto que W es conexo, por el teorema de identidad dichos coeficientes son constantes
en . Por tanto, por ser J continua y D conexa, s6lo puede tomar el valor de una de las
raices de P( ). Asi pues, D C B, lo cual es una contradiccién porque ¢ B. Finalmente,
por ser B abierto y cerrado no vacio del espacio conexo X, tenemos que B = X. O

Teorema 3.68. Sea V una subvariedad conexa del dominio U C C™. Si f es holomorfa
en U y su moédulo alcanza el maximo en V' entonces f es constante en V.

Demostracion. Sea xo € V tal que f(xg) = M es el méximo de f. Sea S = {x € V :
f(z) = M}. Veamos que S es abierto y cerrado en V.

- S es cerrado: Por ser f continua, f~!(M) es cerrado y por tanto S =V N f~1(M)
es cerrado en V.

- S es abierto: Sea x € S. Consideremos el germen V en x. Sabemos que
V=V,U...UuV,

donde V; son sus componentes irreducibles. Sean los ideales primos (V;). Sabemos
que existe una representaciéon admisible de 7(V;). Como existe una representacion
V; de V; en un polidisco A; = A(x;r;) tal que es un recubrimiento analitico y f
alcanza su maximo en V; deducimos que f es constante en dicho entorno. Sea el
entorno abierto U(z) = Ay N---N A Tenemos que f es constante en V NU(z) y
por tanto VN U(z) C S.

Finalmente, como S es abierto y cerrado y V' es conexo, V = §. m

Corolario 3.69. Una subvariedad compacta V' de C™ es un conjunto finito de puntos.
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Demostracion. Sea m; : C* — C dada por m;(zq,...,x,) = x;. Sea V. = Vi U ... UV,
donde V; son sus componentes conexas. Por ser V; cerradas en un compacto, también
son compactas. Como ; alcanza su maximo en cada Vj, por el teorema anterior, m; es
constante en cada Vj. Por tanto V; = {z;} y V = {x1,..., 2, }. O

Lema 3.70. Sea X un recubrimiento analitico de U y sea f una funcién holomorfa en
X. Sea P(T) € Oy[T] el polinomio construido en el teorema 3.64. Entonces, para todo
a € U, las raices de P(a;T) = 0 estdn contenidas en los valores que toma f en 7~ *(a).

Demostracion. Por la propia construccion, el teorema es evidente para los puntos a €
U—A, donde A es el conjunto critico. Sea a € Ay sea a,, una sucesién de puntos a,, € U—A
que converge a a. Denotemos 7~ 1(a) = {zk,...,2}}. Sea 77 (a) = {z,..., 2"} ysea t; =
o(z"). Sean D; entornos de z' recubrimientos analiticos de 7(D;) de grados t; y disjuntos
dos a dos. Sabemos que existe un ng tal que para todo n > ng, a, € 7(Dy)N...N7w(D,).
Sean P; = {j : 2, € D;}. Tenemos entonces que, para todo j € P;,

lim z/ = 2"

n—oo
Por continuidad y puesto que P(a,;T) = Hj.:l(T — f(x])) = IS [ep, (T — f(2,),

obtenemos que
“w

P(a;T) = [[(T = fla')"),

i=1
Por tanto, las raices de P(a;T) son f(z1),..., f(z"). O

Teorema 3.71. Sea X un subconjunto del dominio D en C" y sea g : D — C* una
aplicacion holomorfa tal que

i) (X,g,9(D)) es un recubrimiento analitico,
ii) Xy es una subvariedad compleja de C".
Entonces X es una subvariedad de D.

Demostracion. Veamos que para todo zg € D — X existe un funciéon f holomorfa en D tal
que f(z0) #0y f(2) =0 para todo x € X. Sea g(29) = ap € U. Tenemos que

g_l(ao) NX = {yla s 7yu}a

para p < A.Podemos encontrar un polinomio h € Opl[Ti,...,T,] tal que h(z) = 0y
h(y;) = 1,1 <i < pu. Como Xy es una subvariedad de D, h|x es holomorfa. Sea P(T) €
Op|T] de grado A tal que P(g(z); h(z)) = 0 para todo z € X. Tenemos que la funcién
f(z) = P(g(2);h(z)) es holomorfa en D y se anula en X. La tnica raiz de P(ag;T) es
h(y1) = ... = h(y,) = 1. Por tanto f(z) = P(ao;20) # 0. O
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4. Estratificaciones distinguidas

4.1. Introduccion a las conjuntos semi-analiticos
Sea M un variedad analitica real de dimension n.

Definicién 4.1. Sea F una familia de funciones reales en un abierto U de M. Diremos
que el subconjunto A de M esta definido en U por las funciones de F si

ANU = UL, ni_y Ay
donde cada A;; es de la forma {f;; > 0} o bien {f;; < 0} o bien {f;; =0} con f;; € F.

Definicién 4.2. Diremos que un subconjunto E de M es semi-analitico (en M) si para
cada x € M, existe un entorno abierto U de x tal que E esté definido en U por la familia
de funciones analiticas en U.

Observacién 4.3. La familia de subconjuntos semi-analiticos de M es cerrada por la
operacién del complementario, de la union localmente finita y de la interseccién localmente
finita. Cada semi-analitico es un F,-conjunto, es decir, es union contable de cerrados.

Definiciéon 4.4. La dimension de un subconjunto semi-analitico £ de M se define por
dim(E) = max{dim(T") : T subvariedad,I" C E'}.
Observacién 4.5. Dada la definiciéon anterior, tenemos que
dim(E) = n < inty(E) # 0.
Dada una familia de conjuntos semi-analiticos {E;}¥_,, tenemos que
dim(Ut_, E;) = maw,—,.. 1 E;.

Utilizando el teorema de Baire, el resultado anterior también se demuestra para una familia
numerable de semi-analiticos.

Definicién 4.6. Denominaremos hoja semi-analitica de M a cada subvariedad analitica
de M que sea un subconjunto semi-analitico de M.

Para las siguientes definiciones supondremos que M = R".

Definicién 4.7. Sea A C R" una recta que pasa por el 0 € R”. Diremos que una funcién
analitica f en un entorno de 0 es A-reqular si el germen en 0 de la restricciéon f) no es
nulo. Si la recta A es el eje de las x;, entonces diremos que f es xi-regular.

Definicién 4.8. Sea P un polinomio monico en la variable z,, con coeficientes analiticos
en un abierto de R"~!. Definimos el orden de P en x € R™ como

P

%
Ty,

(x) # 0}.

ord, P = min{i :
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4.2. Estratificaciones distinguidas

Definicién 4.9. Una estratificacion semi-analitica 7 de un abierto G de R™ es una par-

ticion localmente finita de GG en hojas semi-analiticas conexas verificando la condicion del
borde:

Para cada I' € 7, el borde en G, es decir, 0I' N G,
C1) { es una union finita de hojas de 7 de dimensién
estrictamente inferior a la de T'.

Definicién 4.10. Diremos que una estratificacion semi-analitica 7 de un abierto GG de
R™ es compatible con los subconjuntos Ey, ..., E, de R", si para cada E; tenemos que

'CE;obien ' C G\ E;, paracada ' € 7.

Observacion 4.11. Observamos que con la notaciéon anterior, los F; N G son uniones de

hojas de 7.

Definicién 4.12. Definimos una estratificacion distinguida C de un intervalo abierto ) =
{(z1,...,2,) € R": |x;] < §;} por recurrencia en n:

e Paran = 1: una estratificacién distinguida de un intervalo (—4, §) es o bien {(—4,0)}

o bien {(—4¢,0),{0}, (0,0)}

e Para n habiendo definido n — 1: una estratificacién distinguida de ) es una estrati-
ficacién semi-analitica finita de ) que verifica las siguientes condiciones:

( Existe una estratificacién distinguida C’ del intervalo abierto

2) Q ={(z1,...,7p1) ER": 74| < &;} de R"! de forma
que cada hoja I' € C de dimensién < n — 1 es el grafo
de una aplicacién analitica I" : " — R para un IV € C'.

Existe un polinomio distinguido P no nulo con coeficientes
analiticos en un intervalo abierto de @’ que es nulo en el
C3) < conjunto V = J{I' e C : dim(I') <n —1} y tal

que el orden, I' 3 x — ord, P, es constante para

cada I' € C.

\

Observamos que la condiciéon C3) implica que V = {z € Q : P(xz) = 0} puesto que como
P es no nulo tenemos que ord,P = 0 para toda hoja I' de dimensién n. Al polinomio de
la condicién C'3) lo llamaremos polinomio asociado a C. Para cada I € C escribiremos

9P

pr=_—_—
r—1"7
oxr

donde r = ord, P para cualquier z € I". A las hojas semi-analiticas de la estratificacion
las llamaremos estratos.
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Observacion 4.13. Siguiendo la notacién anterior:

1. La condicion del borde implica que el conjunto V' de la definicién anterior es un
cerrado de Q).

2. Por las condiciones C2) y C'3) tenemos que
0 €T, paracadal €C. (%)

Probemos esta propiedad por induccién sobre n. Para n = 1 es evidente. Suponga-
moslo cierto para n — 1 y veamos que es cierto para n. Sea I' € C, dim(I") = n. Si
[ =Q, entonces 0 € T =T = Q. Si T # Q, entonces ' = ' \ T’ # . Por tanto
existe [y € C, dim(I'y) <n —1, con I'y C OI'. Entonces basta comprobar que para

todo I’ € C con dim(f‘ ) < n —1 tenemos que 0 € f para terminar la demostracion.
Sea C' una estratificacién distinguida en Q" de forma que la condicién C2) y C3) se

satisfaga. Entonces 7(I") € C' y por hipétesis de induccién, 0" € 7(T') C 7(T'). Sea

Tn € (=0p,0,) tal que (0, z,) € T'. Como dim(T") < n — 1, seguro que (0, z,,) perte-
nece a un estrato de dimension estrictamente menor que n — 1. Sea P el polinomio
asociado a la estratificacion distinguida. Entonces, puesto que P es distinguido,

P0;z,) =2, =0=x,=0.

Por tanto 0/ € I.

Lema 4.14. Toda hoja semi-analitica de una estratificacién distinguida de dimensién &
es el grafo de una aplicacién analitica de una abierto semi-analitico de R* en R**.

Demostracion. Sea I'g € C un estrato de dimensién k& < n. Por la condicién b) existe una
estratificacion C’ en (', un estrato I'y € C’ y una funcién ¢q : I'1 — R de forma que I' es
el grafo de dicho funcién. Puesto que la dimensién de I'y es k, la dimensién de I'; también
serd k. Continuando con este proceso definimos los estratos I'y,..., I ¢, I'hj € cn=a),
Gn—j  Tpoji1 = R, con Iy ; =T(¢n—j), j =k +1,...,n. Basta considerar la funcién

¢ : Rk 0 Fn—k > — (¢n—k—1(j)a ¢n—k’+1(§j7 ¢n—k(j))a . ) € Rn_k'
El grafo de la funcién analitica ¢ es I'y. O

Observacién 4.15. Para demostrar el lema 4.14 tan sélo hemos utilizado la condicién
C2).

Lema 4.16. Sean Q C R" un abierto y I una subvariedad de clase C' de R™ disjuntos.
Sea a € I' N 0N). Entonces
(09Q), c Ty =T, C (09),.

Demostracion. Podemos suponer que I' es un subespacio afin de R™. Supongamos que
(092), C I'y. Entonces existe un entorno abierto U de a tal que 90 NU C I'NU C T
Podemos tomar dicho entorno U convexo. Supongamos que existe z € I' N U \ 2. Como
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a € 01, existe y € QNU. Como U es convexo tenemos que el segmento que une los puntos
x e y vy al cual denotaremos por [x,%], estd contenido en U. Puesto que = ¢ Q e y € ,
debe existir un punto z € [z,y] C U tal que z € 9. Observamos que z € 02 NU C T
Sin embargo, puesto que I' es subespacio afin y z,2 € I', tenemos que [z,y] C I y en
particular y € I', lo cual es una contradiccién. Il

Proposiciéon 4.17. Sea C una estratificacién definida como las estratificaciones distin-
guidas pero exigiendo tan sélo que se satisfagan las condiciones C2) y (x). Entonces la
condicién C'1) es equivalente a decir que el conjunto V' es cerrado en Q.

Demostracion. Por definicién tenemos que Q \ V = J{I' : I € C,dim(I") = n}. Suponga-
mos que V es cerrado. Veamos que

I'eC= ol c| J{I"eC:dim(I") < dim(T")}. (10)

Procedemos por induccién sobre n. Sea I' € C. Podemos suponer que dim(I") < n puesto
que al ser @) \ V abierto, sus componentes conexas, es decir, los estratos de dimension n,
son abiertas y por tanto deducimos que la frontera de un estrato de dimensién n no puede
contener otro estrato de dimensién n ya que su interior es vacio. Por C2) existe IV € C' y
una funcién analitica T' : TV — R cuyo grafo es el estrato I'. Sea (a’,a,) € OI'. Entonces
a’ € OI". Por hipdtesis de induccién, @’ pertenece a un estrato A’ € C' de dimensién
< k — 1. Observamos que entonces (@, a,,) pertenece a un estrato de C de dimensién igual
a dim(A") porque en caso contrario (@', a,) perteneceria a un estrato de dimensién n y
entonces V' no seria cerrado. Hemos mostrado que

FreC=0ornt’' =0,vl" € C,dim(I") > dim(T). (11)

La ecuacién (10) y la ecuacién (11) son equivalentes. Una vez que hemos demostrado (10)
es suficiente probar que dados I'' y I estratos de C

I'nol' 40 =T1"c or.

Vamos a proceder por induccién doble? sobre k = dim(T') y sobre r = dim(I"), con
0 <7 < k. El caso dim(I') = 1 y dim(I") = 0 es trivial puesto que I es un punto.
Probemos el paso de induccion:

- Supongamos que I N 0" no es abierto en OI'. Entonces existe a € IV N JI" tal que
para todo entorno abierto U(a)

U(a)Nor N (or NT)¢ £ (.

3Sea P(r, k) una cierta propiedad para 0 < r < k. Si se satisface P(0,1) y

P(r' k), ¥ < KV < k
P(r' k), Vr <1’ <k }ép(“k)

entonces se satisface P(r, k) para todo 0 < r < k.
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Por tanto a € (OI' NI") N oI \ I”. Por (10) tenemos que
or\1" c | {1 € € : dim(I") < dim(T'),T" #T",00 NT" # 0} =

= aF\F/ C U{WE C . d@m(l—‘”) < k'— 171—‘// 7£ F,,aFﬂF” 7£ @}

Por tanto existe un estrato I', I' # I, OT' N I'" # () de dimensién < k — 1 tal que
a € I'. Dado que a € OI' NI tenemos que a ¢ I'" y por tanto a € 9I"”. Por (11) y
puesto que oI N T # (), dim(T") > dim(I") = r. Por hipédtesis de induccién sobre
k,

I'Nor £0 =1 car.

Por hipétesis de induccién sobre r, ya que k > dim(I'") > r,
orNr” #£0=1"cor.
Eso implica que 0" C OT'. Finalmente

I"'cor” cor.

Observese que en particular hemos demostrado que si dim(IV) = k—1y dim(I') = k
entonces I'' N JI" debe ser abierto en OI'.

Supongamos que IV N JI" es abierto en JI'. Basta probar que I'" N JI" es abierto en
[V, porque por ser también cerrado y I conexo tendremos que IV N OI' = I"”. Sea
c= (a,b) € I'NAT, a € R¥ b € R**. Por ser I" N I abierto en JI' existe un
abierto U’ = U] x Us, a € Uy, b € U, tal que

U'nor cI'nor. (12)

Por el lema 4.14 existen aplicaciones analiticas ¢, : Q@ — R" % y ¢y : Iy — R*7F,
Q) C R¥ abierto, I'y C R* hoja semi-analitica, I'y N = (), de forma que I es el grafo
de ¢1 v I es el grafo de ¢o. Sea 7 : R¥ x R"* — R* la proyeccién natural. Sea U,
un entorno abierto de b tal que Uy C Uj. Por 12

r=(21,29) €O N({a} x Us) = (21 = a) A (a,2;) €T" =

= Ty = ¢9(a) =b=x = (a,b) =c.

Puesto que QN Ty = 0,
I'n(a xR =0,

Asi pues, B N N
I'n({a} xUs) =0I' N ({a} x Uy) = c.

Podemos suponer que U, es compacto. Tenemos entonces que Uj \ Us también es
compacto. Consideremos para cada zo € U, \ U, unos entornos abiertos U,,(a) C R¥
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y V(z2) C R"* de ay x, respectivamente tales que (Uy,(a) X V(z2)) NT = 0, los
cuales existen ya que (a,z3) ¢ I'. Por ser U, \ Us compacto

i=1

Sea Uy = UiN (N2, Uyi(a)) y sea U = Uy x Uy C U'. Veamos que 'N(U, xU,) C U.
Sea (w1,72) € TN (Uy x (Uy \ Usy)). Existe j € {1,...,s} tal que (21, 25) € Ux%(a) X
V() . Sin embargo (Uxé(a) x V(x}))NT =0, lo cual implica que (z1, ) ¢ T.

Sea el abierto Qp = 7(I'NU) = QN U;. Tenemos que
r€dNNNU, = (z,t') € 0T NU para un t'.* (13)

Por 12, tenemos que (x,t') € I”. Asi pues, z € ['s.Hemos mostrado entonces que
09 NU; C Ty. Por el lema 4.16, existe un entorno abierto U C U; de a tal que

LoNU C 0

Por tanto I"NU"” C JI', donde U” = U{’ x Us. En efecto, si (z,t) € I"NU", entonces
x € 09 yaque z € 'yNUY. Como U C Uy, x € 0Q NUY C 092 NU;. Por (13),
(z,t") € OT' N U para algin t'. Finalmente, por (12), (z,t') € IV = t' = ¢(x) = t.
Asf pues (z,t) € OT.

]

Observacién 4.18. Por la proposicién 4.17 tenemos que la condicién a) es redundante
en la definiciéon de estratificacién distinguida.

Observacion 4.19. La condicién C2) implica que existe una sucesién de estratificaciones
distinguidas C,, = C, ..., C; de los intervalos abierto Q, C R*, Q) = m(Qry1), mp : RF —
R* de forma que cada hoja semi-analitica I' € Cj,; de dimensién < k es el grafo de una
aplicacién analitica I' : IV — R, con IV € C,. Dado un estrato I' € C de dimensién [ < n,
definimos por recurrencia I';, = T', 'y, = 7 (['x41) € Cg. Sea Py el polinomio asociado a Cy.

Entonces

I c{P =...=P" =0}

Corolario 4.20. Sea C una estratificacién distinguida de un intervalo abierto (). Entonces
para todo estrato I' € C existe un aplicacién analitica F' : U — R"~! de un entorno abierto
de @ tal que T, I' = Ker d,F, para todo z € T.

4Puesto que Qp = (T N U),
N Ccr(TNU)\Q Cca(TNU\TNU).

Por tanto existe (z,¢) € T N U\T'NU. Ahora bien, como z € Uy, tenemos que (z,t') € TN(U; xUsz) C U.
De forma trivial, (z,t') e TNU CT. Si (x,t') € T, entonces (z,t') € T N U, lo cual es una contradiccién.
Asf pues, (z,t') e O NU.
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Demostracion. En la demostracion utilizaremos las notaciones de la observacion 4.19.
Sea F(z) = (Plilfl(f), ..., P'(7)). El jacobiano de esta funcién tiene rango mdximo
en todo x € I' debido a la propia definicién de los polinomios PJ-Fj. Fijemos o € T
Por el teorema de la funcién implicita existe una funcién ¢ : U(zy) — V(z7), ¢(Z) =
zy, tal que F(z',¢(2')) = 0. Por tanto (d ¢@z)F)(dz (@', ¢(z'))) = 0. En particular,
(dao ') (dgy (7', ¢(7'))), vy puesto que las columnas de dz (7', #(7')) generan el espacio tan-
gente de I' en Z(, obtenemos el resultado. O

4.3. El teorema de las estratificaciones distinguidas y sus conse-
cuencias

Teorema 4.21 (de las estratificaciones distinguidas). Sean Ej, ..., E, subconjuntos semi-
analiticos de un entorno abierto del 0 € R”. Entonces, después de un cambio lineal
de coordenadas adecuado, existe una estratificacién distinguida de un intervalo abierto
Q = {(z1,...,2,) € R" : || < §;}, arbitrariamente pequeno, que es compatible con los
conjuntos Ly, ..., .

Demostraremos este teorema en la secciéon 4.7. Los siguientes resultados son conse-
cuencias inmediatas de este teorema.

Teorema 4.22 (de la adherencia). La adherencia de un semi-analitico es semi-analitica

Teorema 4.23 (de las componentes conexas). La familia de componentes conexas de un
semi-analitico es localmente finita y cada una de sus componentes es semi-analitica.

Corolario 4.24. Un subconjunto de un semi-analitico £/ que sea abierto y cerrado en E
es semi-analitico.

Corolario 4.25. Sea E un conjunto semi-analitico no vacio. Entonces

1. dim(E\ E) < dim(E),

2. dim(E) = dim(E).

Observacion 4.26. La restriccion de una estratificacion distinguida de un intervalo abier-
to () a un intervalo abierto () C @) es también una estratificacion distinguida.

4.4. Lemas auxiliares

Consideremos el polinomio Ps(z2) = z¥+c12¥ 1+ +c,conz € Cyc=(cy,...,cr) €
CF. Sea
W,={ceC":4{z: P(z) =0} < s}

para s =1,...,k. Sean K = {1,...,k} y

Dy(z1,...,2K) = Z H(Zu—2u>2,

JCK p<v
tJ=k—s p,veJ
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para s =0, ...,k —2. Puesto que Dy(z1, ..., 2;) es un polinomio simétrico en las variables
21, ..., 2k, Sabemos que existe un polinomio Dy(Ty,...,Ty) € Z[T1, ..., Ty] tal que

Dy(z1,...,21) = Ds(01(2),...,0(2)),

donde o; son las funciones simétricas elementales. A los polinomios D, los llamaremos
discriminantes generalizados.

Lema 4.27. Siguiendo la notacion del parrafo anterior,
W,={ceC": Dy =...= Dj_s_1(¢) =0}
paras=1,...,k—1.

Demostracion. Mostremos ambas inclusiones:

Seace€ Wsy zZ=(z,...,2) una sucesién completa de las raices de P;(z). Entonces
Dy(z) =...=Dr_s-1(2) = 0.
Por tanto, param=s+1,...,k,
0="Di-m(2) = Dr_m(01(2),...,0%(2)) = Dg—m(c1, ..., k).

Sea ¢ € C* tal que Dj_,,(¢) = 0 para m = s+ 1,...,k. Sea (21,...,2,) una
sucesion completa de las raices de Pz Supongamos que ¢ ¢ Wi, es decir, que
t = #{z1,...,2} > s+ 1. Reordenando podemos suponer que zi,...,z son las
t raices distintas de P:. Tenemos entonces que

0=Dy(6) =Dp—e(z1,-.oz) =[] (zu—2)" #0,

pve{l,... t}
lo cual es una contradiccion.

m
Lema 4.28. Siguiendo la notacién del lema 4.27, los subconjuntos Wy, s = 1,...,k, son
algebraicos.
Demostracion. Para s =1,...,k—1 el resultado se deduce del lema anterior. Para s = k,
Wy, = CF, que también es algebraico. O
Corolario 4.29. Sea G un abierto de C" y sea

P(0;2) = 2" + ¢c1(0)2" 1 + .. 4 (D)

un polinomio con coeficientes ¢1(0),. .., cx(v) holomorfos en G. Sea a € G tal que P(a; 2)

tiene exactamente r raices distintas, donde 1 < r < k. Entonces existe un entorno abierto
U de a tal que el subconjunto

Z={0cU:4{z: P(5;2) =0} =7}

es analitico.
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Demostracion. Por el lema 4.28 tenemos que para s € {1,...,k — 1} cualquier conjunto
Zs={ve G :t{z: P(v;2) =0} < s}
es analitico puesto que
Zs={v € G:Dy(c(v)) =...=Dy_s_1(c(v)) = 0},

donde ¢(v) = (¢1(0), ..., ck(v)). Sir > 2, el conjunto R={v € G: §{z: P(v;2) =0} =r}
es igual a Z, \ Z,_1. Puesto que a ¢ Z,_; y Z,_1 es analitico, existe un entorno abierto
UcCcGtalqueUNZ._1=0.Sea Z ={v €U :t{z: P(v;2) =0} = r}. Tenemos entonces
que

Z=RNU=2.nNU

y por tanto Z es analitico en U. Sir =1, R es igual a Z;, que es analitico en todo G. [J

4.5. Lema de Base y sus consecuencias

El siguiente lema jugara un rol esencial en la prueba del teorema de las estratificaciones
distinguidas.

Lema 4.30 (de base). Sea G un abierto de C" y consideremos
P(0;2) = 2"+ ¢1(9), 2" + -+ + (D)

un polinomio moénico con coeficientes holomorfos en G. Supongamos que el nimero r de
raices distintas de z — P(7; z) no depende de v en G. Entonces, si ¢ € G, existe un entorno
abierto U de ¢ tal que

{(v,2) eUxC:Pu;2) =0} = U... UG,

donde ¢; son los grafos de funciones holomorfas ¢; : U — C tales que (;(x) # (j(x) para
todo x € U, si 1 # j.

Necesitaremos el siguiente lema para la demostracion del lema de base.

Lema 4.31. Sea ) un polinomio ménico con coeficientes holomorfos en un abierto U de
C™ y sea  un abierto de C. Supongamos que el polinomio Q(7;z) tiene una sola raiz
((v) en Q y que la multiplicidad de dicha raiz no depende de ¥ en U. Entonces la funcién
¢ : U — C es holomorfa.

Demostracion. Por el teorema de continuidad de las raices y puesto que ((v) es la tnica
raiz en (2, tenemos que ((v) es continua. Por el lema 3.65 obtenemos el resultado. [

Demostracion del lema de base. Sea (z1,...,2;) una sucesién completa de las raices de
P(¢; z) y sean ay, . . ., a, sus raices distintas. Sea K = {1,...,k} y sea la particién {I;}}_,
de K, donde I; ={v € K : z, = a;}. Sea 0 > 0 tal que

1
0 < 5min{|ai —aj| i # j}.
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Por el teorema de continuidad de las raices existe un entorno abierto U de ¢ tal que para
todo v € U podemos ordenar la sucesién completa de raices de P(v;z), (z1,...,2), de
forma que |z} — z;| < 0, 1 < ¢ < k. En particular, si a,...,a. son las raices distintas,
tendremos que |a; —a;| < 6,1 <i <r. Sean B; = {w € C: |[w —q;| < §}. Tenemos que
para todo v € I}, z, € B;. Los abiertos B; son disjuntos y por tanto todos los z,,, v € I;,
serdn iguales a a. Por el lema 4.31 aplicado a los abiertos U y B; tenemos que la funcién
Gi(0) que asocia al punto v la raiz de P(v;2) en B; es holomorfa. O

El lema de base tiene consecuencias en el caso real.

Corolario 4.32. Sea I' una subvariedad analitica de R" y sea
P(u;z) = 2% + ay(w)z™ + .. 4 ax(u)

un polinomio moénico con coeficientes analiticos reales en I'. Si el ntimero r de raices
complejas de z — P(u;z) no depende de u entonces para todo ¢ € I' existe un entorno
abierto U de c en I' tal que

{(u;2) e UXxC:Plujz) =0} =& U...UE,
donde &; son funciones analiticas o bien reales o bien tales que Zm(¢;) # 0 en U.

Demostracion. Como el enunciado es local, podemos suponer que I' = G C R™, donde
G es un abierto y m = dim(I"). Consideremos las complexificaciones a; holomorfas en un
abierto G 3 ¢ de C™ lo suficientemente pequefio como para que U = G NR™ C G. Puesto
que es posible tomar los entornos tan pequenos como queramos, en adelante supondremos
que Uy G son conexos. Consideremos el polinomio

P(w; 2) = 28 + ay(w) 2"t + .. + ap(w).
Por el corolario 4.29 el conjunto
Z ={v e G : P(w;z) =0 tiene exactamente r raices complejas distintas}

es analitico para un cierto entorno abierto V'(c) C G. Renombremos con G = V(c). Sean
fi,--., fi : G — C las funciones holomorfas tales que

Z={weG: filw)=...= fi(w)=0}.

Dado que U = GNR™ C Z, tenemos que fi(x) = 0 para todo x € U. Eso implica que
fi=0enGy por tanto Z = G5. Entonces P(v; z) tiene exactamente r raices distintas
para cada w € G. Por el lema de base existe un entorno abierto de ¢, al cual denotaremos

5 Ay . 111 J— 0 k1 o okm

Recuérdese que por ser f; analitica tenemos que f; = > ;7 1 bk, 2" - 2y donde by, ..,
son las derivadas parciales respecto a x; con orden k; en 0. Puesto que f;(x) = 0 para todo x € R™,
podemos deducir que las derivadas anteriores son nulas y por tanto f; es idénticamente nulo en un abierto

de Gy, por el teorema de identidad, en todo G.
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de nuevo sin pérdida de generalidad con G, y funciones G G — C holomorfas tales que
Gi(w) # (j(w) para todo w € G, i # j, con

ZIC1UUCT

Por tanto
V={(u,2) eUxC:Pu;2) =0} =& U...UE,

donde §; = (;|U : U — C son analiticas. Por 1ltimo, como 0 = P(u;2) = P(u;2) =
P(u; 2), tenemos que &; = &; para algin 7. Si ¢ = j, entonces &; es real. Si i # j, entonces
Im(&;) # 0 en U ya que §;(v) # & (v) para todo u € U. O

Observacion 4.33. Podemos completar el corolario 4.32 con la siguiente observacién:
para cada j =1,...,r existe un [ € N tal que

{ G &() = 0,vt <1

oHip - =

GINES] (u; & (a)) #0

para todo u € U. Esto es consecuencia de la propia demostracion del corolario 4.32 y de

la del lema 4.31. El nimero [ en cuestién es el orden del cero a;.

Corolario 4.34. Sean las hipotesis y notaciones del corolario 4.32. Sea R un divisor
moénico de P en el anillo de polinomios reales con coeficientes analiticos en I'. Entonces
para todo punto ¢ € I existe un entorno abierto W tal que

{(,2) e W xR : R(u,z) =0} = ({ay )w U ... U (&a)w,
para ciertos oy < ... < Q.

Demostracion. Sea [ el grado de R. Las raices de R(¢, z) son algunas de las raices de
P(c,z). Digamos que dichas raices son {3, (C), ..., &g, (C) para ciertos #; < ... < By y sea
(21,...,2) su sucesién completa de raices. Por el teorema de continuidad de las raices,
existe un entorno abierto W de ¢ tal que para todo u € W C I' podemos ordenar la
sucesion completa de raices de R(w, x), (Z1, ..., %), de forma que |Z; — z;| < d, donde 6 > 0
es el mismo que utilizamos en la demostracion del lema de base. Por tanto

{(a,2) e W xC: R(u,2) = 0} = (&g, )w U~ U (Eg, )w-

Puesto que las funciones {g, son reales o con parte imaginaria no nula en ningtin punto,
existe {a1 < ... < as} C {1 <...< By} tales que

{(ﬂ, Z) EWXxR: R(I_L,Z) = 0} = (SCH)W U---u (éas)W»
donde las &,; son reales. O

Proposicién 4.35. Sean las hipdtesis y notaciones del corolario 4.34, con I' una subva-
riedad analitica conexa. Entonces

{(g,z) eT' xR: Plu,z) =0} =& U...UE,

donde &; : I' — R son analiticas reales y §&; < ... < §;en I con g <.
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Demostracion. Consideremos los conjuntos C; = {u € I : P(u; z) tiene i raices reales},
0 < i <r. Observamos que:

e (; es abierto: Dado ¢ € (;, por el corolario 4.34 aplicado al propio P, existe entorno
abierto W de ¢ tal que W C Cj.

e C; es cerrado: Sea ¢ ¢ C;. Entonces ¢ € C}, para algun i # j. Existe entorno abierto
W de ¢ tal que W C Cj; y, por tanto, W C C¥.

Asi pues, para cadai = 0,...,ry por ser I' conexo, tenemos que los conjuntos C; son vacios
o todo I'. Por tanto existe ¢ tal que C; = I'. Para cada ¢ € I' consideremos las funciones
&1,...,& U — R, que podemos ordenarlas y renombrarlas de forma que & < ... < &,.
Sean

gjiPaéﬁgj(E)ER,
donde §; es la funcién considerada anteriormente para c¢. Las funciones éj estan bien
definidas por estar las §; ordenadas y es analitica por serlo estas ultimas. Tenemos entonces
que

{(@,2) eT xR : P(G,z) =0} =& U...UE,
O

Observaciéon 4.36. Podemos completar la proposiciéon 4.35 haciendo la observacién de
que para cada j =1,...,q, el orden

& d2u—ordgP eN
es constante. Eso se deduce de la observacién 4.33.

Proposicién 4.37. Sean las hipotesis y las notaciones de la proposicion 4.35. Sea R un
divisor de P moénico en el anillo de polinomios reales con coeficientes analiticos en T'.
Entonces

{(t,z) e T xR: R(a,x) =0} =&, U...U&,,,

para ciertos oy < ... < Q.

Demostracion. Argumentando como en la proposicion 4.35 se demuestra que los conjuntos
C; = {u € T : R(u;x) tiene j rafces} para 0 < j < deg(R) son abiertos y cerrados y por
tanto existe s tal que Cs = I'. Ordenando los &,, < ... < &,, comprobamos que se pueden
definir en todo I' como hicimos en la demostracién de la proposicién 4.35. O]

4.6. El lema de Thom

Lema 4.38 (de Thom). Sea P(t) € R[¢] un polinomio en una variable real de grado k y
sea © = {fp,...,0k_1} donde 6; € {(—0o0,0),{0},(0,00)}, i = 0,...,k — 1. Entonces el

conjunto
i

&P
Do={teR: —-(t) €6,i=0,....k—1)

es un intervalo abierto , un punto o el conjunto vacio.
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Demostracion. Lo demostramos por induccion sobre el grado k del polinomio

e Caso k = 1: Sea P(t) = a + bt, donde b # 0. Entonces

- Sib > 0:8i6, = {0} entonces Ag = {—%}. Si Oy = (—00,0) entonces Ag =
(=00, —%). Si bty = (0,00) entonces Ag = (—%,00).

- Sib < 0:Sify = {0} entonces Ag = {—%}. Si y = (—00,0) entonces Ng =

(—%,00) . Sify = (0,00) entonces Ag = (—00, —%).

e Caso k suponiendo que es cierto para k — 1: Podemos escribir
Ng = NN Ner

donde Ag ={t e R: P(t) € h} y ho = {t € R : 6575’ €0,i=1...,k—1}
Por hipétesis de induccién aplicada a P'(t) y a © = {01,...,0;_1}, tenemos los

siguientes casos:

- Ng = 0: entonces Ag = 0,
- Ao = {a}: entonces Ng =0 6 Ag = {a},

- Ag es un intervalo abierto: Lo primero que observamos es que para que eso
ocurra ningun 6;, 1 < i < k — 1, puede ser {0}. En particular, P' # 0 en Agr
y por tanto P es monotona estricta en Ag/. Asi pues P tiene como mucho
un cero en Ag. Si 0y = {0}, entonces Ag es el vacio o es un punto. Como
la interseccién de dos intervalos abiertos es el vacio u otro intervalo abierto,
tenemos que si 6y = (—00,0) 0 6y = (0,00) , entonces Ag es el vacio o un
intervalo abierto.

O

Corolario 4.39. Siguiendo las hipétesis y notaciones del lema de Thom, sean 7 < ... <
7n las raices de los polinomios P, P’, ..., P%*~1. Entonces tenemos que la coleccién de los
subconjuntos Ag no vacios es igual a

{(=o0,m), {1}, (11, 72),...,(Tn,0)}.

Demostracion. Vamos a proceder por induccion sobre k. Ademds probaremos que cada
intervalo abierto o punto es igual a un Ag para un tnico Ag.

e Caso k = 1: es evidente vista la demostracion anterior.

e Caso k suponiendo que es cierto para k — 1: probemos ambas inclusiones.

Sea O tal que Ag # (). Escribamos Ag = Ay N Ag como hicimos en la
demostracion del lema de Thom. Por hipdtesis de induccién, tenemos que Agy
es un intervalo abierto cuyos extremos son las raices de P’,..., P%*~1) o bien
es una de las raices de P’,..., P%*~Y_ Por tanto, puesto que A\ es una de las
raices de P o un intervalo cuyos extremos son raices de P, Ag N Ae debe ser
un intervalo o un punto perteneciente a la familia del enunciado.
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Sea 7 una de las raices de P, P’,..., P~ Comprobemos que existe un tnico
O tal que Ag = {7}. Si 7 es una de las raices de P’, ..., P*~Y entonces Agr
sélo puede ser {7}. Por hipétesis de induccién basta tomar el tinico ©’ tal que
Ag = {7} y por tltimo elegir el tinico 6, de acuerdo con el signo de P(T).
Si 7 es raiz de P pero no lo es de P, ..., P%*=1 entonces Ao sélo puede ser
(Thy, Thy) donde 74, v 71, son raices de P, ..., P*~Y tales que 14, < T < Tp,.
Por hipétesis de induccién, tomamos el tinico © tal que Agr = (T, Thy) ¥
hacemos la unica eleccién posible 6y = {0}. Sea el intervalo abierto (7x,, T, +1),
donde 71, es una de las raices de P,..., P*~1 vy comprobemos que existe un
tinico © tal que Ag = {(7&,, Th,+1)}- Sea 7 laraiz de P’, ..., P*~Y maxima tal
que 71 < T, v sea 7o la raiz de P/, ... , P =1 minima tal que T > Ty, +1. Por
hipétesis de induccién tomamos el tnico ©' tal que Agr = (71, 72). Por ltimo
basta fijar de forma univoca 6y de acuerdo con el signo de P en (71, 72).

O

4.7. Prueba del teorema de estratificaciones distinguidas

Vamos a demostrar dicho teorema por induccién sobre la dimensiéon n del espacio
R™. Es suficiente encontrar una estratificacién compatible con las funciones que describen
E,,...,E, en un entorno U de 0 en R". Argumentando de forma similar a como se hizo
en la demostracion del lema 3.2 podemos encontrar un cambio lineal de coordenadas de
forma que dichos conjuntos estén descritos por un nimero finito de polinomios Ry, ..., R,
distinguidos en la variable x,,. Sean R = [[}_, R; y k = deg,, R. Consideremos el polinomio
distinguido

1 _OR OF'R

P = ERagjn ”.—81‘7]?;*17

donde C = H?;é(k—j)k_l_j. Sea | = deg,, P. Por el corolario 4.29 para cada s € {1,...,[}

tenemos que

A;={veR" ' :4{z€C: P(v;2) =0} = s}

es un conjunto semi-analitico en un entorno abierto de 0 € R™!. Por hipétesis de induccién
existe una estratificacién distinguida C’ de un intervalo abierto ' de 0 € R*~! compatible
con los A,. Denotemos con

A= | T

r.,ec
t=1,...,n5

Por la proposicién 4.33 tenemos que los conjuntos
Ay ={(v,2,) €T, xR : P(v;x,) =0}

son de la forma
1 Tst
Ay =€ U uel),

donde ggi) < - < §§:‘gt) : IV, — R son analiticas. Por la observacién 4.36, podemos
asegurar que el orden ord,P es constante para todo x € 55@’. Por el teorema de la
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continuidad de las raices podemos suponer que el intervalo abierto )" es lo suficien-
temente pequeno como para que las funciones {'St estén acotadas por un § > 0 ar-
bitrario. Tomemos @ = @' x (—6,0) C U. Consideremos la particién de @) dada por
C = {fg)}&m U {componentes conexas de @ \ U 5§{>}. Para cada s € {1,...,l},
te{l,...,ns} sean

s,t,9
( BY = {(5,2,) € T x (=6,0) : 2, < £}
Bg) = {(ﬁ,xn) eI, x ( J, 5) fst < Zn <fj+1 }

ngs” {(#,2,) €T, x (=0,8) : 2 > €0}
4t:{wwmergxe@®:n—f$}

\ Z,S(:St) — {(?77$n) c Flst X (_57 5) L, rst)}

Observamos que la particién C = {Z};}s1; U {B}se; es mas fina que C. Asi pues, si
mostramos que los conjuntos Z7, y B’, son semi-analiticos entonces tendremos que las
hojas semi-analiticas de C también lo seran por tratarse de uniones finitas de las anteriores.

Sea © = (0, ...,0,_1) con 0; € {(—o0,0),{0}, (0,00)}. Sean

O'R
C@,s,t = {(’lj,l’n) — F/st X (—5, (5) . a—(T_),CEn) € 01‘, 0 S 7 S ]{7 — 1}
Ty,
Fijemos 7y € I",,. Por el corolario 4.39, para cada j = 0,...,7y existe un tinico ©F(7y) =

(Bo, - .., 0k_1) tal que las fibras
(B )50 = (Con ) )50-

De la misma forma, para cada j = 1,...,ry existe un tnico @]-Z(TJO) = (0o,...,0k—1) tal
que las fibras .
(Z)50 = (Coz syt

Consideremos el conjunto

{v €T, :67(0) =67 (1)},

para j =0,...,ry. Por la continuidad de f . v a la continuidad de 2 a

abierto en I';. Observamos que también es cerrado, puesto que si un punto v € I'; n
esta en dicho conjunto precisamente por el argumento anterior tendra un entorno que no
esté contenido en él. Como I, es conexo, deducimos que

P;t ={v ¢ Plst : 933(17) = @B(BO)}>
para j = 0,...,rg. De la misma manera demostramos que
Iy ={vely: 95(17) = @jZ(@O)}?
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para 7 =0,...,rys. Tenemos entonces que

C; C {Ce,s,t}G,s,t

y por tanto las hojas de C son semi-analiticas.

La particion C es compatible con los conjuntos Fj, ..., E, ya que, por la proposicién
4.37 y la propia definicién del polinomio R, es compatible con los R;. La condicion C2) se
satisface por la propia construccién. La condicién C3) se satisface por la definicién de P
y por la observacion 4.36. Finalmente, por la proposicién 4.17, tenemos que la condicion
del borde se satisface.

Corolario 4.40. Sean FEj,..., E, subconjuntos semi-analiticos definidos por los polino-
mios distinguidos Ry, ..., Rs en un entorno abierto del 0 en R™. Entonces, tras un cambio
lineal z1,...,2,_1 de coordenadas en R"™!  existe una estratificacién distinguida en un
intervalo abierto @ = {(z1,...,2,) € R" : |2;| < d;} que es compatible con E, ..., E,.

4.8. Conjuntos semi-analiticos de dimension < 1

Definicién 4.41. Llamaremos arco semi-analitico (de R™) a una subvariedad analitica
A C R” isomorfa al intervalo (0,1), semi-analitica en R", relativamente compacta y tal
que si ¢ : (0,1) — A es un isomorfismo analitico entonces los limites de ¢ en 0 y 1 son
distintos. A dichos limites los llamaremos extremos del arco.

Observaciéon 4.42. Comprobemos que los limites de ¢ de la definicién anterior siempre
existen. Supongamos por ejemplo que el limite en 0 no existe. Puesto que \ es compacta,
la tnica posibilidad es que existan dos puntos limites a # b. Consideremos el hiperplano
H perpendicular a la recta que une a y b y que pasa por el punto “T“’ Entonces el conjunto
H N X tiene infinitas componentes conexas, porque en caso contrario, o bien a o bien b
no podria ser punto limite. Sin embargo, H N A es un conjunto semi-analitico y H N X es
compacto. Por el teorema de las componentes conexas, H N A tiene un nimero finito de

componentes conexas, lo cual es una contradiccién.

Definicién 4.43. Sea E un subconjunto de R” y sea a € E. Definimos el cono tangente
Cy(E) C P! de E en a de la siguiente manera. Consideremos la aplicacién

W:E\{a} >z —R(z—a)cP" "
El cono viene definido por la igualdad W|; = @ x Cy(E).

Observacién 4.44. Sea f una funcién analitica en un entorno abierto U de 0 € R" tal
que f(0) = 0. Comprobemos que

Co{f =0}) c{h=0} cP",

donde h es la forma inicial de f, es decir, si f = Z;’ik fr, donde f; son polinomios
homogéneos de grado j y k es el orden total de f, entonces h = fi. Sea A = Rov € Co({f =
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0}). Entonces debe existir una sucesién z,, € R" tal que f(Z,) = 0, lim, ..o Z, = 0y

lim,, oo ”:;—Z” = 7. Sea f = > k1 fj- Tenemos que
f(@n) oo\ J(@)
0= = filc—) +
1z * [zl ™ 2]l
Tn f(zn)
= fili—) = —
1l 1z *
= fr(v) = lim fk( ) =— lim an])g =0.
n—oo” || n|| n—oo || Z,|
En general, si E' es un conjunto de R™ descrito por las funciones fi,..., f; entonces

tenemos que

Co(E) C{hy=0}N---N{h; =0} CP" 1,
donde h; son la formas iniciales de f;, j =1,...,t.

Observaciéon 4.45. La familia de arcos semi-analiticos es invariante por cambios de coor-
denadas.

Lema 4.46. Sea F C R" un subconjunto semi-analitico acotado de dimensiéon < 1.
Entonces F es la unién finita de arcos semi-analiticos y de puntos. Ademas, existe un
cambio lineal de coordenadas tal que cada uno de estos arcos semi-analiticos se transforma
en el grafo de una aplicacién analitica sobre un intervalo abierto y acotado en R"~!.

Demostracion. Es suficiente probar el lema para FNU donde U es el entorno de un punto
de E 8. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que dicho punto es el 0. Por el teorema
de estratificaciones distinguidas, después de un cambio lineal de coordenadas adecuado,
existe una estratificacion C de un intervalo abierto ) de R™ compatible con £ N Q. Sea
ENQ=;_, I, donde I'; € C. Puesto que dim(E' N Q) < 1, tenemos que dim(T';) < 1,
para j =1,...,s. Por el lema 4.14 tenemos que cada I'; que no sea un punto es el grafo
de una aplicacién analitica de un intervalo abierto y acotado de R en R"~!. En particular,
cada I'; debe ser un punto o un arco semi-analitico. Il

Lema 4.47. Sea n > 2 y sea I un arco semi-analitico de R™ tal que 0 es uno de sus
extremos y que no contiene el eje I de las x,,. Entonces existe una funcién analitica F' en
un entorno abierto W de 0 tal que F es z,-regular y F =0en ' NW.

Demostracion. Lo demostramos por induccion sobre n:

SE es compacto por ser E acotado. Para cada a € E, tomemos un entorno abierto U(a) de forma que
el lema sea cierto en £ N U(a). Entonces

EC U Ula).

Por ser E compacto existe un recubrimiento finito £ C |J;_, U(a;). En particular, E C |J;_, U(a;).
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e Caso n = 2: Puesto que I' es semi-analitico y tiene dimension 1, existe un entorno
abierto W’ de 0 tal que ' N W' = |J;_,{h; = 0} N G;, donde h; # son funciones
analiticas en W'y G; son abiertos semi-analiticos. Tenemos que la funcién analitica
h = hy---hg Z 0 se anula en I' N W', Por ser h analitica sabemos que existe un
entorno abierto conexo W” de 0 de forma que

1=0

para ciertas funciones analiticas a;(x2). Sea k = min{m € N : a5 # 0}. Tenemos
que
h(xy,29) = 2¥F (21, 29)

donde F(zy,75) = .2, a;(z9)z} ™", la cual es analitica en W”. F es xo-regular por
definicién. Puesto que I' N I es semi-analitico, existe un entorno W C W” tal
que el numero de componentes conexas de I' NI N W es finito. Puesto que A no
estd contenido en I, deducimos que existe un entorno abierto W C W de 0 tal que
I'NINW = (. Finalmente, como h se anulaen TNW y I'NINW = (), tenemos
que F' se anula en ' W.

e (Caso n siendo cierto n — 1: Supongamos que existe un plano H que contiene al eje [
y a I'. Aplicando un cambio lineal de coordenadas adecuado podemos suponer que
H = 0xR2. Sea 7 : R — R? la proyeccién natural sobre las dos tiltimas coordenadas.
Por hipétesis de induccion aplicada a 7(I'), existe una funcién analitica F*(x,_1, ;)
en un entorno abierto W’ C R? de 0 tal que F* es x,-regular y F'* = 0 en m([')NW".
Basta considerar la funcién F(zy,...,z,) = F*(x,_1,x,) para obtener el resultado.
Demostremos el paso de induccién en el caso de que no exista un plano que contenga
eleje I yal. Sean fi,..., f, # funciones analiticas en un entorno U de 0 tales que
definen I' N U. Puesto que el entorno U es tan pequeno como queramos y uno de
las extremos de T' es el 0, podemos suponer que f;(0) = 0,4 = 1,...,n. Por la
observaciéon 4.44 sabemos que

C'O(F)CC’:{h1:O}ﬂ...ﬂ{hT:0},

donde h; es la forma inicial de f;. El conjunto D =P"~ !\ C' es un abierto denso de
P71 Sea A € D tal que A\ # I y tal que posea un vector director de la forma v =
(v1,...,1,v,). Obsérvese que B’ = {é1,...,€,_2,¢&,,0} forma una base de R". Sea
H el cambio lineal de coordenadas = en la base B = {éy,...,€,} a las coordenadas
w en la base de B’, es decir,

w= H(z) = (Az")

donde A es la matriz de paso de B a B'. SeaT' = H(I') = {w € R* : H~'(w) € T'}.
Observamos que el eje xz,, se transforma en el eje w,_1 y que A se convierte en el
eje w,. Observamos también que las funciones f] = f;j o H describen el conjunto r
en el entorno abierto H(U) de 0. Adem4s f] son wy-regulares, 1 < 57 < r ya que
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si f; no fuera w,-regular, entonces tendriamos que A € {h; = 0} lo cual es una
contradiccion. Por el teorema de preparacion aplicado a las funciones f] existe un
entorno abierto W tal que [ estd definido por unos polinomios distinguidos R;. Por el
corolario 4.40, tras un cambio de coordenadas h de (Wi, ..., Wy—1) & (Wi, ..., Wp_1)
en R"! existe una estratificaciéon distinguida C en un entorno intervalo abierto
Q c H(W) de 0 compatible con H(T), donde H es el cambio de (w1, ..., w,_1,wy)
a (1, ...,W,_1,w,). Por ser una subvariedad de dimensién 1 semi-analitica conexa,
H(T')NQ debe ser un estrato. Obtenemos que m(H(I)NQ) es un estrato de dimensién
< 1lde( y, por el lema 4.46, es unién finita de puntos y arcos semi-analiticos. Si
7(H(T) N Q) fuera un punto, entonces H(T') N Q estarfa contenido en el eje w, y T
estaria contenido en la recta A y, por tanto, en el plano que generan A e I, lo cual
es una contradiccién. Asf pues, al ser 7(H(I') N Q) un estrato de dimensién 1, debe
ser arco semi-analitico. Como ser arco semi-analitico no depende de cambios hneales
de coordenadas, h=(7(F' N H(Q))) = n(I' N H(Q)) también es arco semi-analitico,
Denotemos Q = H(Q). Observamos que si 7(I' N Q) estuviera contenida en el
eje w,_1 entonces I' estaria contenida en el plano que definen A y I, lo cual es una
contradiccién. Por tanto W(f N Q) no estd contenida en el eje w,_1. Por hipdtesis de
induccién existe una funcién F (wq,...,w,_1) en un entorno W de 0/ € R™! tal que
F se anula en W(f NQ) vy es w,_; regular. Consideremos la funcién

F(zy,...,2,) = F(r(H(zy,... x,)) =

= F(x1 —01Zp_1, ..., Tng — Up—2Tn_1, —UnTp_1 + Tp).

Tenemos entonces que F' es una funcion analitica en el entorno H~ LW x R), es

zn-regular por ser F' una funcién w,_;-regular y F se anula en I' N H~ LW x R).
O

Proposicién 4.48. Sea 7 : R® — R*, k < n, la proyeccién natural y sea E un conjunto
semi-analitico, acotado y de dimensiéon < 1. Entonces la imagen 7(F) es un semi-analitico
acotado de dimension < 1.

Demostracion. Es suficiente considerar el caso k = n — 1, ya que podemos aplicar dicho
caso repetidas veces. Por el lema 4.46, E es la unién finita de puntos y arcos semi-analiticos
y por tanto basta que probemos el enunciado para un arco semi-analitico I'. Sea a € T y
probemos que existe un entorno de U(a) tal que 7(I'NU(a)) es semi-analitico. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que a = 0. Obsérvese que basta probarlo en el caso de
que 0 sea una de los extremos del arco semi-analitico ya que en caso contrario bastaria
dividirlo en dos trozos de forma que 0 fuera extremo de cada uno de ellos. Sea B una bola
abierta de centro 0 tal que

rnp=|]Js;
j=1
donde S; = {r € B: hj(z) =0, fn(x) > 0,..., fj,(x) > 0}, donde h; y f;; son funciones
analiticas en un entorno de B. Fijemos j, = 1,...,s. Es suficiente mostrar que (S, NU)
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es semi-analitico para un entorno U C B de 0. Si 0 ¢ S, 6 0 es un punto aislado de S},
entonces la afirmacién es trivial. Supongamos que 0 € gjo y que 0 no es un punto aislado
de S;,. Entonces existe un entorno abierto V' C B de 0 en R™ tal que I';, = Sj, NV es un
arco semi-analitico y 0 es uno de sus extremos’. Por 1ltimo, tan sélo se pueden dar los
siguientes casos,

Caso 1 Supongamos que hj, es x,-regular. Podemos suponer que los f,; son z,-
regulares porque en caso contrario podemos sustituirlos por las funciones
fjoi + hj, que seguirdn definiendo el mismo conjunto. Por el teorema de
preparacién de Weierstrass existe un entorno U C V del 0 tal que el
conjunto Sj, estd definido por los polinomios distinguidos asociados a las
funciones anteriores. Por el corolario 4.40, tras un cambio de coordenadas
H adecuado que sélo afecta a las primeras n — 1 coordenadas, existe
una estratificacién distinguida C en un intervalo abierto @ C H(U) de 0
compatible con H(S;,) y por tanto H(S;,)N( es un estrato de dimensién
1 de C. Asi pues, m(H(S;,) N Q) es un estrato de dimensién 1 de C’ y, en
particular, es semi-analitico. Podemos deshacer el cambio de coordenadas,
y como la variable z,, no se vefa afectada, deducimos que H ! (m(H(S;,)N
Q)) = 7(Sj, N H(Q)) es semi-analitica.

Caso 2 Supongamos que h; (0,...,0,z,) =0y que Sj, NV esta contenido en el
eje x,,. Entonces m(I';,) = 0" y por tanto es semi-analitico.

Caso 3 Supongamos que hj,(0,...,0,z,) = 0y que [';, no esta contenido en el
eje x,. Por el lema 4.47, existe una funcién analitica H, en un entorno
2, C V que es x,-regular y que se anula en I';;N2;,. Podemos reemplazar
hj, por la funcién analitica h3 + H ya que ambas describen el mismo

conjunto, y puesto que esta tultima es x,-regular, estamos en el caso 1.
]

Observacion 4.49. En la proposicién 4.48 la hipdtesis de acotacion sobre el conjunto F
es necesaria. Por ejemplo el conjunto E = {(%, n):n=1,2,...} CR?es un subconjunto
semi-analitico de dimensién 0 no acotado. Sin embargo, 7(E) ={%:n=1,...,} C R no
es un subconjunto semi-analitico.

"Eso se debe a que Sj, N B es un semi-analitico de dimensién < 1 acotado y por tanto es unién finita
de arcos semi-analiticos y puntos. Como 0 € §j0 y no es un punto aislado, 0 debe ser el extremo de un
s6lo arco semi-analitico ya que todos ellos estan incluidos en I'. Finalmente, existe un entorno abierto de
0 que aisla dicho arco.
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5. Ejemplos

En esta secciéon vamos a aplicar de forma constructiva el teorema 3.49 y el teorema de
estratificaciones distinguidas a algunos ejemplos concretos. Como ya se dijo en la intro-
duccion, los ejemplos han sido escogidos por su especial importancia ya que son los tinicos
gérmenes de superficie singular de R? tales que cualquier germen de funcién positiva sobre
ellos es suma de cuadrados. La notacién utilizada en los ejemplos es exactamente la misma
que la empleada para las demostraciones de los teoremas antes citados.

5.1. El paraguas de Whitney y sus deformaciones

En esta seccion estudiaremos localmente los conjuntos descritos por las siguientes ecua-
ciones desde el punto de vista real y desde el punto de vista complejo,

Paraguas de Whitney: 22 — 2%y = 0,
Deformaciones del paraguas de Whitney: 22 — 22y — (=1)*y* =0,k > 3
5.1.1. El paraguas de Whitney como conjunto analitico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
analitico real E = {(z,y,2) € R3: 22 — 2%y = 0} en el punto (0,0, 0).

Puesto que IE_estd definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = 2z? — z%y. Entonces

1 _0R
P= SR = o( = a%y)2z = 2(2% — %) = 2 — apz,

67



Denotamos c3 = ¢; =0, co = —xy. Sean

Ay ={(z,y) eR*: {2z : P(z,y,2) = 0} = 1},
Ay = {(z,y) e R? : {2 : P(x,y,2) = 0} =2},
Ay = {(z,y) e R*: {2z : P(z,y,2) = 0} = 3}.

Utilizando un programa de ordenador obtenemos que

DO(Tla TQ, Tg) - Tg(—27T3 + 18T1T2 - 4T13) + T22(—4T2 —|— le),
Dl(Th TQ, T3) - —6T2 + 2T12

Sean Z; = {(z,y) € R* : #{z : P(x,y,2) =0} <}, 1 <i < 2. Tenemos que

Zy (z,y) € R? : Dy(c1,¢2,¢3) = Di(c1,¢2,¢3) =0} =
(2,y) € R?: —zy = 0} =

(r,y) e R?: 2 =0} U {(z,y) € R*: y = 0},

XN
|
P P

(r,y) € R*: Dy(c1,c2,¢3) = 0} =
(r,y) e R? . —xy =0} =
(r,y) eR*: 2 =0} U{(z,y) e R? : y =0}

Tenemos que

Al=27,={z=0}U{y =0},

AIQ = Z2 \ Z1 = @,

Ay =R*\ Zy = {(z,y) e R? : © # 0,y # 0}.
Por el teorema de estratificaciones distinguidas, tras un cambio lineal de coordenadas
adecuado, existe una estratificacién C’' en un intervalo abierto Q' de 0 € R? compatible
con A}, A} y Aj. Para hacer esta estratificacién debemos volver a aplicar la demostracién
del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos un tipo de letra mas pequeno
para diferenciarla de la estratificacién que estamos llevando a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A}, A, y A} estdn descritos por los
polinomios El =xy EQ = y. Como el polinomio El no es distinguido, debemos
hacer un cambio de coordenadas adecuado para que ambos polinomios lo sean.
Elegimos el siguiente cambio de coordenadas

1
(w,v) = H(z,y) = 5 (z +y,2 —y).
Obtenemos que El =u+vy ﬁg —u—v. Sean R = Elég y
~ 1-0R 5

P=_-R— = (u—v)(u+v)v=(u?—0v*)v=1u’v—10°

Sean
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Denotemos c3 = ¢; = 0, c; = u?. Utilizando un programa de ordenador obtene-
mos que

Do(Ty, Ty, Ts) = T5(—27Ts + 18T Ty — AT) + T2(—AT, + T2),
Dy(Ty, Ty, Ts) = —6T; + 2T2.

Sean Z; = {u € R: #{z : P(u,v) = 0} <i}, 1 <i < 2. Tenemos que

Z4 :{UER:DO(Cl,CQ,C:}):D1(017CQ703):O}:

={ueR:u=0}
Lo Z{UER1D0(61,62,63)=O}=
={uecR:u=0}

Por tanto _

A1:Z1:{u:O},

Ay =75\ 21 =0,

A3 =R\ Zo ={ueR:u+0}
Obtener una estratificaciéon C” compatible con los gl es inmediato. Fijemos el
intervalo Q" = (—1,1). Sea C” = {(—3,0),{0}, (0,3)} y denotemos I'y; = {0},
Ty = (—%,O) y [y = (0, %) Asf pues, A =Tq y Ay = T'3;UT30. Los conjuntos
Ay = {(u,v) € Ty x R : P(u,v) = 0} son de la forma

Ay = gﬁ), Az = gﬁ) U Ag) U Ag?{)v Asz = g) U s?:g) U Agg)a
donde

= (rafos asociados a fni

VT 2050€eR,
= Grafos asociados a fglz

5(3}) :1:319UHUG]R,

Ag?)lig,lBu—)OGR,
Ag?)ir319u—>—u€R,

= Grafos asociados a 's;:

,\gé)ngzau—)—UGR,
gg):ngaueOeR,
Agg):F329U—>u€R.

Tomemos Q' = Q" x (-3, 3). Finalmente, sea

C' = {&,} U {componentes conexas de Q" \ U &)

nuestra estratificacién, la cual representamos en el siguiente dibujo:

Si denotamos con A; a los conjuntos H(A}), tenemos que, siguiendo la notacién
del teorema,

A =T11 Ul U304 UTs,
Az =T'31 U3 UTl33 U T34,

donde I's; son los de los dibujos y I'11 = 51}), I = 5(3?;), I3 = gné), Iy = Ag),

Ty =8 .
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En lo que sigue utilizaremos la notacion que se emplea en la estratificacion de los
conjuntos A;. Tenemos que los conjuntos Ay = {(u,v,2) € I'yy x R : P(u,v,z) = 0} son
de la forma
A =&Y, Ap=¢&Y, As=¢&y, Au=¢) As=¢y,

Ag = féi); Ago = féé) U 5:5,3) U §§3), Agg = fé? U éé? U 5:5,3), Agy = ;g,zl;),
donde

» Grafos asociados a I'y;, 1 < 7 <5t
Q)
&y :Ty20—-0€R
» Grafos asociados a I'sj, j € {1,4}:
O o
&7 :3320—-0€R
» Grafos asociados a I'sj, j € {2,3}:

ffé}) T3 2 (w,v) = —(u+v)yu—veR
{éj) I3, 3 (w,v) = 0€R
53(3) T3 2 (w,v) = (u+v)yu—veR
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Puesto que |§§?\ < 1, fijamos el intervalo @ = @' x (—1,1). Finalmente, tomamos la
estratificacion distinguida C dada por

C = {&),} U {componentes conexas de Q \ U &}

En particular, el paraguas de Whitney, tras el cambio de coordenadas, es la union de los
siguientes estratos

E={(u,v,2):2* = (u+v)*(u—v) =0} =
1 1 1 1 1 1 3 1 3
= §§1) U fiz) U 553) U §§4) U és) U 5:5)2) U féz) U §?(,3) U f:(a?,)-

La que sigue es una representacion del paraguas de Whitney después del cambio de coor-
denadas,

5.1.2. El paraguas de Whitney como conjunto analitico complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto analitico complejo £ = {(x,y,2) € C? :
2?2 — 2%y = 0} en el punto (0,0,0), es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0,0,0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizé en la seccién del teorema de los
ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z2 — x2%y) es el ideal generado
por z2 — x2y, el germen de la funcién z? — z?y en el punto (0,0,0), y el cual es primo.
Dada f € O, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f. Tenemos que el sistema de

coordenadas x,y, z es regular para el ideal I puesto que:
i) INOy=(0),
ii) O3/1 = Oy[z] es entero sobre Oy dado que q(z) = 0, para q(T) = T? —x%y € O,[T],
i) F3 = Falzl.
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El discriminante de q(7') es D = 4x%y € Os,. Sean los polidiscos A = A((0,0,0) : (1,1,1))
y Ny = A((0,0) : (1,1)). Sean ¢(T) = T? — 2’y y D = 4x*y representantes de q(T) y D
en el polidisco A. Observamos que para todo (z,y) € Ay si ¢(z) = 0 entonces |z| < 1.
Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una representaciéon admisible de
I. Asi pues, el conjunto

VA\V(D) = {(z,y,x) € A:2*> — 2%y = 0,2y # 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensién 2 y la proyecciéon natural
m: VAV(D) = D \ V(D)
es un recubrimiento finito de 2 hojas.

Sean Uy = {re” : 0 <r<1,0<f<2ntyUy={re? : 0<r<1,—-7m<0<m}
Tenemos entonces que

Do\ V(D) = (A0,1)" x Uy) U (A(0,1)* x Uy),

donde A(0,1)* = {z € C: 0 < |z| < 1}. Consideremos las funciones holomorfas,

fi(re?) = \/_62( 0) € U,
folre®) = \fre's, (r,6) € U,

Asi pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{ 01 : A0, 1) x Uy 3 (z,y) — (x,y,2f1(y)) € A(0,1)" x Uy x C,
w2 A0, 1)* x Uy 3 (z,y) — (x,y,—xf1(y)) € A0,1)* x Uy x C,

{wl:A(O,l)*XUQE(I,ZJ)H(I',y,SUfQ( y)) € A0,1)* x Uy x C,
o AN0,1)* x Uy 5 (z,y) — (, vy, (y)) € A0,1)* x Uy x C.
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5.1.3. La deformacion del paraguas de Whitney como conjunto analitico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
analitico real E = {(x,y,2) € R3: 22 — ya? — (=1)*y* = 0} en el punto (0,0, 0).

s Si k es par:

LT
0%,

77
LT 77
LTS
S i

ST
NV 7/
g:::\\:\:‘\\\ >

L7H LT
e
S

L

222
NN

SRR
A\

= 51 k es impar:

D
N
A\

Puesto que E esta definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no es
necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = 2% — yx? — (—1)*y*. Entonces

1 _OR
P=_ R~ =z(2*—ya® — (-1)"") = 2° — (y2® + (-1)"y")=.
2 0z
Siguiendo la notacién del teorema, c3 = ¢; = 0, ¢ = —yz? — (=1)Fy*. Sean A; = {(x,y) €

R%:#{z: P(x,y,2) =0} =i}, 1 <14 < 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos
que

Do(T1, Ts, Ty) = Ty(— 27Ty + 18T Ty — AT?) + T2(—AT, + T2),

D\(Ty, Ty, Ty) = —6Ty + 272,
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Sean Z; = {(m,y) eR?:t{z: P(z,y,2) = 0} <i}, 1 <i <2 Tenemos que

{(z,y) € R* : Dy(c1, €2, ¢3) = Di(cr,¢0,¢3) = 0} =
{(z,y) e R? : —ya® — (=1)*y* = 0},
{
{

(r,y) € R?: Dy(cy,ca,c3) =0} =
(z,y) € R? : —yx? — (—1)*y* = 0}.

Asi pues

Ay =7y = {~ya? — (-1)}y" = 0},

Ay =73\ Z, =0,

Ay =R*\ Zy = {—ya? — (=1)"y" # 0}.
Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificacién C’ en un intervalo
abierto @’ de 0 € R? compatible con A;, Ay v As. Para hacer esta estratificacién debemos
volver a aplicar la demostracion del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra mas pequeno para diferenciarla de la estratificacion que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conJuntos Ay, Az y Az estan_descritos por el
polinomio distinguido R= (—=1)*x2y + y*. Como el polinomio R es distinguido,
no es necesario hacer un cambio de coordenadas. Sea

1 ~0R 9 'R

D _ - pyYit _((_1\k.2 ki 1\k,.2 k—1\, m __

1 k+1 _
_ 7x4ym+1 + (_1)kx2yk+m + y2k+m 1’
k k
donde C' = kF1(k — 1)F=2...2 y m = 23 1 Utilizando la notacion del
teorema, tenemos que ¢; = 0,7 # 2k — 2,k — 1, ¢cj_1 = %(—1)%2 Y Cop_2 =

L4 Sean A; = {(z,y) € R: #{z : P(z,y) =0} =i}, 1 <i < 2k+m— 1. Vamos
a prescindir de los discriminantes generalizados puesto que el célculo de estos
resulta costoso para una variable indeterminada k. Sean Z; = {x € R : #{z :
P(z,y) =0} <i}, 1 <i< 2k+m — 2. Tenemos que

Z; ={zeR:2=0}j=1,...,2k—2
Z; ={zxeR:x#0},j=2k—-1,...,2k+m—1
Asi pues, B
A1:Z1:{$:0},
A, =Z\Zj_1=0,j=2,...2k—2,
Ask—1 = Zop—1\ Zop—2 = {x # 0},
Aj:Zj\Zj,1:@,j:2k7...,2k+m—1.

Obtener una estratificacién C” compatible con los ZZ es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q" = (—1,1). Sea ¢ = {(-1,0),{0},(0,1)} y denotemos
Iy = {O}Ll"gk,l’l = (=1,0) y I'ax—1.2 = (0,1). Los conjuntos Ay = {(x,y) €
'y xR: P(x,y) = 0} son de la forma

= Sikes par:

~ 1 ~ .
A1y 251)7 Aop—15 = fzk 1JU521€ 1j§2k 1,500 = 1,2
donde
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e Grafos asociados a fn:
Eﬁ) :fllaxHOER,
e Grafos asociados a fgk_Lj, j=12

E(Qi)—l,j : f?k—l,j >z — —(z22)V/¢-D e R,
E(Qi)—Lj Pop1 ;20— —(%xQ)l/(k—l) cR,
gi)—u o122 —0€R,

= Si k es impar:
X 1 X 1 2 3 4 5 .
Ay = g(n), Agg—15 = E(Qk)—l,j U E(Qk)—l,jg;k)—l,j U %:(Qk)—l,j U g(2k)—1,j’-7 =12

donde
e Grafos asociados a I'17:

5(1}_) :f119$—>0€R,
e Grafos asociados a fgk,l,j, j=12:

Agc)—l,j : f2k—1,j > — —(_xQ)l/(k—l) €R,
521—1,]' : f2k—1,j Sz — —(—%xz)l/(kfl) €R,
E(Qi)—l,j : f2k71,j >z — 0€eR,

ggi)—l,j : f2k—1,j Sz — (—%12)1/(16—1) ER,
gQi)—l,j : f2k—1,j >z — (—x?)V/E-D e R,

Tomemos Q' = Q" x (—1,1). Finalmente, sea
¢’ = {€},} U {componentes conexas de Q" \ U Zh!

nuestra estratificacién distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

n Sikespar:

- 02 04 06 08

‘T

3z

T I‘ld

35

-0.54
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= Si k es impar:

I,

34

02 04 06 OB

‘T

35

Siguiendo la notacion del teorema obtenemos que

= Sik es par:
{ A = Flsl Ul U3 U4 UTs,
A3 = Uj:l 1—‘3_]'7
donde T's;, j € {1 2,4,5,6,8}, son los de los dlbUJOS y I = E(l Flg =
§2k71,27 I'is = §2k71,27 'y = £2k71,1’ I'is = £2k71,1’ §k 1,2 Y

2
Ps7 = g(zk)—1,1'
= Si k es impar:
A = Uhlf‘ua
Az =U;Z, Tsy,
donde T's;, j € {1,2,4,5,7,8,9,11,12,14} son los de los dibujos y I'11 =
1 3 1
&V Tia = &) 150 Tis = €50 15, Tia = &30 15, T = €)1, Tie =
3 5 4 2 2
g(zk)q,u IBVEES g(zk)q,p Iss = gzk)q,w Iss = gzk)q,m Isi0 = g;k)fl,l y

313 = E(Qi)_l,l.

En lo que sigue utilizaremos la notacién que se emplea en la estratificacion de los
conjuntos A;. Tenemos que los conjuntos Ay = {(z,y,2) € 'y x R : P(x,y,2) = 0} son
de la forma

= Si k es par:
Alj W< ] <5,
5 Ué.?,j U§3j7j:1757
53] 7] € {27374767 77 8}7
donde

e Grafos asociados a I'1j, 1 < j < 5:

£): T30 —0€R,
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e Grafos asociados a I'sj, j = 1,5:

&) 1Ty 3 —/ya? + (—1)FyF € R,
&) Ty 3 ( ) —0€eR,
ééj I3 2 \/ny Fyk € R,

e Grafos asociados a I's;, j € {2 3,4,6,7,8}:
&) :Tyy50—>0€R.
= 51 k es impar:
511 71 < j < 7
ggj U e uggj),] €{2,3,4,8,12,13,14},
533,j6{1579 11}
donde
e Grafos asociados a I'1;, 1 < j < T
&) Tyys2—0€eR,
o Grafos asociados a I's;, j € {2,3,4,8,12,13,14}:
5:%) T35 3 (2,y) = —/ya? + (—1)kyF € R,
5§j)'r3j (a:' y)—>OER
£ : Ty, 3 — yz? + (—1)FyF € R,
e Grafos asociados a I'sj, j € {1,5, 7,9,11}:

&) T35z —0€R

Puesto que |£$)| < /2, fijamos el intervalo Q@ = Q' x (—v/2,v/2). Finalmente tomamos la
estratificacion distinguida C dada por

C = {&},} U {componentes conexas de @ \ U ¢}

En particular, la deformacién del paraguas de Whitney es la unién de los siguientes estratos

s Si k es par:

P = (e >-z2—x2—yk=0}=
U giugdueduey ued.
s Si k es impar:

E = {(z,y,2): 2 —a® =y =0} =

7
Jaiv U @&lug).
j=1

j€{2,3,4,8,12,13,14}
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5.1.4. La deformacién del paraguas de Whitney como conjunto analitico com-
plejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto analitico complejo £ = {(x,y,2) € C? :
22 —yx? — (—=1)*y* = 0} en el punto (0,0,0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el
punto (0,0,0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizé en la seccién del teorema
de los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z? — yx? — (—1)ky¥) es el
ideal generado por z? — yx2 — (—1)¥yX, el germen de la funcién 22 — yz? — (—1)*y* en el
punto (0,0,0), y el cual es primo. Dada f € O3, denotaremos su clase en el cociente O3/1
con f. Tenemos que el sistema de coordenadas x, y, z es regular para el ideal I puesto que:

) INO, = (0),

ii) O3/ = Oy[z] es entero sobre Oy dado que q(z) = 0, para q(T') = T?—yx2 — (—1)ky*
O[T,

iii) Fy = Fylz).

El discriminante de q(7T) es D = 4(yx? + (—1)ky¥) € O, . Sean los polidiscos A =
A((0,0,0) : (1,1,v/2)) v Ay = A((0,0) : (1,1)). Sean ¢(T) = T? — ya> — (—=1)Fy* v
D = 4(yxz®+ (—1)*y*) representantes de q(7) y D en el polidisco 2. Observamos que para
todo (z,9) € Ay si ¢(z) = 0 entonces |z| < /2. Por tanto, los elementos anteriormente
descritos forman una representacion admisible de 1. Asi pues, el conjunto

VAV(D) = {(z,y,z) € A : 2* —ya® — (=1)"y" = 0,y2® + (—=1)"y* £ 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensién 2 y la proyecciéon natural
7:VA\V(D)— Dy \ V(D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean Uy = {re?? : 0<r<1,0<f<2r}yUy={re? :0<r<1,—-m <0 <n}. Sea
g(z,y) = yx® + (=1)*y*. Tenemos entonces que

N\ V(D) =g " (Uy) U g (Uy)

Consideremos las funciones holomorfas,

fi(re?) = \/_62( 0) € U,
falre®®) = re's, (r,0) € U,.

Asi pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{ e1:9 () 3 (z,y) — (x,y7f1(g(:r,y))) €971 (th) x C,
@29 (1) 3 (z,y) — (2,9, = fi(g(x,y))) €

{ Yy g (U2) 3 (2,y) = (2,9, fa(9(z,y))) € g1 (Uz) x C,
Yo i g7 (Ua) 3 (2,y) — (z,y, —falg(z,y))) €
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5.2. El cono

En esta seccion estudiaremos localmente los conjuntos descritos por las siguientes ecua-
ciones desde el punto de vista real y desde el punto de vista complejo,

El cono: 22 — x? — y* = 0.

5.2.1. El cono como conjunto analitico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
analitico real E = {(z,y,2) € R3: 22 — 22 — y?> = 0} en el punto (0,0, 0).

77 7 F
.""""’I”/////
L7 77 7777
I 77772
I 77777
7

Puesto que E esta definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea IR = 22 — 2% — 2. Entonces

1 _0R 1
P:§ §:§(z2—x2—y2)22:z(2—m2—y2):z3—(x2—|—y2)z.
Siguiendo la notacién del teorema, c3 = ¢; = 0, ¢ = —x? — y?. Sean A; = {(z,y) € R? :

t{z : P(z,y,2) = 0} =i}, 1 <i < 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos
que
Do(Th, To, Ts) = Ty(— 27T + 18T, Ty — AT3) + T2(—4T, + T?),
{ D\(Ty,T5, T3) = —6Ty + 272
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Sean Z; =

Asi pues

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificacién C’' en un intervalo
abierto Q' de 0 € R? compatible con A;, A; y As. Para hacer esta estratificacién debemos
volver a aplicar la demostracion del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra mas pequeno para diferenciarla de la estratificacion que estamos llevando

a cabo.

{(z,y) e R?: #{z: P(x,y,2) =0} <i}, 1 <i < 3. Tenemos que

= {(z,y) eR*: 2 +y* = 0},
={(z,y) €R*: 2” +y* = 0}.

Al_Zl {$ +y O}
Ay = 7o\ Z1 =0,
A3:R2\Zgz{flf2+y27é0}.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A;, Ay y A3 estdn descrito por el
polinomio distinguido R = 22 + y2. Como el polinomio R es distinguido, no es
necesario hacer un cambio de coordenadas. Sea

-~ 1-0R

P= 2R8 = (2?2 + %)y =y + 2%y.

Utlhzando la notacién del teorema, tenemos que ¢; = c3 =0y ¢z = 22, Sean

= {(z,y) eR: #{z: P(x,y) = 0} =i}, 1 <4 < 3. Utilizando un programa de
ordenador podemos calcular los discriminantes generalizados, que son los mismos
que escribimos con anterioridad. Sean Z; = {x € R : {2z : P(z,y) = 0} < i},
1 <4 < 3. Tenemos que

Z1 = {l‘ eR: Do(Cl,CQ,Cg) = D1(81,62,63) = O} = {3;2 = O},
ZQ :{IERIDo(Cl,CQ,Cg):0}:{1’2:0},

Asi pues,
Ay = 7y = {& =0},
%2 =Zy\ Z1 =0,
As = Z3\ Zy = {x # 0}.

Obtener una estratificacion C” compatible con los KZ es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q" = (—1,1). Sea ¢ = {(-1,0),{0},(0,1)} y denotemos
Ty = {0}, Ty = (-1,0) y Ty = (0,1). Los conjuntos Ay = {(z,y) € Ty xR :
P(z,y) = 0} son de la forma

Ay =&Y, Ra=¢) Ap=¢y,
donde

= Grafos asociados a T'11:

é?:anl‘HOER
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» Grafos asociados a fgll
gi):fglaxHOER
= Grafos asociados a [3o:
§§)2f329$—>OER
Tomemos Q' = Q" x (—1,1). Finalmente, sea
C' = {€},} U {componentes conexas de Q' \ U Zh!

nuestra estratificacion distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

4 0f0BD0D4.02 | 0204 0F 0B
H

0.5+

L

i
—

Siguiendo la notacién del teorema,

Al = F117
Ag =131 UI'3p UT'33 U 'y,

donde I's; y I'sy son los de los dibujos y I'11 = 5}), I35 = gﬁ) y I3y = %5)

En lo que sigue utilizaremos la notacién que se emplea en la estratificacion de los
conjuntos A;. Tenemos que los conjuntos Ay = {(u,v,2) € I'yy x R : P(u,v,z) = 0} son
de la forma

3 2 3
An =60, An =€ Ue Uel), Ap=cyueluced),
Ay =P UeP Ul Ay =P uePuel),
donde

s Grafos asociados a T'yy:
&) :Tus (z,y) > 0€R,

= Grafos asociados a I'sy:

&V 1Ty 3 (1,y) — =22+ 2 €R,

) Ty 5 (z,9) > 0 ER,

gj)irgl > (Z',y) — \/x2+y2 GR,

81



s Grafos asociados a I'sy:

3 Ts 3 (2,y) » —/22 12 €R,

{2 T3 3 (2,y) = 0 R,

% Ta > (z,y) = Va2 +12 €R,
= Grafos asociados a 1's3:

W Tes 3 (2,y) » —/22 T2 €R,

2 T3 3 (2,y) = 0 R,

:(,g) : T332 (2,y) — Va2 +y? € R,
= Grafos asociados a T'sy:

ig}L):F?AB (l’,y) _)_\/ $2+y2 GR?

51 1542 (u,v) — 0 €R,

éi) T34 3 (u,v) — /22 + 4?2 € R

Puesto que |§$) | < v/2, fijamos el intervalo Q = Q' x (—v/2,v/2). Finalmente tomamos
la estratificacién distinguida C dada por

C = {&},} U {componentes conexas de @ \ U &}

En particular, el par de planos es la unién de los siguientes estratos

E = {(ry2): 2 —a® —y* =0} =
= qluglueduey ued ug ugdudl ueld.

5.2.2. El cono como conjunto analitico complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto analitico complejo F = {(x,y,z) € C? :
2?2 — 2% —y> = 0} en el punto (0,0,0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0,0,0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizé en la seccién del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que F = V(I), donde I = (z2 —x% — y?) es el ideal
generado por z2 — x2 — y2, el germen de la funcién 2% — 2% — 52 en el punto (0,0,0), y el
cual es primo. Dada f € Os, denotaremos su clase en el cociente O3/ con f. Tenemos
que el sistema de coordenadas z,y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) 1IN0y =(0),
ii) O3/1 = O,[z] es entero sobre Oy dado que q(z) = 0, para q(T) = T? — x> —y? €
O, [T]u
i) = Folz).
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El discriminante de q(7') es D = 4(x? + y?) € Oy . Sean los polidiscos A = A((0,0,0) :
(1,1,v/2)) v Ay = A((0,0) : (1,1)). Sean ¢(T) = T? — 22 —y?> y D = 4(2? + ¢?) re-
presentantes de (7)) y D en el polidisco A. Observamos que para todo (z,y) € Ay si
q(z) = 0 entonces |z| < v/2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representacion admisible de . Asi pues, el conjunto

VAV(D)={(z,y,0) € N: 2> —2* —y* =0,2° +¢y*> # 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensién 2 y la proyecciéon natural
7:V\V(D)— A\ V(D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean U; = {re?? : 0 <r<1,0<0<2r} yUy={re? :0<r <1,—7 <0 < 7}. Sea
g(z,y) = 2* + y?. Tenemos entonces que

N\ V(D) =g (Uy) U g (Uy)

Consideremos las funciones holomorfas,

fi(re?) = \/?eig, (r,0) € Uy,
fo(re?) = Jre's, (r,0) € Us.

Asi pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{ e1: 971 () 3 (z,y) — (z,y, filg(z,y)) € g (U1) x C,
@219 (U) 3 (z,y) = (2,9, —fi(9(x,y))) € g7 (U1) x C,

{ Y12 g7 (Ua) 3 (2,y) — (2, fo(9(z,y))) € g7 (Uz) x C,
Yo i g7 (Ua) 3 (2,y) — (x,y, —fa(g(2, 1)) € g1 (Uz) x C.
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5.3. El par de planos y sus deformaciones

En esta seccion estudiaremos localmente los conjuntos descritos por las siguientes ecua-
ciones desde el punto de vista real y desde el punto de vista complejo,

Par de planos: 22 — 22 = 0,
Deformaciones del par de planos: 22 — 22 — y* = 0,k > 3.
5.3.1. El par de planos como conjunto analitico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
analitico real E = {(z,y,2) € R3: 22 — 22 = 0} en el punto (0,0,0).

Puesto que E estd definido por un polinomio distinguido, ¢n un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 — x2. Entonces

1 OR 1
Siguiendo la notacién del teorema, cz3 = ¢; = 0, ¢y = —2?. Sean A, = {(z,y) € R? : #{z :

P(z,y,z) =0} =i}, 1 <14 < 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos que

Do(Ty, Ty, T3) = T5(—27T5 + 18Ty Ty — AT3) + T2(—AT, + T?),
Dy(Ty, Ty, T3) = —6T, + 272
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Sean Z; = {(z,y) € R? : #{z : P(z,y,2) =0} <i}, 1 <i < 3. Tenemos que

Egl’:yg € Ri : Do(Cl,}C2,C3) = D1(01,02,C3) = 0} =
x,y) € Re:x =0},
{(z,y
{(z,y

Zy
ZQ ) S RQ : DO(CI702aC3) = 0} =
)eR?: 2z =0}

(
(

Asi pues
1=21={z =0},
/2:Z2\21=@,
L=R*\ Zy = {(z,y) e R? : z # 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificacién C' en un intervalo
abierto Q' de 0 € R? compatible con A}, A} y Aj;. Para hacer esta estratificacién debemos
volver a aplicar la demostracién del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra mas pequeno para diferenciarla de la estratificacion que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A, A} y A} estdn descritos por el
polinomio R = 22. Como el polinomio R 1o es distinguido, debemos hacer un
cambio de coordenadas adecuado para que dicho polinomio lo sea. Escojamos el
cambio lineal dado por

(u,v) = H(z,y) = (y, 7).

Obtenemos que R =12, Sea

Utilizando la notacién del teorema, tenemos que ¢; = ¢co = ¢z = 0. Sean ;11 =

{(u,v) € R: #{z: P(u,v) = 0} =4}, 1 <4 < 3. Utilizando un programa de
ordenador podemos calcular los discriminantes generalizados, que son los mismos

que escribimos con anterioridad. Sean Z; = {u € R : #{z : P(u,v) = 0} < i},
1 <4 < 2. Tenemos que

Zl :{UGRIDO(017027C3):D (61’62’63):0}:R7
Z2 :{UGRIDO(617027C3)}:R'

Asi pues,
A =7 =R,
Ay =23\ Z1 = 0,
gg = Z3\ZQ - @

Obtener una estratificacién C” compatible con los Zl es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q" = (—1,1). Sea C” = {(—1,1)} y denotemos I'y; =
(=1,1). El conjunto Ay = {(u,v) € T'11 x R: P(u,v) = 0} es de la forma

Ay =gy
donde
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= Grafos asociados a fn:
Eﬁ) :Ty15u—0€eR.
Tomemos Q' = Q" x (—1,1). Finalmente, sea
C'= {Egt} U {componentes conexas de Q' \ UEgt}

nuestra estratificacion distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

i OB -0E-04-02 02 04 0B 08
H

—D.E'. I

32

o
=1

Si denotamos con A; a los conjuntos H(A}), tenemos que, siguiendo la notacién
del teorema,
{ Ay =Ty,
Az =T'31 U3y,

donde I'3; y '3y son los de los dibujos y I'1; = Eﬂ)

En lo que sigue utilizaremos la notacién que se emplea en la estratificacion de los
conjuntos A;. Tenemos que los conjuntos Ay = {(u,v,2) € I'sy x R : P(u,v,2) = 0} son
de la forma

1 1 2 3 1 2 3
An =60, Aq =€ U Ued), Ap=eluelued),
donde

= Grafos asociados a T'qy:
¢V T 32u—0€eR,

= Grafos asociados a I'sy:

¢ Ty 3 (u,v) > —v ER,
&2 Ty 3 (u,v) > 0 €R,
fg) : 31 3 (u,v) = v R,
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s Grafos asociados a I'sy:

fé;) : 32 3 (u,v) = v €R,
55(53) : 39 3 (u,v) — 0 € R,
55;2)) : 39 3 (u,v) - —v e R.

Observamos que |§S)] < v/2 y por tanto fijamos el intervalo Q = Q' x (—v/2,v/2).
Finalmente tomamos la estratificacion distinguida C dada por

C = {&/,} U {componentes conexas de Q \ U &}

En particular, el par de planos es la union de los siguientes estratos

E = {(u,v,2): 2> —v* —ou® =0} =
1 1 3 1 3
= dluglugdueyuey.

El dibujo del par de planos es esencialmente el mismo tras el cambio de coordenadas
puesto que lo tnico que hemos aplicado es un giro alrededor del eje z de angulo 7.

5.3.2. El par de planos como conjunto analitico complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto analitico complejo £ = {(x,y,2) € C? :
2> — 2% = 0} en el punto (0,0,0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0,0,0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizé en la seccién del teorema de los
ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I;)UV(I3), donde I; = (z — x) es el ideal primo
generado por z — x, el germen de la funcién z — z en el punto (0,0,0), y Iy = (z + x)
es el ideal primo generado por z + x, el germen de la funcién z + z en el punto (0,0,0).
Dada f € O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f. Tenemos que el sistema de
coordenadas x,y, z es regular para el ideal I; puesto que:

1) Ij N 02 - (O),
ii) O3/1; = O[z] es entero sobre Oy dado que q(z) = 0, para q(T) = T+ (—-1)'x €
O, [T]u
i) Fy = Flz).

El discriminante de q;(7") es Dj =1 € O, . Sean los polidiscos A = A((0,0,0) : (1,1,1))
y DNy = A((0,0) : (1,1)). Sean ¢;(T) =T + (—1)’z y D = 1 representantes de q;(T) y D
en el polidisco A. Observamos que para todo (z,y) € As si ¢;j(2) = 0 entonces |z| < 1.
Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una representaciéon admisible de
I;. Asi pues, el conjunto

VAV(D;) ={(z,y,7) € A : 2+ (=1)z =0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensién 2 y la proyeccion natural

m:V\V(D;) — L2\ V(D;)
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es un recubrimiento finito de 1 hoja. Dichas hojas viene dadas por

®1 - A2 =/ ($7y) - (x,y,x) S A2 XC;
w2 : Na D (z,y) — (x,y,—x) € Ny x C.
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5.3.3. La deformacién del par de planos como conjunto analitico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
analitico real E = {(x,y,2) € R3: 22 — 2% — y¥ = 0} en el punto (0,0,0).

= Si k es par:

= L]
—————r AL
p ———— ““%t:s"i'"'."””"’[l’
S ST 7T 7 1P
S %o
e S
e

= Si k es impar:
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Puesto que E esta definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = 2% — 22 — y*. Entonces

1 _OR
P = §R§ =2(2—2? — ) =22 — (P + M)z
Siguiendo la notacién del teorema, c3 = ¢; = 0, ¢y = —2? — y*. Sean A; = {(z,y) € R?:

t{z : P(z,y,2) = 0} =i}, 1 < i < 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos
que

Do(Ty, Ts, Ty) = To(—27Ty + 18T\ Ty — 4T?) + T2(—4Ty + T2),

Dy(Th, Ty, Ty) = —6T5 + 2T7.

Sean Z; = {(z,y) € R? : #{z : P(x,y,2) = 0} < i}, 1 < i < 3. Tenemos que

{(
{(
{
{

) € R? : Do(cy, c2,c3) = Di(cy,c2,03) =0} =
) €R?: 2 +yF =0},

Zy
ZQ (
(

T,y
T,y
z,y) € R*: Dy(cq, c2,¢3) = 0} =
z,y) € R?: 2% + y* = 0}.

Asi pues
Ay =27, ={2* +y* =0},
A2:ZQ\Z1:®7
A3 =R2\ Zy = {(v,y) € R?: 2% + 4 # 0},

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificaciéon C’ en un intervalo
abierto ' de 0 € R? compatible con A;, Ay y As. Para hacer esta estratificacién debemos
volver a aplicar la demostraciéon del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra mas pequenio para diferenciarla de la estratificacion que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A;, Az y A3 estdan descrito por el
polinomio distinguido R = 22 + y*. Sea

~ 1=0R 9" 'R
P:—R——:$2+ k m:mZm k+m,

donde C = k* 1 (k—1)F=2...2ym = @ Utilizando la notacién del teorema,

tenemos que ¢; = 0,i # k, y ¢ = 22 Sean A; = {(x,y) € R : #{z : P(z,y) =
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0} =4}, 1 <i <m+ k. Vamos a prescindir de los discriminantes generalizados
puesto que el calculo de estos resulta costoso para una variable indeterminada
k. Sean Z; = {x e R: #{z: P(z,y) =0} < i}, 1 <i < k+m — 1. Tenemos que

Z; ={zeR:z2=0}j=1,...,k
Zj :{;L'GR:x#O},j:k+1,...,k+mfl

Asi pues,
A =27, ={z =0},
A =2;\2Z;1=0,j=2,... .k
Ak1 = Zii \ Zi = {z # 0},
Aj:Zj\Zj_1:(Z),j:k—|—2,...,k+m.

Obtener una estratificacién C” compatible con los ﬁi es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q" = (—1,1). Sea C” = {(-1,0),{0},(0,1)} y denotemos

Ell = {O}L fk+171 =(-1,0)y fk.‘_l,z = (0,1). Los conjuntos A;; = {(z,y) €
I'i;1 x R: P(x,y) = 0} son de la forma
= Sik es par:
K11 = 51)7 Kk-i-l,l = 59421,17 Kk-i-l,2 = 59421,27
donde
e Grafos asociados a fn:

gﬁ) :f119$—>0€R,
e Grafos asociados a fk+1,j:
g}c{gl,l : fk+171 >Sr—0€eR,
e Grafos asociados a fk+1’2:
&21’2 : f;H_LQ Sx—0€eR.
= Si k es impar:
~ 1 ~ (1 =2 ~ -1 2
Ay = gll)v Ak+171 = §i(c+)1,1 U gl(c+)1,17 Ak+172 = §i(c+)1,2§c+)1,27
donde
e Grafos asociados a I'17:

Eﬂ) :f‘llaxHOGR,
e Grafos asociados a ka,l:
gl(c1+)1,1 :Thr11 32 — —(2?)* €R,
gﬁl,l :Tpy1122 > 0€ER,
e Grafos asociados a fk+1’21
51221,2 : fl€+1,2 5T — _(xQ)% € R,
gci)l,Q : Fk+172 Sx—0eR.
Tomemos Q' = Q" x (—1,1). Finalmente, sea
C' = {€},} U {componentes conexas de Q" \ Ugft}

nuestra estratificacién distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

= Sikes par:
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= Si k es impar:

: A, 02 04 06 08

Siguiendo la notacién del teorema obtenemos que

= Sik es par:
Al - Fll)
Az =T31 U3 UT'33UT34,
ST _ 7 _ _
donde I's; y I's3 son los de los dibujos y I'11 = &7/, I'sa = §k+1’1 y gy =
1
Gaape

= Sik es impar:

Ay =T11 UM U3,
Az =T31 U35 UT'33 UT'34 UT'g5 UT's6.

donde F31, 1—‘337 F34 y F35 son los de los dibujos y F11 = gﬁ), Flg = 51(621,1’
Fy3 = 51(;21,2 [ap = 51(321,1 y a6 = 5321,2'

En lo que sigue utilizaremos la notacién que se emplea en la estratificacion de los conjuntos
A;. Tenemos que los conjuntos Ay = {(z,y,2) € sy x R: P(x,y,z) = 0} son de la forma
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= Si k es par:

Ay — D]
11 11 >
2 3 .
Ay =& ueduel 1<j<y,
donde

e Grafos asociados a I'1q:
1.
&7 Tz —0eR,

e Grafos asociados a I'sj, 1 < j < 4:

&) T > (z,y) —» —/22 +yF € R,

éé? '35 (z,y) = 0 €R,

éég) : F3j > (x,y) — \/.CL’Q +yk S R,

= Si k es impar:
A =& uedue?,
Ay =& vg7 ugy. g € {1,2,3,5,6}
Mg =&y,
donde

e Grafos asociados a I'1j, 1 < j < 3:
VNN

o Grafos asociados a I's;, j € {1,2,3,5,6} :

&g) : F3j =) (x,y) — —\/372 —i—yk c R,

&) :Ts > (z,y) » 0ER,

§§3) T3 (z,y) = Va2 +yF e R,

e Grafos asociados a I'sy:

) Ty o2 —0€eR,

Puesto que |§£? | < v/2, fijamos el intervalo Q = Q' x (—v/2,v/2). Finalmente tomamos la
estratificacion distinguida C dada por

C = {&/,} U {componentes conexas de Q \ U €.}

En particular, la deformacion del par de planos es la unién de los siguientes estratos
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= Si k es par:

E = {(x,y,2): 2 a2 =y =0} =

4
1 1 3
= 551) U U féj) U f?()j)'
j=1

= Si k es impar:

E = {(z,y,2): 2> =2 —¢y" =0} =

3 6
1 1 3
= Y ulJE ued).
j=1

=1
J#4

5.3.4. La deformacion del par de planos como conjunto analitico complejo

En este ejemplo vamos a estudiar el conjunto analitico complejo £ = {(z,y,z) € C3:
2?2 — 22 — y* =0} en el punto (0,0,0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0,0,0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizé en la seccién del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que F = V(I), donde I = (22 —x% — y¥) es el ideal
generado por z2 — x% — y¥, el germen de la funcién 2% — 2% — y* en el punto (0,0,0), y el
cual es primo. Dada f € Os, denotaremos su clase en el cociente O3/ con f. Tenemos
que el sistema de coordenadas x, vy, z es regular para el ideal I puesto que:

) 1IN0, =(0),

ii) O3/1 = Oy[z] es entero sobre Oy dado que q(z) = 0, para q(T) = T? — x2 —yk €
O, [T]v

i) F = Flal.

El discriminante de q(7T") es D = 4(x? + y*) € O, . Sean los polidiscos A = A((0,0,0) :
(1,1,v/2) y Ay = A((0,0) : (1,1)). Sean ¢(T) = T? —2? —y* y D = 4(2® + ¥)
representantes de q(7") y D en el polidisco A. Observamos que para todo (z,y) € Ay si
q(z) = 0 entonces |z| < v/2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representacion admisible de I. Asi pues, el conjunto

V\V(D) = {(x,y,x) eEA: 22_x2_yk :07x2+yk #O}
es una subvariedad compleja conexa de dimensién 2 y la proyecciéon natural
7:V\V(D)— Ay \ V(D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean U; = {re?? :0<r<1,0<0<2r} yUy={re? :0<r<1,—7 <0 <7} Sea
g(z,y) = 2* + y*. Tenemos entonces que

N\ V(D) =g~ (Uh) U g (Us)
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Consideremos las funciones holomorfas,

fi(re?) = \/?eig, (r,0) € Uy,
f2(r€i9) = \/Feig7 (7", 0) € Us.

Asi pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{ o1: 97 (Uh) 3 (z,y) = (2,9, fr(g(z,9)))
@2 - g_l(Ul) > (flf,y) - (l‘,y, _fl(g(xay»

{ ?/11 :g_l(UZ) > (SL’,y) - ('Tuyvf2(g(x7y)
Yo yg

)

) € g7 (U2) x C,
_1(U2) 2 (I7y) - (ZL‘,y7 _fQ(g(may))

g_l(Ug) x C.

~ M
m <«
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5.4. La singularidad de Brieskorn y sus explosiones

En esta seccion estudiaremos localmente los conjuntos descritos por las siguientes ecua-
ciones desde el punto de vista real y desde el punto de vista complejo,

Singularidad de Brieskorn: 22 — 23 — y® = 0,
Explosién A de la singularidad de Brieskorn: 22 — 23 — x3® = 0,
Explosién B de la singularidad de Brieskorn: 22 — 2% — y* = 0.

5.4.1. La singularidad de Brieskorn como conjunto analitico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
analitico real E = {(z,y,2) € R3: 22 — 23 — y> = 0} en el punto (0,0, 0).

Puesto que E esta definido por un polinomio distinguido, e¢n un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = 22 — 2% — ¢°. Entonces

1_0R 1
P= §R5 = 5(22 — 2?4 y°)2z = 2(22 —2® —9°) =2 — (2® +9°)z.
Denotamos c3 = ¢; = 0, ¢y = —23 — y°. Sean

Ay =A{(z.y) eR?:f{z: Pa,y,2) = 0} = 1},
Ay ={(z,y) e R?: {2 : P(z,y,2) =0} =2},
Az ={(z,y) e R*: §{z: P(z,y,2) =0} = 3}.
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Utilizando un programa de ordenador obtenemos que

DQ(Tl, T27 Tg) - T3(—27T3 + 18T1T2 - 4T13) + TQQ(—4T2 + T12),
Dy(T1, Ty, Ts) = —6T, + 2T2.

Sean Z; = {(z,y) € R? : {2z : P(z,y,2) =0} <i}, 1 <i < 3. Tenemos que

Z1 ={(z,y) € R* : Do(c1,c,¢3) = D11, c,¢3) =0} =
(r,y) € R?: 23 +¢° = 0},

{
{

Zy =A{(z,y) € R? : Dy(cy,¢o,¢3) =0} =
{(z,y) € R*:2® +4° = 0}.

Asi pues,
Ay =7y ={a® +y° = 0},
Ay = 7o\ Z1 =),
Ag—R \ZQ—{(H?,ZU) €R2zx3+y57£0}.
Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificacién C’ en un intervalo
abierto Q' de 0 € R? compatible con A;, Ay y As. Para hacer esta estratificacién debemos
volver a aplicar la demostracion del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra mas pequeno para diferenciarla de la estratificacion que estamos llevando
a cabo.
En primer lugar, tenemos que los conjuntos Ay, Az y A3z estdn descritos por el
polinomio distinguido R = 2 +%°. Como el polinomio R es distinguido, no hace
falta hacer un cambio de coordenadas. Sea

-~ 1-0R
P=-R—

2%, = (2® +y°)y"°.
Sean A; = {(m y) € R: #{z: P(z,y) = 0} = i} para i = 1,...50. Tenemos
que ¢g0 = 2% y ¢; = 0 para i # 40. Llegados a este punto, el calculo de los
discriminantes generalizados resulta tedioso incluso con el ordenador. Por eso
vamos a calcular los A; directamente. Sean Z; = {u € R : #{z : P(u,v) = 0} <

i}, 1 <14 < 50. Tenemos que

7, ={reR:z=0}
Zy ={zxeR:z+#0}
7, —R2Vi>3

Tenemos entonces que

Ay =2y ={x =0},

Ay =73\ Zy = {z # 0},
A, =0.¥i>3

Obtener una estratificacién C” compatible con los g, es inmediato. Vamos a to-

mar como intervalo Q" = (—1,1). Tomemos C" = {(—1,0), {0}, (0, 1)}. Tenemos

entonces que A1 ={0} = I‘11 y Ag (-1,00U(0,1) = fgl U fgg. Los conjuntos
Ay = {(z,y) € Ty x R : P(z,y) = 0} son de la forma

A11 = 511 ) A21 = 521 U Nﬁ% A22 = 5(2;) Ugg),
donde
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= Grafos asociados a fn:
&V:T)50-0eR
» Grafos asociados a fglz

Agi):f‘21911)—>0€R
E?:Fglaxe—ﬁ“eﬂ%

= Grafos asociados a T'aa:

Ag?:fgzaxe—ﬁ“eﬂk
29 Ty —-0eR

Tomemos Q' = Q" x (—1,1). Finalmente, sea
C' = {Eft} U {componentes conexas de Q" \ U Eft}

nuestra estratificacién distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

Siguiendo la notacién del teorema obtenemos que

Ay =T Ul U3
A3 =T31 U3 UT'33UT'34 UT'35 UT'36.

donde I'sy, I's3, I'sy4 v '3 son los de los dibujos y T'ss = gg), I'ss = 52?,
Ty =€, Ty =& y iz = €57
En lo que sigue utilizaremos la notacion que se emplea en la estratificacion de los
conjuntos A;. Tenemos que los conjuntos Ay = {(u,v,2) € T'yy x R : P(u,v,z) = 0} son
de la forma

1 2 3
0 ) " A31 = :E,%) U 5:%) U f:(’%)
A11 = 511 ’ A12 = 512 s A13 = 513 ) A32 = :gz) U €§2) U féz) )
1 2 3
Asz = §3) U 5:(53) U 515,3)

donde
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= Grafos asociados a T'yy:
B.r;30-0€eR,

= Grafos asociados a T'qo:
¢ T30 0€eR,

= Grafos asociados a T'q3:
¢V :T1320-50€eR,

s Grafos asociados a I'sy:

0T 3 (2,9) = —/7° + 18 €R,

5 1312 (z,y) = 0€R,

é?l,) : Fgl > (Z',y) — \/]73 —|—y5 € ]R,
= Grafos asociados a I'3y:

3 Ts 3 (2,y) » —/7° + 1 €R,

2 Ty 3 (2,y) » 0 €R,

$ T3 (r,y) > Va2 + 7 €R,
= Grafos asociados a I's3:

) :Ts3 3 (z,9) = —/7° + 18 €R,

33 1332 (z,y) = 0 € R,

§2)2F33 > (.I',y) — \/x3+y5 e R.

Puesto que |£§?| < /2, fijamos el intervalo Q = Q' x (—v/2,v/2). Finalmente tomamos
la estratificacion distinguida C dada por

C = {€&/,} U {componentes conexas de Q \ U &}

En particular, la singularidad de Brieskorn es la unién de los siguientes estratos
E:{(l’,y,Z) : 22_1'3_(@3:0}:

1 1 1 1 3 1 3 1 3
—Yugyuedudlugdueugl uey vl

5.4.2. La singularidad de Brieskorn como conjunto analitico complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto analitico complejo £ = {(x,y,2) € C? :
2?2 — 23 — y5 = 0} en el punto (0,0,0), es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0,0,0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizé en la seccién del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z*> —x® —y®) es el ideal
generado por zZ — x3 — y®, el germen de la funcién z? — 23 — ¢° en el punto (0,0,0), y el
cual es primo. Dada f € O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f. Tenemos
que el sistema de coordenadas z,y, z es regular para el ideal I puesto que:
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) INO, = (0),

ii) O3/1 = O,[z] es entero sobre Oy dado que q(z) = 0, para q(T) = T? — x3 — y° €
02 [T]u

i) Fy = Fylz).

El discriminante de q(T) es D = 4(x® + y®) € O,. Sean los polidiscos A = A((0,0,0) :
(1,1,v/2)) y Ay = A((0,0) : (1,1)). Sean ¢(T) = T? — 2 —y® y D = 4(2® 4 ¢°) re-
presentantes de q(7') y D en el polidisco A. Observamos que para todo (z,y) € As si
q(z) = 0 entonces |z| < v/2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representacion admisible de I. Asi pues, el conjunto

VAV(D)={(z,y,x) € AN: 2 — 2> —y° =0,2° +9° £ 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensién 2 y la proyeccion natural
7:V\V(D)— Ay \ V(D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean Uy = {re?? : 0<r<1,0<f<2r}yUy={re?? :0<r<1,-m <0 <n}. Sea
g(z,y) = 23 + y°. Tenemos entonces que

N\ V(D) =g " (Uy) U g™ (Uy)

Consideremos las funciones holomorfas,

filre?) = /reiz, (r,0) € Uy,
fa(re?) = \/7_“6’%, (r,0) € Us,.

Asi pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{ ®1 - g_l(Ul) > (I7y) - (‘T7y7f1(g(xay))>
P2 - gil(U1> =] ("L‘ay) - ($7y7 —f1(g($,y>>

{ Y12 g (o) 3 (z,y) — (x,y, fo(9(2,y))) € g1 (Uz) x C,
lﬁz . 9_1<U2) > (l’,y) - (.I,y, _fQ(g(x7y))) €
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5.4.3. La explosion A de la singularidad de Brieskorn como conjunto analitico
real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al caso parti-
cular del conjunto analitico £ = {(z,y,2) € R¥: 2% — 2® — zy® = 0} en el punto (0,0, 0).

70
77
A7
7
0
s 4
7 4
Gy 4
7

Puesto que E estd definido por un polinomio distinguido, ¢n un primer momento no

es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = 2% — 2% — zy3. Entonces
1 0R 1 , 3 3 2 .3 3 3 3 3
P=-R—=-(z—2"—ay’)2z=2(2"—2° —ay’) = z° — (2" + 2y°)=.
2 0z 2
Siguiendo la notacién del teorema, c3 = ¢; = 0, ¢y = —x® — xy®. Sean

1= {(z,y) eR*:f{z: P(x,y,2) = 0} = 1},
h={(r,y) e R® 1 4{z: P(x,y,2) = 0} = 2},
L={(z,y) eR*: #{z: P(x,y,2) = 0} = 3}.

Utilizando un programa de ordenador obtenemos que

DQ(Tl, TQ, Tg) = T3(—27T3 + 18T1T2 - 4T13) + TQQ(—4T2 + T12),
Dy(T1, Ty, Ts) = —6T, + 2T2.
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Sean Z; =

Asi pues

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificaciéon C' en un intervalo
abierto ' de 0 € R? compatible con A;, Ay y As. Para hacer esta estratificacién debemos
volver a aplicar la demostracién del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra mas pequetio para diferenciarla de la estratificacion que estamos llevando

a cabo.

{(z,y) e R?: #{z: P(x,y,2) =0} <i}, 1 <i < 3. Tenemos que

Zy =A{(z,y) € R?: Dy(c1, ¢2,¢3) = Di(cy, 2, ¢3) =0} =
={(x,y) € R?: 23 + 2y® = 0},

ZQ — {(m,y) < RQ D0(617C2’63) = 0} —
= {(z,y) e R? : 2® + 2y = 0}.

V=2 = {2* + zy® = 0},
IQZZQ\lewa
=R?*\ Zy = {(z,y) € R? : 2% + zy® # 0},

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A}, A} y A§ estd descrito por el
polinomio distinguido R =2+ zy>. Como el polinomio R 1o es distinguido,
debemos hacer un cambio de coordenadas adecuado para que dicho polinomio
sea distinguido. Escojamos el cambio lineal dado por

(u,v) = H(z,y) = (y, ).
Obtenemos que R = uv + 3. Sea

p - LpoROR_
187 Qv w2
1

= 18(u v+ v3) (u® + 3v?) (6v).

Utilizando la notacién del teorema, tenemos que ¢; = c3 = c5 = cg = 0, c3 =
3u?, ¢4 = 2ub. Sean A; = {(u,v) € R : #{z : P(u,v) = 0} = i}. Utilizando
un programa de ordenador podemos calcular los discriminantes generalizados.
Si sustituimos en dichos discriminantes nuestros coeficientes ¢; obtenemos

512 896
.D()(Cl,...,CG):O7 Dl(cl,...,CG):Tg?uso, Dg(cl,...,c(;):%u187
448
Ds(c1y...,c6) = —2—7u9, Dy(cy,. .., c6) = —16u>.

Sean Z; = {u € R : #{z : P(u,v) = 0} < i}. Tenemos que

A :{UER (Cl,...,CG):...=D4(C1,...,06>:0}—{U€R U:O}
Zy ={ueR:Dy(c1,...,c6)=...=D3(c1,...,¢c6) =0} ={ueR:u=0},
Z3 :{UER D(Cl,...706):...:DQ(Cl,...7C6) O}:{UER U—O}
Zy :{UER Dy (Cl,...,Cﬁ):Dl(Cl, .,06):0 :{UGR U—O},

Zs :{UGR Dy (Cl, 7CG):O}:]R
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Asi pues,

Ay =271 ={u=0},

Ay =725\ 7, =0,

Ay =73\ Z, =0,
121;4224\23:@,
A5:Z5\Z4:{U750},
Ag =R\ Z5 =10

Obtener una estratificaciéon C” compatible con los /L es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo @” = (—1,1). Sea ¢ = {(-1,0),{0},(0,1)} y denotemos
Iy = {0}, [s; = (—=1,0) y T's5o = (0,1). Los conjuntos Ay = {(u,v) € [y x R :
P(u,v) = 0} son de la forma

A _ D
o SRR
é51:~5% U1 Us U Uésr,
As2 =&,

donde

= Grafos asociados a f‘llz
Eﬁ) :Tqy >u—0eR,

= Grafos asociados a T's::

5(51) :f519u—>—\/—u36R,
& :Tsi3u— —/-% R,
gg):l“g,lafu%OG]R,
§1)1f519u—> —%ER,
Ag?):f519u—>\/—u3ER.

= Grafos asociados a f52:
Ef,,;) ‘Tss3u—0€R.
Tomemos Q' = Q" x (—1,1). Finalmente, sea
¢ = {Eft} U {componentes conexas de Q" \ U Eft}

nuestra estratificacion distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:
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Si denotamos con A; a los conjuntos H(A}), tenemos que, siguiendo la notacién
del teorema,

A =T11 Ul U3 Uy,
A3 =T33 U3 U353 UT'34 UT'35 UT'36 U 37,

donde T'sy, I'ss, I's3,I's5, I'sg, I'sg son los de los dibujos y I'sy = 551), I's7; = %4)

' = 552), e = 551)7 Iz = 75?5), T = 55)

En lo que sigue utilizaremos la notacién que se emplea en estratificacién de los con-
juntos A;. Tenemos que los conjuntos Ay = {(u,v,2) € 'y x R: P(u,v,2) =0} son de la
forma

An =&Y, Ap=¢&), Az=&, Au=¢,

(A =g v ue?,

Asp = €53,
Ags =& U & L&Y,
Agy = 534) U 5(2) U géi);
A35 = &5 V&R U,

=

1)

(1)

A37 - 537
\ A38 — 638y

donde

= Grafos asociados a T'yy:
BT 3 (u,v) > 0 €R,

s Grafos asociados a T'yy:
8T 3 (u,v) > 0 €R,

s Grafos asociados a I'y3:
T35 (uv) — 0 €R,
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asociados

asociados

asociados

asociados

asociados

a F14I
BTy 3 (u,v) > 0€R,
a P312
géi) 131 3 (u,v) = —Vud +ovud € R,
¢ Ty 3 (u,v) > 0 €R,
{é‘? 131 9 (u,v) = Vo +oud € R,
a F322
{ :(é) : 39 3 (u,v) — 0 € R,
a F332
é? : T35 3 (u,v) = —vVv? +oud € R,
2Ty 3 (u,v) — 0 €R,
&9 T3 3 (u,v) = VP + vid € R,
a F342
éi) sy 3 (u,v) = —Vu3 +oud € R,
2Ty 3 (u,v) — 0 €R,
§§i) : T34 2 (u,v) = Vo3 +oud € R,
a F353
0 Tys 3 (u,v) — =V + 0 €R,
2 Ty 5 (u,0) — 0 €R,
&9 Tas 3 (u,v) > VI3 + oud € R,
a Fgﬁ
{ ()T 3 (u,0) — 0 €R,
a F37Z
{ &) D> —~0eR
a Fggl

{ )Ty > (w,0) —» 0 €R.
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Observamos que |£$)] < /2 y por tanto fijamos el intervalo Q = Q' x (—v/2,v2).
Finalmente tomamos la estratificacion distinguida C dada por

C = {&),} U {componentes conexas de Q \ U &}

En particular, esta explosién de la singularidad de Brieskorn es la union de los siguientes
estratos

E = {(z,y,2): 2> = v —vu® =0} =
1 1 1 1 1 3 1 3 1 3 1 3
= Glu&ugiuglugyugy ey v uglugl v e

El dibujo de la explosion de la singularidad de Brieskorn es esencialmente el mismo tras
el cambio de coordenadas puesto que lo tinico que hemos hecho es un giro alrededor del
eje z de angulo 7.

5.4.4. La explosion A de la singularidad de Brieskorn como conjunto analitico
complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto analitico complejo F = {(x,y,z) € C* :
2?2 — 23 —xy® = 0} en el punto (0,0,0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0,0,0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizé en la seccién del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z* — x3 — xy?) es el ideal
generado por z2 — x3 — xy3, el germen de la funcién 22 — 23 — zy® en el punto (0,0,0), y
el cual es primo. Dada f € O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f. Tenemos
que el sistema de coordenadas z,y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) INO, = (0),
ii) O3/1 = Os]z] es entero sobre Oy dado que q(z) = 0, para q(T) = T? — x* — xy> €
O,[T1,
i) 7 = Flz).

El discriminante de q(7) es D = 4(x® + xy?®) € O, . Sean los polidiscos A = A((0,0,0) :
(1,1,v/2)) y Ay = A((0,0) = (1,1)). Sean ¢(T) = T? — 2 — ay® y D = 4(2® + 2y
representantes de q(7") y D en el polidisco A. Observamos que para todo (z,y) € Ay si
q(z) = 0 entonces |z| < v/2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representacion admisible de I. Por tanto el conjunto

VAV(D) = {(z,y,2) € AN :2* — 2> —ay® = 0,2° + 2> £ 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensién 2 y la proyecciéon natural
7:V\V(D)— Ay \ V(D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
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Sean Uy = {re?? : 0 <r<1,0<f<2r}yUy={re? :0<r<1,—-m <0 <n} Sea
g(z,y) = 23 + xy>. Tenemos entonces que

N\ V(D) =g " (Uy) Ug 1 (Uy)

Consideremos las funciones holomorfas,

fi(re?) = \/?eig, (r,0) € Uy,
fa(rei?) = \/Feig, (r,0) € Us.

Asi pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{ e1:97 () 3 (z,y) — (2,9, filg(z,y))) € g~ (U1) x C,
@219 (U1) 3 (z,y) — (2,9, —fi(9(x,y))) € g7 (U1) x C,

{ Y12 g7 (Ua) 3 (2,y) — (2,y, fo(9(z,y))) € g7 (Uz) x C,
Yo i g7 (Ua) 3 (2,y) — (x,y, —fa(g(2,y))) € g1 (Uz) x C.
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5.4.5. La explosiéon B de la singularidad de Brieskorn como conjunto analitico
real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al caso parti-
cular del conjunto analitico E = {(x,y,2) € R*: 22 — 2® — y* = 0} en el punto (0,0,0).

Puesto que E estd definido por un polinomio distinguido, e¢n un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = 22 — 2% — y*. Entonces

1 _0R 1
po Rt li2 3 Ao (2 a3 A B (3 s
2R8z 2(,2 -y )2z =z —y)=2"— (2 +y )z
Siguiendo la notacién del teorema, c3 = ¢; = 0, ¢ = —x3 — y*. Sean A; = {(z,y) € R? :

#{z : P(z,y,2) = 0} =i}, 1 <i < 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos

que
Do(T1,To, T3) = T5(—27T3 + 1811 T, — AT?) + T3 (—4T» + T7),
D1 (T17 TQ, T3) - —6T2 + 2T12

Sean Z; = {(z,y) € R* : #{z : P(z,y,2) =} <i}, 1 <14 < 3. Tenemos que

(z,y) € R*: Dy(cy, ca,¢3) = Di(cq, ¢a,03) = 0} =
(,y) € R? : 23 + ¢* = 0},

Zy ={(z,y) € R?: Dy(cy,co,03) =0} =
(r,y) € R? : 23 + ¢y = 0}.
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Asi pues
A1:le{x3+y4:0},
AQZZQ\21:®7
A3:R2\22:{$3+y47é0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificaciéon C' en un intervalo
abierto ' de 0 € R? compatible con A;, Ay y As. Para hacer esta estratificacién debemos
volver a aplicar la demostracién del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra mas pequetio para diferenciarla de la estratificacion que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A;, Ay y A3 estdn descrito por el
polinomio distinguido R = 23 + y*. Como el polinomio R es distinguido, no es
necesario hacer un cambio de coordenadas. Sea

~ 1-0R
P=_-R— = +y Yy =9’ +2%.
3%, (@ +y)y=y Y
Utilizando la notacién del teorema, tenemos que ¢; = ¢co = ¢c3 = ¢c5 = 0y

¢y = 23, Sean A; = {(z,y) € R: #{z : P(x,y) = 0} =i}, 1 < i < 5. Utilizando
un programa de ordenador podemos calcular los discriminantes generalizados,
que son los mismos que escribimos con anterioridad. Si sustituimos nuestros
coeficientes ¢; en dichos discriminantes obtenemos

Dy(cy, ... c5) = 2562, Di(cy,...,c5) = 32027,

Dy(c1,...,¢5) =0, Ds(c1,...,c5)=0.
Sean Z; = {z € R: #{z : P(x,y) =0} < i}, 1 <i < 4. Tenemos que

74 :{$€RZDO(01,...,C5)
Zs :{$€R2D0(C1,...,C5)
Z3 :{$€R1D0(Cl,...,5)
Z4 :{CUG]RID()(Cl,...,C5)

...:Dg(cl,...,CE)):O}:{J?:O},
...:DQ(Cl,...,C5):0}:{$:O},
D1(617...,C5):O}:{I:0},

0} = {x =0}.

S
I

Asi pues,
Z1:Z1:{:17:O},
;4;2222\21207
Az = Z3\ Zy =),
%3224\Z3=®,
A5:R\Z4:{1‘7A0}

Obtener una estratificacién C” compatible con los ﬁi es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q" = (—1,1). Sea C” = {(-1,0),{0},(0,1)} y denotemos
[y = {0}, [s; = (—=1,0) y T'so = (0,1). Los conjuntos Ay = {(z,y) € [y x R :
P(z,y) = 0} son de la forma

Ay = Eﬂ), As1 = 531) U Ag) U g:(g?{), Aso = géé),
donde

= Grafos asociados a T'11:

é?:anl‘HOER
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= Grafos asociados a T'sy:

§1)2f519x—>—\4/—x36R
&2 Ty 32 —0€eR
E(5?1’):F519x—> v—x3eR

= Grafos asociados a f52:
&) Tyor—0eR
Tomemos Q' = Q" x (—1,1). Finalmente, sea
C'= {E{t} U {componentes conexas de Q" \ U Egt}

nuestra estratificacién distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

En lo que sigue utilizaremos la notacién que se emplea en la estratificacion de los
conjuntos A;. Tenemos que los conjuntos Ay = {(u,v,2) € I'yy x R : P(u,v,z) = 0} son
de la forma

A =65, Ap=¢€9), Ag=¢3, An=€yuedued?, Ap=cluelueld),

Ngg =R UER UER) Mgy =€), Ngs =€), Age =€),
donde

s Grafos asociados a T'yy:
il s (n,y) S 0€ER,

s Grafos asociados a T'qa:
Wil (2,y) » 0€R,

s Grafos asociados a I'y3:
ﬂ) : F13 = (wmy) —0¢€ R?
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= Grafos asociados a I'sy:

ig):l—‘?)l = ([L’,y) _)_\/ $3+y4€R7

31 :F319 x7y)_>0€R7

3 Tay 3 (1,y) = V2B + Yt €R,

—~

= Grafos asociados a I'3y:

éé) : F32 > (.Z',y) — —\/$3+y4 & R,

) T3y 3 (,y) = 0 €R,

é;) : 1—‘32 = (l’,y) - V xS +y4 € Ra
= Grafos asociados a I's3:

) i Ts3 3 (z,9) = —/7° + 4L €R,

35 1332 (z,y) > 0 € R,

§§)2F33 > (.fll',y) — \/x3+y4 ER,

= Grafos asociados a I'sy:
&) Tau3 (2,9) > 0€R,

= Grafos asociados a I's5:
5:§513) T35 2 (7,y) = 0 €R,

= Grafos asociados a I'sg:
1
& 1 Tas 3 (2,9) » 0 €R,

Puesto que |£§?| < /2, fijamos el intervalo Q = Q' x (—v/2,v/2). Finalmente tomamos
la estratificacion distinguida C dada por

C = {&/,} U {componentes conexas de Q \ U &}

En particular, la deformacion de la singularidad de Brieskorn es la unién de los siguientes
estratos

E = {(,y,2):22—a*—y* =0} =
1 1 1 1 3 1 3 1 3
= DueDuefueluedueued ue) ueld).

Siguiendo la notacién del teorema,

Ay =T Ul U3,
As =T33 U3 U35 U Ty UT'g5 UT'sg,

donde F31, F33, F34, F36 son IOS de lOS dibU.jOS y FH = gﬁ), F12 = g::(j), F13 = gi()?l))? F32 = g:%)
Z2)
y I'ss = &7
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5.4.6. La explosiéon B de la singularidad de Brieskorn como conjunto analitico
complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto analitico complejo £ = {(x,y,2) € C? :
2?2 — 23 —y* = 0} en el punto (0,0,0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0,0,0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizé en la seccién del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z* —x® —y*) es el ideal
generado por zZ — x3 — y*, el germen de la funcién z? — 23 — y* en el punto (0,0,0), y el
cual es primo. Dada f € Ojs, denotaremos su clase en el cociente Osz/I con f. Tenemos
que el sistema de coordenadas z,y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) 1N0Oy=(0),

ii) O3/I = Oy[z] es entero sobre O, dado que q(z) = 0, para q(T) = T% —x* —y? €
O, [T]v

i) Fy = Fl).

El discriminante de q(7') es D = 4(x® + y*) € O, . Sean los polidiscos A = A((0,0,0) :
(1,1,v/2)) vy Ay = A((0,0) : (1,1)). Sean ¢(T) = T? — 2 —y* y D = 4(2® + y*) re-
presentantes de q(7') y D en el polidisco A. Observamos que para todo (z,y) € As si
q(z) = 0 entonces |z| < v/2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representacion admisible de . Asi pues, el conjunto

VAV(D) = {(z,y,x) € AN : 2 —2® —y* =0,2° +y* £ 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensién 2 y la proyeccion natural
7:V\V(D)— Ay \ V(D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean Uy = {re?? : 0<r<1,0<0<2r} yUy={re? :0<r <1,—7 <0 < 7}. Sea
g(z,y) = 23 + y*. Tenemos entonces que

N\ V(D) =g (Uy) U g (Uy)

Consideremos las funciones holomorfas,

fi(re?) = reiz, (r,0) € Uy,
fa(re?) = \/Feig, (r,0) € U,.

Asi pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{ e1:9H(U1) 3 (z,y) = (z,y, fi(g(z,y))) € g1 (Uh) x C,

©2: g7 (Uh) 3 (z,y) — (x,y,—fi(9(x,y))) € g1 (U1) x C,

{ U1 g (Us) 3 (2,y) — (z,y, f2(9(z,y))) € g1 (Us) x C,
Y0 g7 (Ua) 3 (2,y) — (2,9, —falg(z,y))) € g7 (Uz) x C
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