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7 de marzo de 2008

1



Introducción

El presente trabajo es un estudio local de los subconjuntos anaĺıticos complejos y de
los subconjuntos semi-anaĺıticos reales.

En las secciones 2 y 3 trataremos el caso complejo basados en los tres primeros caṕıtu-
los del libro Analytic functions of several complex variables de Robert C. Gunning y
Hugo Rossi. Los primeros resultados, la sección 2, componen una introducción a la teoŕıa
geométrica de funciones de varias variables complejas. Se incluyen las demostraciones de
aquellos resultados bien por especial importancia, bien por su mayor utilidad para el tra-
bajo. La sección 3 es un estudio local de las funciones y variedades anaĺıticas en el sentido
de la geometŕıa anaĺıtica compleja.

Recordemos que dos funciones holomorfas f y g son equivalentes en el 0 ∈ Cn si existe
un entorno abierto W de 0 tal que las restricciones de f y g a W coinciden. A las clases
de equivalencia de esta relación las llamaremos gérmenes de funciones holomorfas en el
punto 0. El conjunto de todas las clases, On, es un anillo local y dominio de integridad.
Probaremos los teoremas de preparación y división de Weierstrass los cuales nos proporcio-
narán un concepto cercano a la división entre polinomios para los gérmenes de funciones.
También daremos demostraciones de los teoremas de las syzigias de Hilbert y del lema de
Oka sobre sucesiones exactas.

Recuérdese que dos subconjuntos X e Y de Cn son equivalentes en el 0 si existe un
entorno abierto U de 0 tal que X∩U = Y ∩U . A las clases de equivalencia de esta relación
las denominaremos gérmenes de conjuntos. Diremos que X es el germen de una variedad
anaĺıtica si existen funciones holomorfas f1, . . . , fs tales que X es el germen del conjunto
V (f1, . . . , fs) = {x̄ ∈ Cn : f1(x̄) = . . . = fs(x̄) = 0}. Probaremos el teorema de los ceros de
Hilbert para gérmenes de variedades, el cual establece que dado un ideal I ⊂ On tenemos
que I(V(I)) = rad(I). Como consecuencia de la demostración del teorema de los ceros
de Hilbert probaremos el teorema 3.7.3, el cual nos ayudará a comprender la naturaleza
local de las variedades anaĺıticas complejas. Dicho teorema nos asegurará que localmente
las variedades complejas, salvo en una serie de puntos singulares los cuales forman un
conjunto anaĺıtico, se comportan como un recubrimiento finito. Terminaremos la sección
3 trabajando con una situación generalizada de este último teorema, los recubrimientos
anaĺıticos.

En la sección 4 trataremos el caso real basados en el art́ıculo Stratifications Distiguées
comme outil en géométrie semi-analytique, [3]. Un conjunto A ⊂ Rn es un subconjunto
semi-anaĺıtico si para todo x ∈ A existe un entorno abierto U(x) tal que A ∩ U(x) =
∪s

i=1 ∩r
j=1 Aij, donde cada Aij es de la forma {fij > 0} o bien {fij < 0} o bien {fij = 0}

con fij funciones anaĺıticas reales. La colección de conjuntos semi-anaĺıticos es cerrada por
complementarios, uniones finitas e intersecciones finitas.

Una estratificación semi-anaĺıtica de un abierto G ⊂ Rn es una partición localmente
finita de G en subvariedades anaĺıticas conexas que son semi-anaĺıticas como subconjuntos
de Rn satisfaciendo ”la condición del borde” , es decir, la frontera en G de una de estas
subvariedades es la unión finita de algunas de las otras subvariedades de la partición de
dimensión estrictamente menor.

Una estratificación distinguida C de un intervalo abierto Q = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
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|xi| < δi} se define por recurrencia en n:

• Para n = 1: una estratificación distinguida de un intervalo (−δ, δ) es {(−δ, δ)} o
bien {(−δ, 0), {0}, (0, δ)}

• Para n habiendo definido n− 1: una estratificación distinguida de Q es una estrati-
ficación semi-anaĺıtica finita de Q que verifica las siguientes condiciones:

C2)





Existe una estratificación distinguida C ′ de un intervalo
abierto Q′ = {(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn : |xi| < δi} de Rn−1

de forma que cada hoja Γ ∈ C de dimensión ≤ n− 1
es el grafo de una aplicación anaĺıtica Γ : Γ′ → R
para un Γ′ ∈ C ′.

C3)





Existe un polinomio P no nulo con coeficientes anaĺıticos
en un entorno abierto conteniendo a Q′, que es nulo
en el conjunto V =

⋃{Γ ∈ C : dim(Γ) ≤ n− 1}, y tal
que la función orden, Γ 3 x→ ordxP , es constante para
cada Γ ∈ C.

En este trabajo probaremos el siguiente teorema,
Teorema (de las estratificaciones distinguidas). Sean E1, . . . , Eq subconjuntos semi-
anaĺıticos de un entorno abierto de 0 ∈ Rn. Entonces, después de un cambio lineal de
coordenadas adecuado, existe una estratificación distinguida de un intervalo abierto Q =
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| < δi, 1 ≤ i ≤ n}, arbitrariamente pequeño, que es compatible con
los conjuntos E1, . . . , Eq.

Como consecuencia de este teorema deduciremos por ejemplo que la adherencia de
un subconjunto semi-anaĺıtico también es semi-anaĺıtica y que la familia de componen-
tes conexas de un semi-anaĺıtico es localmente finita y cada una de dichas componentes
también es semi-anaĺıtica.

El estudio de las estratificaciones semi-anaĺıticas fue introducido por Stanislaw Loja-
siewicz durante un curso impartido en la Sorbona en 1964-1965 (véase [4] y [5]). En dicho
trabajo se introdujeron las estratificaciones normales para las cuales se probaba un teo-
rema similar al teorema de las estratificaciones distinguidas obteniendo, entre otras, las
mismas consecuencias sobre la adherencia y las componentes conexas. Fue en 1995 cuando
se publicó el art́ıculo antes mencionado sobre el cual está basado este trabajo en el que
se desarrollaban las estratificaciones distinguidas, cuya presentación resultaba mucho más
elegante y menos complicada que la de las estratificaciones normales.

Por último, al final de la sección 3 estudiaremos los subconjuntos semi-anaĺıticos de
dimensión menor o igual que 1, demostrando que cualquiera de estos subconjuntos se
puede poner como unión finita de arcos semi-anaĺıticos, es decir, de subvariedades anaĺıti-
cas que son semi-anaĺıticas como subconjuntos de Rn y que son isomorfas al intervalo
(0, 1) con extremos distintos. Como consecuencia de esto veremos que las proyecciones de
conjuntos semi-anaĺıticos acotados de dimensión menor o igual que 1 son también con-
juntos semi-anaĺıticos acotados de dimensión menor o igual que 1. Este último hecho no
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se satisface para los subconjuntos semi-anaĺıticos de dimensión n > 1. Esto supone una
gran diferencia con la clase de subconjuntos semi-algebraicos los cuales, por el teorema
de Tarski-Seidenberg, satisfacen que la proyección de un subconjunto semi-algebraico es
también semi-algebraico (véase [1]).

Finalmente, en la sección 5 aplicaremos de forma constructiva las demostraciones del
teorema 3.49 y del teorema de las estratificaciones distinguidas a una serie de ejemplos
concretos comprobando de esta forma las diferencias que existen entre los casos complejo
y real. Por ejemplo notaremos que los puntos singulares de una variedad anaĺıtica real
no tienen por qué formar una subvariedad. Dichos ejemplos son de especial importancia
puesto que, como probó José F. Fernando Galván en su tesis Suma de cuadrados de
gérmenes de función anaĺıtica, [2], son los únicos gérmenes de superficie singular de R3

tales que cualquier germen de función positiva sobre ellos es suma de cuadrados.
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[3] K.Kurdyka, S.Lojasiewicz y M.A. Zurro, Stratifications Distiguées comme outil en
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Notación

1. Utilizaremos la siguiente notación de multíındices. Dada una n-upla z = (z1, . . . , zn)
y un subconjunto J = {α1 < . . . < αl} ⊂ {1, . . . , n}, denotaremos por zJ =
(zα1 , . . . , zαl

). Cuando J = {1, . . . , n− 1}, denotaremos z′ = zJ = (z1, . . . , zn−1).

2. Sea (X, T ) un espacio topológico. Dado un subconjunto E ⊂ X, denotaremos por
int(E) al interior de E.
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1. Preliminares de Álgebra

Sean A ⊂ B una extensión entera de dominios de integridad y sea k ⊂ K la extensión
de sus cuerpos de fracciones. Sea b ∈ B y sea P (x) ∈ A[X] mónico de grado mı́nimo tal
que P (b) = 0. Sea r el grado de P .

1) Veamos que P (x) es el polinomio mı́nimo de b sobre k. Supongamos que dicho
polinomio es P1(x) ∈ k[X]. Entonces existe H(x) ∈ k[x] tal que P = HP1. Podemos
escribir {

H(x) = hH̃(x)

P1(x) = pP̃1(x),

para h, p ∈ k y H̃(x), P̃1(x) ∈ A[x] primitivos. Sean h1, p1 ∈ A los coeficientes
principales de H̃ y P̃1 respectivamente. Tenemos que

P (x) = hpH̃(x)P̃1(x).

Como el producto H̃P̃1 es primitivo y P también lo es, hp ∈ A es una unidad.
Definimos P2(x) = hph1P1(x) ∈ A[x]. Es un polinomio mónico en A[x] tal que
P2(b) = 0. Por tanto tiene grado menor o igual que P (x). Deducimos que H(x) es
constante. Como P y P1 son mónicos, H(x) = 1. Por tanto P (x) = P1(x).

2) Sea G(x) ∈ A[x] tal que G(b) = 0. Veamos que P divide a G en A[x]. Por ser P el
polinomio mı́nimo de b en k, G(x) = H(x)P (x), para algún H(x) ∈ k[X]. Podemos
escribir H(x) = hH̃(x) con h ∈ k y H̃(x) ∈ A[x] polinomio primitivo. Entonces
G(x) = hH̃(x)P (x). Como H̃(x)P (x) es primitivo, h ∈ A. Por tanto H(x) ∈ A[x].

3) Supongamos que K = k(b), k tiene caracteŕıstica cero y que A es un dominio de
factorización única. Veamos que dado a ∈ B existe un polinomio T (x) ∈ A[x] de
grado menor que r tal que da = T (b), donde d es el discriminante del polinomio P (x).
Sea G(x) el polinomio mı́nimo de a en k. Sea L ⊃ K el cuerpo de descomposición
de G(x)P (x). Sabemos que

[L : k] = [L : K][K : k].

Como la extensión k ⊂ L es normal, finita y separable, el teorema fundamental de
Galois nos asegura que |Gal(L : k)| = [L : k] y |Gal(L : K)| = [L : K]. Supongamos
que el número de k-isomorfismos de K en L es s. Digamos que son φ1, . . . , φs.
Podemos extenderlos a k-automorfismos φ̃i de L. Deducimos que |Gal(L : k)| =
s · |Gal(L : K)| y por tanto, s = [K : k] = r.

Como b es algebraico y el grado de su polinomio mı́nimo es r existen c0, . . . , cr ∈ k
tales que

a = c0 · 1 + . . .+ crb
r−1.

Sean φ1, . . . , φr los k-isomorfismos de K en L. Tenemos entonces que φi(b) = αi,
donde α1, . . . , αr son las r ráıces de P (x). Por tanto

φi(a) = c0 · φi(1) + . . .+ crφi(b)
r−1.
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La regla de cramer nos dice que

cj =
γj

δ

donde δ = det(φi(b
j−1)) = det(αj−1

i ) y γi es el determinante anterior sustituyendo
la columna j-ésima por la columna cuyos elementos son φi(b), 1 ≤ i ≤ r. Por ser δ
el determinante de Vandermonde δ2 = d, donde d es el discriminante del polinomio
mı́nimo de b. Por tanto

cj =
γj

δ
=
γjδ

d
.

Como d ∈ A, tenemos que γjδ = dcj ∈ k. Tanto γj como δ son determinantes de
matrices cuyos elementos son enteros sobre k, y por tanto, ellos también enteros
sobre k. Entonces γjδ ∈ k es entero sobre A. Por ser A noetheriano, γjδ ∈ A.
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2. Propiedades básicas de las funciones holomorfas

2.1. Propiedades básicas de las funciones holomorfas de varias
variables complejas

Un polidisco abierto en Cn es un subconjunto 4(w; r) ⊂ Cn de la forma

4(w; r) = {z ∈ Cn : |zj − wj| < rj, j = 1, . . . , n}.
Diremos que w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn es el centro de 4(w; r) y r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn,rj > 0,
su polirradio.

Con la notación anterior, llamamos esfera al conjunto S(w; r) ⊂ Cn dado por

S(w; r) = {z ∈ Cn : |zj − wj| = rj, j = 1, . . . , n}.
Definición 2.1. Decimos que una función compleja definida en un abierto D ⊂ Cn,
f : D → C, es holomorfa en D si cada punto w ∈ D tiene un entorno U , w ∈ U ⊂ D, de
forma que f tiene un desarrollo en serie de potencias

f(z) =
∞∑

k1+···+kn=0

ak1,...,kn(z1 − w1)
k1 · · · (zn − wn)kn

que converge ∀z ∈ U . En consecuencia, ∀w ∈ D, la serie converge uniformemente en
algún entorno de dicho punto. Al conjunto de todas las funciones holomorfas en D lo
denotaremos por OD.

Si f es holomorfa entonces también lo es en cada una de sus variables separadamente.
El rećıproco no es tan evidente y es lo que se conoce como el lema de Osgood.

Lema 2.2 (de Osgood). Si una función compleja f : D → C es continua y holomorfa en
cada variable entonces es holomorfa en D.

Demostración. Sean w ∈ D y 4̄(w; r) ⊂ D. Como f(z′, zn) es holomorfa en 4(wn, rn) se
tiene que por la fórmula integral de Cauchy: ∀z ∈ 4(w; r)

f(z) =
1

2π

∫

|wn−ζn|=rn

f(z1, . . . , zn−1, ζn)

ζn − zn

dζn.

Iterando este proceso en cada variable y utilizando el lema de Fubini obtenemos la fórmula
de Cauchy en varias variables

f(z) =

(
1

2πi

)n ∫

S(w; r)

f(ζ)dζ1 · · · dζn
(ζ1 − z1) · · · (ζn − zn)

.

Dado z ∈ 4(w; r) tenemos que la serie

1

(ζ1 − z1) · · · (ζn − zn)
=

∞∑
ν1+···+νn=0

(z1 − w1)
ν1 . . . (zn − wn)νn

(ζ1 − w1)ν1+1 . . . (ζn − wn)νn+1
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es absolutamente convergente si |ζi − wi| = ri, 1 ≤ i ≤ n, luego la suma y la integración
conmutan; en consecuencia,

f(z) =
∞∑

ν1,...,νn=0

aν1...νn(z1 − w1)
ν1 · · · (zn − wn)νn (1)

donde

aν1...νn =

(
1

2πi

)n ∫

S(w,r)

f(ζ)dζ1 . . . dζn
(ζ1 − w1)ν1+1 · · · (ζn − wn)ν1+1

.

Por tanto f es holomorfa.

Observación 2.3. Si derivamos y evaluamos en w en la expresión (1) deducimos que

aν1...νn =
1

ν1! · · · νn!

∂ν1+···+νnf

∂zν1
1 · · · ∂zνn

n

(w).

Algunos teoremas t́ıpicos de análisis complejo en una variable también son ciertos para
funciones de varias variables.

Teorema 2.4 (de identidad). Si f y g son funciones holomorfas en un abierto conexo
D ∈ Cn y f(z) = g(z) en un abierto U ⊂ D, entonces f(z) = g(z) en todo D.

Demostración. Sea E = int({z ∈ D : f(z) = g(z)}), subconjunto que es abierto y no
vaćıo, puesto que U ⊂ E. Si mostramos que E es cerrado en la topoloǵıa relativa de D
tendremos que D = E ∪ (Ec ∩D) y, por ser D conexo, obtendremos que E = D.

Queremos mostrar que Ē ∩ D = E. Sea w ∈ D ∩ Ē y sea r > 0 de forma que
4(w; r) ⊂ D. Como w ∈ Ē, 4(w; r/2) ∩ E 6= ∅ y por tanto existe un w′ ∈ E tal que
w′ ∈ 4(w; r/2). Como 4(w′; r/2) ⊂ 4(w; r) ⊂ D, la función f(z)− g(z) es holomorfa en
4(w′; r/2), es decir, tiene un desarrollo en serie de potencias centrado en w′ que converge
en dicho polidisco. Ahora bien, como E es abierto, existe un entorno U(w′) ⊂ E y por tanto
f(z)− g(z) se anula en el abierto 4(w′; r/2)∩U(w′). Como los coeficientes del desarrollo
son derivadas parciales de f(z)− g(z) en el punto w′, concluimos que dichos coeficientes
son todos nulos y que por tanto f(z) − g(z) es idénticamente nula en 4(w′; r/2). En
particular, como w ∈ 4(w′; r/2), w ∈ E.

Utilizaremos el siguiente lema para demostrar el teorema del módulo máximo.

Lema 2.5. Sea f una función holomorfa en el abierto D ⊂ Cn tal que |f | es constante.
Entonces f es constante.

11



Demostración. Dadas las hipótesis del teorema, f(z) = ρeiθ(z), con θ : D → R. f es
holomorfa, y por tanto

0 =
∂f

∂z̄
= ρ

∂eiθ(z)

∂z̄
= iρeiθ(z)∂θ(z)

∂z̄
⇒ ∂θ(z)

∂z̄
= 0.

θ es función holomorfa y real.

θ : D 3 (x1 + iy1, . . . , xn + iyn) −→ θ(x1 + iy1, . . . , xn + iyn) ∈ R
Como θ es holomorfa, para 1 ≤ i ≤ n,

{ ∂θ
∂xi

= 0
∂θ
∂yi

= 0.

Eso implica que θ es constante y por tanto f también lo es.

Teorema 2.6 (del módulo máximo). Si f es una función holomorfa en un abierto conexo
D ⊂ Cn y existe un punto w ∈ D tal que |f(z)| ≤ |f(w)| para todo z en un cierto entorno
de w0, entonces f es constante en D.

Demostración. Sea 4 = 4(w; r) ⊂ D, tal que ∀z ∈ 4 |f(z)| ≤ |f(w)| y sean γj(θj) =
ωj + rje

iθj , θj ∈ [0, 2π], 1 ≤ j ≤ n. Haciendo un cambio de variable en la fórmula de
Cauchy obtenemos

f(w) =

(
1

2πi

)n ∫

S(w,r)

f(ζ)dζ1 · · · dζn
(ζ1 − w1) · · · (ζn − wn)

=

=

(
1

2πi

)n ∫

[0,2π]n

f(γ1(θ1), . . . , γn(θn))

r1 · · · rnei(θ1+···+θn)
(r1 · · · rn)inei(θ1+···+θn)dθ =

=

(
1

2π

)n ∫

[0,2π]n
f(γ1(θ1), . . . , γn(θn))dθ.

Tomando módulos

(2π)n|f(w)| ≤
∫

[0,2π]n
|f(γ1(θ1), . . . , γn(θn))|dθ ≤

hip.(2π)n|f(w)|.

Tenemos por tanto que
∫

[0,2π]n
(|f(w)| − |f(γ1(θ1), . . . , γn(θn))|)dθ = 0.

Puesto que |f(w)| − |f(γ1(θ1), . . . , γn(θn))| ≥ 0, nos queda que

|f(w)| = |f(γ1(θ1), . . . , γn(θn))|,
para todo θ ∈ [0, 2π]n. Como podemos hacer el polirradio todo lo pequeño que queramos,
tenemos que |f | es constante en 4, y por el lema anterior, también f es constante en 4.
El teorema de identidad nos asegura que entonces f es constante en D.
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Definición 2.7. Sea f una función holomorfa y sea

f(z) =
∞∑

k=0

fk(w; z)

su desarrollo en términos homogéneos de orden k alrededor de w. Decimos que f tiene
orden total k en el punto w si k es el menor de los grados de los polinomios homogéneos
anteriores que no son idénticamente cero.

Teorema 2.8 (Lema de Schwartz). Sea f una función holomorfa en un entorno de 4̄(0; r),
r = (r, . . . , r), con orden total k en el 0 y tal que |f(z)| ≤ M para todo z ∈ 4̄(0; r).
Entonces se tiene que para todo z ∈ 4̄(0; r)

|f(z)| ≤M
∣∣∣z
r

∣∣∣
k

.

2.2. La topoloǵıa de la convergencia uniforme en compactos para
OD

Dado un compacto K ⊂ D definimos

‖ · ‖K : CD 3 f → ‖f‖K = maxz∈K |f(z)| ∈ R+.

Esta función es una pseudonorma ya que ∀f, g ∈ CD

1) ‖f + g‖K ≤ ‖f‖K + ‖g‖K ,

2) ‖λf‖K = |λ| · ‖f‖K .

Obsérvese que no es una norma porque no satisface la siguiente propiedad

‖f‖K = 0 ⇒ f = 0.

Los siguientes subconjuntos de CD

Uf (K, ε) = {g ∈ CD : ‖f − g‖K < ε}.
son una base. Efectivamente, dado g ∈ CD,

g ∈ Uf1(K1, ε1) ∩ Uf2(K2, ε2),

tenemos que, para ε = min{ε1 − ‖f1 − g‖K1 , ε2 − ‖f2 − g‖K2},
g ∈ Ug(K1 ∪K2, ε) ⊂ Uf1(K1, ε1) ∩ Uf2(K2, ε2).

Podemos definir la topoloǵıa que genera esta base de otra forma. Dado un dominio D,
sea {Kn} una colección de compactos, Kn ⊂ D, tales que Kn ⊂ Kn+1 y ∪∞n=1Kn = D.
Para cualesquiera f, g ∈ CD definimos:

d(f, g) =
∞∑

n=1

2−n ‖f − g‖Kn

1 + ‖f − g‖Kn

13



Esta función d es una métrica y la topoloǵıa que induce es equivalente a la definida
anteriormente. Respecto a esta métrica CD es completa.

La topoloǵıa que hereda OD de CD se denomina topoloǵıa de convergencia uniforme en
compactos.

Lema 2.9. OD es un cerrado en CD

Teorema 2.10 (generalizado de Vitali). Cualquier familia F acotada de funciones holo-
morfas en un dominio D ⊂ Cn tiene clausura compacta en OD.

Demostración. Sea F una familia acotada de funciones holomorfas. Entonces existe una
constante M > 0 de forma que

F ⊂ A = {f ∈ OD : |f(z)| < M, ∀z ∈ D}

Si mostramos que A es compacto entonces F̄ ⊂ A también lo será por ser un cerrado
dentro de un compacto.Para demostrar que A es compacto vamos a comprobar que toda
sucesión de elementos de A tiene una subsucesión convergente en A. Sea 4̄ν = 4̄(wν ; rν)
una familia de polidiscos compactos tales que 4̄ν ⊂ D y

⋃∞
ν=1 4̄ν = D. Sea 2δν la distancia

de 4̄ν a Cn − D. Por tanto 4̄(wν ; rν) ⊂ 4̄(wν ; rν + δν) ⊂ D. Dados f ∈ A y z ∈ 4̄ν ,
tenemos que

∣∣∣∣
∂f

∂zr

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
(

1

2πi

)n ∫

S(wν ;rν+δν)

f(ζ)dζ1 · · · dζn
(ζ1 − z1) · · · (ζr − zr)2 · · · (ζn − zn)

∣∣∣∣ ≤

≤
(

1

2π

)n ∫

S(wν ;rν+δν)

|f(ζ)|dζ1 · · · dζn
|ζ1 − z1| · · · |ζr − zr|2 · · · |ζn − zn| .

Puesto que |ζj − zj| ≥ δν ,

∣∣∣∣
∂f

∂zr

∣∣∣∣ ≤
(

1

2π

)n

M

∫

S(wν ;rν+δν)

dζ1 · · · dζn
δn+1
ν

=

(
1

2π

)n
M [2π(rν + δν)]

n

δn+1
ν

=

=
M

δν

(
1 +

rν

δν

)
= MC.

Iterando este cálculo obtenemos que

∣∣∣∣
∂f

∂zk1
1 . . . zk1

n

∣∣∣∣ ≤MCk1+···+kn .

Por tanto ∀z, z0 ∈ 4̄ν

|f(z)− f(z0)| ≤
∞∑

k1,...,kn=0

|ak1,...,kn ||z1 − z0
1 |k1 · · · |zn − z0

n|kn ≤

≤
∞∑

k1,...,kn=0

MCk1+···+kn

k1! + · · ·+ kn!
|z1 − z0

1 |k1 · · · |zn − z0
n|kn .
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Utilizando esta expresión probamos que la familia A es equicontinua en 4̄ν , es decir,
que para todo ε > 0 existe un polirradio δ > 0 tal que ∀z, z0 ∈ 4̄ν , ∀f ∈ A, si z − z0 ∈
4(0; δ), entonces |f(z), f(z0)| < ε. Por el teorema de Arzela-Ascoli, tenemos que la familia
A es normal en cada 4̄ν . Por tanto dada una sucesión de funciones {fk} de A siempre
podemos encontrar una subsucesión uniformemente convergente en 4̄ν . Es más, dada una
sucesión de funciones {fk} y dadas las subsucesiones uniformemente convergentes {fkjν

}
para cada 4̄ν , escogemos a su vez subsucesiones de las sucesiones de forma que los ı́ndices
queden de la siguiente forma:

k11 < k21 < · · · < kj1 < · · ·
k12 < k22 < · · · < kj2 < · · ·
...
k1ν < k2ν < · · · < kjν < · · ·
...

con kjν < kj(ν+1), ∀j, ν. Tomamos la subsucesión {fkjj
} que es uniformemente convergente

en todo 4̄ν y, por tanto, convergente en OD.

Observación 2.11. En la demostración de este teorema tiene especial importancia el
concepto de familia equicontinua:

Una familia de funciones F se dice equicontinua en un subconjunto E si para
todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que d(f(z), f(z0)) < ε siempre y cuando
|z − z0| < δ y z, z0 ∈ E, simultáneamente para toda f ∈ F .

El resultado es una consecuencia del teorema de Arzela-Ascoli:

Una familia F de funciones continuas con valores en un espacio métrico S es
normal en una región ω del plano complejo si y solo si

i) F es equicontinua en todo compacto.

ii) para cualquier z ∈ ω los valores f(z), f ∈ F , están incluidos en un com-
pacto de S.

2.3. Teorema de la función impĺıcita y Teorema de la función
inversa

Teorema 2.12 (de la función impĺıcita.). Sea f(z1, . . . , zn) holomorfa en un polidisco
4(w; r) ⊂ Cn y tal que f(w) = 0 y ∂f

∂zn
(w) 6= 0. Entonces existe un polidisco 4(w; δ) ⊂

4(w; r) y una única función holomorfa ϕ(z′) en 4(w′; δ′) tal que

i) ϕ(w′) = wn,

ii) |ϕ(z′)− wn| < δn en 4(w′; δ′),
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iii) f(z) = 0 en el punto z ∈ 4(w; δ) si y solo si zn = ϕ(z′).

Demostración. Se 4(w; δ) ⊂ 4(w; r) el polidisco cuya existencia nos asegura el corola-
rio 3.4. Tenemos entonces que ∀z′ ∈ 4(w′; δ′) existe un único zn ∈ 4(wn; δn) tal que
f(z′, zn) = 0. Sea ϕ(z′) la función en 4(w′; δ′) que asigna a cada z′ dicho zn ∈ 4(wn; δn).
Por definición ϕ(w′) = wn.

Por tanto tan sólo nos falta comprobar que ϕ es holomorfa. Sabemos que si f y g son
funciones holomorfas en una variable compleja en 4(0; r) y a ∈ 4(0; r) es el único cero
de f entonces

g(a) =

∫

|z|=r

g(z)
f ′(z)
f(z)

dz.

Aplicando este resultado a nuestra función f en la última variable (siendo g = id) tenemos
que

ϕ(z′) =
1

2πi

∫

|ζn−wn|=δn

ζn
f(z′, ζn)

∂f

∂ζn
(z′, ζn)dζn.

Como f(z′, ζn) 6= 0 para todo z′ ∈ 4(w′; δ′) y para todo ζn tal que |ζn − wn| = δn,
concluimos que ϕ es holomorfa en 4(w′; δ′).

Teorema 2.13 (de la aplicación impĺıcita.). Si fk+1, . . . , fn son holomorfas en un polidisco
4(w; r) ⊂ Cn y tales que

i) fj(w) = 0, j = k + 1, . . . , n

ii)
∂fj

∂zi
= δj

i , i, j = k + 1, . . . , n

entonces en un polidisco 4(w; δ) ⊂ 4(w; r) existen unas únicas funciones holomorfas
ϕj(z1, . . . , zk), j = k + 1, . . . , n tales que fj(z1, . . . , zn) = 0 para j = k + 1, . . . , n si y solo
si zj = ϕj(z1, . . . , zk) para j = k + 1, . . . , n.

Teorema 2.14. Sea n ≥ m y sea F : U(0) → Cm, U(0) ⊂ Cn, una aplicación holomorfa
no singular tal que F (0) = 0. Entonces existe un cambio de variables lineal wi =

∑
j aijzj

en Cn y unas funciones holomorfas ϕj(w1, . . . , wn−m), j = n−m+1, . . . , n, en el polidisco
4(0; δ) tales que F (w1, . . . , wn) = 0 si y sólo si wj = ϕj(w1, . . . , wn−m) en 4(0; δ) para
j = n−m+ 1, . . . , n.

Demostraremos el teorema de la función inversa como consecuencia del de la función
impĺıcita.

Teorema 2.15 (de la función inversa). Sea F : U(0) → Cn, U(0) abierto de Cn, una
aplicación holomorfa no singular tal que F (0) = 0. Entonces existe un polidisco 4(0; δ)
en el que F es invertible.

Demostración. Sea J la matriz jacobiana de F . Como F no es singular, haciendo un
cambio de variable, podemos suponer que JF (0) = In×n. Sea la función holomorfa en un
entorno de 0 en C2n dada por

H(w, z) = w − F (z)
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La matriz jacobiana de H en 0 es de la forma

JH(0) =
( −I | I

)

Por el teorema anterior, visto que H(0) = 0, existen unas coordenadas

(w̃1, . . . , w̃n, z̃1, . . . , z̃n) = (w1 . . . , wn, z1 + w1, . . . , zn + wn)

en un polidisco4(0; δ)×4(0; ε) ⊂ C2n y unas únicas funciones ϕj(w̃1, . . . , w̃n), 1 ≤ j ≤ n,
holomorfas en 4(0; δ) ⊂ Cn tales que ∀(w, z) ∈ 4(0; δ)×4(0; ε)

H(w̃, z̃) = 0 ⇔ z̃j = ϕj(w̃1, . . . , w̃n).

Definamos
G : 4(0; δ) 3 w −→ (ϕ1(w), . . . , ϕn(w)) ∈ 4(0; ε).

Vistas las siguientes equivalencias

H(w̃, z̃ − w̃) = 0 ⇔ w̃ = F (z̃ − w̃) ⇔ w = F (z)

z̃j − w̃j = ϕj(w̃1, . . . , w̃n) ⇔ zj = ϕj(w) ⇔ z = G(w)

nos convencemos de que G es una función holomorfa biyectiva tal que F (G(w)) = w y,
por tanto, que es la función inversa de F (z).

2.4. Singularidades evitables

Definición 2.16. Sea D un dominio de Cn. Un subconjunto X ⊂ D es fino si para todo
punto z ∈ D existe un polidisco 4(z; r) ⊂ D y una función f holomorfa en 4(z; r) no
idénticamente nula que se anula en X ∩4(z; r).

Definición 2.17. Sea D un dominio de Cn y sea X ⊂ D. Una función definida en D−X
es localmente acotada en D si para todo punto z ∈ D existe un polidisco 4(z; r) ⊂ D tal
que la función f es acotada en 4(z; r) ∩ (D −X).

Teorema 2.18 (de extensión de Riemann). Sea X un subconjunto fino del dominio D de
Cn y sea f una función holomorfa en D − X localmente acotada en D. Entonces existe
una única función f̃ holomorfa en D tal que f̃(z) = f(z) para todo z ∈ D −X.

Demostración. Empecemos demostrando la unicidad. Sean f̃1 y f̃2 dos extensiones de f .
Puesto que X no es densa en ningún punto tenemos que D −X ∩ D = D, y por tanto,
por continuidad, f̃1 = f̃2 en D. Para terminar la demostración basta probar este otro
enunciado1:

1Sea w ∈ D. Sabemos que existe un polidisco 4 = 4(w; r) ⊂ D y una función g holomorfa en 4 tal
que X ∩ 4 ⊂ V (g) = {z ∈ 4 : g(z) = 0}.Puesto que f es holomorfa en 4 − (4 ∩ X) también lo es
en 4 − V (g). El segundo enunciado nos asegura que existe una única extensión f̃ en 4 tal que f̃ = f
en 4− V (g). Debemos comprobar que f y f̃ coinciden en 4− (4 ∩X). Dado que ambas coinciden en
4 − V (g), basta comprobar que para todo w0 ∈ V (g) − (X ∩ 4), f̃(w0) = f(w0). Como 4 − V (g) es
denso, existe una sucesión {wn} ⊂ 4− V (g) que converge a w0. Por tanto, por continuidad,

f̃(w0) = ĺım
n→∞

f̃(wn) = ĺım
n→∞

f(wn) = f(w0).

La unicidad de las extensiones localmente nos permite definir correctamente la extensión f̃ en todo D.
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Sea g una función holomorfa en 4(w; r) no idénticamente nula y sea X =
{z ∈ 4(w; r) : g(z) = 0}. Dada una función f holomorfa en 4(w; r) − X
localmente acotada en 4(w; r), existe un abierto U(w) ⊂ 4(w; r) y una única
función f̃ holomorfa en dicho abierto tal que f̃(z) = f(z) para todo z ∈ U(w)−
X.

Si w /∈ X, podemos tomar un abierto U(w) ⊂ 4(w; r)−X y f̃ = f en dicho entorno. Si
w ∈ X, haciendo un cambio de coordenadas podemos suponer que g es regular de orden
k en zn en el punto w. Por el corolario 3.4, existe 4(w; δ) ⊂ 4(w; r) tal que para todo
z′ ∈ 4(w′; δ′) la función g(z′, zn) = 0 tiene k ceros en |zn − wn| < δn y es distinta de cero
en |zn| = δn. Consideremos la función en 4(w; δ) dada por

f̃(z) =
1

2πi

∫

|ζn−wn|=δn

f(z′, ζn)

ζn − zn

dζn.

El denominador del integrando no se anula en el dominio de integración puesto que |wn−
zn| < δn y |ζn−wn| = δn. El numerador está bien definido en el dominio de integración ya
que, por lo dicho anteriormente, para z′ ∈ 4(w′; δ′) y |ζn| = δn tenemos que g(z′, δn) 6= 0
y por tanto (z′, δn) /∈ X. Por ello f̃ es holomorfa en las variables z1, . . . , zn−1. También se
comprueba que es holomorfa en la variable zn. Como f̃ es continua, por el lema de Osgood
es holomorfa. Fijado z′ ∈ 4(w′; δ′), para |zn − wn| < δn la función f(zn) = f(z′, zn) no
es holomorfa en como mucho k puntos, aquellos en los que g(z′, zn) se anula. Como f es
localmente acotada, la función f(zn) es acotada en 4(wn; δn). El teorema de extensión
de Riemann en una variable nos asegura que existe una única función f̃(zn) holomorfa
en 4(wn; δn) tal que f̃(zn) = f(z′, zn) para todo zn ∈ 4(wn; δn) con g(z′, zn) 6= 0. Por la
fórmula integral de Cauchy, para todo zn ∈ 4(wn; δn) tal que g(z′, zn) 6= 0

f̃(zn) =

∫

|ζn−wn|=δn

f̃(ζn)

ζn − zn

dζn =

∫

|ζn−wn|=δn

f(z′, ζn)

ζn − zn

dζn = f̃(z′, zn).

Por tanto, para todo zn ∈ 4(wn; δn) tal que g(z′, zn) 6= 0, f̃(z′, zn) = f̃(zn) = f(z′, zn).
Haciendo variar z′ ∈ 4(w′; δ′) concluimos que f̃(z) = f̃(z) para todo z ∈ 4(w, δ)−X.

Corolario 2.19. Sea X un subconjunto fino de un dominio D ⊂ Cn. Entonces D−X es
conexo.
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3. Anillos locales de funciones holomorfas

3.1. Regularidad de orden k de una función holomorfa

Notación. Dado un polidisco 4(w; r) ⊂ Cn y un punto z ∈ 4(w; r), denotaremos z′ =
(z1, . . . , zn−1).

Definición 3.1. Una función holomorfa f es regular de order k en zn en el punto w si
f(w1, . . . , wn−1, zn) considerada como función holomorfa dependiente de la variable zn

tiene un cero de orden k en el punto zn = wn.

El siguiente lema nos proporciona una relación entre el concepto de regularidad total
y el de regularidad en un cierta variable.

Lema 3.2. Sea f una función holomorfa de orden total k < ∞ en el punto w. Entonces
existe un cambio de coordenadas lineal en Cn tal que f se convierte en una función
holomorfa regular de orden k en zn en el punto w.

Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que w = 0. Sea f =
∑∞

j=k fj,
donde fj son polinomios de homogeneos de grado j y fk 6≡ 0. Sea a = (a1, . . . , an) 6= 0 tal
que fk(a) 6= 0. Puesto que a 6= 0, existen bij ∈ C tales que el cambio de coordenadas

zi = aiζn +
n−1∑
j=1

bijζj

es no singular. Observamos que la función g(ζ) = f(z(ζ)) aún tiene orden total k y que
g(0, . . . , 0, 1) = fk(a) 6= 0. Por tanto g es regular de orden k en ζn en el origen.

Lema 3.3. Sea f una función holomorfa regular de orden k en zn en un polidisco 4(w; r).
Entonces existe un polidisco 4(w; δ) ⊂ 4(w; r) tal que para todo

a′ ∈ 4(w′; δ′)

la función f(a′, zn), como función de una variable respecto a zn, tiene exactamente k ceros
(contando multiplicidades) en el disco |zn − wn| < δn.

Demostración. Para simplificar la notación podemos suponer que w = 0. Por hipótesis,
f(0, . . . , 0, zn) = 0 tiene un cero de orden k en zn. De análisis complejo en una variable
sabemos que los ceros de funciones holomorfas son aislados, es decir, que existe un δn > 0
tal que f(0, . . . , 0, zn) 6= 0 si 0 < |zn| ≤ δn. Sea

ε = ı́nf
|zn|=δn

|f(0, . . . , 0, zn)| > 0

Como f(z) es una función continua, sabemos que existen δ̃1(zn), . . . , δ̃n(zn) tales que ∀ζ ∈
4(0; r), si (ζ ′, ζn − zn) ∈ 4̄(0; δ̃), entonces

|f(ζ)− f(0′, zn)| < ε

2
.
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Consideremos δ̃n(zn) para todo |zn| = δn. Por compacidad,

{zn : |zn| = δn} ⊂
s⋃

i=1

4(zi
n; δ̃n(zi

n))

Si tomamos 



δ1 = mı́n{δ̃1(z1
n), . . . , δ̃1(z

s
n)}

...

δn−1 = mı́n{δ̃n−1(z
1
n), . . . , δ̃n−1(z

s
n)}

tendremos que ∀(a1, . . . , an−1) ∈ 4(0; δ1, . . . , δn−1), ∀zn tal que |zn| = δn,

|f(a1, . . . , an−1, zn)− f(0, . . . , 0, zn)| < ε

Finalmente, como para todo zn tal que |zn| = δn tenemos

|f(a1, . . . , an−1, zn)− f(0, . . . , 0, zn)| < |f(0, . . . , 0, zn)|,

el teorema de Rouche de variable compleja nos asegura que ∀(a1, . . . , an−1) ∈ 4(0; δ1, . . . , δn−1),
f(a1, . . . , an−1, zn) y f(0, . . . , 0, zn) tienen el mismo número de ceros en |zn| < δn.

Corolario 3.4. Sea f una función holomorfa regular de orden k en zn en un polidisco
4(w; r). Entonces existe un polidisco 4(w; δ) ⊂ 4(w; r) tal que para todo z′ ∈ 4(w′; δ′)
y para todo zn con |zn − wn| = δn,

f(z1, . . . , zn−1, zn) 6= 0.

3.2. Gérmenes de funciones. Regularidad de un germen.

Definición 3.5. Fijada una dimensión n, dos funciones holomorfas f
U
, g

V
son equivalentes

en el punto w si existe un entorno W de w tal que W ⊂ U ∩ V ⊂ Cn y f
U
|W = g

V
|W (es

una relación de equivalencia). A las clases de equivalencia de esta relación se las va a
llamar gérmenes de funciones holomorfas en el punto w. El conjunto de todas las clases
(gérmenes) junto con las operaciones suma y producto usuales de las funciones es un anillo
conmutativo al que denominaremos anillo de gérmenes de funciones holomorfas en el punto
w y al que denotaremos por nOw, o bien Ow, si la dimensión se deduce del contexto.

Teorema 3.6. El anillo Ow es isomorfo al anillo de series convergentes centradas en el
punto w.

Haciendo un cambio de coordenadas podemos suponer que w = 0 y por tanto
denotaremos al anillo de gérmenes nO0 por On. Se tiene que las funciones holomorfas que
representan al mismo germen tienen el mismo valor en el punto w. Las unidades de este
anillo son los gérmenes que no se anulan en el punto w. En consecuencia, On − U(On)
es un ideal maximal. Luego On es un anillo local. Observamos también que este anillo es
dominio de integridad.
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Definición 3.7. Un germen f ∈ On es regular de orden k en zn si tiene algún representante
que sea regular de orden k en zn en el origen.

Definición 3.8. Un polinomio de Weierstrass de grado k < 0 en zn es un elemento
h ∈ On−1[zn] de la forma

h = zn
k + a1zn

k−1 + · · ·+ ak−1zn + ak,

donde los coeficientes aj ∈ On−1 no son unidades.

3.3. Teoremas de Weierstrass y consecuencias

Teorema 3.9 (de preparación de Weierstrass). Si f ∈ On es regular de orden k en zn,
existe un único polinomio de Weierstrass h ∈ On−1[zn] de grado k tal que f = uh para
alguna unidad u ∈ On.

Demostración. Sea f una función holomorfa en 4(0; r) regular de orden k en zn cuyo
germen es f ∈ On. Por el Lema 2.1.1, sabemos que existe un polidisco 4(0; δ) ⊂ 4̄(0; δ) ⊂
4(0; r) tal que ∀(z1, . . . , zn−1) ∈ 4(0; δ1, . . . , δn−1) la función f(z1, . . . , zn) tiene exacta-
mente k ceros en |zn| < δn. Esos ceros podemos denotarlos con ϕ1(z

′), . . . , ϕk(z
′), donde

z′ = (z1, . . . , zn), aunque las funciones ϕj no tienen por qué ser ni siquiera continuas. Por
hipótesis |ϕj(z

′)| < δn y ϕj(0) = 0.
Consideremos la función

h(z1, . . . , zn) =
k∏

j=1

[zn − ϕj(z
′)] = zk

n + ak−1(z
′)zk−1

n + . . .+ a0(z
′),

donde aj(z
′) son las funciones elementales simétricas evaluadas en ϕj(z

′). Vamos a demos-
trar que las funciones aj(z

′) son continuas. Para 1 ≤ r ≤ k,

φr(z
′) =

k∑
j=1

ϕj(z
′)r =

1

2πi

∫

|ζ|=δn

∂f(z′, ζ)
∂ζ

ζr

f(z′, ζ)
dζ.

Una igualdad similar a ésta se probó en la demostración del teorema de la función impĺıcita.
Como f(z′, ζ) 6= 0 si z′ ∈ 4(0; δ′) y |ζ| = δn tenemos que la integral es holomorfa y
por tanto lo es el sumatorio. Puesto que aj(z

′) = Pj[φ1(z
′), . . . , φk(z

′)], para un cierto
polinomio Pj, las aj también son holomorfas. Como ϕj(0) = 0, tenemos que a(0) = 0.
Por tanto el germen h es una polinomio de Weierstrass. Además, es el único que tiene los
mismos ceros que f en 4(0; δ) porque si hubiera otro h̃

h̃(z) =
k∏

j=1

[zn − ϕj(z
′)] = h(z).

Sólo falta comprobar que u = f/h es holomorfa y no se anula en 4(0; δ). Veamos
que u toma valores en todo 4(0; δ), incluso cuando h(z) = 0. Si fijamos un z′ ∈ 4̄(0; δ′)
tenemos que para cualquier |zn| < δn

ĺım
z→zn

(z − zn)u(z) = 0,
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ya que f y h tienen los mismo ceros. Por tanto u(zn) = u(z′, zn) es holomorfa en |zn| ≤
δn. Además u(zn) 6= 0, porque de lo contrario f tendŕıa ceros donde no los tiene h.
Consideremos ahora el conjunto fino X = {z ∈ 4(0; δ) : h(z) = 0}. Como u es holomorfa
en4(0; δ)−X, si mostramos que es localmente acotada en 4(0; δ) el teorema de extensión
de Weierstrass nos asegurará la existencia de una única función ũ holomorfa en todo4(0; δ)
que coincide con nuestra u en 4(0; δ)−X. Por continuidad, esa función deberá coincidir
con los valores que toma u en X, lo cual quiere decir que u = ũ y por tanto habremos
terminado.

Si vemos que u es acotada en4(0; δ) tendremos que en particular es localmente acotada
en 4(0; δ)−X. Sean

M = máx
4̄(0;δ)

|f(z)|,
m = mı́n

z′∈4̄(0;δ′)
|zn|=δn

|h(z′, zn)| > 0.

Fijado z′ ∈ 4̄(0; δ′), la función f(zn) = f(z′, zn) es holomorfa y su módulo máximo lo
alcanza en la frontera. Por tanto, |u(z)| ≤ M

m
, ∀z ∈ 4̄(0; δ).

Teorema 3.10 (de división de Weierstrass). Sea h ∈ On−1[zn] un polinomio de Weierstrass
de grado k. Para todo f ∈ On podemos escribir de forma única f = g · h + r, siendo
r ∈ On−1[zn] y g ∈ On. Es más, si f ∈ On−1[zn], entonces necesariamente g ∈ On−1[zn].

Demostración. Es consecuencia del teorema de división de Weierstrass extendido, cuya
demostración se encuentra en la sección 3.5.

Como consecuencia de estos teoremas tenemos que nuestros anillos locales On tienen
buenas propiedades algebraicas:

Lema 3.11. Un polinomio de Weierstrass h ∈ On−1[zn] es reducible en On si y solo si
lo es en On−1[zn]. Además, si es reducible, todos sus factores deben ser polinomios de
Weierstrass salvo unidades de On−1[zn].

Teorema 3.12. Los anillos locales On son dominios de factorización única.

Teorema 3.13. Los anillos locales On son anillos noetherianos.

3.4. On-módulos

Definición 3.14. Sean R y S dos On-módulos y sea µ : R → S un homomorfismo de
módulos. Una syzigia para µ es un homomorfismo de módulos λ : Op

n → R tal que

Op
n

λ→R µ→ S
es una sucesión exacta. Una cadena de syzigias para un On-módulo R es una sucesión
exacta de On-módulos de la forma

· · · −→ Op2
n

λ2−→ Op1
n

λ1−→ Op0
n

λ0−→ R −→ 0
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Decimos que una cadena de syzigias (1) se para en el k-ésimo paso si el núcleo de λk−1 es
un módulo libre; en este caso, podemos reemplazar (1) por la cadena finita de syzigias de
la forma

0 −→ Oq
n

µ−→ Op
k−1

n
λk−1−→ . . .

λ1−→ Op0
n

λ0−→ R −→ 0

donde Oq
n es isomorfo al núcleo de λk−1 a través del homomorfismo µ.

Teorema 3.15 (de Hilbert de las Syzigias). Cualquier cadena de syzigias de un
On-módulos R se para en el n-ésimo paso.

Demostración. Considerar la cadena de syzigias para el On-módulo R dada por

· · · λ2−→ Op1
n

λ1−→ Op0
n

λ0−→ R −→ 0 (2)

Para k = 0, 1, . . ., sea Kk ⊂ Opk
n el núcleo de la aplicación λk. Sea Mj ⊂ On el ideal

generado por los gérmenes de la variables z1, . . . , zj, 1 ≤ j ≤ n. Obsérvese que Mn es
el ideal maximal de On ya que dado f ∈ On que no sea una unidad podemos aplicar el
teorema de preparación de Weierstrass sucesivamente en cada variable hasta conseguir un
expresión que pertenezca a Mn. Veamos que

Kk ∩MjOp
k

n = MjKk,

para k ≥ j. La inclusión ⊃ es trivial. Procedemos por inducción sobre j para probar la
otra inclusión:

- Caso j = 1, k ≥ 1. Sea F ∈ Kk ∩M1Op
k

n . Entonces λk(F) = 0 y F = z1G para
algún G ∈ Op

k
n . Aśı pues, λk(F) = z1λk(G) = 0. Eso implica que λk(G) = 0 y por

tanto F = z1G ∈M1Kk.

- Supongamoslo cierto para j y k ≥ j. Probemos que es cierto para j + 1 y k ≥ j + 1.
Sea F ∈ Kk ∩Mj+1Op

k
n . Tenemos entonces que λk(F) = 0 y

F = z1G1 + . . .+ zj+1Gj+1, (3)

para ciertos G1, . . . ,Gj+1 ∈ Op
k

n . Por tanto

zj+1λk(Gj+1) = −z1λk(G1)− . . .− zjλk(Gj)

Esta expresión nos asegura que cada monomio de zj+1λk(Gj+1) es divisible por algún
zi, 1 ≤ i ≤ j. De acuerdo con eso, cada monomio de λk(Gj+1) es divisible por algún
zi, 1 ≤ i ≤ j. Tenemos que

λk(Gj+1) = z1G
′
1 + · · ·+ zjG

′
j,

donde G′
1, . . . ,G

′
j ∈ Opk−1

n . Por la exactitud de la sucesión 2, λk−1λk(Gj+1) = 0. Por

tanto λk(Gj+1) ∈ Kk−1∩MjOp
k−1

n . Puesto que k−1 ≥ j, por hipótesis de inducción

Kk−1 ∩MjOp
k−1

n = MjKk−1. Como Kk−1 = Ker(λk−1) = Im(λk)

λk(Gj+1) = z1λk(H1) + · · ·+ zjλk(Hj),
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para H1, . . . ,Hj ∈ Opk
n . Definimos

Hj+1 = Gk+1 − z1H1 − · · · − zjHj ∈ Opk
n .

Hj+1 ∈ Kk ya que λk(Hj+1) = 0. Combinando esto último con la ecuación (3)
obtenemos que

F− zj+1Hj+1 = z1(G1 + zj+1H1) + · · ·+ zj(Gj + zj+1Hj).

Por tanto F− zj+1Hj+1 ∈ Kk ∩MjOp
k

n . Por hipótesis de inducción, Kk ∩MjOp
k

n =
MjKk. Tenemos entonces que F − zj+1Hj+1 ∈ MjKk, lo cual implica que F ∈
Mj+1Kk.

Para probar el teorema debemos mostrar que Kn−1 es un On-módulo libre. Por ser On

noetheriano yOpn−1
n finitamente generado, podemos encontrar unos generadores F1, . . . ,Fq

de Kn−1 tales que ninguno de ellos sea combinación lineal de los otros con coeficientes en
On. Definimos

µ : Oq
n 3 (f1, . . . , fq) −→

q∑
j=1

fjFj ∈ Kn−1.

Podemos formar la siguiente cadena de syzigias juntando µ con la cadena (2)

Oq
n

µ−→ Opn−1
n

λn−1−→ · · · λ2−→ Op1
n

λ1−→ Op0
n

λ0−→ R −→ 0. (4)

Sea K el núcleo de la aplicación µ. Veamos que K ⊂MnOq
n. Sea (f1, . . . , fq) ∈ K. Entonces

0 = µ(f1, . . . , fq) =

q∑
j=1

fjFj.

Si algún fi0 fuera unidad, podŕıamos expresar Fi0 como combinación lineal de los otros
generadores con coeficientes en On. Como eso no puede ocurrir, deducimos que f1, . . . , fq
pertenecen al ideal maximal de On, es decir, a Mn. Por tanto f ∈MnOq

n. Por el resultado
que probamos al empezar la demostración del teorema aplicado a la cadena (4), K ∩
MnOq

n = MnK. Por tanto K = MnK, lo cual sólo puede ser cierto si K = 0. En caso
contrario, llegaŕıamos a una contradicción considerando un elemento de On que fuera la
coordenada de algún elemento de K y que tuviera orden total mı́nimo. Concluimos que
Kn−1 es libre y la cadena (2) se para en el n-ésimo paso.

Definición 3.16. Decimos que el homomorfismo de On-módulos

Op
n

λ→ Oq
n

tiene una matriz polinomial si los elementos de la matriz que la representa pertenecen a
On−1[zn]. En este caso, podemos deducir el siguiente homomorfismo de On−1-módulos

On−1[zn]p
λ→ On−1[zn]q
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Definición 3.17. Denotamos el conjunto de polinomios en On−1[zn] de grado menor o
igual que d por dOn−1[zn].

Lema 3.18 (de Oka). Sean λ y µ dos homomorfismos con matrices polinomiales en
On−1[zn] de grados l y m respectivamente, definiendo las siguientes sucesiones:

Op
n

λ→ Oq
n

µ→ On, (5)

d−lOn−1[zn]p
λ→ dOn−1[zn]q

µ→ d+mOn−1[zn]. (6)

Supongamos que d ≥ m, y que la matriz µ contiene al menos una entrada regular en zn.
Si (6) es una sucesión exacta de On−1-módulos entonces (5) es una sucesión exacta de
On-módulos.

Demostración. Que la sucesión (6) sea exacta implica que, restringida a d−lOn−1[zn]p, la
composición µ ◦ λ es nula y por tanto el producto de las matrices que las representan
es idénticamente nulo. Dicho producto de matrices también representa la composición
µ ◦ λ en Op

n. Tenemos entonces que µ ◦ λ = 0 y por tanto la imagen de λ está contenida
en el núcleo de µ. Veamos que el núcleo de µ está contenido en la imagen de λ. Sea
F = (f1, . . . , fq) ∈ Oq

n. Sea (
a1 · · · aq

)
1×q

la matriz de la aplicación µ, donde ai ∈ mOn−1[zn]. Podemos suponer que a1 es la entrada
regular en zn de la matriz de µ. Si dicha entrada fuera ai0 , tan sólo habŕıa que sustituir
el papel que representa a1 por ai0 en lo que sigue. Tenemos entonces que para todo
F = (f1, . . . , fq) ∈ Oq

n, µ(F) = a1f1 + . . .+ aqfq. Podemos escribir

a1F = (a1f1, . . . , a1fq) =

=

q∑
j=2

fj(−aj, 0, . . . , 0, a1, . . . , 0) + (a1f1 + . . .+ aqfq, 0, . . . , 0).

Obsérvese que µ(−aj, 0, . . . , 0, a1, . . . , 0) = −a1aj+aja1 = 0. Como (−aj, 0, . . . , 0, a1, . . . , 0)
∈dOn−1[zn], ya que m ≤ d, y la sucesión (6) es exacta, existe Hj ∈ d−lOn−1[zn]p tal que
λ(Hj) = (−aj, 0, . . . , 0, a1, . . . , 0). Definiendo H =

∑n
j=2 fjHj obtenemos que

a1F = λ(H) + S,

para S = (a1f1 + . . .+ aqfq, 0, . . . , 0) ∈ Oq
n.

Como a1 es regular en zn, el teorema de preparación de Weierstrass asegura que existe
un polinomio de Weierstrass a′1 ∈ On−1[zn] y una unidad a′′1 ∈ On tales que a1 = a′′1a

′
1.

Además, puesto que a1 ∈mOn−1[zn], tenemos que a′1 ∈ On−1[zn]. Sean m1, m
′
1 y m′′

1 los
grados de a1, a′1 y a′1 respectivamente. Entonces m′

1 + m′′
1 = m1 ≤ m. Sea F ∈ Oq

n.
El teorema de división de Weierstrass aplicado en cada componente de F respecto al
polinomio de Weierstrass a′1 nos asegura la existencia de F′′ ∈ Oq

n y R′ ∈m′
1−1On−1[zn]q

tales que F = a′1F
′′ + R′. Si definimos F′ = (a′′1)

−1F′′, tenemos que F = a1F
′ + R′. Por
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lo discutido anteriormente, existen H ∈ Op
n y S = (s, 0, . . . , 0) ∈ Op

n tales que a1F
′ =

λ(H) + S. Por tanto
F = λ(H) + R,

donde R = R′ + S = (r1, . . . , rq) ∈ Oq
n es tal que r1 ∈ On y rj ∈m′

1−1On−1[zn], 2 ≤ j ≤ q.
Si µ(F) = 0, entonces

0 = µ(F) = µ(λ(H)) + µ(R) = µ(R) = a1r1 + . . .+ aqrq.

Por tanto
a1r1 = −a1r2 − . . .− aqrq ∈m+m′

1−1 On−1[zn].

Por el teorema de división de Weierstrass, existen unos únicos g ∈ On y r ∈m′
1On tales

que a1r1 = ga′1 + r. Además, como a1r1 ∈m+m′
1−1 On−1[zn], el teorema asegura que dicho

g pertenece a m−1On−1[zn]. Como a1r1 = a′1a′′1r1, tenemos que g = a′′1r1 y r = 0. En
particular, a′′1r1 ∈m−1On−1[zn]. Para 2 ≤ j ≤ n, a′′1rj ∈m−1 On−1[zn]. Como a′′1R ∈m−1

On−1[zn]q ⊂ dOn−1[zn]q y µ(R) = 0, la exactitud de la sucesión (6) nos asegura que existe
G′ ∈d−l On−1[zn]q tal que λ(G′) = a′′1R. Definiendo G = H + (a′′1)

−1G′ ∈ Op
n, nos queda

que
λ(G) = λ(H) + (a′′1)

−1λ(G′) = λ(H) + (a′′1)
−1a′′1R = F.

3.5. Teorema de división de Weierstrass extendido

Definición 3.19. Sea K un cerrado de Cn. Consideremos la familia de funciones holo-
morfas en abiertos U ⊂ Cn tales que K ⊂ U . En dicha familia vamos a definir la siguiente
relación de equivalencia: decimos que f ∈ OU y g ∈ OV son equivalentes si y solo si existe
un abierto W tal que K ⊂ W ⊂ U ∩ V y f |W = g|W . A cada clase de equivalencia la
llamamos germen de funciones holomorfas en K. La operación producto y suma usuales
de las funciones holomorfas está bien definida para estos gérmenes, y por tanto el conjunto
cociente adquiere estructura de anillo conmutativo, al cual llamaremos anillo de gérmenes
de funciones holomorfas en K y denotaremos por OK .

El siguiente lema técnico nos ayudará a probar el teorema de Weierstrass exten-
dido:

Lema 3.20. Sea f una función holomorfa sobre el polidisco compacto 4̄(0; r) ⊂ Cn.
Entonces el módulo máximo se alcanza en S(0; r).

Demostración. Supongamos que el módulo máximo se alcanza en un a ∈ 4̄(0; r) tal que
|ai| < 0 para algún i. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que i=1. Tenemos
entonces que la función f̃(z) = f(z, a2, . . . , an), que es holomorfa en |z| ≤ r1, alcanza su
módulo máximo en un punto interior, y por tanto, es constante. Eso quiere decir que, en
particular, existe |ã1| = r1 tal que |f(ã1, . . . , an)| es máximo.
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Teorema 3.21 (de división de Weierstrass extendido). Sea h(z) una función holomorfa
en 4̄(0; r) teniendo forma de polinomio de Weierstrass de orden k en zn en dicho polidisco
compacto. Supongamos que para todo (a1, . . . , an−1) ∈ 4̄(0; r1, . . . , rn−1) las k soluciones
de h(a1, . . . , an−1, zn) = 0 satisfacen que |zn| < rn. Entonces existe una constante K > 0
tal que toda función f ∈ O4̄(0;r) puede ser escrita de forma única como f = gh + p en

4̄(0; r), donde
g ∈ O4̄(0;r) y ‖g‖4̄(0;r) < K‖f‖4̄(0;r)

y

p =
k−1∑
i=0

pj(z1, . . . , zn−1)z
j
n,

con
pj ∈ O4̄(0;r) y ‖pj‖4̄(0;r) < K‖f‖4̄(0;r).

Demostración. Como h(z) es una función holomorfa en 4̄(0; r) teniendo forma de polino-
mio de Weierstrass de orden k en zn en dicho polidisco compacto, existen unos ε1, . . . , εn >
0 tales que para todo z ∈ 4(0; r + 2ε)

h(z) = zk
n + ak−1(z

′)zk−1
n + · · ·+ a0(z

′), (7)

donde ai ∈ On−1, ai(0) = 0, 0 ≤ i ≤ k − 1. Podemos escoger los ε1, . . . , εn > 0 de forma
que h sea de la forma (7) en 4(0; r + 2ε) y que para todo

a′ ∈ 4(0; r′ + 2ε′)

las k ráıces de h(a′) = 0 satisfacen que |zn| < rn. Podemos argumentar esto último de dos
maneras:

1) Para todo a′ ∈ 4(0; r′) las k ráıces de h(a′, zn) son tales que |zn| < rn. Como el
número de ráıces es como mucho k y son continuas respecto de a′, existe un ε como
el que deseábamos

2) Para todo a′ ∈ 4̄(0; r′) tenemos que h(a′, zn) 6= 0 si |zn| = rn. Por tanto existen
δ1(a

′), . . . , δn−1(a
′) > 0 de forma que para todo ζ ′ ∈ 4(a′; δ′) y para todo zn tal que

|zn| = rn tenemos que h(ζ ′, zn) 6= 0. Por ser 4̄(0; r′) compacto podemos asegurar
que

4̄(0; r′) ⊂
l⋃

i=1

4(bi; δ1(b
i), . . . , δn−1(b

i)).

Podemos encontrar unos δ1, . . . , δn−1 tales que

4̄(0; r′) ⊂ 4(0; r′ + δ′) ⊂
l⋃

i=1

4(bi; δ1(b
i), . . . , δn−1(b

i)).

Si fijamos δi = 2εi, 1 ≤ i ≤ n − 1, y un εn suficientemente pequeño tendremos lo
que buscamos.
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Sea, para todo z ∈ 4(0; r + ε),

g(z) =

∫

|ζ|=rn+εn

f(z′, ζ)
h(z′, ζ)

dζ

ζ − zn

.

Es una función holomorfa porque el denominador no se anula en el dominio de integración.
Por otro lado, definimos la función holomorfa en 4(0; r + ε)

p(z) = f(z)− g(z)h(z) =

=
1

2πi

∫

|ζ|=rn+εn

f(z′, ζ)
h(z′, ζ)

[
h(z′, ζ)− h(z)

ζ − zn

]
dζ =

=
k−1∑
j=0

(
1

2πi

∫

|ζ|=rn+εn

f(z′, ζ)
h(z′, ζ)

h∗j(z
′, ζ)dζ

)
zj

n =

=
k−1∑
j=0

pj(z
′)zj

n,

donde

h∗j(z
′, ζ) =

k−1−j∑
i=0

ζk−i−j−1ak−i(z
′),

pj(z
′) =

1

2πi

∫

|ζ|=rn+εn

f(z′, ζ)
h(z′, ζ)

h∗j(z
′, ζ)dζ.

Hemos expresado f de la manera deseada con g, p, pi ∈ O4̄(0;r). Tan sólo falta acotar
g y pi respecto a f . Observamos que, fijado z′, el integrando de pj es holomorfo para
rn ≤ |ζ| ≤ rn + εn puesto que h(z′, ζ) no se anula para dichos ζ y por tanto, por el
teorema de Cauchy-Goursat de análisis complejo en una variable, tenemos que

pj(z
′) =

1

2πi

∫

|ζ|=rn+εn

f(z′, ζ)
h(z′, ζ)

h∗j(z
′, ζ)dζ =

1

2πi

∫

|ζ|=rn

h∗j(z
′, ζ)

h(z′, ζ)
f(z′, ζ)dζ. (8)

Consideramos la constante

Kj = máx
|zj |≤rj

|ζ|=rn

∣∣∣∣
h∗(z1, . . . , zn−1, ζ)

h(z1, . . . , zn−1, ζ)

∣∣∣∣ .

Tomando módulos en (8)

|pj(z1, . . . , zn−1)| ≤ 1

2π

∫

|ζ|=rn

∣∣∣∣
h∗j(z1, . . . , zn−1, ζ)

h(z1, . . . , zn−1, ζ)

∣∣∣∣ |f(z1, . . . , zn−1, ζ)|dζ ≤
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≤ 1

2π

∫

|ζ|=rn

Kj ‖f‖4̄(0;r)dζ = rnKj ‖f‖4̄(0;r).

Vamos a acotar g. Por lo discutido al comienzo de la demostración del teorema, tenemos
que h(z) 6= 0 si |zi| = ri. Consideramos la constante

m = mı́n
|zi|=ri

|h(z)| > 0.

Tomando módulos para todo z tal que |zi| = ri,

|g(z)| =

∣∣∣∣
f(z)− g(z)

h(z)

∣∣∣∣ ≤
|f(z)− g(z)|

|h(z)| ≤ |f(z)|+ |g(z)|
m

≤

≤ 1

m

[
|f(z)|+

k−1∑
j=0

|pj(z1, . . . , zn−1)|rj
n

]
≤

≤ 1

m

[
‖f‖4̄(0;r) +

k−1∑
j=0

(rnKj‖f‖4̄(0;r))r
j
n

]
=

=
1

m

[
1 +

k−1∑
j=0

Kjr
j+1
n

]
‖f‖4̄(0;r).

El lema anterior y el teorema del módulo máximo nos aseguran que

‖g‖4̄(0;r) ≤
1

m

[
1 +

k−1∑
j=0

Kjr
j+1
n

]
‖f‖4̄(0;r).

Finalmente, tomando

K = max{rnK0, . . . , rnKk−1,

k−1∑
j=0

Kjr
j+1
n },

concluimos la demostración del teorema.

3.6. Variedades

Definición 3.22. Sea U un dominio de Cn. Un subconjunto V de U se dice subvariedad
de U si para todo z ∈ U existe un entorno abierto U(x) y funciones f1, . . . , fr holomorfas
en U(z) tales que

V ∩ U(x) = {z ∈ U(z) : f1(z) = · · · = fr(z) = 0}

Denotaremos
V (f1, . . . , fr) = {z ∈ U(z) : f1(z) = · · · = fr(z) = 0}

.

29



Teorema 3.23. Una subvariedad V de U es un subconjunto cerrado y no denso en ningún
punto de U . Si U es conexa, entonces U − V también lo es.

Teorema 3.24. Sea F una colección de funciones holomorfas en un dominio D ⊂ Cn.
Entonces el conjunto

V (F) = {z ∈ D : f(z) = 0, ∀f ∈ F}
es una subvariedad de D.

Demostración. Sea z ∈ D. Sea I el ideal de Oz generado por {f ∈ Oz : f ∈ F}. Puesto que
Oz es noetheriano, existen generadores g1, . . . ,gk del ideal I. Por el teorema ?, podemos
encontrar un polidisco 4 = 4(z; r) tal que si f ∈ O4̄ y f ∈ I entonces existen hij ∈ O4̄
tales que f =

∑k
i=1 higi. Podemos suponer que dicho polidisco es tal que existen fij ∈ F

y hij ∈ O4̄ de forma que gi =
∑ni

j=1 hijfij. Entonces V (g1, . . . , gk) ∩4 = V (F) ∩4.

Definición 3.25. Sean X e Y subconjuntos de Cn. Decimos que X e Y son equivalente
en 0 si existe un entorno abierto de 0 tal que X ∩U = Y ∩U . A las clases de equivalencia
de esta relación las denominamos gérmenes de conjuntos. Al germen del subconjunto X
lo denotaremos por X.

Observación 3.26. Las operaciones de unión, intersección y diferenciación entre gérmenes
de conjuntos están bien definidas. La relación de contenido también está bien definida.

Definición 3.27. Sea f ∈ On. Denotamos por V(f) el germen del conjunto {x ∈ U(0) :
f(x) = 0}, donde f representa a f en un dominio U(0).

Observación 3.28. La definición anterior no depende de la representación de f que
escojamos.

Definición 3.29. Sea f ∈ On y X el germen de un conjunto. Decimos que f se anula en
X si X ⊂ V(f).

Definición 3.30. Un germen X es el germen de una variedad si existen f1, . . . , ft ∈ On

tales que X = V(f1), . . . ,V(ft). Denotaremos

V(f1, . . . , ft) = V(f1), . . . ,V(ft).

Al conjunto de todos los gérmenes de variedades lo denotaremos por Bn.

Proposición 3.31. Sean V,W ∈ Bn. Entonces V ∩W, V ∪W ∈ Bn.

Definición 3.32. El ideal de V ∈ Bn es el subconjunto de On dado por I(V) = {f ∈
On : V ⊂ V(f)}. El locus de un subconjunto A ⊂ On es V(A) =

⋂
f∈AV(f).

Proposición 3.33. Sean V ∈ Bn y A ⊂ On. Entonces

i) I(V) es un ideal de On,

ii) V(A) es el germen de una variedad.
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Teorema 3.34. Sean V, V1, V2 ∈ Bn y sean I, I1, I2 ideales de On. Las siguientes
relaciones se satisfacen:

i) V1 ⊃ V2 ⇒ I(V1) ⊂ I(V2),

ii) V1 6= V2 ⇒ I(V1) 6= I(V2),

iii) I(V) = rad(I(V1)),

iv) I1 ⊃ I2 ⇒ V(I1) ⊂ V(I2),

v) V(I(V)) = V,

vi) V(I) = V(rad(I)),

vii) I(V(I)) ⊃ rad(I).

Definición 3.35. Un germen V ∈ Bn es irreducible si dados V1,V2 ∈ Bn tales que
V = V1 ∪V2 entonces V = V1 o V = V2.

Teorema 3.36. V es irreducible si y sólo si I(V) es un ideal primo.

Teorema 3.37. Sea V ∈ Bn. Existen Vi ∈ Bn irreducibles,Vi * Vj, i 6= j, tales que
V = V1 ∪ · · · ∪Vt. Los Vi están determinados uńıvocamente por V.

Teorema 3.38 (de los ceros de Hilbert o Nullstellensantz ). Sea I un ideal deOn. Entonces
I(V(I)) = rad(I).

En la sección (3.7) probaremos este teorema. El siguiente resultado nos permite res-
tringirnos al caso de ideales primos.

Teorema 3.39. Si el teorema de los ceros de Hilbert es cierto para los ideales primos
entonces es cierto para todos los ideales.

Demostración. Sea I un ideal de On. Puesto que On es noetheriano, podemos considerar
la descomposición primaria minimal de I dada por

I = q1 ∩ · · · ∩ qt.

Los ideales primos pi = rad(qi) están determinados uńıvocamente por I. Por la propiedad
vi) del teorema 3.34, Vpi = V(rad(qi)). Por tanto

V(I) = V(p1) ∪ · · · ∪V(pt).

Finalmente

I(V(I)) = I(V(p1)) ∩ · · · ∩ I(V(pt)) = p1 ∩ · · · ∩ pt = rad(I).
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3.7. El teorema de los ceros de Hilbert o Nullstellensatz

Dado un ideal primo I ⊂ On, sea

π : On 3 x→ x̄ ∈ On/I

el homomorfismo natural y sea Fn el cuerpo de fracciones de On/I.

Definición 3.40. Sea I un ideal primo de On. Un sistema de coordenadas z1, . . . , zn se
dice regular para I si existe un número k = 0, . . . , n tal que las siguientes propiedades se
satisfacen:

i) I ∩ Ok = (0),

ii) On/I es entero sobre Ok, y

iii) Fn está generado sobre Fk por el elemento ηk+1 = π(zk+1), donde Fk es
el cuerpo de fracciones de Ok.

El número k se denomina dimensión de I relativa al sistema de coordenadas z1, . . . , zn.

Teorema 3.41. Todo ideal primo I ⊂ On tiene un sistema de coordenadas regular.

Demostración. En primer lugar vamos a probar por inducción sobre n que mediante un
cambio de coordenadas lineal podemos conseguir un sistema que satisfaga

i) I ∩ Ok = (0),

ii) On/I es entero sobre Ok, y

iv) On/I está generado sobre Ok por los elementos ηj = π(zj), k+1 ≤ j ≤ n.

Para los casos I = (0) e I = On tomamos k = n y k = 0 respectivamente. Podemos
suponer por tanto que el ideal I es propio. En el caso n = 0 tenemos que O0 = C, que es
un cuerpo y por tanto no tiene ideales propios.

Supongamos que es cierto para n − 1 y probemos que entonces lo es para n. Sea
I ⊂ On un ideal propio y sea f ∈ I, f 6= 0. Como f no es una unidad, mediante un cambio
de variables lineal adecuado podemos suponer que f es regular en zn. Entonces, por el
teorema de Preparación de Weierstrass, f = uh, donde u es una unidad de On y h es un
polinomio de Weierstrass,

h = zn
r +

∑
i<r

aizn
i.

donde ai ∈ On−1 no son unidades. Como u es una unidad, h = u−1f ∈ I. El ideal
I ′ = I ∩ On−1 sigue siendo un ideal primo y por hipótesis de inducción existe un numero
0 ≤ k ≤ n−1 y un sistema de coordenadas, que denotaremos nuevamente con z1, . . . , zn−1,
tales que

i) I ′ ∩ Ok = (0);

ii) On−1/I
′ es entero sobre Ok;
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iv) On−1/I
′ está generado sobre Ok por los elementos ηj = π(zj),k+1 ≤ j ≤

n− 1.

Comprobemos que el sistema z1, . . . , zn satisface las tres propiedades para el ideal I y el
mismo número k.

i) Como Ok ⊂ On−1, tenemos que I ∩ Ok = I ′ ∩ Ok = (0).

ii) Veamos que On/I = (On−1/I
′)[ηn]. Sea g ∈ On. El teorema de división

de Weierstrass aplicado al polinomio h del comienzo de la demostración
nos proporciona la siguiente igualdad

g = g̃h +
∑
i<r

bizn
i,

donde bi ∈ On−1. Puesto que h ∈ I,

π(g) =
∑
i<r

π(bi)η
i
n ∈ (On−1/I

′)[ηn].

Como ηn es entero sobre On−1/I
′ dado que

h = zn
r +

∑
i<r

aizn
i ⇒ 0 = π(h) = ηr

n +
∑
i<r

π(ai)η
i
n,

deducimos que On/I = (On−1/I
′)[ηn] es entero sobre On−1/I. Concluimos

queOn/I es entero sobreOk ya que, por hipótesis,On−1/I
′ es entero sobre

Ok. Véase el corolario 5.4 de [A-M] para una demostración de este último
hecho.

iv) Como On−1/I
′ está generado sobre Ok por los elementos ηj = π(zj), k +

1 ≤ j ≤ n−1 y On/I = (On−1/I
′)[ηn], deducimos que On/I está generado

sobre Ok por los elementos ηj = π(zj), k + 1 ≤ j ≤ n.

Para terminar la demostración del teorema basta hacer un cambio lineal adecuado de
un sistema que satisfaga i), ii), iv). Efectivamente, si On/I está generado sobre Ok por
ηk+1, . . . , ηn entonces Fn = Fk(ηk+1, . . . , ηn). Los elementos ηk+1, . . . , ηn son algebraicos
sobre Fk ya que son enteros sobre Ok. Por tanto la extensión Fk ⊂ Fn es algebraica.
Podemos utilizar el teorema del elemento primitivo puesto que estamos trabajando en un
cuerpo de caracteŕıstica 0. La demostración de dicho teorema, la cual se puede encontrar
en el teorema 14 de [C], nos asegura que existen ci ∈ C tales que Fn = Fk(η), donde
η =

∑n
i=k+1 ciηi. Basta tomar como sistema de coordenadas z′i = zi, 1 ≤ i ≤ k, z′k+1 =∑n

i=k+1 cizi y z′k+2, . . . , z
′
n coordenadas cualesquiera independientes a las anteriores.

Sea z1, . . . , zk; zk+1, . . . , zn un sistema regular de coordenadas para el ideal I. Sean
qj(x) ∈ Ok[x], k + 1 ≤ j ≤ n los polinomios mı́nimos de ηj = π(zj) sobre Fk. Sean rj

sus grados. Denotemos r = rk+1. Obsérvese que qj(ηj) = π(qj(zj)) = 0 y que por tanto
qj(zj) ∈ I.
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Lema 3.42. Los polinomios qj(zj) ∈ On−1[zn] son polinomios de Weierstrass.

Demostración. Por definición, los polinomios qj(zj) son regulares de orden rj en zj. Por
el teorema de preparación de Weierstrass, qj(zj) = uq′j(zj), donde q′j(zj) es un polinomio
de Weierstrass de orden rj en zj y u ∈ Ok[zj] es una unidad. Tenemos entonces que
q′j(zj) = u−1qj(zj) ∈ I. Por tanto π(q′j(zj)) = q′j(ηj) = 0. Como q′j y qj son mónicos del
mismo grados y se anulan en ηj, tenemos que q′j = qj.

Como Fn = Fk(ηk+1), existen polinomios Tj(x) ∈r−1 Ok[x], k + 2 ≤ j ≤ n, tales que

ηj =
Tj(ηk+1)

D

donde D ∈ Ok es el discriminante de qk+1(x). Véanse los preliminares de álgebra para
este último hecho. Entonces

Dηj −Tj(ηk+1) = π(Dzj −Tj(zk+1)) = 0.

Por tanto Dzj −Tj(zk+1) ∈ I. Consideremos los siguientes ideales
{
I1 = (qk+1(zk+1), . . . ,qn(zn),Dzk+2 −Tk+2(zk+1), . . . ,Dzn −Tn(zk+1)),
I2 = (qk+1(zk+1),Dzk+2 −Tk+2(zk+1), . . . ,Dzn −Tn(zk+1)).

Sean V = V(I), V1 = V(I1) y V2 = V(I2). Obsérvese que I2 ⊂ I1 ⊂ I, lo cual implica
que V ⊂ V1 ⊂ V2.

Lema 3.43. V1 −V(D) = V2 −V(D).

Demostración. Como V1 ⊂ V2, basta probar que V1 −V(D) ⊃ V2 −V(D). Sea

hj(x) = Drjqj

(
Tj(x)

D

)
. (9)

Como Tj,qj ∈ Ok[x] y qj tiene grado rj, deducimos que hj ∈ Ok[x]. Obsérvese que
hj(ηk+1) = 0. Por tanto existe Qj ∈ Ok[x] tal que hj = Qjqk+1. Consideremos un polidisco
de Cn centrado en el cero suficientemente pequeño de forma que todos los gérmenes con los
que estamos trabajando tengan un representante. Sea a = (a0; ak+1, . . . , an) ∈ V2−V(D),
donde a0 = (a1, . . . , ak). Veamos que a ∈ V1 − V(D). Es suficiente comprobar que los
generadores de I1 se anulan en a. Como los únicos generadores de I1 que no están en I2
son qj, k + 2 ≤ j ≤ n, basta probar que qk+2, . . . , qn se anulan en a. Por la fórmula (9),

hj(a) = hj(a0; ak+1) = D(a0)
rjqj

(
a0;

Tj(a0; ak+1)

D(a0)

)
.

Puesto que D(a0)aj − Tj(a0; ak+1) = 0 y D(a0) 6= 0, tenemos que aj =
Tj(a0;ak+1)

D(a0)
. Por

tanto
hj(a0; ak+1) = D(a0)

rjqj(a0; aj).

Como a se anula en qk+1, hj(a) = Qj(a)qk+1(a) = 0. Dado que D(a0) 6= 0, deducimos que
qj(a0; aj) = 0.
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Lema 3.44. Sean α =
∑n

j=k+2(rj − 1) y f ∈ On. Entonces existe R̃ ∈ Ok[zk+1] con grado

menor que r tal que Dαf − R̃ ∈ I1.
Demostración. Por el teorema de división de Weierstrass existen An ∈ On y Rn ∈rn−1

On−1[zn] tales que f = Anqn(zn) + Rn. Aplicando el teorema de división de Weierstrass
nuevamente a los coeficientes de Rn, obtenemos An−1 ∈ On y Rn−1 ∈ On−2[zn−1, zn],
donde zn−1 tiene grado menor que rn−1 y zn tiene grado menor que rn, tales que

f = Anqn(zn) + An−1qn−1(zn−1) + Rn−1.

Iterando este proceso obtenemos

f =
n∑

j=k+1

Ajqj(zj) + R.

para ciertos Aj ∈ On y un R ∈ Ok[zk+1, . . . , zn], donde cada zj tiene grado menor que rj.
Multiplicando por Dα ∈ Ok,

Dαf =
n∑

j=k+1

A′
jqj(zj) + R̂,

para A′
j = DαAj y R̂ = DαR. Dada la restricción en los grados de las variables de R,

podemos considerar que R̂ es un polinomio en zk+1,Dzk+2, . . . ,Dzn con coeficientes en
Ok. Escribiendo Dzj = Dzj − Tj(zk+1) + Tj(zk+1), k + 2 ≤ j ≤ n, y desarrollando las
potencias y reordenando, obtenemos

Dαf =
n∑

j=k+1

A′
jqj(zj) + R′′ + R′

para R′′ polinomio en zk+1,Dzk+2 − Tk+2(zk+1), . . . ,Dzn − Tn(zk+1) sin términos que
no tengan alguna potencia de (Dzj − Tj(zk+1)) como factor y para R′ polinomio en
zk+1,Tk+2(zk+1), . . . ,Tn(zk+1). Por el teorema de división de Weierstrass y puesto que
R′ ∈ Ok[zk+1],

R′ = Qqk+1(zk+1) + R̃

donde R̃ ∈ Ok[zk+1] tiene grado menor que r y Q ∈ Ok[zk+1]. Por tanto

Dαf − R̃ =
n∑

j=k+1

A′
jqj(zj) + R′′ + Qqk+1(zk+1) ∈ I1.

Lema 3.45. V −V(D) = V1 −V(D).
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Demostración. Como V1 ⊂ V, basta probar que V1 −V(D) ⊃ V −V(D). Sea f ∈ I.
Veamos que f se anula en V1 −V(D). Sabemos que existe R̃ ∈ Ok[zk+1] con grado menor
que r tal que Dαf−R̃ ∈ I1. Como f ∈ I, tenemos que R̃ ∈ I. Por tanto π(R̃) = R̃(ηk+1) =
0. Como qk+1 no puede dividir a R̃ porque tiene grado r, R̃ = 0. Entonces Dαf ∈ I1. Por
tanto f se anula en V1 −V(D).

Teorema 3.46 (del los ceros de Hilbert para ideales primos). Sea I ⊂ On un ideal primo.
Entonces I(V(I)) = I.

Demostración. Sea f ∈ On nula en V = V(I). Por el lema 3.44, existen R̃ ∈ Ok[x] de
grado menor que r y Q ∈ I1 tales que Dαf = Q + R̃(zk+1). Puesto que V(I1) ⊃ V,Q se
anula en V y por tanto R̃ también se anula en V. Por los lemas 3.43 y 3.45, R̃ se anula en
V2−V(D). Sea J = {1, . . . , k}. Consideremos un polidisco4(0; δ) ⊂ Cn lo suficientemente
pequeño como para poder escoger representantes en 4(0; δJ) de los gérmenes R̃, D, qk+1,
qj, Tj, k + 2 ≤ j ≤ n y de forma que los representantes de los polinomios de Weierstrass
qj ∈ Ok[zj], k + 2 ≤ j ≤ n, satisfagan que las ráıces en zj respecto de zJ sean tales que
|zj| < δj. Sea aJ ∈ 4(0; δJ) tal que D(aJ) 6= 0. Eso quiere decir que qk+1(aJ ; x) tiene r
ráıces distintas. Dada ak+1 una ráız de las anteriores, definimos

aj =
Tj(ak+1)

D(a0)
, k + 1 ≤ j ≤ n.

Tenemos que qj(aJ ; aj) = 0 y por tanto a = (aJ ; ak+1, . . . , an) ∈ 4(0; δ) ∩ V2 − V(D)

es tal que R̃(a) = R̃(aJ , ak+1) = 0. Como podemos hacer esto último con las r ráıces de
qk+1(aJ ;x), deducimos que R̃ tiene también r ráıces distintas. De modo que R̃(aJ , x) = 0,
puesto que R̃ tiene grado menor que r. Como esto ocurre para todo aJ perteneciente al
abierto 4(0; δJ) − D−1(0), el teorema de identidad nos asegura que R̃ = 0. Aśı pues,
Dαf = Q ∈ I1 ⊂ I. Como I es primo y D /∈ I, deducimos que f ∈ I.
Definición 3.47. Sea I ⊂ On un ideal primo. Sea z1, . . . , zk; zk+1, . . . , zn un sistema
de coordenadas regular para I y sean qj(X), Tj(X), D definidos como en los discutido
anteriormente. Una representación admisible de I consiste en:

i) unos polidiscos 4(0; r) ⊂ Cn y 4k = 4(0; δ) ⊂ Ck, donde δi = ri, i ≤ k,

ii) representantes qj(X) y Tj(x) de los gérmenes qj(X) y Tj(X) cuyos coeficientes sean
holomorfos en 4k, y

iii) un representante D de D holomorfo en 4k.

La siguiente condición debe ser satisfecha:

iv) Si a ∈ 4k y qj(a; bj) = 0 entonces |bj| < rj para todo j ≥ k + 1.

Cualquier elemento de los anteriores se denomina admisible.

Lema 3.48. Sea I ⊂ On un ideal primo. Sea z1, . . . , zk; zk+1, . . . , zn un sistema de coor-
denadas regular para I. Entonces
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1) existe una representación admisible de I;

2) {z ∈ 4(0; r) : qk+1(z) = 0, D(z)zj − Tj = 0, D(z) 6= 0} es un representante de
V(I)−V(D).

Demostración. La existencia de la representación admisible es consecuencia de lo discutido
en esta sección. La propiedad iv) podemos conseguirla gracias a la continuidad de las ráıces
de los polinomios. Deducimos 2) de los lemas 3.43 y 3.45.

Denotaremos con V − V (D) al conjunto descrito en el punto 2) del lema 3.48 y por
V̄ su clausura en 4(0; r). Recuérdese que una función es propia si la preimagen de un
compacto es compacta.

Teorema 3.49. Sea 4, 4k, qj, Tj y D una representación del ideal primo I. Sea π : Cn →
Ck la proyección natural. Sea s el grado de qk+1(x). Entonces

i) V − V (D) es una subvariedad de 4 y π : (V − V (D)) → (4k − V (D)) es un
recubrimiento finito de s hojas,

ii) π : V̄ →4k es una aplicación propia,

iii) V − V (D) es conexo y V̄ es un representante de V(I).

Demostración. Sea J = {1, . . . , k}.
i) Sea aJ ∈ 4k tal que D(aJ) 6= 0. Sean bik+1, 1 ≤ i ≤ s, las ráıces distintas del

polinomio qk+1(aJ ;x). Sean

bij =
Tj(a; b

i
k+1)

D(a)

para j = k + 2, . . . , n. Consideremos los puntos distintos bi = (aJ , b
i
k+1, . . . , b

i
n).

Tenemos entonces que (V − V (D)) ∩ π−1(aJ) = {b1, . . . , bs}. Puesto que qk+1(aJ ;x)
tiene ráıces distintas, para 1 ≤ i ≤ s,

∂qk+1(aJ ; x)

∂x
(bi) 6= 0.

El teorema de la función impĺıcita nos asegura la existencia de unas únicas funciones
holomorfas hi : Ui → Wi, donde Ui es un entorno de a y Wi es un entorno abierto
de bik+1, tales que hi(aJ) = bik+1 y dados (z, w) ∈ Ui ×Wi

qk+1(z;w) = 0 ⇔ w = hi(z).

Podemos tomar los Ui suficientemente pequeños de forma que los entornos Wi sean
disjuntos dos a dos. Sea U =

⋂s
i=1 Ui. Entonces V ∩ π−1(U) = W1 ∪ · · · ∪Ws, donde

Wi = {z ∈ π−1(U) : zk+1 = hi(zJ), zj =
Tj(zJ ;hi(zJ))

D(zJ)
, k + 2 ≤ j ≤ n}.
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Las funciones

Fi : U 3 zJ → (zJ , hi(zJ),
Tk+2(zJ ;hi(zJ))

D(zJ)
, . . . ,

Tn(zJ ;hi(zJ))

D(zJ)
) ∈ Cn

son inversas de la proyección π y por tanto los Wi son homeomorfos a U . En par-
ticular, hemos mostrado que π : (V − V (D)) → (4k − V (D)) es un recubrimiento
finito de s hojas.

Veamos que V −V (D) es subvariedad compleja. Sea a ∈ V −V (D). Tenemos entonces
que aJ ∈ 4k − V (D) y por lo discutido anteriormente a ∈ Wi0 , para algún i0. La
aplicación Fi0 es holomorfa no singular y Fi0(U) = (V − V (D)) ∩Wi0 .

ii) Sea el cerrado de 4 dado por V0 = V (qk+1, . . . , qn) = {z ∈ 4 : qk+1(z) = · · · qn(z) =
0}. Como V − V (D) ⊂ V0 y V0 es cerrado, V̄ ⊂ V0. Por tanto basta mostrar que
π : V0 → 4k es propia. Sea K ⊂ 4k un compacto y sea {bn} una sucesión en
π−1(K) ∩ V0 y sea π(bn) = an. Puesto que π−1(K) ∩ V0 ⊂ 4̄, y 4̄ es compacto,
existe una subsucesión {bnk

} que converge a un punto b ∈ 4̄. Por continuidad, y
puesto que K es cerrado,

π(b) = ĺım
k→∞

ank
∈ K

También por continuidad,

qj(b) = qj(π(b); bj) = ĺım
k→∞

qj(bnk
) = 0

Puesto que π(b) ∈ 4k, por la condición 4) de representación admisible, tenemos que
|bj| < rj, k + 2 ≤ j ≤ n, y por tanto b ∈ 4. Puesto que qj(b) = 0, k + 2 ≤ j ≤ n,
b ∈ V0.

iii) Los puntos i) y ii) nos aseguran que V̄ es un recubrimiento anaĺıtico de 4k. Sea
W una componente conexa de V − V (D). Ya vimos que entonces W̄ ∩ V̄ es un
recubrimiento anaĺıtico de 4k. Sea x0 ∈ 4 tal que x0 /∈ W̄ . Sea a0 = π(x0),
π−1(a0) = {x1

0, . . . , x
r
0}. Puesto que x0, x

1
0, . . . , x

r
0 son puntos distintos, podemos

encontrar un polinomio h ∈ C[x1, . . . , xn] tal que h(x0) = 0 y h(xi
0) = 1, 1 ≤ i ≤ r.

Puesto que dicho polinomio es holomorfo en W̄ , podemos encontrar otro polinomio
R(T ) de grado r con coeficientes holomorfos en 4k tal que R(π(x);h(x)) = 0 para
todo x ∈ W̄ . En realidad podemos considerar la función holomorfa en 4 dada por
R(π(x);h(x)). Como R es un polinomio de grado r, en a0 tenemos que T = 1 es el
único cero de R(a0;T ). Puesto que h(x0) = 0, R(π(x0);h(x0)) 6= 0.

Sea la familia F dada por todas las funciones holomorfas en 4 que se anulan en W̄ .
Entonces

W̄ = {x ∈ 4 : F (x) = 0,∀F ∈ F}.
Aśı pues, W̄ es una subvariedad de 4.

Sean W1, . . . ,Wl las componentes conexas de V − V (D). Por los lemas 3.43 y 3.45,
tenemos que

V(I) ⊂ V −V(D) ∩V(D) ⊂ ∪l
i=1W̄i ∪V(D),
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V(I) ⊃ V −V(D) = ∪l
i=1Wi.

Como V(I) es germen de un conjunto cerrado,

∪l
i=1W̄i ⊂ V(I).

Aśı pues
V(I) = ∪l

i=1W̄i ∪ (V(I) ∩V(D)).

Puesto que V(I) es irreducible y V(I) no está contenido en V(D), porque en caso
contrario D perteneceŕıa a I, deducimos que para algún i0, V(I) = W̄i0 . Concluimos
entonces que existe una representación V − V (D) de V −V(D) que es conexa y tal
que ¯V − V (D) es un representante de V(I).

3.8. Recubrimientos anaĺıticos

Definición 3.50. Una aplicación f : X → Y es de fibras discretas si f−1(y) es un conjunto
discreto de puntos para todo y ∈ Y .

Observación 3.51. 1) Por el teorema de extensión de Riemann los subconjuntos finos
son subconjuntos despreciables.

2) Sea X un subconjunto despreciable del dominio D y sea D′ un subdominio de D′.
Veamos que D′ − X es conexo. Supongamos que no lo sea. Entonces existe una función
holomorfa f : D′ − X → {0, 1} la cual es localmente acotada en D′ de forma evidente.
Por tanto existe una única extensión f̃ de f a todo D′. Como X es no denso en ningún
punto, la función holomorfa f̃ toma valores de nuevo en {0, 1}. Aśı pues, D′ no es conexo,
lo cual es una contradicción.

Definición 3.52. Sea D un dominio de Cn y sea X un subconjunto de D. Decimos que X
es despreciable si es un cerrado, no denso en ningún punto, tal que para todo subdominio
D′ de D y cualquier función holomorfa en D′ −X y localmente acotada en D′ tiene una
única extensión a todo D′.

Definición 3.53. Un espacio topológico Hausdorff X es localmente compacto si para todo
punto x ∈ X y para todo entorno abierto U de x existe un entorno abierto V ⊂ U de x
tal que V es compacto y está contenido en U .

Teorema 3.54. Sea D un dominio de Cn y sea X un subconjunto depreciable de D. Sea
Y un subconjunto despreciable del dominio D−X. Entonces X ∪Y es despreciable en D.

Demostración. Sea D′ ⊂ D un subdominio y sea f una aplicación holomorfa en D′ −
(X ∪ Y ) y localmente acotada en D′. Como D′ − X es un dominio, f es holomorfa en
(D′ −X)− Y y localmente acotada en D′ −X, existe una única extensión f̃ en D′ −X.
Dicha extensión es localmente acotada en D′, ya que dado un punto x ∈ X, sabemos que
existe un entorno abierto U(x) tal que U(x)∩Y = ∅ y en donde f es acotada. Por tanto f̃ ,
que coincide con f en dicho abierto, también es acotada en U(x). Por ser X despreciable,
existe una única extensión f̂ en D′.
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Definición 3.55. Un recubrimiento anaĺıtico es una terna (X, π, U) tal que

i) X es un espacio topológico Hausdorff localmente compacto,

ii) U es un dominio de Cn,

iii) π : X → D es una aplicación sobreyectiva, propia, de fibras discretas y continua,

iv) existe un conjunto despreciable A ⊂ U tal que π : X − π−1(A) → D − A es un
recubrimiento finito de λ hojas, y

v) X − π−1(A) es denso en X.

Denotaremos X0 = X−π−1(A). Al conjunto A lo llamaremos conjunto cŕıtico y al número
λ el grado del recubrimiento anaĺıtico.

Lema 3.56. Sea X un recubrimiento anaĺıtico de U . Entonces para todo x ∈ X existen
unos sistemas de entornos {Dn} de x y {Wn} de π(x) tales que π : Dn → Wn es propia y
sobreyectiva.

Demostración. Sea W un entorno abierto de π(x) = a y sea D = π−1(W ). Puesto que
X es localmente compacto y π es de fibras discretas, podemos encontrar un entorno
abierto D′ de x tal que D′ es compacto y π−1(a) ∩D′ = {x}. Tenemos que π(D′ −D′) es
compacto y no contiene al punto a. Sea W ′′ ⊂ W un entorno abierto y conexo de a tal
que W ′′ ∩ π(D′ −D′) = ∅. Sea D′′ = π−1(W ′′) ∩D′. Veamos que π : D′′ → W ′′ es propia
y sobreyectiva.

- Es propia: Sea K ⊂ W ′′ un compacto. Como π−1(K) ∩ D′′ está contenido en D′

y éste último es compacto, basta demostrar que π−1(K) ∩ D′′ es cerrado. Sea y ∈
π−1(K) ∩D′′. Entonces π(y) ∈ K = K. Como K ⊂ W ′′ tenemos que π(y) /∈ π(D′−
D′). Puesto que y ∈ D′, deducimos que y ∈ D′. Aśı pues y ∈ π−1(K) ∩D′′.

- Es sobreyectiva: Veamos que π(D′′ ∩X0) = W ′′−A. Puesto que W ′′−A es conexo,
basta demostrar que π(D′′∩X0) es abierto y cerrado enW ′′−A. Es abierto puesto que
D′′ ∩X0 es abierto y π es homeomorfismo local en X0. Cualquier aplicación propia
entre espacios localmente compactos es cerrada. Aśı pues, como π : D′′ ∩ X0 →
W ′′ − A es propia por serlo π : D′′ → W ′′, tenemos que π(D′′ ∩ X0) es cerrado
en W ′′ − A. Finalmente, como π es continua y cerrada, π(D′′) = π(D′′ ∩X0) =
π(D′′ ∩X0) = W ′′ − A = W ′′.

Sea {Wn} un sistema de entornos de π(x). Veamos que Dn, donde Dn = π−1(Wn) ∩ D′,
es un sistema de entornos x. Sea V un entorno abierto de x. Supongamos que existe
xn ∈ Dn − V para todo n. Obsérvese que {xn : n = 1, . . .} es un conjunto infinito. Como
D′ es compacto, {xn} tiene un punto de acumulación x0 ∈ D′ − V , es decir, que todo
entorno abierto de x0 contiene un elemento de xn 6= x0. Véase el teorema 28.1 de [MC]
para una demostración de este hecho. En particular π(x0) es un punto de acumulación de
{π(xn) : n = 1, . . .}. Aśı pues, puesto que π(xn) ∈ Wn y los abiertos Wn son un sistema de
entornos, tenemos que π(x0) = ĺımn→∞ π(xn) = a. Como π−1(a) ∩ D′ = {a}, deducimos
que x0 = x, lo cual es una contradicción.
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Teorema 3.57. Sea X un recubrimiento anaĺıtico de U y sean D un abierto de X y W un
subdominio de U tales que π : D → W es propia y sobreyectiva. Sea D0 una componente
conexa de X0 ∩D. Entonces D0 ∩D es un recubrimiento anaĺıtico de W .

Demostración. En primer lugar veamos que D0 es una componente conexa de π−1(W−A).
Como D0 ⊂ π−1(W−A) y D0 es conexo tenemos que D0 ⊂ C, donde C es una componente
conexa de π−1(W − A). Supongamos que existe un punto x ∈ D0 ∩ C tal que x /∈ D0.
Denotemos por π(x) = a. Sea U(a) ⊂ W −A un abierto tal que π−1(U(a)) = U1∪· · ·∪Ur,
donde π|Ui

es un homeomorfismo y de forma que U i son compactos, conexos y disjuntos dos
a dos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que x ∈ U1. Sea V (a) ⊂ V (a) ⊂ U(a),
siendo V (a) compacto. Tenemos entonces que π−1(V (a))∩D ⊂ X0 es compacto. Como las
componentes conexas son cerradas, π−1(V (a))∩D0 es compacto y por tanto π−1(V (a))∩
D0 ∩ U1 también lo es. Por estar contenido en el compacto U i, π

−1(V (a)) ∩ D0 ∩ U1 es

cerrado. Sin embargo, x /∈ π−1(V (a))∩D0 ∩U1 mientras que x ∈ π−1(V (a)) ∩D0 ∩ U1, lo
cual es una contradicción. Aśı pues, D0 es una componente conexa de π−1(W −A). Puesto
que π−1(W − A) es recubrimiento finito de W − A y D0 es una componente conexa de
π−1(W −A), tenemos que D0 también es recubrimiento finito de W −A2. Comprobemos
que π : D0 ∩D → W es un recubrimiento anaĺıtico,

- D0 ∩D es localmente compacto,

- W es un dominio,

- π es continua y de fibras discretas. Es sobreyectiva por lo dicho al inicio de la
demostración y es propia por serlo π : D → W y ser D0 ∩D un cerrado,

- (D0 ∩D)− π−1(A) = D0 es un recubrimiento finito de W − A, y

- (D0 ∩D)− π−1(A) es denso en (D0 ∩D) por ser X − π−1(A) denso en X.

Lema 3.58. Sea (X, π, U) un recubrimiento anaĺıtico. Sea A su conjunto cŕıtico y sea
W un subdominio de U . Sean D1, . . . , Dn ⊂ D tales que (Di, π,W ) son recubrimiento
anaĺıticos, con W ∩A sus conjuntos despreciables, tales que los Di−π−1(A) son disjuntos
dos a dos. Entonces (D, π,W ) es un recubrimiento anaĺıtico donde D =

⋃n
i=1Di.

Demostración. Comprobemos que satisface todas las propiedades de recubrimiento anaĺıti-
co,

2Veamos por qué una componente conexa C de π−1(W − A) es un recubrimiento conexo de W − A.
En primer lugar observamos que por ser C un cerrado de π−1(W − A), π(C) es cerrado dado que π
es cerrada. Sea a ∈ π(C) y sea un entorno abierto y conexo U(a) tal que π−1(U(a)) = U1 ∪ . . . ∪ Ul,
donde π(Ui) es homeomorfo a U(a) y los Ui son disjuntos dos a dos. Puesto que a = π(x) para un
cierto x ∈ C, podemos suponer que, sin pérdida de generalidad, x ∈ U1. Como U1 es conexa tenemos
que U1 ⊂ C y por tanto U(a) ⊂ π(C). Eso quiere decir que π(C) es abierto y cerrado y por tanto
π(C) = W−A. Veamos que el número de componentes es constante. Sea a ∈ W−A y sean β = ]π−1(a)∩C
y B = {x ∈ W −A : π−1(a) ∩ C = β}. Como B es abierto y cerrado, tenemos que B = W −A.
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- D es localmente compacto y Hausdorff,

- W es dominio,

- π : D → W es

i) de fibras discretas, ya que π : X → U lo es,

ii) continua,puesto que π : X → U lo es,

iii) sobreyectiva, ya que cada π : Di → W lo es, y

iv) propia,puesto que dado un compacto K ⊂ W , π−1(K) ∩Di son compactos, y
por tanto también lo es π−1(K) ∩D =

⋃n
i=1 π

−1(K) ∩Di.

- puesto que los π : Di − π−1(A) → W −A son recubrimientos finitos de mi hojas,π :
D − π−1(A) → W − A es recubrimiento finito de (m1 + . . .+mn) hojas, y

- D − π−1(A) es denso en D ya que X0 es denso en X.

Corolario 3.59. Sea X un recubrimiento anaĺıtico de U . Entonces para todo x ∈ X existe
un sistema de entornos {Dn} de x tal que π : Dn → Wn es un recubrimiento anaĺıtico.

Demostración. Por el lema 3.56 existen unos sistemas de entornos {Dn} de x y {Wn} de
π(x) tales que π : Dn → Wn es propia y sobreyectiva. Por el teorema 3.57 para cada
componente conexa D0 de D ∩ X0, π : D0 ∩ D → Wn es un recubrimiento anaĺıtico. El
lema 3.58 nos asegura que, puesto que el número de componentes conexas Ci de Dn ∩X0

es finito, Dn =
⋃l

i=1C i ∩Dn es un recubrimiento anaĺıtico de Wn.

Corolario 3.60. Sea X un recubrimiento anaĺıtico de U . Entonces X es localmente cone-
xo.

Demostración. Repasando la demostración del lema 3.56 observamos que el sistema de
entornos {Dn} es tal que Dn ∩ π−1(π(x)) = {x}. Sea D0 una componente conexa de
Dn ∩X0. Tenemos que π : D0 ∩D → Wn es sobreyectiva y por tanto x ∈ D0 ∩D. Sean
C1, . . . , Cl las componentes conexas de Dn∩X0. Entonces, puesto que Ci∩Dn son conexas,
Dn =

⋃l
i=1Ci ∩Dn y x ∈ Ci ∩Dn, deducimos que Dn es conexa.

Definición 3.61. Sea X un recubrimiento anaĺıtico de U . Dado x ∈ X el número de
componentes de x, al cual denotamos por o(x), es el número entero λ tal que x tiene un
sistema de entornos que son recubrimientos anaĺıticos de grado λ.

Lema 3.62. Sea X un recubrimiento anaĺıtico de U de grado λ. Entonces para todo
a ∈ U ,

∑
π(x)=a o(x) = λ.

Definición 3.63. Sea (X, π, U) un recubrimiento anaĺıtico y sea W un abierto de X. Una
función f : W → C es holomorfa si para todo W ′ ⊂ W − π−1(A) tal que π|W ′ es un
homeomorfismo, (f |W ′) ◦ (π−1|W ′) es holomorfa en π(W ′).
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Teorema 3.64. Sea (X, π, U) un recubrimiento anaĺıtico y sea f una función continua en
X. Entonces f es holomorfa en X si y sólo si existe un polinomio mónico P (T ) ∈ OU [T ]
tal que P (π(x); f(x)) = 0 para todo x ∈ X.

Demostración. Para cada a ∈ U −A tomemos un entorno abierto 4a contenido en U −A
tal que π−1(4a) =

⋃n
i=14i, donde π : 4i → 4a es homeomorfismo. Sea f una función

holomorfa en X. Dado a ∈ U − A, tenemos que f̃ i
a = (f |4i) ◦ (π−1|4a) son holomorfas

en 4a. Sea S(T1, . . . , Tλ) un polinomio simétrico. Definimos en 4a la función holomorfa
Ŝa = (f̃ 1

a , . . . , f̃
λ
a ). Dado b ∈ U − A, puesto que S es simétrico, tenemos que Ŝa = Ŝb en

4a ∩ 4b. Por tanto Ŝ está bien definida en U − A. Como f es continua en el espacio
localmente compacto X, tenemos que Ŝ es localmente acotada en U . Por el teorema de
extensión de Riemann tenemos una extension holomorfa S̃ de Ŝ en U .

Dado a ∈ U − A definimos en 4a el polinomio dado por

P (T ) =
λ∏

i=1

(T − f̃ i
a) ∈ O4a [T ].

Los coeficientes de P son polinomios simétricos evaluados en f̃ 1
a , . . . , f̃

λ
a . Por la discusión

anterior, dichos coeficientes holomorfos están bien definidos en U−A y se pueden extender
a U . Hemos encontrado un polinomio mónico con coeficiente holomorfos en U que extiende
al anterior y que por tanto para todo x ∈ X0, si denotamos π(x) = a,

R(a; f(x)) =
λ∏

i=1

(f(x)− f̃ i
a(a)) = 0.

Supongamos ahora que f es una función continua en X y que existe un polinomio
P (T ) ∈ OU [T ] tal que P (π(x); f(x)) = 0 en X. Sea W ′ ⊂ X0 un abierto tal que π : W ′ →
π(W ′) es un homeomorfismo. Denotemos por π(W ′) = U1 ∪ . . . ∪ Un, donde Ui son sus
componentes conexas. Sean Wi = π−1(Ui) ∩W ′. Tenemos que f̃i = (f |Wi

) ◦ (π−1|Ui
) es

función continua en Ui y que P (fi) = 0. Dado que los Ui son dominios, en virtud del lema
3.65 tenemos que f̃i son holomorfas en Ui. Por tanto (f |W ′) ◦ (π−1|π(W ′)) es holomorfa en
W ′.

Lema 3.65. Sea f una función continua en el dominio U de Cn y sea P (T ) ∈ OU [T ] un
polinomio tal que P (f) = 0 en U . Entonces f es holomorfa en U .

Demostración. Sea z ∈ U . Como Oz es dominio de factorización única, Oz[T ] también lo
es. Sea P =

∏s
j=1 P

sj

j la factorización en irreducibles de P. Sea P0 =
∏s

j=1 Pj. Tenemos
que P0(f) = 0. El discriminante D ∈ Oz es distinto de cero porque en caso contrario P0 y
P′

0 tendŕıan una ráız en común, y por tanto un factor en común, lo cual no es posible ya
que P0 tiene todos sus factores irreducibles distintos. Sea 4 = 4(z; δ) ⊂ U un polidisco
tal que P y D tienen representantes P0 y D respectivamente y tal que P0(x; f(x)) = 0
para todo x ∈ 4. Sea y ∈ 4−{D = 0}. Entonces P0(y, T ) tiene todas sus ráıces distintas.
Puesto que P0(y, f(y)) = 0 y ∂P0

∂T
(y, f(y)) 6= 0, y dado que f(y) es ráız simple, por el

teorema de la aplicación impĺıcita aplicado a

P0(x, T ) : 4× C→ C
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en el punto (y, f(y)), existen unos abierto W ⊂ 4 y 4(f(y); r) y una única función
holomorfa ϕ : W → 4(f(y); r) tales que ϕ(y) = f(y) y P0(x, T ) = 0, (x, T ) ∈ W ×
4(f(y); r), si y sólo si ϕ(x) = T . Puesto que f es continua y P0(f) en 4 existen entornos
abiertos V (y) y 4(f(y); r̃) tales que f(x) ∈ 4(f(y); r̃) y P0(x, f(x)) = 0 para todo
x ∈ V (y). Aśı pues f(x) = ϕ(x) para todo x ∈ V (y) y por tanto f es holomorfa en V (y).
Concluimos que f es holomorfa en 4 − V (D). Puesto que f es continua y localmente
acotada en 4 y por ser V (D) fino, por el teorema de extensión de Riemann f tiene
una extensión holomorfa en 4 que, por continuidad, debe coincidir con f . Es decir, f es
holomorfa en 4. Considerando cualquier punto z ∈ U deducimos que f es holomorfa en
U .

Corolario 3.66. Sea X un recubrimiento anaĺıtico de U . Sea f una función holomorfa en
X0 y localmente acotada en X. Entonces existe un polinomio irreducible P (T ) ∈ OU [T ]
tal que P (π(x), f(x)) = 0 para todo x ∈ X0.

Demostración. En la demostración del teorema 3.64 sólo hemos utilizado que f fuera
holomorfa en X0. En π−1(A) tan sólo necesitamos que sea f sea localmente acotada para
poder utilizar el teorema de extensión de Riemann.

Teorema 3.67 (Principio del máximo). Sea X un recubrimiento anaĺıtico conexo de U .
Sea f una función holomorfa en X. Si existe un punto x0 ∈ X y un entorno abierto D de
x0 tal que |f(x)| ≤ |f(x0)| para todo x ∈ U(x0) entonces f es constante.

Demostración. Sea D′ ⊂ D un entorno conexo de x0 y sea W ′ un entorno de π(x0) = a0

tales que D′ es un recubrimiento anaĺıtico de W ′ de grado λ, con λ = o(x0). Sea a ∈ W ′−A
y sea π−1(a) ∩D′ = {x1, . . . , xλ}. Sea Sr(a) =

∑λ
i=1(f(xi))

r. Sr es una función definida y
holomorfa en W ′−A. Por ser f continua, Sr es localmente acotada en W ′ y por tanto existe
una extensión holomorfa en W ′. Veamos que Sr alcanza su módulo máximo en el punto
a0. Sea {an} ⊂ W ′ − A una sucesión convergente a π(x0). Sea π−1(an) = {x1

n, . . . , x
λ
n}.

Veamos que xi
n → x0. Sean {Dk} y {Wk} sistemas de entornos de x0 y a0. Sea U(x0)

un abierto de x0. Sabemos que existe Dk0 ⊂ U(x0). Sea n0 tal que para todo n ≥ n0,
an ∈ Wk0 . Tenemos que para todo n > n0, x

i
n ∈ Dk0 . Por continuidad,

ĺım
n→∞

Sr(an) = ĺım
n→∞

λ∑
i=1

(f(xi
n))r = λf(x0)

r = Sr(a0).

Aśı pues, para todo a ∈ W ′ − A,

|Sr(a)| ≤ |
λ∑

i=1

(f(xi))
r| ≤

λ∑
i=1

|f(xi)|r ≤ λ|f(x0)|r = |Sr(a0)|.

Dado a ∈ A, existe un sucesión {an} que converge a a. Por tanto

|Sr(an)| ≤ |Sr(a0)| ⇒ ĺım
n→∞

|Sr(an)| = |Sr(a)| ≤ |Sr(a0)|.

Por el teorema del módulo máximo, Sr es constante en W ′.
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Dado que f es holomorfa en D′, por el teorema 3.65, existe un polinomio mónico
P (T ) ∈ OW ′ [T ] tal que P (π(x), f(x)) = 0 para todo x ∈ W ′. Utilizando la notación de
la demostración del teorema 3.65, para todo a ∈ W ′ − A y un cierto entorno 4a dicho
polinomio viene dado por

P (T ) =
λ∏

i=1

(T − f̃ i
a) ∈ O4a [T ],

Por tanto los coeficientes de P son polinomio simétricos evaluados en f(xi), donde π−1(a)∩
D′ = {x1, . . . , xλ}. Puesto que los polinomios simétricos están a su vez generados por
las sumas de potencias de los f(xi), o lo que es lo mismo, están generados por Sr(a),
r = 1, . . . , λ, concluimos que los coeficientes de P (T ) son constantes en W ′ − A y por
tanto en W ′. Aśı pues, puesto que f es continua y D′ es conexo, sólo puede tomar en D′

el valor de una de las ráıces de P (T ). Por tanto f es constante en D′.
Sea B = int{x ∈ X : f(x) = f(x0)}. Hemos demostrado que D′ ⊂ B. Sea x1 ∈ X−B.

Sea D̃ un entorno conexo de x0 y sea W̃ un entorno de π(x1) = a1 tales que D̃ es un
recubrimiento anaĺıtico de W̃ de grado λ̃, con λ̃ = o(x1). Sabemos que existe un polinomio
P̃ (T ) ∈ OW̃ tal que P̃ (f) = 0 en D̃. Supongamos que D̃∩B 6= ∅. π(D̃∩B) es un abierto no
vaćıo de W̃ . Por ser f constante en B, los coeficientes de P̃ (T ) son constantes en π(D̃∩B).
Puesto que W̃ es conexo, por el teorema de identidad dichos coeficientes son constantes
en W̃ . Por tanto, por ser f continua y D̃ conexa, sólo puede tomar el valor de una de las
ráıces de P̃ (T ). Aśı pues, D̃ ⊂ B, lo cual es una contradicción porque x1 /∈ B. Finalmente,
por ser B abierto y cerrado no vaćıo del espacio conexo X, tenemos que B = X.

Teorema 3.68. Sea V una subvariedad conexa del dominio U ⊂ Cn. Si f es holomorfa
en U y su módulo alcanza el máximo en V entonces f es constante en V .

Demostración. Sea x0 ∈ V tal que f(x0) = M es el máximo de f . Sea S = {x ∈ V :
f(x) = M}. Veamos que S es abierto y cerrado en V .

- S es cerrado: Por ser f continua, f−1(M) es cerrado y por tanto S = V ∩ f−1(M)
es cerrado en V .

- S es abierto: Sea x ∈ S. Consideremos el germen V en x. Sabemos que

V = V1 ∪ . . . ∪Vl,

donde Vi son sus componentes irreducibles. Sean los ideales primos I(Vi). Sabemos
que existe una representación admisible de I(Vi). Como existe una representación
Vi de Vi en un polidisco 4i = 4(x; ri) tal que es un recubrimiento anaĺıtico y f
alcanza su máximo en Vi deducimos que f es constante en dicho entorno. Sea el
entorno abierto U(x) = 41 ∩ · · · ∩ 4l. Tenemos que f es constante en V ∩ U(x) y
por tanto V ∩ U(x) ⊂ S.

Finalmente, como S es abierto y cerrado y V es conexo, V = S.

Corolario 3.69. Una subvariedad compacta V de Cn es un conjunto finito de puntos.
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Demostración. Sea πi : Cn → C dada por πi(x1, . . . , xn) = xi. Sea V = V1 ∪ . . . ∪ Vl,
donde Vj son sus componentes conexas. Por ser Vj cerradas en un compacto, también
son compactas. Como πi alcanza su máximo en cada Vj, por el teorema anterior, πi es
constante en cada Vj. Por tanto Vj = {xj} y V = {x1, . . . , xl}.
Lema 3.70. Sea X un recubrimiento anaĺıtico de U y sea f una función holomorfa en
X. Sea P (T ) ∈ OU [T ] el polinomio construido en el teorema 3.64. Entonces, para todo
a ∈ U , las ráıces de P (a;T ) = 0 están contenidas en los valores que toma f en π−1(a).

Demostración. Por la propia construcción, el teorema es evidente para los puntos a ∈
U−A, donde A es el conjunto cŕıtico. Sea a ∈ A y sea an una sucesión de puntos an ∈ U−A
que converge a a. Denotemos π−1(a) = {x1

n, . . . , x
λ
n}. Sea π−1(a) = {x1, . . . , xµ} y sea ti =

o(xi). Sean Di entornos de xi recubrimientos anaĺıticos de π(Di) de grados ti y disjuntos
dos a dos. Sabemos que existe un n0 tal que para todo n ≥ n0, an ∈ π(D1) ∩ . . . ∩ π(Dµ).
Sean Pi = {j : xj

n0
∈ Di}. Tenemos entonces que, para todo j ∈ Pi,

ĺım
n→∞

xj
n = xi.

Por continuidad y puesto que P (an;T ) =
∏λ

j=1(T − f(xj
n)) =

∏µ
i=1

∏
j∈Pi

(T − f(xj
n)),

obtenemos que

P (a;T ) =

µ∏
i=1

(T − f(xi)ti),

Por tanto, las ráıces de P (a;T ) son f(x1), . . . , f(xµ).

Teorema 3.71. Sea X un subconjunto del dominio D en Cn y sea g : D → Ck una
aplicación holomorfa tal que

i) (X, g, g(D)) es un recubrimiento anaĺıtico,

ii) X0 es una subvariedad compleja de Cn.

Entonces X es una subvariedad de D.

Demostración. Veamos que para todo z0 ∈ D−X existe un función f holomorfa en D tal
que f(z0) 6= 0 y f(z) = 0 para todo x ∈ X. Sea g(z0) = a0 ∈ U . Tenemos que

g−1(a0) ∩X = {y1, . . . , yµ},

para µ ≤ λ.Podemos encontrar un polinomio h ∈ OD[T1, . . . , Tn] tal que h(z0) = 0 y
h(yi) = 1, 1 ≤ i ≤ µ. Como X0 es una subvariedad de D, h|X es holomorfa. Sea P (T ) ∈
OD[T ] de grado λ tal que P (g(z);h(z)) = 0 para todo z ∈ X. Tenemos que la función
f(z) = P (g(z);h(z)) es holomorfa en D y se anula en X. La única ráız de P (a0;T ) es
h(y1) = . . . = h(yµ) = 1. Por tanto f(z0) = P (a0; z0) 6= 0.

46



4. Estratificaciones distinguidas

4.1. Introducción a las conjuntos semi-anaĺıticos

Sea M un variedad anaĺıtica real de dimensión n.

Definición 4.1. Sea F una familia de funciones reales en un abierto U de M . Diremos
que el subconjunto A de M está definido en U por las funciones de F si

A ∩ U = ∪si
i=1 ∩s

j=1 Aij.

donde cada Aij es de la forma {fij > 0} o bien {fij < 0} o bien {fij = 0} con fij ∈ F .

Definición 4.2. Diremos que un subconjunto E de M es semi-anaĺıtico (en M) si para
cada x ∈M , existe un entorno abierto U de x tal que E está definido en U por la familia
de funciones anaĺıticas en U .

Observación 4.3. La familia de subconjuntos semi-anaĺıticos de M es cerrada por la
operación del complementario, de la union localmente finita y de la intersección localmente
finita. Cada semi-anaĺıtico es un Fσ-conjunto, es decir, es union contable de cerrados.

Definición 4.4. La dimensión de un subconjunto semi-anaĺıtico E de M se define por

dim(E) = max{dim(Γ) : Γ subvariedad,Γ ⊂ E}.
Observación 4.5. Dada la definición anterior, tenemos que

dim(E) = n⇔ intM(E) 6= ∅.
Dada una familia de conjuntos semi-anaĺıticos {Ei}k

i=1, tenemos que

dim(∪k
i=1Ei) = maxi=1,...,kEi.

Utilizando el teorema de Baire, el resultado anterior también se demuestra para una familia
numerable de semi-anaĺıticos.

Definición 4.6. Denominaremos hoja semi-anaĺıtica de M a cada subvariedad anaĺıtica
de M que sea un subconjunto semi-anaĺıtico de M .

Para las siguientes definiciones supondremos que M = Rn.

Definición 4.7. Sea λ ⊂ Rn una recta que pasa por el 0̄ ∈ Rn. Diremos que una función
anaĺıtica f en un entorno de 0̄ es λ-regular si el germen en 0̄ de la restricción fλ no es
nulo. Si la recta λ es el eje de las xk entonces diremos que f es xk-regular.

Definición 4.8. Sea P un polinomio mónico en la variable xn con coeficientes anaĺıticos
en un abierto de Rn−1. Definimos el orden de P en x ∈ Rn como

ordxP = min{i :
∂iP

∂xi
n

(x) 6= 0}.
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4.2. Estratificaciones distinguidas

Definición 4.9. Una estratificación semi-anaĺıtica T de un abierto G de Rn es una par-
tición localmente finita de G en hojas semi-anaĺıticas conexas verificando la condición del
borde:

C1)





Para cada Γ ∈ T , el borde en G, es decir, ∂Γ ∩G,
es una unión finita de hojas de T de dimensión
estrictamente inferior a la de Γ.

Definición 4.10. Diremos que una estratificación semi-anaĺıtica T de un abierto G de
Rn es compatible con los subconjuntos E1, . . . , Eq de Rn, si para cada Ei tenemos que

Γ ⊂ Ei o bien Γ ⊂ G \ Ei, para cada Γ ∈ T .

Observación 4.11. Observamos que con la notación anterior, los Ei ∩G son uniones de
hojas de T .

Definición 4.12. Definimos una estratificación distinguida C de un intervalo abierto Q =
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| < δi} por recurrencia en n:

• Para n = 1: una estratificación distinguida de un intervalo (−δ, δ) es o bien {(−δ, δ)}
o bien {(−δ, 0), {0}, (0, δ)}

• Para n habiendo definido n− 1: una estratificación distinguida de Q es una estrati-
ficación semi-anaĺıtica finita de Q que verifica las siguientes condiciones:

C2)





Existe una estratificación distinguida C ′ del intervalo abierto
Q′ = {(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn : |xi| < δi} de Rn−1 de forma
que cada hoja Γ ∈ C de dimensión ≤ n− 1 es el grafo
de una aplicación anaĺıtica Γ : Γ′ → R para un Γ′ ∈ C ′.

C3)





Existe un polinomio distinguido P no nulo con coeficientes
anaĺıticos en un intervalo abierto de Q′ que es nulo en el
conjunto V =

⋃{Γ ∈ C : dim(Γ) ≤ n− 1} y tal
que el orden, Γ 3 x→ ordxP , es constante para
cada Γ ∈ C.

Observamos que la condición C3) implica que V = {x ∈ Q : P (x) = 0} puesto que como
P es no nulo tenemos que ordxP = 0 para toda hoja Γ de dimensión n. Al polinomio de
la condición C3) lo llamaremos polinomio asociado a C. Para cada Γ ∈ C escribiremos

P Γ =
∂r−1P

∂xr−1
n

,

donde r = ordxP para cualquier x ∈ Γ. A las hojas semi-anaĺıticas de la estratificación
las llamaremos estratos.
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Observación 4.13. Siguiendo la notación anterior:

1. La condición del borde implica que el conjunto V de la definición anterior es un
cerrado de Q.

2. Por las condiciones C2) y C3) tenemos que

0 ∈ Γ, para cada Γ ∈ C. (?)

Probemos esta propiedad por inducción sobre n. Para n = 1 es evidente. Suponga-
moslo cierto para n − 1 y veamos que es cierto para n. Sea Γ ∈ C, dim(Γ) = n. Si
Γ = Q, entonces 0 ∈ Γ = Γ = Q. Si Γ 6= Q, entonces ∂Γ = Γ \ Γ 6= ∅. Por tanto
existe Γ0 ∈ C, dim(Γ0) ≤ n − 1, con Γ0 ⊂ ∂Γ. Entonces basta comprobar que para

todo Γ̃ ∈ C con dim(Γ̃) ≤ n− 1 tenemos que 0 ∈ Γ̃ para terminar la demostración.
Sea C ′ una estratificación distinguida en Q′ de forma que la condición C2) y C3) se

satisfaga. Entonces π(Γ̃) ∈ C ′ y por hipótesis de inducción, 0̄′ ∈ π(Γ̃) ⊂ π(Γ̃). Sea

xn ∈ (−δn, δn) tal que (0̄′, xn) ∈ Γ̃. Como dim(Γ̃) ≤ n− 1, seguro que (0̄′, xn) perte-
nece a un estrato de dimensión estrictamente menor que n− 1. Sea P el polinomio
asociado a la estratificación distinguida. Entonces, puesto que P es distinguido,

P (0̄′;xn) = xr
n = 0 ⇒ xn = 0.

Por tanto 0̄′ ∈ Γ̃.

Lema 4.14. Toda hoja semi-anaĺıtica de una estratificación distinguida de dimensión k
es el grafo de una aplicación anaĺıtica de una abierto semi-anaĺıtico de Rk en Rn−k.

Demostración. Sea Γ0 ∈ C un estrato de dimensión k < n. Por la condición b) existe una
estratificación C ′ en Q′, un estrato Γ1 ∈ C ′ y una función φ0 : Γ1 → R de forma que Γ es
el grafo de dicho función. Puesto que la dimensión de Γ0 es k, la dimensión de Γ1 también
será k. Continuando con este proceso definimos los estratos Γ0, . . . ,Γn−k, Γn−j ∈ C(n−j),
φn−j : Γn−j+1 → R, con Γn−j = Γ(φn−j), j = k + 1, . . . , n. Basta considerar la función

φ : Rk ⊃ Γn−k 3 x̄→ (φn−k−1(x̄), φn−k+1(x̄, φn−k(x̄)), . . .) ∈ Rn−k.

El grafo de la función anaĺıtica φ es Γ0.

Observación 4.15. Para demostrar el lema 4.14 tan sólo hemos utilizado la condición
C2).

Lema 4.16. Sean Ω ⊂ Rn un abierto y Γ una subvariedad de clase C1 de Rn disjuntos.
Sea a ∈ Γ ∩ ∂Ω. Entonces

(∂Ω)a ⊂ Γa ⇒ Γa ⊂ (∂Ω)a.

Demostración. Podemos suponer que Γ es un subespacio af́ın de Rn. Supongamos que
(∂Ω)a ⊂ Γa. Entonces existe un entorno abierto U de a tal que ∂Ω ∩ U ⊂ Γ ∩ U ⊂ Γ.
Podemos tomar dicho entorno U convexo. Supongamos que existe x ∈ Γ ∩ U \ Ω. Como
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a ∈ ∂Ω, existe y ∈ Ω∩U . Como U es convexo tenemos que el segmento que une los puntos
x e y y al cual denotaremos por [x, y], está contenido en U . Puesto que x /∈ Ω e y ∈ Ω,
debe existir un punto z ∈ [x, y] ⊂ U tal que z ∈ ∂Ω. Observamos que z ∈ ∂Ω ∩ U ⊂ Γ.
Sin embargo, puesto que Γ es subespacio af́ın y z, x ∈ Γ, tenemos que [x, y] ⊂ Γ y en
particular y ∈ Γ, lo cual es una contradicción.

Proposición 4.17. Sea C una estratificación definida como las estratificaciones distin-
guidas pero exigiendo tan sólo que se satisfagan las condiciones C2) y (?). Entonces la
condición C1) es equivalente a decir que el conjunto V es cerrado en Q.

Demostración. Por definición tenemos que Q \ V =
⋃{Γ : Γ ∈ C, dim(Γ) = n}. Suponga-

mos que V es cerrado. Veamos que

Γ ∈ C ⇒ ∂Γ ⊂
⋃
{Γ′ ∈ C : dim(Γ′) < dim(Γ)}. (10)

Procedemos por inducción sobre n. Sea Γ ∈ C. Podemos suponer que dim(Γ) < n puesto
que al ser Q \ V abierto, sus componentes conexas, es decir, los estratos de dimensión n,
son abiertas y por tanto deducimos que la frontera de un estrato de dimensión n no puede
contener otro estrato de dimensión n ya que su interior es vaćıo. Por C2) existe Γ′ ∈ C ′ y
una función anaĺıtica Γ : Γ′ → R cuyo grafo es el estrato Γ. Sea (ā′, an) ∈ ∂Γ. Entonces
ā′ ∈ ∂Γ′. Por hipótesis de inducción, ā′ pertenece a un estrato Λ′ ∈ C ′ de dimensión
≤ k− 1. Observamos que entonces (ā′, an) pertenece a un estrato de C de dimensión igual
a dim(Λ′) porque en caso contrario (ā′, an) perteneceŕıa a un estrato de dimensión n y
entonces V no seŕıa cerrado. Hemos mostrado que

Γ ∈ C ⇒ ∂Γ ∩ Γ′ = ∅, ∀Γ′ ∈ C, dim(Γ′) ≥ dim(Γ). (11)

La ecuación (10) y la ecuación (11) son equivalentes. Una vez que hemos demostrado (10)
es suficiente probar que dados Γ y Γ′ estratos de C

Γ′ ∩ ∂Γ 6= ∅ ⇒ Γ′ ⊂ ∂Γ.

Vamos a proceder por inducción doble3 sobre k = dim(Γ) y sobre r = dim(Γ′), con
0 ≤ r < k. El caso dim(Γ) = 1 y dim(Γ′) = 0 es trivial puesto que Γ′ es un punto.
Probemos el paso de inducción:

- Supongamos que Γ′ ∩ ∂Γ no es abierto en ∂Γ. Entonces existe a ∈ Γ′ ∩ ∂Γ tal que
para todo entorno abierto U(a)

U(a) ∩ ∂Γ ∩ (∂Γ ∩ Γ′)c 6= ∅.
3Sea P (r, k) una cierta propiedad para 0 ≤ r < k. Si se satisface P (0, 1) y

P (r′, k′), ∀r′ < k′, ∀k′ < k
P (r′, k),∀r < r′ < k

}
⇒ P (r, k)

entonces se satisface P (r, k) para todo 0 ≤ r < k.
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Por tanto a ∈ (∂Γ ∩ Γ′) ∩ ∂Γ \ Γ′. Por (10) tenemos que

∂Γ \ Γ′ ⊂
⋃
{Γ′′ ∈ C : dim(Γ′′) < dim(Γ),Γ′′ 6= Γ′, ∂Γ ∩ Γ′′ 6= ∅} ⇒

⇒ ∂Γ \ Γ′ ⊂
⋃
{Γ′′ ∈ C : dim(Γ′′) < k − 1,Γ′′ 6= Γ′, ∂Γ ∩ Γ′′ 6= ∅}.

Por tanto existe un estrato Γ′′, Γ′′ 6= Γ′, ∂Γ ∩ Γ′′ 6= ∅ de dimensión ≤ k − 1 tal que
a ∈ Γ′′. Dado que a ∈ ∂Γ ∩ Γ′ tenemos que a /∈ Γ′′ y por tanto a ∈ ∂Γ′′. Por (11) y
puesto que ∂Γ′′ ∩ Γ′ 6= ∅, dim(Γ′′) > dim(Γ′) = r. Por hipótesis de inducción sobre
k,

Γ′ ∩ ∂Γ′′ 6= ∅ ⇒ Γ′ ⊂ ∂Γ′′.

Por hipótesis de inducción sobre r, ya que k > dim(Γ′′) > r,

∂Γ ∩ Γ′′ 6= ∅ ⇒ Γ′′ ⊂ ∂Γ.

Eso implica que ∂Γ′′ ⊂ ∂Γ. Finalmente

Γ′ ⊂ ∂Γ′′ ⊂ ∂Γ.

Observese que en particular hemos demostrado que si dim(Γ′) = k−1 y dim(Γ) = k
entonces Γ′ ∩ ∂Γ debe ser abierto en ∂Γ.

- Supongamos que Γ′ ∩ ∂Γ es abierto en ∂Γ. Basta probar que Γ′ ∩ ∂Γ es abierto en
Γ′, porque por ser también cerrado y Γ′ conexo tendremos que Γ′ ∩ ∂Γ = Γ′. Sea
c = (a, b) ∈ Γ′ ∩ ∂Γ, a ∈ Rk, b ∈ Rn−k. Por ser Γ′ ∩ ∂Γ abierto en ∂Γ existe un
abierto U ′ = U ′1 × U ′2, a ∈ U ′1, b ∈ U ′2, tal que

U ′ ∩ ∂Γ ⊂ Γ′ ∩ ∂Γ. (12)

Por el lema 4.14 existen aplicaciones anaĺıticas φ1 : Ω → Rn−k y φ2 : Γ0 → Rn−k,
Ω ⊂ Rk abierto, Γ0 ⊂ Rk hoja semi-anaĺıtica, Γ0 ∩Ω = ∅, de forma que Γ es el grafo
de φ1 y Γ′ es el grafo de φ2. Sea π : Rk × Rn−k → Rk la proyección natural. Sea U2

un entorno abierto de b tal que U2 ⊂ U ′2. Por 12

x = (x1, x2) ∈ ∂Γ ∩ ({a} × U2) ⇒ (x1 = a) ∧ (a, x2) ∈ Γ′ ⇒

⇒ x2 = φ2(a) = b⇒ x = (a, b) = c.

Puesto que Ω ∩ Γ0 = ∅,
Γ ∩ (a× Rn−k) = ∅.

Aśı pues,
Γ ∩ ({a} × U2) = ∂Γ ∩ ({a} × U2) = c.

Podemos suponer que U2 es compacto. Tenemos entonces que U2 \ U2 también es
compacto. Consideremos para cada x2 ∈ U2 \U2 unos entornos abiertos Ux2(a) ⊂ Rk
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y V (x2) ⊂ Rn−k de a y x2 respectivamente tales que (Ux2(a) × V (x2)) ∩ Γ = ∅, los
cuales existen ya que (a, x2) /∈ Γ. Por ser U2 \ U2 compacto

U2 \ U2 ⊂
s⋃

i=1

V (xi
2).

Sea U1 = U ′1∩(
⋂s

i=1 Uxi
2
(a)) y sea U = U1×U2 ⊂ U ′. Veamos que Γ∩(U1×U2) ⊂ U .

Sea (x1, x2) ∈ Γ∩ (U1 × (U2 \U2)). Existe j ∈ {1, . . . , s} tal que (x1, x2) ∈ Uxj
2
(a)×

V (xj
2) . Sin embargo (Uxj

2
(a)× V (xj

2)) ∩ Γ = ∅, lo cual implica que (x1, x2) /∈ Γ.

Sea el abierto Ω0 = π(Γ ∩ U) = Ω ∩ U1. Tenemos que

x ∈ ∂Ω0 ∩ U1 ⇒ (x, t′) ∈ ∂Γ ∩ U para un t′.4 (13)

Por 12, tenemos que (x, t′) ∈ Γ′. Aśı pues, x ∈ Γ0.Hemos mostrado entonces que
∂Ω0 ∩ U1 ⊂ Γ0. Por el lema 4.16, existe un entorno abierto U ′′1 ⊂ U1 de a tal que

Γ0 ∩ U ′′1 ⊂ ∂Ω0

Por tanto Γ′∩U ′′ ⊂ ∂Γ, donde U ′′ = U ′′1 ×U2. En efecto, si (x, t) ∈ Γ′∩U ′′, entonces
x ∈ ∂Ω0 ya que x ∈ Γ0 ∩ U ′′1 . Como U ′′1 ⊂ U1, x ∈ ∂Ω0 ∩ U ′′1 ⊂ ∂Ω0 ∩ U1. Por (13),
(x, t′) ∈ ∂Γ ∩ U para algún t′. Finalmente, por (12), (x, t′) ∈ Γ′ ⇒ t′ = φ(x) = t.
Aśı pues (x, t) ∈ ∂Γ.

Observación 4.18. Por la proposición 4.17 tenemos que la condición a) es redundante
en la definición de estratificación distinguida.

Observación 4.19. La condición C2) implica que existe una sucesión de estratificaciones
distinguidas Cn = C, . . . , C1 de los intervalos abierto Qk ⊂ Rk, Qk = πk(Qk+1), πk : Rk+1 →
Rk, de forma que cada hoja semi-anaĺıtica Γ ∈ Ck+1 de dimensión ≤ k es el grafo de una
aplicación anaĺıtica Γ : Γ′ → R, con Γ′ ∈ Ck. Dado un estrato Γ ∈ C de dimensión l ≤ n,
definimos por recurrencia Γn = Γ, Γk = πk(Γk+1) ∈ Ck. Sea Pk el polinomio asociado a Ck.
Entonces

Γ ⊂ {P Γl+1

l+1 = . . . = P Γn
n = 0}.

Corolario 4.20. Sea C una estratificación distinguida de un intervalo abierto Q. Entonces
para todo estrato Γ ∈ C existe un aplicación anaĺıtica F : U → Rn−l de un entorno abierto
de Q̄ tal que TxΓ = Ker dxF , para todo x ∈ Γ.

4Puesto que Ω0 = π(Γ ∩ U),

∂Ω0 ⊂ π(Γ ∩ U) \ Ω0 ⊂ π(Γ ∩ U \ Γ ∩ U).

Por tanto existe (x, t′) ∈ Γ ∩ U \Γ∩U . Ahora bien, como x ∈ U1, tenemos que (x, t′) ∈ Γ∩(U1×U2) ⊂ U .
De forma trivial, (x, t′) ∈ Γ ∩ U ⊂ Γ. Si (x, t′) ∈ Γ, entonces (x, t′) ∈ Γ ∩ U , lo cual es una contradicción.
Aśı pues, (x, t′) ∈ ∂Γ ∩ U .
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Demostración. En la demostración utilizaremos las notaciones de la observación 4.19.
Sea F (x̄) = (P

Γl+1

l+1 (x̄), . . . , P Γn
n (x̄)). El jacobiano de esta función tiene rango máximo

en todo x ∈ Γ debido a la propia definición de los polinomios P
Γj

j . Fijemos x̄0 ∈ Γ.
Por el teorema de la función impĺıcita existe una función φ : U(x̄′0) → V (x̄′′0), φ(x̄′0) =
x̄′′0, tal que F (x̄′, φ(x̄′)) = 0. Por tanto (d(x̄′,φ(x̄′))F )(dx̄′(x̄

′, φ(x̄′))) = 0. En particular,
(dx̄0F )(dx̄′0(x̄

′, φ(x̄′))), y puesto que las columnas de dx̄′0(x̄
′, φ(x̄′)) generan el espacio tan-

gente de Γ en x̄0, obtenemos el resultado.

4.3. El teorema de las estratificaciones distinguidas y sus conse-
cuencias

Teorema 4.21 (de las estratificaciones distinguidas). Sean E1, . . . , Eq subconjuntos semi-
anaĺıticos de un entorno abierto del 0 ∈ Rn. Entonces, después de un cambio lineal
de coordenadas adecuado, existe una estratificación distinguida de un intervalo abierto
Q = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| < δi}, arbitrariamente pequeño, que es compatible con los
conjuntos E1, . . . , Eq.

Demostraremos este teorema en la sección 4.7. Los siguientes resultados son conse-
cuencias inmediatas de este teorema.

Teorema 4.22 (de la adherencia). La adherencia de un semi-anaĺıtico es semi-anaĺıtica

Teorema 4.23 (de las componentes conexas). La familia de componentes conexas de un
semi-anaĺıtico es localmente finita y cada una de sus componentes es semi-anaĺıtica.

Corolario 4.24. Un subconjunto de un semi-anaĺıtico E que sea abierto y cerrado en E
es semi-anaĺıtico.

Corolario 4.25. Sea E un conjunto semi-anaĺıtico no vaćıo. Entonces

1. dim(Ē \ E) < dim(E),

2. dim(Ē) = dim(E).

Observación 4.26. La restricción de una estratificación distinguida de un intervalo abier-
to Q a un intervalo abierto Q̃ ⊂ Q es también una estratificación distinguida.

4.4. Lemas auxiliares

Consideremos el polinomio Pc̄(z) = zk +c1z
k−1 + · · ·+ck con z ∈ C y c̄ = (c1, . . . , ck) ∈

Ck. Sea
Ws = {c̄ ∈ Ck : ]{z : Pc̄(z) = 0} ≤ s}

para s = 1, . . . , k. Sean K = {1, . . . , k} y

Ds(z1, . . . , zk) =
∑
J⊂K

]J=k−s

∏
µ<ν

µ,ν∈J

(zµ − zν)
2,
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para s = 0, . . . , k− 2. Puesto que Ds(z1, . . . , zk) es un polinomio simétrico en las variables
z1, . . . , zk, sabemos que existe un polinomio Ds(T1, . . . , Tk) ∈ Z[T1, . . . , Tk] tal que

Ds(z1, . . . , zk) = Ds(σ1(z̄), . . . , σk(z̄)),

donde σi son las funciones simétricas elementales. A los polinomios Ds los llamaremos
discriminantes generalizados.

Lema 4.27. Siguiendo la notación del párrafo anterior,

Ws = {c̄ ∈ Ck : D0(c̄) = . . . = Dk−s−1(c̄) = 0}
para s = 1, . . . , k − 1.

Demostración. Mostremos ambas inclusiones:

⊂ Sea c̄ ∈ Ws y z̄ = (z1, . . . , zk) una sucesión completa de las ráıces de Pc̄(z̄). Entonces

D0(z̄) = . . . = Dk−s−1(z̄) = 0.

Por tanto, para m = s+ 1, . . . , k,

0 = Dk−m(z̄) = Dk−m(σ1(z̄), . . . , σk(z̄)) = Dk−m(c1, . . . , ck).

⊃ Sea c̄ ∈ Ck tal que Dk−m(c̄) = 0 para m = s + 1, . . . , k. Sea (z1, . . . , zk) una
sucesión completa de las ráıces de Pc̄. Supongamos que c̄ /∈ Ws, es decir, que
t = ]{z1, . . . , zk} ≥ s + 1. Reordenando podemos suponer que z1, . . . , zt son las
t ráıces distintas de Pc̄. Tenemos entonces que

0 = Dk−t(c̄) = Dk−t(z1, . . . , zk) =
∏
µ<ν

µ,ν∈{1,...,t}

(zµ − zν)
2 6= 0,

lo cual es una contradicción.

Lema 4.28. Siguiendo la notación del lema 4.27, los subconjuntos Ws, s = 1, . . . , k, son
algebraicos.

Demostración. Para s = 1, . . . , k− 1 el resultado se deduce del lema anterior. Para s = k,
Wk = Ck, que también es algebraico.

Corolario 4.29. Sea G un abierto de Cn y sea

P (v̄; z) = zk + c1(v̄)z
k−1 + . . .+ ck(v̄)

un polinomio con coeficientes c1(v̄), . . . , ck(v̄) holomorfos en G. Sea ā ∈ G tal que P (ā; z)
tiene exactamente r ráıces distintas, donde 1 ≤ r ≤ k. Entonces existe un entorno abierto
U de ā tal que el subconjunto

Z = {v̄ ∈ U : ]{z : P (v̄; z) = 0} = r}
es anaĺıtico.
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Demostración. Por el lema 4.28 tenemos que para s ∈ {1, . . . , k − 1} cualquier conjunto

Zs = {v̄ ∈ G : ]{z : P (v̄; z) = 0} ≤ s}
es anaĺıtico puesto que

Zs = {v̄ ∈ G : D0(c̄(v̄)) = . . . = Dk−s−1(c̄(v̄)) = 0},
donde c̄(v̄) = (c1(v̄), . . . , ck(v̄)). Si r ≥ 2, el conjunto R = {v̄ ∈ G : ]{z : P (v̄; z) = 0} = r}
es igual a Zr \ Zr−1. Puesto que ā /∈ Zr−1 y Zr−1 es anaĺıtico, existe un entorno abierto
U ⊂ G tal que U ∩Zr−1 = ∅. Sea Z = {v̄ ∈ U : ]{z : P (v̄; z) = 0} = r}. Tenemos entonces
que

Z = R ∩ U = Zr ∩ U
y por tanto Z es anaĺıtico en U. Si r = 1, R es igual a Z1, que es anaĺıtico en todo G.

4.5. Lema de Base y sus consecuencias

El siguiente lema jugará un rol esencial en la prueba del teorema de las estratificaciones
distinguidas.

Lema 4.30 (de base). Sea G un abierto de Cn y consideremos

P (v̄; z) = zk + c1(v̄), z
k−1 + · · ·+ ck(v̄)

un polinomio mónico con coeficientes holomorfos en G. Supongamos que el número r de
ráıces distintas de z → P (v̄; z) no depende de v̄ en G. Entonces, si c̄ ∈ G, existe un entorno
abierto U de c̄ tal que

{(v̄, z) ∈ U × C : P (v̄; z) = 0} = ζ1 ∪ . . . ∪ ζr,
donde ζi son los grafos de funciones holomorfas ζi : U → C tales que ζi(x) 6= ζj(x) para
todo x ∈ U , si i 6= j.

Necesitaremos el siguiente lema para la demostración del lema de base.

Lema 4.31. Sea Q un polinomio mónico con coeficientes holomorfos en un abierto U de
Cn y sea Ω un abierto de C. Supongamos que el polinomio Q(v̄; z) tiene una sola ráız
ζ(v̄) en Ω y que la multiplicidad de dicha ráız no depende de v̄ en U . Entonces la función
ζ : U → C es holomorfa.

Demostración. Por el teorema de continuidad de las ráıces y puesto que ζ(v̄) es la única
ráız en Ω, tenemos que ζ(v̄) es continua. Por el lema 3.65 obtenemos el resultado.

Demostración del lema de base. Sea (z1, . . . , zk) una sucesión completa de las ráıces de
P (c̄; z) y sean a1, . . . , ar sus ráıces distintas. Sea K = {1, . . . , k} y sea la partición {Ij}r

j=1

de K, donde Ij = {ν ∈ K : zν = aj}. Sea δ > 0 tal que

δ <
1

2
min{|ai − aj| : i 6= j}.
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Por el teorema de continuidad de las ráıces existe un entorno abierto U de c̄ tal que para
todo v̄ ∈ U podemos ordenar la sucesión completa de ráıces de P (v̄; z), (z′1, . . . , z

′
k), de

forma que |z′i − zi| < δ, 1 ≤ i ≤ k. En particular, si a′1, . . . , a
′
r son las ráıces distintas,

tendremos que |a′i − ai| < δ, 1 ≤ i ≤ r. Sean Bj = {w ∈ C : |w − aj| < δ}. Tenemos que
para todo ν ∈ Ij, zν ∈ Bj. Los abiertos Bj son disjuntos y por tanto todos los z′ν , ν ∈ Ij,
serán iguales a a′j. Por el lema 4.31 aplicado a los abiertos U y Bj tenemos que la función
ζi(v̄) que asocia al punto v̄ la ráız de P (v̄; z) en Bj es holomorfa.

El lema de base tiene consecuencias en el caso real.

Corolario 4.32. Sea Γ una subvariedad anaĺıtica de Rn y sea

P (u;x) = xk + a1(u)x
k−1 + . . .+ ak(u)

un polinomio mónico con coeficientes anaĺıticos reales en Γ. Si el número r de ráıces
complejas de z → P (u; z) no depende de u entonces para todo c ∈ Γ existe un entorno
abierto U de c en Γ tal que

{(u; z) ∈ U × C : P (u; z) = 0} = ξ1 ∪ . . . ∪ ξr,

donde ξj son funciones anaĺıticas o bien reales o bien tales que Im(ξj) 6= 0 en U .

Demostración. Como el enunciado es local, podemos suponer que Γ = G ⊂ Rm, donde
G es un abierto y m = dim(Γ). Consideremos las complexificaciones ãi holomorfas en un
abierto G̃ 3 c de Cm lo suficientemente pequeño como para que U = G̃∩Rm ⊂ G. Puesto
que es posible tomar los entornos tan pequeños como queramos, en adelante supondremos
que U y G̃ son conexos. Consideremos el polinomio

P̃ (w; z) = zk + ã1(w)zk−1 + . . .+ ãk(w).

Por el corolario 4.29 el conjunto

Z = {v ∈ G̃ : P̃ (w; z) = 0 tiene exactamente r ráıces complejas distintas}

es anaĺıtico para un cierto entorno abierto V (c) ⊂ G̃. Renombremos con G̃ = V (c). Sean
f1, . . . , fl : G̃→ C las funciones holomorfas tales que

Z = {w ∈ G̃ : f1(w) = . . . = fl(w) = 0}.

Dado que U = G̃ ∩ Rm ⊂ Z, tenemos que fj(x) = 0 para todo x ∈ U . Eso implica que
fj ≡ 0 en G̃ y por tanto Z = G̃5. Entonces P̃ (v; z) tiene exactamente r ráıces distintas
para cada w ∈ G̃. Por el lema de base existe un entorno abierto de c, al cual denotaremos

5Recuérdese que por ser fj anaĺıtica tenemos que fj =
∑∞

k=k1+...+km
bk1···kmzk1

1 · · · zkm
m donde bk1···km

son las derivadas parciales respecto a xj con orden kj en 0. Puesto que fj(x) = 0 para todo x ∈ Rm,
podemos deducir que las derivadas anteriores son nulas y por tanto fj es idénticamente nulo en un abierto
de G̃ y, por el teorema de identidad, en todo G̃.
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de nuevo sin pérdida de generalidad con G̃, y funciones ζj : G̃ → C holomorfas tales que
ζi(w) 6= ζj(w) para todo w ∈ G̃, i 6= j, con

Z = ζ1 ∪ . . . ∪ ζr.
Por tanto

V = {(u, z) ∈ U × C : P (u; z) = 0} = ξ1 ∪ . . . ∪ ξr,
donde ξj = ζj|U : U → C son anaĺıticas. Por último, como 0 = P (u; z) = P (ū; z̄) =
P (u; z̄), tenemos que ξj = ξi para algún i. Si i = j, entonces ξj es real. Si i 6= j, entonces
Im(ξj) 6= 0 en U ya que ξj(v) 6= ξi(v) para todo u ∈ U .

Observación 4.33. Podemos completar el corolario 4.32 con la siguiente observación:
para cada j = 1, . . . , r existe un l ∈ N tal que

{
∂tP
∂xt (ū; ξj(ū)) = 0,∀t ≤ l
∂l+1P
∂xl+1 (ū; ξj(ū)) 6= 0

para todo ū ∈ U . Esto es consecuencia de la propia demostración del corolario 4.32 y de
la del lema 4.31. El número l en cuestión es el orden del cero aj.

Corolario 4.34. Sean las hipótesis y notaciones del corolario 4.32. Sea R un divisor
mónico de P en el anillo de polinomios reales con coeficientes anaĺıticos en Γ. Entonces
para todo punto c̄ ∈ Γ existe un entorno abierto W tal que

{(ū, x) ∈ W × R : R(ū, x) = 0} = (ξα1)W ∪ . . . ∪ (ξαs)W ,

para ciertos α1 < . . . < αs.

Demostración. Sea l el grado de R. Las ráıces de R(c̄, x) son algunas de las ráıces de
P (c̄, x). Digamos que dichas ráıces son ξβ1(c̄), . . . , ξβs′ (c̄) para ciertos β1 < . . . < βs′ y sea
(z1, . . . , zl) su sucesión completa de ráıces. Por el teorema de continuidad de las ráıces,
existe un entorno abierto W de c̄ tal que para todo ū ∈ W ⊂ Γ podemos ordenar la
sucesión completa de ráıces de R(ū, x), (z̃1, . . . , z̃l), de forma que |z̃i−zi| < δ, donde δ > 0
es el mismo que utilizamos en la demostración del lema de base. Por tanto

{(ū, z) ∈ W × C : R(ū, z) = 0} = (ξβ1)W ∪ · · · ∪ (ξβs′ )W .

Puesto que las funciones ξβj
son reales o con parte imaginaria no nula en ningún punto,

existe {α1 < . . . < αs} ⊂ {β1 < . . . < βs′} tales que

{(ū, z) ∈ W × R : R(ū, z) = 0} = (ξα1)W ∪ · · · ∪ (ξαs)W ,

donde las ξαj
son reales.

Proposición 4.35. Sean las hipótesis y notaciones del corolario 4.34, con Γ una subva-
riedad anaĺıtica conexa. Entonces

{(ū, x) ∈ Γ× R : P (ū, x) = 0} = ξ1 ∪ . . . ∪ ξq,
donde ξj : Γ → R son anaĺıticas reales y ξ1 < . . . < ξq en Γ con q ≤ r.
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Demostración. Consideremos los conjuntos Ci = {ū ∈ Γ : P (ū; z) tiene i ráıces reales},
0 ≤ i ≤ r. Observamos que:

• Ci es abierto: Dado c̄ ∈ Ci, por el corolario 4.34 aplicado al propio P , existe entorno
abierto W de c̄ tal que W ⊂ Ci.

• Ci es cerrado: Sea c̄ /∈ Ci. Entonces c̄ ∈ Cj, para algún i 6= j. Existe entorno abierto
W de c̄ tal que W ⊂ Cj y, por tanto, W ⊂ Cc

i .

Aśı pues, para cada i = 0, . . . , r y por ser Γ conexo, tenemos que los conjuntos Ci son vaćıos
o todo Γ. Por tanto existe q tal que Cq = Γ. Para cada c̄ ∈ Γ consideremos las funciones
ξ1, . . . , ξq : U → R, que podemos ordenarlas y renombrarlas de forma que ξ1 < . . . < ξq.
Sean

ξ̃j : Γ 3 c̄→ ξj(c̄) ∈ R,
donde ξj es la función considerada anteriormente para c̄. Las funciones ξ̃j están bien
definidas por estar las ξj ordenadas y es anaĺıtica por serlo estas últimas. Tenemos entonces
que

{(ū, x) ∈ Γ× R : P (ū, x) = 0} = ξ̃1 ∪ . . . ∪ ξ̃q.

Observación 4.36. Podemos completar la proposición 4.35 haciendo la observación de
que para cada j = 1, . . . , q, el orden

ξj 3 ū −→ ordūP ∈ N
es constante. Eso se deduce de la observación 4.33.

Proposición 4.37. Sean las hipótesis y las notaciones de la proposición 4.35. Sea R un
divisor de P mónico en el anillo de polinomios reales con coeficientes anaĺıticos en Γ.
Entonces

{(ū, x) ∈ Γ× R : R(ū, x) = 0} = ξα1 ∪ . . . ∪ ξαs ,

para ciertos α1 < . . . < αs.

Demostración. Argumentando como en la proposición 4.35 se demuestra que los conjuntos
C̃j = {ū ∈ Γ : R(ū;x) tiene j ráıces} para 0 ≤ j ≤ deg(R) son abiertos y cerrados y por
tanto existe s tal que Cs = Γ. Ordenando los ξα1 < . . . < ξαs comprobamos que se pueden
definir en todo Γ como hicimos en la demostración de la proposición 4.35.

4.6. El lema de Thom

Lema 4.38 (de Thom). Sea P (t) ∈ R[t] un polinomio en una variable real de grado k y
sea Θ = {θ0, . . . , θk−1} donde θi ∈ {(−∞, 0), {0}, (0,∞)}, i = 0, . . . , k − 1. Entonces el
conjunto

4Θ = {t ∈ R :
diP

dti
(t) ∈ θi, i = 0, . . . , k − 1}

es un intervalo abierto , un punto o el conjunto vaćıo.
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Demostración. Lo demostramos por inducción sobre el grado k del polinomio

• Caso k = 1: Sea P (t) = a+ bt, donde b 6= 0. Entonces

- Si b > 0: Si θ0 = {0} entonces 4Θ = {−a
b
}. Si θ0 = (−∞, 0) entonces 4Θ =

(−∞,−a
b
). Si θ0 = (0,∞) entonces 4Θ = (−a

b
,∞).

- Si b < 0: Si θ0 = {0} entonces 4Θ = {−a
b
}. Si θ0 = (−∞, 0) entonces 4Θ =

(−a
b
,∞) . Si θ0 = (0,∞) entonces 4Θ = (−∞,−a

b
).

• Caso k suponiendo que es cierto para k − 1: Podemos escribir

4Θ = 40 ∩4Θ′

donde 40 = {t ∈ R : P (t) ∈ θ0} y 4Θ′ = {t ∈ R : diP
dti

∈ θi, i = 1, . . . , k − 1}.
Por hipótesis de inducción aplicada a P ′(t) y a Θ′ = {θ1, . . . , θk−1}, tenemos los
siguientes casos:

- 4Θ′ = ∅: entonces 4Θ = ∅,
- 4Θ′ = {a}: entonces 4Θ = ∅ ó 4Θ = {a},
- 4Θ′ es un intervalo abierto: Lo primero que observamos es que para que eso

ocurra ningún θi, 1 ≤ i ≤ k − 1, puede ser {0}. En particular, P ′ 6= 0 en 4Θ′

y por tanto P es monótona estricta en 4Θ′ . Aśı pues P tiene como mucho
un cero en 4Θ′ . Si θ0 = {0}, entonces 4Θ es el vaćıo o es un punto. Como
la intersección de dos intervalos abiertos es el vaćıo u otro intervalo abierto,
tenemos que si θ0 = (−∞, 0) o θ0 = (0,∞) , entonces 4Θ es el vaćıo o un
intervalo abierto.

Corolario 4.39. Siguiendo las hipótesis y notaciones del lema de Thom, sean τ1 < . . . <
τN las ráıces de los polinomios P, P ′, . . . , P (k−1). Entonces tenemos que la colección de los
subconjuntos 4Θ no vaćıos es igual a

{(−∞, τ1), {τ1}, (τ1, τ2), . . . , (τN ,∞)}.
Demostración. Vamos a proceder por inducción sobre k. Además probaremos que cada
intervalo abierto o punto es igual a un 4Θ para un único 4Θ.

• Caso k = 1: es evidente vista la demostración anterior.

• Caso k suponiendo que es cierto para k − 1: probemos ambas inclusiones.

⊂ Sea Θ tal que 4Θ 6= ∅. Escribamos 4Θ = 40 ∩ 4Θ′ como hicimos en la
demostración del lema de Thom. Por hipótesis de inducción, tenemos que 4Θ′

es un intervalo abierto cuyos extremos son las ráıces de P ′, . . . , P (k−1) o bien
es una de las ráıces de P ′, . . . , P (k−1). Por tanto, puesto que 40 es una de las
ráıces de P o un intervalo cuyos extremos son ráıces de P , 40 ∩4Θ′ debe ser
un intervalo o un punto perteneciente a la familia del enunciado.
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⊃ Sea τ una de las ráıces de P, P ′, . . . , P (k−1). Comprobemos que existe un único

Θ tal que 4Θ = {τ}. Si τ es una de las ráıces de P ′, . . . , P (k−1) entonces 4Θ′

sólo puede ser {τ}. Por hipótesis de inducción basta tomar el único Θ′ tal que
4Θ′ = {τ} y por último elegir el único θ0 de acuerdo con el signo de P (τ).
Si τ es ráız de P pero no lo es de P ′, . . . , P (k−1) entonces 4Θ′ sólo puede ser
(τk1 , τk2) donde τk1 y τk2 son ráıces de P ′, . . . , P (k−1) tales que τk1 < τ < τk2 .
Por hipótesis de inducción, tomamos el único Θ′ tal que 4Θ′ = (τk1 , τk2) y
hacemos la única elección posible θ0 = {0}. Sea el intervalo abierto (τk1 , τk1+1),
donde τk1 es una de las ráıces de P, . . . , P (k−1), y comprobemos que existe un
único Θ tal que 4Θ = {(τk1 , τk1+1)}. Sea τ̃1 la ráız de P ′, . . . , P (k−1) máxima tal
que τ̃1 ≤ τk1 y sea τ̃2 la ráız de P ′, . . . , P (k−1) mı́nima tal que τ̃2 ≥ τk1+1. Por
hipótesis de inducción tomamos el único Θ′ tal que 4Θ′ = (τ̃1, τ̃2). Por último
basta fijar de forma uńıvoca θ0 de acuerdo con el signo de P en (τ̃1, τ̃2).

4.7. Prueba del teorema de estratificaciones distinguidas

Vamos a demostrar dicho teorema por inducción sobre la dimensión n del espacio
Rn. Es suficiente encontrar una estratificación compatible con las funciones que describen
E1, . . . , Eq en un entorno U de 0 en Rn. Argumentando de forma similar a como se hizo
en la demostración del lema 3.2 podemos encontrar un cambio lineal de coordenadas de
forma que dichos conjuntos estén descritos por un número finito de polinomios R1, . . . , Rs

distinguidos en la variable xn. Sean R =
∏s

i=1Rj y k = degxnR. Consideremos el polinomio
distinguido

P =
1

C
R
∂R

∂xn

. . .
∂k−1R

∂xk−1
n

,

donde C =
∏k−1

j=0(k−j)k−1−j. Sea l = degxnP . Por el corolario 4.29 para cada s ∈ {1, . . . , l}
tenemos que

As = {v̄ ∈ Rn−1 : ]{z ∈ C : P (v̄; z) = 0} = s}
es un conjunto semi-anaĺıtico en un entorno abierto de 0 ∈ Rn−1. Por hipótesis de inducción
existe una estratificación distinguida C ′ de un intervalo abierto Q′ de 0 ∈ Rn−1 compatible
con los As. Denotemos con

As =
⋃

Γ′st∈C′
t=1,...,ns

Γ′st.

Por la proposición 4.33 tenemos que los conjuntos

Λst = {(v̄, xn) ∈ Γ′st × R : P (v̄;xn) = 0}
son de la forma

Λst = ξ
(1)
st ∪ · · · ∪ ξ(rst)

st ,

donde ξ
(1)
st < · · · < ξ

(rst)
st : Γ′st → R son anaĺıticas. Por la observación 4.36, podemos

asegurar que el orden ordxP es constante para todo x ∈ ξ
(j)
st . Por el teorema de la
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continuidad de las ráıces podemos suponer que el intervalo abierto Q′ es lo suficien-
temente pequeño como para que las funciones ξ

(i)
st estén acotadas por un δ > 0 ar-

bitrario. Tomemos Q = Q′ × (−δ, δ) ⊂ U . Consideremos la partición de Q dada por

C = {ξ(j)
st }s,t,j ∪ {componentes conexas de Q \ ⋃

s,t,j ξ
(j)
st }. Para cada s ∈ {1, . . . , l},

t ∈ {1, . . . , ns} sean





B
(0)
st = {(v̄, xn) ∈ Γ′st × (−δ, δ) : xn < ξ

(1)
st }

...

B
(j)
st = {(v̄, xn) ∈ Γ′st × (−δ, δ) : ξ

(j)
st < xn < ξ

(j+1)
st }

...

B
(rst)
st = {(v̄, xn) ∈ Γ′st × (−δ, δ) : xn > ξ

(rst)
st }

Z
(1)
st = {(v̄, xn) ∈ Γ′st × (−δ, δ) : xn = ξ

(1)
st }

...

Z
(rst)
st = {(v̄, xn) ∈ Γ′st × (−δ, δ) : xn = ξ

(rst)
st }.

Observamos que la partición C̃ = {Zj
st}s,t,j ∪ {Bj

st}s,t,j es más fina que C. Aśı pues, si
mostramos que los conjuntos Zj

st y Bj
st son semi-anaĺıticos entonces tendremos que las

hojas semi-anaĺıticas de C también lo serán por tratarse de uniones finitas de las anteriores.
Sea Θ = (θ0, . . . , θk−1) con θj ∈ {(−∞, 0), {0}, (0,∞)}. Sean

CΘ,s,t = {(v̄, xn) ∈ Γ′st × (−δ, δ) :
∂iR

∂xi
n

(v̄, xn) ∈ θi, 0 ≤ i ≤ k − 1}.

Fijemos v̄0 ∈ Γ′st. Por el corolario 4.39, para cada j = 0, . . . , rst existe un único ΘB
j (v̄0) =

(θ0, . . . , θk−1) tal que las fibras

(B
(j)
st )v̄0 = (CΘB

j (v̄0),s,t)v̄0 .

De la misma forma, para cada j = 1, . . . , rst existe un único ΘZ
j (v̄0) = (θ0, . . . , θk−1) tal

que las fibras
(Z

(j)
st )v̄0 = (CΘZ

j (v̄0),s,t)v̄0 .

Consideremos el conjunto
{v̄ ∈ Γ′st : ΘB

j (v̄) = ΘB
j (v̄0)},

para j = 0, . . . , rst. Por la continuidad de ξj
st y a la continuidad de ∂iR

∂xi
n

dicho conjunto es

abierto en Γ′st. Observamos que también es cerrado, puesto que si un punto v̄ ∈ Γ′st no
está en dicho conjunto precisamente por el argumento anterior tendrá un entorno que no
esté contenido en él. Como Γ′st es conexo, deducimos que

Γ′st = {v̄ ∈ Γ′st : ΘB
j (v̄) = ΘB

j (v̄0)},
para j = 0, . . . , rst. De la misma manera demostramos que

Γ′st = {v̄ ∈ Γ′st : ΘZ
j (v̄) = ΘZ

j (v̄0)},
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para j = 0, . . . , rst. Tenemos entonces que

C̃ ⊂ {CΘ,s,t}Θ,s,t

y por tanto las hojas de C̃ son semi-anaĺıticas.
La partición C es compatible con los conjuntos E1, . . . , Eq ya que, por la proposición

4.37 y la propia definición del polinomio R, es compatible con los Ri. La condición C2) se
satisface por la propia construcción. La condición C3) se satisface por la definición de P
y por la observación 4.36. Finalmente, por la proposición 4.17, tenemos que la condición
del borde se satisface.

Corolario 4.40. Sean E1, . . . , Eq subconjuntos semi-anaĺıticos definidos por los polino-
mios distinguidos R1, . . . , Rs en un entorno abierto del 0 en Rn. Entonces, tras un cambio
lineal x1, . . . , xn−1 de coordenadas en Rn−1, existe una estratificación distinguida en un
intervalo abierto Q = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| < δi} que es compatible con E1, . . . , Eq.

4.8. Conjuntos semi-anaĺıticos de dimensión ≤ 1

Definición 4.41. Llamaremos arco semi-anaĺıtico (de Rn) a una subvariedad anaĺıtica
λ ⊂ Rn isomorfa al intervalo (0, 1), semi-anaĺıtica en Rn, relativamente compacta y tal
que si φ : (0, 1) → λ es un isomorfismo anaĺıtico entonces los ĺımites de φ en 0 y 1 son
distintos. A dichos ĺımites los llamaremos extremos del arco.

Observación 4.42. Comprobemos que los ĺımites de φ de la definición anterior siempre
existen. Supongamos por ejemplo que el ĺımite en 0 no existe. Puesto que λ̄ es compacta,
la única posibilidad es que existan dos puntos ĺımites a 6= b. Consideremos el hiperplano
H perpendicular a la recta que une a y b y que pasa por el punto a+b

2
. Entonces el conjunto

H ∩ λ tiene infinitas componentes conexas, porque en caso contrario, o bien a o bien b
no podŕıa ser punto ĺımite. Sin embargo, H ∩ λ es un conjunto semi-anaĺıtico y H ∩ λ̄ es
compacto. Por el teorema de las componentes conexas, H ∩ λ tiene un número finito de
componentes conexas, lo cual es una contradicción.

Definición 4.43. Sea E un subconjunto de Rn y sea ā ∈ Ē. Definimos el cono tangente
Cā(E) ⊂ Pn−1 de E en ā de la siguiente manera. Consideremos la aplicación

W : E \ {a} 3 x̄→ R(x̄− ā) ∈ Pn−1.

El cono viene definido por la igualdad W |ā = ā× Cā(E).

Observación 4.44. Sea f una función anaĺıtica en un entorno abierto U de 0̄ ∈ Rn tal
que f(0̄) = 0. Comprobemos que

C0({f = 0}) ⊂ {h = 0} ⊂ Pn−1,

donde h es la forma inicial de f , es decir, si f =
∑∞

j=k fk, donde fk son polinomios
homogéneos de grado j y k es el orden total de f , entonces h = fk. Sea λ = Rv̄ ∈ C0({f =
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0}). Entonces debe existir una sucesión x̄n ∈ Rn tal que f(x̄n) = 0, ĺımn→∞ x̄n = 0̄ y
ĺımn→∞ x̄n

‖x̄n‖ = v̄. Sea f̃ =
∑∞

j=k+1 fj. Tenemos que

0 =
f(x̄n)

‖x̄n‖k
= fk(

x̄n

‖x̄n‖) +
f̃(x̄n)

‖x̄n‖k
⇒

⇒ fk(
x̄n

‖x̄n‖) = − f̃(x̄n)

‖x̄n‖k
⇒

⇒ fk(v̄) = ĺım
n→∞

fk(
x̄n

‖x̄n‖) = − ĺım
n→∞

f̃(x̄n)

‖x̄n‖k
= 0.

En general, si E es un conjunto de Rn descrito por las funciones f1, . . . , ft entonces
tenemos que

C0(E) ⊂ {h1 = 0} ∩ · · · ∩ {ht = 0} ⊂ Pn−1,

donde hj son la formas iniciales de fj, j = 1, . . . , t.

Observación 4.45. La familia de arcos semi-anaĺıticos es invariante por cambios de coor-
denadas.

Lema 4.46. Sea E ⊂ Rn un subconjunto semi-anaĺıtico acotado de dimensión ≤ 1.
Entonces E es la unión finita de arcos semi-anaĺıticos y de puntos. Además, existe un
cambio lineal de coordenadas tal que cada uno de estos arcos semi-anaĺıticos se transforma
en el grafo de una aplicación anaĺıtica sobre un intervalo abierto y acotado en Rn−1.

Demostración. Es suficiente probar el lema para E∩U donde U es el entorno de un punto
de Ē 6. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que dicho punto es el 0̄. Por el teorema
de estratificaciones distinguidas, después de un cambio lineal de coordenadas adecuado,
existe una estratificación C de un intervalo abierto Q de Rn compatible con E ∩ Q. Sea
E ∩Q =

⋃s
j=1 Γj, donde Γj ∈ C. Puesto que dim(E ∩Q) ≤ 1, tenemos que dim(Γj) ≤ 1,

para j = 1, . . . , s. Por el lema 4.14 tenemos que cada Γj que no sea un punto es el grafo
de una aplicación anaĺıtica de un intervalo abierto y acotado de R en Rn−1. En particular,
cada Γj debe ser un punto o un arco semi-anaĺıtico.

Lema 4.47. Sea n ≥ 2 y sea Γ un arco semi-anaĺıtico de Rn tal que 0̄ es uno de sus
extremos y que no contiene el eje I de las xn. Entonces existe una función anaĺıtica F en
un entorno abierto W de 0̄ tal que F es xn-regular y F = 0 en Γ ∩W .

Demostración. Lo demostramos por inducción sobre n:

6Ē es compacto por ser E acotado. Para cada a ∈ Ē, tomemos un entorno abierto U(a) de forma que
el lema sea cierto en E ∩ U(a). Entonces

Ē ⊂
⋃

a∈Ē

U(a).

Por ser Ē compacto existe un recubrimiento finito Ē ⊂ ⋃s
i=1 U(ai). En particular, E ⊂ ⋃s

i=1 U(ai).
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• Caso n = 2: Puesto que Γ es semi-anaĺıtico y tiene dimensión 1, existe un entorno
abierto W ′ de 0 tal que Γ ∩W ′ =

⋃s
i=1{hi = 0} ∩ Gi, donde hi 6≡ son funciones

anaĺıticas en W ′ y Gi son abiertos semi-anaĺıticos. Tenemos que la función anaĺıtica
h = h1 · · ·hs 6≡ 0 se anula en Γ ∩ W ′. Por ser h anaĺıtica sabemos que existe un
entorno abierto conexo W ′′ de 0 de forma que

h(x1, x2) =
∞∑
i=0

ai(x2)x
i
1,

para ciertas funciones anaĺıticas ai(x2). Sea k = min{m ∈ N : ak 6≡ 0}. Tenemos
que

h(x1, x2) = xk
1F (x1, x2)

donde F (x1, x2) =
∑∞

i=k ai(x2)x
k−i
1 , la cual es anaĺıtica en W ′′. F es x2-regular por

definición. Puesto que Γ ∩ I es semi-anaĺıtico, existe un entorno W ′′′ ⊂ W ′′ tal
que el número de componentes conexas de Γ ∩ I ∩W ′′′ es finito. Puesto que λ no
está contenido en I, deducimos que existe un entorno abierto W ⊂ W ′′′ de 0̄ tal que
Γ ∩ I ∩W = ∅. Finalmente, como h se anula en Γ ∩W y Γ ∩ I ∩W = ∅, tenemos
que F se anula en Γ ∩W .

• Caso n siendo cierto n− 1: Supongamos que existe un plano H que contiene al eje I
y a Γ. Aplicando un cambio lineal de coordenadas adecuado podemos suponer que
H = 0×R2. Sea π : Rn → R2 la proyección natural sobre las dos últimas coordenadas.
Por hipótesis de inducción aplicada a π(Γ), existe una función anaĺıtica F ∗(xn−1, xn)
en un entorno abierto W ′ ⊂ R2 de 0̄ tal que F ∗ es xn-regular y F ∗ = 0 en π(Γ)∩W ′.
Basta considerar la función F (x1, . . . , xn) = F ∗(xn−1, xn) para obtener el resultado.
Demostremos el paso de inducción en el caso de que no exista un plano que contenga
el eje I y a Γ. Sean f1, . . . , fn 6≡ funciones anaĺıticas en un entorno U de 0 tales que
definen Γ ∩ U . Puesto que el entorno U es tan pequeño como queramos y uno de
las extremos de Γ es el 0̄, podemos suponer que fi(0̄) = 0, i = 1, . . . , n. Por la
observación 4.44 sabemos que

C0(Γ) ⊂ C = {h1 = 0} ∩ . . . ∩ {hr = 0},

donde hj es la forma inicial de fj. El conjunto D = Pn−1 \C es un abierto denso de
Pn−1. Sea λ ∈ D tal que λ 6= I y tal que posea un vector director de la forma v̄ =
(v1, . . . , 1, vn). Obsérvese que B′ = {ē1, . . . , ēn−2, ēn, v̄} forma una base de Rn. Sea
H el cambio lineal de coordenadas x̄ en la base B = {ē1, . . . , ēn} a las coordenadas
w̄ en la base de B′, es decir,

w̄ = H(x̄) = (Ax̄t)t

donde A es la matriz de paso de B a B′. Sea Γ̃ = H(Γ) = {w̄ ∈ Rn : H−1(w̄) ∈ Γ}.
Observamos que el eje xn se transforma en el eje wn−1 y que λ se convierte en el
eje wn. Observamos también que las funciones f̃j = fj ◦H describen el conjunto Γ̃
en el entorno abierto H(U) de 0̄. Además f̃j son wn-regulares, 1 ≤ j ≤ r ya que
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si f̃j no fuera wn-regular, entonces tendŕıamos que λ ∈ {hj = 0} lo cual es una
contradicción. Por el teorema de preparación aplicado a las funciones f̃j existe un
entorno abiertoW tal que Γ̃ está definido por unos polinomios distinguidos Rj. Por el

corolario 4.40, tras un cambio de coordenadas ĥ de (w1, . . . , wn−1) a (ŵ1, . . . , ŵn−1)
en Rn−1, existe una estratificación distinguida C en un entorno intervalo abierto
Q̂ ⊂ Ĥ(W ) de 0̄ compatible con Ĥ(Γ̃), donde Ĥ es el cambio de (w1, . . . , wn−1, wn)
a (ŵ1, . . . , ŵn−1, wn). Por ser una subvariedad de dimensión 1 semi-anaĺıtica conexa,
Ĥ(Γ̃)∩Q̂ debe ser un estrato. Obtenemos que π(Ĥ(Γ̃)∩Q̂) es un estrato de dimensión
≤ 1 de C ′ y, por el lema 4.46, es unión finita de puntos y arcos semi-anaĺıticos. Si
π(Ĥ(Γ̃) ∩ Q̂) fuera un punto, entonces Ĥ(Γ̃) ∩ Q̂ estaŕıa contenido en el eje wn y Γ
estaŕıa contenido en la recta λ y, por tanto, en el plano que generan λ e I, lo cual
es una contradicción. Aśı pues, al ser π(Ĥ(Γ̃) ∩ Q̂) un estrato de dimensión 1, debe
ser arco semi-anaĺıtico. Como ser arco semi-anaĺıtico no depende de cambios lineales
de coordenadas, ĥ−1(π(Γ̃ ∩ Ĥ(Q̂))) = π(Γ̃ ∩ Ĥ(Q̂)) también es arco semi-anaĺıtico.
Denotemos Q = Ĥ−1(Q̂). Observamos que si π(Γ̃ ∩ Q) estuviera contenida en el
eje wn−1 entonces Γ estaŕıa contenida en el plano que definen λ y I, lo cual es una
contradicción. Por tanto π(Γ̃∩Q) no está contenida en el eje wn−1. Por hipótesis de

inducción existe una función F̃ (w1, . . . , wn−1) en un entorno W̃ de 0̄′ ∈ Rn−1 tal que

F̃ se anula en π(Γ̃ ∩Q) y es wn−1 regular. Consideremos la función

F (x1, . . . , xn) = F̃ (π(H(x1, . . . , xn)) =

= F̃ (x1 − v1xn−1, . . . , xn−2 − vn−2xn−1,−vnxn−1 + xn).

Tenemos entonces que F es una función anaĺıtica en el entorno H−1(W̃ × R), es

xn-regular por ser F̃ una función wn−1-regular y F se anula en Γ ∩H−1(W̃ × R).

Proposición 4.48. Sea π : Rn → Rk, k < n, la proyección natural y sea E un conjunto
semi-anaĺıtico, acotado y de dimensión ≤ 1. Entonces la imagen π(E) es un semi-anaĺıtico
acotado de dimensión ≤ 1.

Demostración. Es suficiente considerar el caso k = n − 1, ya que podemos aplicar dicho
caso repetidas veces. Por el lema 4.46, E es la unión finita de puntos y arcos semi-anaĺıticos
y por tanto basta que probemos el enunciado para un arco semi-anaĺıtico Γ. Sea a ∈ Γ y
probemos que existe un entorno de U(a) tal que π(Γ∩U(a)) es semi-anaĺıtico. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que a = 0̄. Obsérvese que basta probarlo en el caso de
que 0̄ sea una de los extremos del arco semi-anaĺıtico ya que en caso contrario bastaŕıa
dividirlo en dos trozos de forma que 0̄ fuera extremo de cada uno de ellos. Sea B una bola
abierta de centro 0̄ tal que

Γ ∩B =
s⋃

j=1

Sj,

donde Sj = {x ∈ B : hj(x) = 0, fj1(x) > 0, . . . , fjtj(x) > 0}, donde hj y fji son funciones

anaĺıticas en un entorno de B. Fijemos j0 = 1, . . . , s. Es suficiente mostrar que π(Sj0 ∩U)
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es semi-anaĺıtico para un entorno U ⊂ B de 0̄. Si 0̄ /∈ Sj0 ó 0̄ es un punto aislado de Sj0

entonces la afirmación es trivial. Supongamos que 0̄ ∈ Sj0 y que 0̄ no es un punto aislado
de Sj0 . Entonces existe un entorno abierto V ⊂ B de 0̄ en Rn tal que Γj0 = Sj0 ∩ V es un
arco semi-anaĺıtico y 0̄ es uno de sus extremos7. Por último, tan sólo se pueden dar los
siguientes casos,

Caso 1 Supongamos que hj0 es xn-regular. Podemos suponer que los fj0i son xn-
regulares porque en caso contrario podemos sustituirlos por las funciones
fj0i + hj0 que seguirán definiendo el mismo conjunto. Por el teorema de
preparación de Weierstrass existe un entorno U ⊂ V del 0̄ tal que el
conjunto Sj0 está definido por los polinomios distinguidos asociados a las
funciones anteriores. Por el corolario 4.40, tras un cambio de coordenadas
H adecuado que sólo afecta a las primeras n − 1 coordenadas, existe
una estratificación distinguida C en un intervalo abierto Q ⊂ H(U) de 0̄
compatible con H(Sj0) y por tanto H(Sj0)∩Q es un estrato de dimensión
1 de C. Aśı pues, π(H(Sj0) ∩Q) es un estrato de dimensión 1 de C ′ y, en
particular, es semi-anaĺıtico. Podemos deshacer el cambio de coordenadas,
y como la variable xn no se véıa afectada, deducimos que H−1(π(H(Sj0)∩
Q)) = π(Sj0 ∩H−1(Q)) es semi-anaĺıtica.

Caso 2 Supongamos que hj0(0, . . . , 0, xn) ≡ 0 y que Sj0 ∩ V está contenido en el
eje xn. Entonces π(Γj0) = 0̄′ y por tanto es semi-anaĺıtico.

Caso 3 Supongamos que hj0(0, . . . , 0, xn) ≡ 0 y que Γj0 no está contenido en el
eje xn. Por el lema 4.47, existe una función anaĺıtica Hj0 en un entorno
Ωj0 ⊂ V que es xn-regular y que se anula en Γj0∩Ωj0 . Podemos reemplazar
hj0 por la función anaĺıtica h2

j0
+ H2

j0
ya que ambas describen el mismo

conjunto, y puesto que esta última es xn-regular, estamos en el caso 1.

Observación 4.49. En la proposición 4.48 la hipótesis de acotación sobre el conjunto E
es necesaria. Por ejemplo el conjunto E = {( 1

n
, n) : n = 1, 2, . . .} ⊂ R2 es un subconjunto

semi-anaĺıtico de dimensión 0 no acotado. Sin embargo, π(E) = { 1
n

: n = 1, . . . , } ⊂ R no
es un subconjunto semi-anaĺıtico.

7Eso se debe a que Sj0 ∩B es un semi-anaĺıtico de dimensión ≤ 1 acotado y por tanto es unión finita
de arcos semi-anaĺıticos y puntos. Como 0̄ ∈ Sj0 y no es un punto aislado, 0̄ debe ser el extremo de un
sólo arco semi-anaĺıtico ya que todos ellos están incluidos en Γ. Finalmente, existe un entorno abierto de
0̄ que áısla dicho arco.
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5. Ejemplos

En esta sección vamos a aplicar de forma constructiva el teorema 3.49 y el teorema de
estratificaciones distinguidas a algunos ejemplos concretos. Como ya se dijo en la intro-
ducción, los ejemplos han sido escogidos por su especial importancia ya que son los únicos
gérmenes de superficie singular de R3 tales que cualquier germen de función positiva sobre
ellos es suma de cuadrados. La notación utilizada en los ejemplos es exactamente la misma
que la empleada para las demostraciones de los teoremas antes citados.

5.1. El paraguas de Whitney y sus deformaciones

En esta sección estudiaremos localmente los conjuntos descritos por las siguientes ecua-
ciones desde el punto de vista real y desde el punto de vista complejo,

{
Paraguas de Whitney: z2 − x2y = 0,
Deformaciones del paraguas de Whitney: z2 − x2y − (−1)kyk = 0, k ≥ 3

5.1.1. El paraguas de Whitney como conjunto anaĺıtico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
anaĺıtico real E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x2y = 0} en el punto (0, 0, 0).

Puesto que E está definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 − x2y. Entonces

P =
1

2
R
∂R

∂z
=

1

2
(z2 − x2y)2z = z(z2 − x2y) = z3 − x2yz.
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Denotamos c3 = c1 = 0, c2 = −xy. Sean





A′1 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 1},
A′2 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 2},
A′3 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 3}.

Utilizando un programa de ordenador obtenemos que

{
D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3

1 ) + T 2
2 (−4T2 + T 2

1 ),
D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2

1 .

Sean Zi = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 2. Tenemos que

Z1 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : −xy = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x = 0} ∪ {(x, y) ∈ R2 : y = 0},

Z2 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : −xy = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x = 0} ∪ {(x, y) ∈ R2 : y = 0}.

Tenemos que 



A′1 = Z1 = {x = 0} ∪ {y = 0},
A′2 = Z2 \ Z1 = ∅,
A′3 = R2 \ Z2 = {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0, y 6= 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas, tras un cambio lineal de coordenadas
adecuado, existe una estratificación C ′ en un intervalo abierto Q′ de 0 ∈ R2 compatible
con A′1, A

′
2 y A′3. Para hacer esta estratificación debemos volver a aplicar la demostración

del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos un tipo de letra más pequeño
para diferenciarla de la estratificación que estamos llevando a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A′1, A′2 y A′3 están descritos por los
polinomios R̃1 = x y R̃2 = y. Como el polinomio R̃1 no es distinguido, debemos
hacer un cambio de coordenadas adecuado para que ambos polinomios lo sean.
Elegimos el siguiente cambio de coordenadas

(u, v) = H(x, y) =
1
2
(x + y, x− y).

Obtenemos que R̃1 = u + v y R̃2 = u− v. Sean R̃ = R̃1R̃2 y

P̃ =
1
2
R̃

∂R̃

∂v
= (u− v)(u + v)v = (u2 − v2)v = u2v − v3.

Sean 



Ã1 = {(u, v) ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} = 1},
Ã2 = {(u, v) ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} = 2},
Ã3 = {(u, v) ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} = 3}.
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Denotemos c3 = c1 = 0, c2 = u2. Utilizando un programa de ordenador obtene-
mos que

{
D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3

1 ) + T 2
2 (−4T2 + T 2

1 ),
D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2

1 .

Sean Zi = {u ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 2. Tenemos que

Z1 = {u ∈ R : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {u ∈ R : u = 0},

Z2 = {u ∈ R : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {u ∈ R : u = 0}.

Por tanto 



Ã1 = Z1 = {u = 0},
Ã2 = Z2 \ Z1 = ∅,
Ã3 = R \ Z2 = {u ∈ R : u 6= 0}.

Obtener una estratificación C′′ compatible con los Ãi es inmediato. Fijemos el
intervalo Q′′ = (− 1

2 , 1
2 ). Sea C′′ = {(− 1

2 , 0), {0}, (0, 1
2 )} y denotemos Γ̃11 = {0},

Γ̃31 = (− 1
2 , 0) y Γ̃32 = (0, 1

2 ). Aśı pues, Ã1 = Γ̃11 y Ã3 = Γ̃31∪Γ̃32. Los conjuntos
Λ̃it = {(u, v) ∈ Γ̃it × R : P̃ (u, v) = 0} son de la forma

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 , Λ̃31 = ξ̃

(1)
31 ∪ ξ̃

(2)
31 ∪ ξ̃

(3)
31 , Λ̃32 = ξ̃

(1)
32 ∪ ξ̃

(2)
32 ∪ ξ̃

(3)
32 ,

donde

Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 0 → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ̃31:




ξ̃
(1)
31 : Γ̃31 3 u → u ∈ R,

ξ̃
(2)
31 : Γ̃31 3 u → 0 ∈ R,

ξ̃
(3)
31 : Γ̃31 3 u → −u ∈ R,

Grafos asociados a Γ̃31:




ξ̃
(1)
32 : Γ̃32 3 u → −u ∈ R,

ξ̃
(2)
32 : Γ̃32 3 u → 0 ∈ R,

ξ̃
(3)
32 : Γ̃32 3 u → u ∈ R.

Tomemos Q′ = Q′′ × (− 1
2 , 1

2 ). Finalmente, sea

C′ = {ξ̃j
it} ∪ {componentes conexas de Q′ \

⋃
ξ̃j
it}

nuestra estratificación, la cual representamos en el siguiente dibujo:
Si denotamos con Ai a los conjuntos H(A′i), tenemos que, siguiendo la notación
del teorema, {

A1 = Γ11 ∪ Γ12 ∪ Γ13 ∪ Γ14 ∪ Γ15,
A3 = Γ31 ∪ Γ32 ∪ Γ33 ∪ Γ34,

donde Γ3j son los de los dibujos y Γ11 = ξ̃
(1)
11 , Γ12 = ξ̃

(3)
31 , Γ13 = ξ̃

(1)
32 , Γ14 = ξ̃

(1)
31 ,

Γ15 = ξ̃
(3)
32 .
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En lo que sigue utilizaremos la notación que se emplea en la estratificación de los
conjuntos Ai. Tenemos que los conjuntos Λst = {(u, v, z) ∈ Γst × R : P (u, v, z) = 0} son
de la forma

Λ11 = ξ
(1)
11 , Λ12 = ξ

(1)
12 , Λ13 = ξ

(1)
13 , Λ14 = ξ

(1)
14 , Λ15 = ξ

(1)
15 ,

Λ31 = ξ
(1)
31 , Λ32 = ξ

(1)
32 ∪ ξ(2)

32 ∪ ξ(3)
32 , Λ33 = ξ

(1)
33 ∪ ξ(2)

33 ∪ ξ(3)
33 , Λ34 = ξ

(1)
34 ,

donde

Grafos asociados a Γ1j, 1 ≤ j ≤ 5:

ξ
(1)
1j : Γ1j 3 0 → 0 ∈ R

Grafos asociados a Γ3j, j ∈ {1, 4}:

ξ
(1)
3j : Γ3j 3 0 → 0 ∈ R

Grafos asociados a Γ3j, j ∈ {2, 3}:




ξ
(1)
3j : Γ3j 3 (u, v) → −(u+ v)

√
u− v ∈ R

ξ
(2)
3j : Γ3j 3 (u, v) → 0 ∈ R
ξ

(3)
3j : Γ3j 3 (u, v) → (u+ v)

√
u− v ∈ R
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Puesto que |ξ(t)
st | < 1, fijamos el intervalo Q = Q′ × (−1, 1). Finalmente, tomamos la

estratificación distinguida C dada por

C = {ξj
st} ∪ {componentes conexas de Q \

⋃
ξj
st}.

En particular, el paraguas de Whitney, tras el cambio de coordenadas, es la union de los
siguientes estratos

Ẽ = {(u, v, z) : z2 − (u+ v)2(u− v) = 0} =

= ξ
(1)
11 ∪ ξ(1)

12 ∪ ξ(1)
13 ∪ ξ(1)

14 ∪ ξ(1)
15 ∪ ξ(1)

32 ∪ ξ(3)
32 ∪ ξ(1)

33 ∪ ξ(3)
33 .

La que sigue es una representación del paraguas de Whitney después del cambio de coor-
denadas,

5.1.2. El paraguas de Whitney como conjunto anaĺıtico complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto anaĺıtico complejo E = {(x, y, z) ∈ C3 :
z2 − x2y = 0} en el punto (0, 0, 0), es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0, 0, 0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizó en la sección del teorema de los
ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z2 − x2y) es el ideal generado
por z2 − x2y, el germen de la función z2 − x2y en el punto (0, 0, 0), y el cual es primo.
Dada f ∈ O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f̄ . Tenemos que el sistema de
coordenadas x, y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) I ∩ O2 = (0),

ii) O3/I = O2[z̄] es entero sobre O2 dado que q(z̄) = 0, para q(T ) = T 2−x2y ∈ O2[T ],

iii) F3 = F2[z̄].
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El discriminante de q(T ) es D = 4x2y ∈ O2. Sean los polidiscos 4 = 4((0, 0, 0) : (1, 1, 1))
y 42 = 4((0, 0) : (1, 1)). Sean q(T ) = T 2 − x2y y D = 4x2y representantes de q(T ) y D
en el polidisco 4. Observamos que para todo (x, y) ∈ 42 si q(z) = 0 entonces |z| < 1.
Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una representación admisible de
I. Aśı pues, el conjunto

V \ V (D) = {(x, y, x) ∈ 4 : z2 − x2y = 0, xy 6= 0}

es una subvariedad compleja conexa de dimensión 2 y la proyección natural

π : V \ V (D) →42 \ V (D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean U1 = {reiθ : 0 < r < 1, 0 < θ < 2π} y U2 = {reiθ : 0 < r < 1,−π < θ < π}.

Tenemos entonces que

42 \ V (D) = (4(0, 1)∗ × U1) ∪ (4(0, 1)∗ × U2),

donde 4(0, 1)∗ = {x ∈ C : 0 < |x| < 1}. Consideremos las funciones holomorfas,

{
f1(re

iθ) =
√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U1,

f2(re
iθ) =

√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U2.

Aśı pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{
ϕ1 : 4(0, 1)∗ × U1 3 (x, y) → (x, y, xf1(y)) ∈ 4(0, 1)∗ × U1 × C,
ϕ2 : 4(0, 1)∗ × U1 3 (x, y) → (x, y,−xf1(y)) ∈ 4(0, 1)∗ × U1 × C,

{
ψ1 : 4(0, 1)∗ × U2 3 (x, y) → (x, y, xf2(y)) ∈ 4(0, 1)∗ × U2 × C,
ψ2 : 4(0, 1)∗ × U2 3 (x, y) → (x, y,−xf2(y)) ∈ 4(0, 1)∗ × U2 × C.
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5.1.3. La deformación del paraguas de Whitney como conjunto anaĺıtico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
anaĺıtico real E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − yx2 − (−1)kyk = 0} en el punto (0, 0, 0).

Si k es par :

Si k es impar :

Puesto que E está definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no es
necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 − yx2 − (−1)kyk. Entonces

P =
1

2
R
∂R

∂z
= z(z2 − yx2 − (−1)kyk) = z3 − (yx2 + (−1)kyk)z.

Siguiendo la notación del teorema, c3 = c1 = 0, c2 = −yx2− (−1)kyk. Sean Ai = {(x, y) ∈
R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos
que {

D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3
1 ) + T 2

2 (−4T2 + T 2
1 ),

D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2
1 .
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Sean Zi = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 2. Tenemos que

Z1 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : −yx2 − (−1)kyk = 0},

Z2 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : −yx2 − (−1)kyk = 0}.

Aśı pues 



A1 = Z1 = {−yx2 − (−1)kyk = 0},
A2 = Z2 \ Z1 = ∅,
A3 = R2 \ Z2 = {−yx2 − (−1)kyk 6= 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificación C ′ en un intervalo
abierto Q′ de 0 ∈ R2 compatible con A1, A2 y A3. Para hacer esta estratificación debemos
volver a aplicar la demostración del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra más pequeño para diferenciarla de la estratificación que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A1, A2 y A3 están descritos por el
polinomio distinguido R̃ = (−1)kx2y + yk. Como el polinomio R̃ es distinguido,
no es necesario hacer un cambio de coordenadas. Sea

P̃ =
1
C

R̃
∂R̃

∂y
. . .

∂k−1R̃

∂yk−1
= ((−1)kx2y + yk)((−1)kx2 + kyk−1)ym =

=
1
k

x4ym+1 +
k + 1

k
(−1)kx2yk+m + y2k+m−1,

donde C = kk−1(k − 1)k−2 · · · 2 y m = k(k−3)
2 + 1. Utilizando la notación del

teorema, tenemos que ci = 0, i 6= 2k − 2, k − 1 , ck−1 = k+1
k (−1)kx2 y c2k−2 =

1
kx4. Sean Ãi = {(x, y) ∈ R : ]{z : P̃ (x, y) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 2k +m− 1. Vamos
a prescindir de los discriminantes generalizados puesto que el cálculo de estos
resulta costoso para una variable indeterminada k. Sean Zi = {x ∈ R : ]{z :
P̃ (x, y) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 2k + m− 2. Tenemos que

Zj = {x ∈ R : x = 0}, j = 1, . . . , 2k − 2
Zj = {x ∈ R : x 6= 0}, j = 2k − 1, . . . , 2k + m− 1

Aśı pues, 



Ã1 = Z1 = {x = 0},
Ãj = Zj \ Zj−1 = ∅, j = 2, . . . , 2k − 2,

Ã2k−1 = Z2k−1 \ Z2k−2 = {x 6= 0},
Ãj = Zj \ Zj−1 = ∅, j = 2k, . . . , 2k + m− 1.

Obtener una estratificación C′′ compatible con los Ãi es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q′′ = (−1, 1). Sea C′′ = {(−1, 0), {0}, (0, 1)} y denotemos
Γ̃11 = {0}, Γ̃2k−1,1 = (−1, 0) y Γ̃2k−1,2 = (0, 1). Los conjuntos Λ̃it = {(x, y) ∈
Γ̃11 × R : P̃ (x, y) = 0} son de la forma

Si k es par :

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 , Λ̃2k−1,j = ξ̃

(1)
2k−1,j ∪ ξ̃

(2)
2k−1,j ξ̃

(3)
2k−1,j , j = 1, 2

donde
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• Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 x → 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ̃2k−1,j , j = 1, 2:




ξ̃
(1)
2k−1,j : Γ̃2k−1,j 3 x → −(x2)1/(k−1) ∈ R,

ξ̃
(2)
2k−1,j : Γ̃2k−1,j 3 x → −( 1

kx2)1/(k−1) ∈ R,

ξ̃
(3)
2k−1,j : Γ̃2k−1,j 3 x → 0 ∈ R,

Si k es impar :

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 , Λ̃2k−1,j = ξ̃

(1)
2k−1,j ∪ ξ̃

(2)
2k−1,j ξ̃

(3)
2k−1,j ∪ ξ̃

(4)
2k−1,j ∪ ξ̃

(5)
2k−1,j , j = 1, 2,

donde
• Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 x → 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ̃2k−1,j , j = 1, 2:




ξ̃
(1)
2k−1,j : Γ̃2k−1,j 3 x → −(−x2)1/(k−1) ∈ R,

ξ̃
(2)
2k−1,j : Γ̃2k−1,j 3 x → −(− 1

kx2)1/(k−1) ∈ R,

ξ̃
(3)
2k−1,j : Γ̃2k−1,j 3 x → 0 ∈ R,

ξ̃
(4)
2k−1,j : Γ̃2k−1,j 3 x → (− 1

kx2)1/(k−1) ∈ R,

ξ̃
(5)
2k−1,j : Γ̃2k−1,j 3 x → (−x2)1/(k−1) ∈ R,

Tomemos Q′ = Q′′ × (−1, 1). Finalmente, sea

C′ = {ξ̃j
it} ∪ {componentes conexas de Q′ \

⋃
ξ̃j
it}

nuestra estratificación distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

Si k es par :
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Si k es impar :

Siguiendo la notación del teorema obtenemos que

Si k es par : {
A1 = Γ11 ∪ Γ12 ∪ Γ13 ∪ Γ14 ∪ Γ15,

A3 =
⋃8

j=1 Γ3j ,

donde Γ3j , j ∈ {1, 2, 4, 5, 6, 8}, son los de los dibujos y Γ11 = ξ̃
(1)
11 , Γ12 =

ξ̃
(3)
2k−1,2, Γ13 = ξ̃

(1)
2k−1,2, Γ14 = ξ̃

(1)
2k−1,1, Γ15 = ξ̃

(3)
2k−1,1, Γ33 = ξ̃

(2)
2k−1,2 y

Γ37 = ξ̃
(2)
2k−1,1.

Si k es impar : {
A1 =

⋃7
j=1 Γ1j ,

A3 =
⋃14

j=1 Γ3j ,

donde Γ3j , j ∈ {1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 14} son los de los dibujos y Γ11 =
ξ̃
(1)
11 , Γ12 = ξ̃

(1)
2k−1,2, Γ13 = ξ̃

(3)
2k−1,2, Γ14 = ξ̃

(5)
2k−1,2, Γ15 = ξ̃

(1)
2k−1,1, Γ16 =

ξ̃
(3)
2k−1,1, Γ17 = ξ̃

(5)
2k−1,1, Γ33 = ξ̃

(4)
2k−1,2, Γ36 = ξ̃

(2)
2k−1,2, Γ3,10 = ξ̃

(2)
2k−1,1 y

Γ3,13 = ξ̃
(4)
2k−1,1.

En lo que sigue utilizaremos la notación que se emplea en la estratificación de los
conjuntos Ai. Tenemos que los conjuntos Λst = {(x, y, z) ∈ Γst × R : P (x, y, z) = 0} son
de la forma

Si k es par : 



Λ1j = ξ
(1)
1j , 1 ≤ j ≤ 5,

Λ3j = ξ
(1)
3j ∪ ξ(2)

3j ∪ ξ(3)
3j , j = 1, 5,

Λ3j = ξ
(1)
3j , j ∈ {2, 3, 4, 6, 7, 8},

donde

• Grafos asociados a Γ1j, 1 ≤ j ≤ 5:

ξ
(1)
1j : Γ1j 3 x→ 0 ∈ R,
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• Grafos asociados a Γ3j, j = 1, 5:




ξ
(1)
3j : Γ3j 3 (x, y) → −

√
yx2 + (−1)kyk ∈ R,

ξ
(2)
3j : Γ3j 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
3j : Γ3j 3 (x, y) →

√
yx2 + (−1)kyk ∈ R,

• Grafos asociados a Γ3j, j ∈ {2, 3, 4, 6, 7, 8}:
ξ

(1)
3j : Γ3j 3 x→ 0 ∈ R.

Si k es impar : 



Λ1j = ξ
(1)
1j , 1 ≤ j ≤ 7,

Λ3j = ξ
(1)
3j ∪ ξ(2)

3j ∪ ξ(3)
3j , j ∈ {2, 3, 4, 8, 12, 13, 14},

Λ3j = ξ
(1)
3j , j ∈ {1, 5, 7, 9, 11}

donde

• Grafos asociados a Γ1j, 1 ≤ j ≤ 7:

ξ
(1)
1j : Γ1j 3 x→ 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ3j, j ∈ {2, 3, 4, 8, 12, 13, 14}:




ξ
(1)
3j : Γ3j 3 (x, y) → −

√
yx2 + (−1)kyk ∈ R,

ξ
(2)
3j : Γ3j 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
3j : Γ3j 3 (x, y) →

√
yx2 + (−1)kyk ∈ R,

• Grafos asociados a Γ3j, j ∈ {1, 5, 7, 9, 11}:
ξ

(1)
3j : Γ3j 3 x→ 0 ∈ R.

Puesto que |ξ(t)
st | <

√
2, fijamos el intervalo Q = Q′ × (−√2,

√
2). Finalmente tomamos la

estratificación distinguida C dada por

C = {ξj
st} ∪ {componentes conexas de Q \

⋃
ξj
st}.

En particular, la deformación del paraguas de Whitney es la unión de los siguientes estratos

Si k es par :

Ẽ = {(x, y, z) : z2 − x2 − yk = 0} =

=
5⋃

j=1

ξ
(1)
1j ∪ ξ(1)

31 ∪ ξ(3)
31 ∪ ξ(1)

35 ∪ ξ(3)
35 .

Si k es impar :

Ẽ = {(x, y, z) : z2 − x2 − yk = 0} =

=
7⋃

j=1

ξ
(1)
1j ∪

⋃

j∈{2,3,4,8,12,13,14}
(ξ

(1)
3j ∪ ξ(3)

3j ).
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5.1.4. La deformación del paraguas de Whitney como conjunto anaĺıtico com-
plejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto anaĺıtico complejo E = {(x, y, z) ∈ C3 :
z2 − yx2 − (−1)kyk = 0} en el punto (0, 0, 0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el
punto (0, 0, 0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizó en la sección del teorema
de los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z2 − yx2 − (−1)kyk) es el
ideal generado por z2 − yx2 − (−1)kyk, el germen de la función z2− yx2− (−1)kyk en el
punto (0, 0, 0), y el cual es primo. Dada f ∈ O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I
con f̄ . Tenemos que el sistema de coordenadas x, y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) I ∩ O2 = (0),

ii) O3/I = O2[z̄] es entero sobreO2 dado que q(z̄) = 0, para q(T ) = T 2−yx2 − (−1)kyk ∈
O2[T ],

iii) F3 = F2[z̄].

El discriminante de q(T ) es D = 4(yx2 + (−1)kyk) ∈ O2 . Sean los polidiscos 4 =
4((0, 0, 0) : (1, 1,

√
2)) y 42 = 4((0, 0) : (1, 1)). Sean q(T ) = T 2 − yx2 − (−1)kyk y

D = 4(yx2+(−1)kyk) representantes de q(T ) y D en el polidisco 4. Observamos que para
todo (x, y) ∈ 42 si q(z) = 0 entonces |z| < √

2. Por tanto, los elementos anteriormente
descritos forman una representación admisible de I. Aśı pues, el conjunto

V \ V (D) = {(x, y, x) ∈ 4 : z2 − yx2 − (−1)kyk = 0, yx2 + (−1)kyk 6= 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensión 2 y la proyección natural

π : V \ V (D) →42 \ V (D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean U1 = {reiθ : 0 < r < 1, 0 < θ < 2π} y U2 = {reiθ : 0 < r < 1,−π < θ < π}. Sea

g(x, y) = yx2 + (−1)kyk. Tenemos entonces que

42 \ V (D) = g−1(U1) ∪ g−1(U2)

Consideremos las funciones holomorfas,
{
f1(re

iθ) =
√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U1,

f2(re
iθ) =

√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U2.

Aśı pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,
{
ϕ1 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y, f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,
ϕ2 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y,−f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,

{
ψ1 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y, f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C,
ψ2 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y,−f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C.
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5.2. El cono

En esta sección estudiaremos localmente los conjuntos descritos por las siguientes ecua-
ciones desde el punto de vista real y desde el punto de vista complejo,

El cono: z2 − x2 − y2 = 0.

5.2.1. El cono como conjunto anaĺıtico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
anaĺıtico real E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x2 − y2 = 0} en el punto (0, 0, 0).

Puesto que E está definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 − x2 − y2. Entonces

P =
1

2
R
∂R

∂z
=

1

2
(z2 − x2 − y2)2z = z(z2 − x2 − y2) = z3 − (x2 + y2)z.

Siguiendo la notación del teorema, c3 = c1 = 0, c2 = −x2 − y2. Sean Ai = {(x, y) ∈ R2 :
]{z : P (x, y, z) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos
que {

D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3
1 ) + T 2

2 (−4T2 + T 2
1 ),

D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2
1 .
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Sean Zi = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 3. Tenemos que

Z1 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 0},

Z2 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 0}.

Aśı pues 



A1 = Z1 = {x2 + y2 = 0},
A2 = Z2 \ Z1 = ∅,
A3 = R2 \ Z2 = {x2 + y2 6= 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificación C ′ en un intervalo
abierto Q′ de 0 ∈ R2 compatible con A1, A2 y A3. Para hacer esta estratificación debemos
volver a aplicar la demostración del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra más pequeño para diferenciarla de la estratificación que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A1, A2 y A3 están descrito por el
polinomio distinguido R̃ = x2 + y2. Como el polinomio R̃ es distinguido, no es
necesario hacer un cambio de coordenadas. Sea

P̃ =
1
2
R̃

∂R̃

∂y
= (x2 + y2)y = y3 + x2y.

Utilizando la notación del teorema, tenemos que c1 = c3 = 0 y c2 = x2. Sean
Ãi = {(x, y) ∈ R : ]{z : P̃ (x, y) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 3. Utilizando un programa de
ordenador podemos calcular los discriminantes generalizados, que son los mismos
que escribimos con anterioridad. Sean Zi = {x ∈ R : ]{z : P̃ (x, y) = 0} ≤ i},
1 ≤ i ≤ 3. Tenemos que

Z1 = {x ∈ R : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} = {x2 = 0},
Z2 = {x ∈ R : D0(c1, c2, c3) = 0} = {x2 = 0}.

Aśı pues, 



Ã1 = Z1 = {x = 0},
Ã2 = Z2 \ Z1 = ∅,
Ã3 = Z3 \ Z2 = {x 6= 0}.

Obtener una estratificación C′′ compatible con los Ãi es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q′′ = (−1, 1). Sea C′′ = {(−1, 0), {0}, (0, 1)} y denotemos
Γ̃11 = {0}, Γ̃31 = (−1, 0) y Γ̃32 = (0, 1). Los conjuntos Λ̃it = {(x, y) ∈ Γ̃it × R :
P̃ (x, y) = 0} son de la forma

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 , Λ̃31 = ξ̃

(1)
31 Λ̃32 = ξ̃

(1)
32 ,

donde

Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 x → 0 ∈ R
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Grafos asociados a Γ̃31:

ξ̃
(1)
31 : Γ̃31 3 x → 0 ∈ R

Grafos asociados a Γ̃32:

ξ̃
(1)
32 : Γ̃32 3 x → 0 ∈ R

Tomemos Q′ = Q′′ × (−1, 1). Finalmente, sea

C′ = {ξ̃j
it} ∪ {componentes conexas de Q′ \

⋃
ξ̃j
it}

nuestra estratificación distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

Siguiendo la notación del teorema,
{

A1 = Γ11,
A3 = Γ31 ∪ Γ32 ∪ Γ33 ∪ Γ34,

donde Γ31 y Γ32 son los de los dibujos y Γ11 = ξ̃
(1)
11 , Γ33 = ξ̃

(1)
31 y Γ34 = ξ̃

(1)
32 .

En lo que sigue utilizaremos la notación que se emplea en la estratificación de los
conjuntos Ai. Tenemos que los conjuntos Λst = {(u, v, z) ∈ Γst × R : P (u, v, z) = 0} son
de la forma

Λ11 = ξ
(1)
11 , Λ31 = ξ

(1)
31 ∪ ξ(2)

31 ∪ ξ(3)
31 , Λ32 = ξ

(1)
32 ∪ ξ(2)

32 ∪ ξ(3)
32 ,

Λ33 = ξ
(1)
33 ∪ ξ(2)

33 ∪ ξ(3)
33 , Λ34 = ξ

(1)
34 ∪ ξ(2)

34 ∪ ξ(3)
34 ,

donde

Grafos asociados a Γ11:
ξ

(1)
11 : Γ11 3 (x, y) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ31:



ξ
(1)
31 : Γ31 3 (x, y) → −

√
x2 + y2 ∈ R,

ξ
(2)
31 : Γ31 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
31 : Γ31 3 (x, y) →

√
x2 + y2 ∈ R,
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Grafos asociados a Γ32:





ξ
(1)
32 : Γ32 3 (x, y) → −

√
x2 + y2 ∈ R,

ξ
(2)
32 : Γ32 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
32 : Γ32 3 (x, y) →

√
x2 + y2 ∈ R,

Grafos asociados a Γ33:





ξ
(1)
33 : Γ33 3 (x, y) → −

√
x2 + y2 ∈ R,

ξ
(2)
33 : Γ33 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
33 : Γ33 3 (x, y) →

√
x2 + y2 ∈ R,

Grafos asociados a Γ34:





ξ
(1)
34 : Γ34 3 (x, y) → −

√
x2 + y2 ∈ R,

ξ
(2)
34 : Γ34 3 (u, v) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
34 : Γ34 3 (u, v) →

√
x2 + y2 ∈ R.

Puesto que |ξ(t)
st | <

√
2, fijamos el intervalo Q = Q′× (−√2,

√
2). Finalmente tomamos

la estratificación distinguida C dada por

C = {ξj
st} ∪ {componentes conexas de Q \

⋃
ξj
st}.

En particular, el par de planos es la unión de los siguientes estratos

Ẽ = {(x, y, z) : z2 − x2 − y2 = 0} =

= ξ
(1)
11 ∪ ξ(1)

31 ∪ ξ(3)
31 ∪ ξ(1)

32 ∪ ξ(3)
32 ∪ ξ(1)

33 ∪ ξ(3)
33 ∪ ξ(1)

34 ∪ ξ(3)
34 .

5.2.2. El cono como conjunto anaĺıtico complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto anaĺıtico complejo E = {(x, y, z) ∈ C3 :
z2 − x2 − y2 = 0} en el punto (0, 0, 0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0, 0, 0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizó en la sección del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z2 − x2 − y2) es el ideal
generado por z2 − x2 − y2, el germen de la función z2 − x2 − y2 en el punto (0, 0, 0), y el
cual es primo. Dada f ∈ O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f̄ . Tenemos
que el sistema de coordenadas x, y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) I ∩ O2 = (0),

ii) O3/I = O2[z̄] es entero sobre O2 dado que q(z̄) = 0, para q(T ) = T 2 − x2 − y2 ∈
O2[T ],

iii) F3 = F2[z̄].
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El discriminante de q(T ) es D = 4(x2 + y2) ∈ O2 . Sean los polidiscos 4 = 4((0, 0, 0) :
(1, 1,

√
2)) y 42 = 4((0, 0) : (1, 1)). Sean q(T ) = T 2 − x2 − y2 y D = 4(x2 + y2) re-

presentantes de q(T ) y D en el polidisco 4. Observamos que para todo (x, y) ∈ 42 si
q(z) = 0 entonces |z| < √

2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representación admisible de I. Aśı pues, el conjunto

V \ V (D) = {(x, y, x) ∈ 4 : z2 − x2 − y2 = 0, x2 + y2 6= 0}

es una subvariedad compleja conexa de dimensión 2 y la proyección natural

π : V \ V (D) →42 \ V (D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean U1 = {reiθ : 0 < r < 1, 0 < θ < 2π} y U2 = {reiθ : 0 < r < 1,−π < θ < π}. Sea

g(x, y) = x2 + y2. Tenemos entonces que

42 \ V (D) = g−1(U1) ∪ g−1(U2)

Consideremos las funciones holomorfas,

{
f1(re

iθ) =
√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U1,

f2(re
iθ) =

√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U2.

Aśı pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{
ϕ1 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y, f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,
ϕ2 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y,−f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,

{
ψ1 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y, f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C,
ψ2 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y,−f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C.
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5.3. El par de planos y sus deformaciones

En esta sección estudiaremos localmente los conjuntos descritos por las siguientes ecua-
ciones desde el punto de vista real y desde el punto de vista complejo,

{
Par de planos: z2 − x2 = 0,
Deformaciones del par de planos: z2 − x2 − yk = 0, k ≥ 3.

5.3.1. El par de planos como conjunto anaĺıtico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
anaĺıtico real E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x2 = 0} en el punto (0, 0, 0).

Puesto que E está definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 − x2. Entonces

P =
1

2
R
∂R

∂z
=

1

2
(z2 − x2)2z = z(z2 − x2) = z3 − x2z.

Siguiendo la notación del teorema, c3 = c1 = 0, c2 = −x2. Sean A′i = {(x, y) ∈ R2 : ]{z :
P (x, y, z) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos que

{
D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3

1 ) + T 2
2 (−4T2 + T 2

1 ),
D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2

1 .
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Sean Zi = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 3. Tenemos que

Z1 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x = 0},

Z2 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x = 0}.

Aśı pues 



A′1 = Z1 = {x = 0},
A′2 = Z2 \ Z1 = ∅,
A′3 = R2 \ Z2 = {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificación C ′ en un intervalo
abierto Q′ de 0 ∈ R2 compatible con A′1, A

′
2 y A′3. Para hacer esta estratificación debemos

volver a aplicar la demostración del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra más pequeño para diferenciarla de la estratificación que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A′1, A′2 y A′3 están descritos por el
polinomio R̃ = x2. Como el polinomio R̃ no es distinguido, debemos hacer un
cambio de coordenadas adecuado para que dicho polinomio lo sea. Escojamos el
cambio lineal dado por

(u, v) = H(x, y) = (y, x).

Obtenemos que R̃ = v2. Sea

P̃ =
1
2
R̃

∂R̃

∂v
= v3.

Utilizando la notación del teorema, tenemos que c1 = c2 = c3 = 0. Sean Ãi =
{(u, v) ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 3. Utilizando un programa de
ordenador podemos calcular los discriminantes generalizados, que son los mismos
que escribimos con anterioridad. Sean Zi = {u ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} ≤ i},
1 ≤ i ≤ 2. Tenemos que

Z1 = {u ∈ R : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} = R,
Z2 = {u ∈ R : D0(c1, c2, c3)} = R.

Aśı pues, 



Ã1 = Z1 = R,

Ã2 = Z2 \ Z1 = ∅,
Ã3 = Z3 \ Z2 = ∅.

Obtener una estratificación C′′ compatible con los Ãi es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q′′ = (−1, 1). Sea C′′ = {(−1, 1)} y denotemos Γ̃11 =
(−1, 1). El conjunto Λ̃11 = {(u, v) ∈ Γ̃11 × R : P̃ (u, v) = 0} es de la forma

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11

donde
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Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 u → 0 ∈ R.

Tomemos Q′ = Q′′ × (−1, 1). Finalmente, sea

C′ = {ξ̃j
it} ∪ {componentes conexas de Q′ \

⋃
ξ̃j
it}

nuestra estratificación distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

Si denotamos con Ai a los conjuntos H(A′i), tenemos que, siguiendo la notación
del teorema, {

A1 = Γ11,
A3 = Γ31 ∪ Γ32,

donde Γ31 y Γ32 son los de los dibujos y Γ11 = ξ̃
(1)
11 .

En lo que sigue utilizaremos la notación que se emplea en la estratificación de los
conjuntos Ai. Tenemos que los conjuntos Λst = {(u, v, z) ∈ Γst × R : P (u, v, z) = 0} son
de la forma

Λ11 = ξ
(1)
11 , Λ31 = ξ

(1)
31 ∪ ξ(2)

31 ∪ ξ(3)
31 , Λ32 = ξ

(1)
32 ∪ ξ(2)

32 ∪ ξ(3)
32 ,

donde

Grafos asociados a Γ11:
ξ

(1)
11 : Γ11 3 u→ 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ31:





ξ
(1)
31 : Γ31 3 (u, v) → −v ∈ R,
ξ

(2)
31 : Γ31 3 (u, v) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
31 : Γ31 3 (u, v) → v ∈ R,
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Grafos asociados a Γ32:




ξ
(1)
32 : Γ32 3 (u, v) → v ∈ R,
ξ

(2)
32 : Γ32 3 (u, v) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
32 : Γ32 3 (u, v) → −v ∈ R.

Observamos que |ξ(t)
st | <

√
2 y por tanto fijamos el intervalo Q = Q′ × (−√2,

√
2).

Finalmente tomamos la estratificación distinguida C dada por

C = {ξj
st} ∪ {componentes conexas de Q \

⋃
ξj
st}.

En particular, el par de planos es la unión de los siguientes estratos

Ẽ = {(u, v, z) : z2 − v3 − vu3 = 0} =

= ξ
(1)
11 ∪ ξ(1)

31 ∪ ξ(3)
31 ∪ ξ(1)

32 ∪ ξ(3)
32 .

El dibujo del par de planos es esencialmente el mismo tras el cambio de coordenadas
puesto que lo único que hemos aplicado es un giro alrededor del eje z de ángulo π

2
.

5.3.2. El par de planos como conjunto anaĺıtico complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto anaĺıtico complejo E = {(x, y, z) ∈ C3 :
z2 − x2 = 0} en el punto (0, 0, 0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0, 0, 0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizó en la sección del teorema de los
ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I1)∪V(I2), donde I1 = (z− x) es el ideal primo
generado por z− x, el germen de la función z − x en el punto (0, 0, 0), y I2 = (z + x)
es el ideal primo generado por z + x, el germen de la función z + x en el punto (0, 0, 0).
Dada f ∈ O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f̄ . Tenemos que el sistema de
coordenadas x, y, z es regular para el ideal Ij puesto que:

i) Ij ∩ O2 = (0),

ii) O3/Ij = O2[z̄] es entero sobre O2 dado que q(z̄) = 0, para q(T ) = T + (−1)jx ∈
O2[T ],

iii) F3 = F2[z̄].

El discriminante de qj(T ) es Dj = 1 ∈ O2 . Sean los polidiscos 4 = 4((0, 0, 0) : (1, 1, 1))
y 42 = 4((0, 0) : (1, 1)). Sean qj(T ) = T + (−1)jx y D = 1 representantes de qj(T ) y D
en el polidisco 4. Observamos que para todo (x, y) ∈ 42 si qj(z) = 0 entonces |z| < 1.
Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una representación admisible de
Ij. Aśı pues, el conjunto

V \ V (Dj) = {(x, y, x) ∈ 4 : z + (−1)jx = 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensión 2 y la proyección natural

π : V \ V (Dj) →42 \ V (Dj)
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es un recubrimiento finito de 1 hoja. Dichas hojas viene dadas por

{
ϕ1 : 42 3 (x, y) → (x, y, x) ∈ 42 × C,
ϕ2 : 42 3 (x, y) → (x, y,−x) ∈ 42 × C.
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5.3.3. La deformación del par de planos como conjunto anaĺıtico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
anaĺıtico real E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x2 − yk = 0} en el punto (0, 0, 0).

Si k es par :

Si k es impar :
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Puesto que E está definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 − x2 − yk. Entonces

P =
1

2
R
∂R

∂z
= z(z2 − x2 − yk) = z3 − (x2 + yk)z.

Siguiendo la notación del teorema, c3 = c1 = 0, c2 = −x2 − yk. Sean Ai = {(x, y) ∈ R2 :
]{z : P (x, y, z) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos
que {

D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3
1 ) + T 2

2 (−4T2 + T 2
1 ),

D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2
1 .

Sean Zi = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 3. Tenemos que

Z1 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x2 + yk = 0},

Z2 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x2 + yk = 0}.

Aśı pues 



A1 = Z1 = {x2 + yk = 0},
A2 = Z2 \ Z1 = ∅,
A3 = R2 \ Z2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + yk 6= 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificación C ′ en un intervalo
abierto Q′ de 0 ∈ R2 compatible con A1, A2 y A3. Para hacer esta estratificación debemos
volver a aplicar la demostración del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra más pequeño para diferenciarla de la estratificación que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A1, A2 y A3 están descrito por el
polinomio distinguido R̃ = x2 + yk. Sea

P̃ =
1
C

R̃
∂R̃

∂y
. . .

∂k−1R̃

∂yk−1
= (x2 + yk)ym = x2ym + yk+m,

donde C = kk−1(k−1)k−2 · · · 2 y m = k(k−1)
2 . Utilizando la notación del teorema,

tenemos que ci = 0, i 6= k, y ck = x2. Sean Ãi = {(x, y) ∈ R : ]{z : P̃ (x, y) =
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0} = i}, 1 ≤ i ≤ m + k. Vamos a prescindir de los discriminantes generalizados
puesto que el cálculo de estos resulta costoso para una variable indeterminada
k. Sean Zi = {x ∈ R : ]{z : P̃ (x, y) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ k + m− 1. Tenemos que

Zj = {x ∈ R : x = 0}, j = 1, . . . , k
Zj = {x ∈ R : x 6= 0}, j = k + 1, . . . , k + m− 1

Aśı pues, 



Ã1 = Z1 = {x = 0},
Ãj = Zj \ Zj−1 = ∅, j = 2, . . . , k,

Ãk+1 = Zk+1 \ Zk = {x 6= 0},
Ãj = Zj \ Zj−1 = ∅, j = k + 2, . . . , k + m.

Obtener una estratificación C′′ compatible con los Ãi es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q′′ = (−1, 1). Sea C′′ = {(−1, 0), {0}, (0, 1)} y denotemos
Γ̃11 = {0}, Γ̃k+1,1 = (−1, 0) y Γ̃k+1,2 = (0, 1). Los conjuntos Λ̃it = {(x, y) ∈
Γ̃11 × R : P̃ (x, y) = 0} son de la forma

Si k es par :

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 , Λ̃k+1,1 = ξ̃

(1)
k+1,1, Λ̃k+1,2 = ξ̃

(1)
k+1,2,

donde
• Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 x → 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ̃k+1,j :

ξ̃
(1)
k+1,1 : Γ̃k+1,1 3 x → 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ̃k+1,2:

ξ̃
(1)
k+1,2 : Γ̃k+1,2 3 x → 0 ∈ R.

Si k es impar :

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 , Λ̃k+1,1 = ξ̃

(1)
k+1,1 ∪ ξ̃

(2)
k+1,1, Λ̃k+1,2 = ξ̃

(1)
k+1,2ξ̃

(2)
k+1,2,

donde
• Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 x → 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ̃k+1,1:
{

ξ̃
(1)
k+1,1 : Γ̃k+1,1 3 x → −(x2)

1
k ∈ R,

ξ̃
(2)
k+1,1 : Γ̃k+1,1 3 x → 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ̃k+1,2:
{

ξ̃
(1)
k+1,2 : Γ̃k+1,2 3 x → −(x2)

1
k ∈ R,

ξ̃
(2)
k+1,2 : Γ̃k+1,2 3 x → 0 ∈ R.

Tomemos Q′ = Q′′ × (−1, 1). Finalmente, sea

C′ = {ξ̃j
it} ∪ {componentes conexas de Q′ \

⋃
ξ̃j
it}

nuestra estratificación distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

Si k es par :
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Si k es impar :

Siguiendo la notación del teorema obtenemos que

Si k es par : {
A1 = Γ11,
A3 = Γ31 ∪ Γ32 ∪ Γ33 ∪ Γ34,

donde Γ31 y Γ33 son los de los dibujos y Γ11 = ξ̃
(1)
11 , Γ32 = ξ̃

(1)
k+1,1 y Γ34 =

ξ̃
(1)
k+1,2.

Si k es impar :
{

A1 = Γ11 ∪ Γ12 ∪ Γ13,
A3 = Γ31 ∪ Γ32 ∪ Γ33 ∪ Γ34 ∪ Γ35 ∪ Γ36.

donde Γ31, Γ33, Γ34 y Γ35 son los de los dibujos y Γ11 = ξ̃
(1)
11 , Γ12 = ξ̃

(1)
k+1,1,

Γ13 = ξ̃
(1)
k+1,2 Γ32 = ξ̃

(2)
k+1,1 y Γ36 = ξ̃

(2)
k+1,2.

En lo que sigue utilizaremos la notación que se emplea en la estratificación de los conjuntos
Ai. Tenemos que los conjuntos Λst = {(x, y, z) ∈ Γst ×R : P (x, y, z) = 0} son de la forma
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Si k es par : {
Λ11 = ξ

(1)
11 ,

Λ3j = ξ
(1)
3j ∪ ξ(2)

3j ∪ ξ(3)
3j , 1 ≤ j ≤ 4,

donde

• Grafos asociados a Γ11:

ξ
(1)
11 : Γ11 3 x→ 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ3j, 1 ≤ j ≤ 4:





ξ
(1)
3j : Γ3j 3 (x, y) → −

√
x2 + yk ∈ R,

ξ
(2)
3j : Γ3j 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
3j : Γ3j 3 (x, y) →

√
x2 + yk ∈ R,

Si k es impar : 



Λ11 = ξ
(1)
11 ∪ ξ(2)

11 ∪ ξ(3)
11 ,

Λ3j = ξ
(1)
3j ∪ ξ(2)

3j ∪ ξ(3)
3j , j ∈ {1, 2, 3, 5, 6},

Λ34 = ξ
(1)
34 .

donde

• Grafos asociados a Γ1j, 1 ≤ j ≤ 3:

ξ
(1)
1j : Γ1j 3 x→ 0 ∈ R,

• Grafos asociados a Γ3j, j ∈ {1, 2, 3, 5, 6} :





ξ
(1)
3j : Γ3j 3 (x, y) → −

√
x2 + yk ∈ R,

ξ
(2)
3j : Γ3j 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
3j : Γ3j 3 (x, y) →

√
x2 + yk ∈ R,

• Grafos asociados a Γ34:

ξ
(1)
34 : Γ34 3 x→ 0 ∈ R,

Puesto que |ξ(t)
st | <

√
2, fijamos el intervalo Q = Q′ × (−√2,

√
2). Finalmente tomamos la

estratificación distinguida C dada por

C = {ξj
st} ∪ {componentes conexas de Q \

⋃
ξj
st}.

En particular, la deformación del par de planos es la unión de los siguientes estratos
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Si k es par :

Ẽ = {(x, y, z) : z2 − x2 − yk = 0} =

= ξ
(1)
11 ∪

4⋃
j=1

ξ
(1)
3j ∪ ξ(3)

3j .

Si k es impar :

Ẽ = {(x, y, z) : z2 − x2 − yk = 0} =

=
3⋃

j=1

ξ
(1)
1j ∪

6⋃
j=1
j 6=4

(ξ
(1)
3j ∪ ξ(3)

3j ).

5.3.4. La deformación del par de planos como conjunto anaĺıtico complejo

En este ejemplo vamos a estudiar el conjunto anaĺıtico complejo E = {(x, y, z) ∈ C3 :
z2 − x2 − yk = 0} en el punto (0, 0, 0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0, 0, 0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizó en la sección del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z2 − x2 − yk) es el ideal
generado por z2 − x2 − yk, el germen de la función z2 − x2 − yk en el punto (0, 0, 0), y el
cual es primo. Dada f ∈ O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f̄ . Tenemos
que el sistema de coordenadas x, y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) I ∩ O2 = (0),

ii) O3/I = O2[z̄] es entero sobre O2 dado que q(z̄) = 0, para q(T ) = T 2 − x2 − yk ∈
O2[T ],

iii) F3 = F2[z̄].

El discriminante de q(T ) es D = 4(x2 + yk) ∈ O2 . Sean los polidiscos 4 = 4((0, 0, 0) :
(1, 1,

√
2)) y 42 = 4((0, 0) : (1, 1)). Sean q(T ) = T 2 − x2 − yk y D = 4(x2 + yk)

representantes de q(T ) y D en el polidisco 4. Observamos que para todo (x, y) ∈ 42 si
q(z) = 0 entonces |z| < √

2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representación admisible de I. Aśı pues, el conjunto

V \ V (D) = {(x, y, x) ∈ 4 : z2 − x2 − yk = 0, x2 + yk 6= 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensión 2 y la proyección natural

π : V \ V (D) →42 \ V (D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean U1 = {reiθ : 0 < r < 1, 0 < θ < 2π} y U2 = {reiθ : 0 < r < 1,−π < θ < π}. Sea

g(x, y) = x2 + yk. Tenemos entonces que

42 \ V (D) = g−1(U1) ∪ g−1(U2)
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Consideremos las funciones holomorfas,

{
f1(re

iθ) =
√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U1,

f2(re
iθ) =

√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U2.

Aśı pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{
ϕ1 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y, f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,
ϕ2 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y,−f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,

{
ψ1 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y, f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C,
ψ2 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y,−f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C.
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5.4. La singularidad de Brieskorn y sus explosiones

En esta sección estudiaremos localmente los conjuntos descritos por las siguientes ecua-
ciones desde el punto de vista real y desde el punto de vista complejo,





Singularidad de Brieskorn: z2 − x3 − y5 = 0,
Explosión A de la singularidad de Brieskorn: z2 − x3 − xy3 = 0,
Explosión B de la singularidad de Brieskorn: z2 − x3 − y4 = 0.

5.4.1. La singularidad de Brieskorn como conjunto anaĺıtico real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al conjunto
anaĺıtico real E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x3 − y5 = 0} en el punto (0, 0, 0).

Puesto que E está definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 − x3 − y5. Entonces

P =
1

2
R
∂R

∂z
=

1

2
(z2 − x3 + y5)2z = z(z2 − x3 − y5) = z3 − (x3 + y5)z.

Denotamos c3 = c1 = 0, c2 = −x3 − y5. Sean





A1 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 1},
A2 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 2},
A3 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 3}.
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Utilizando un programa de ordenador obtenemos que
{
D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3

1 ) + T 2
2 (−4T2 + T 2

1 ),
D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2

1 .

Sean Zi = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 3. Tenemos que

Z1 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x3 + y5 = 0},

Z2 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x3 + y5 = 0}.

Aśı pues, 



A1 = Z1 = {x3 + y5 = 0},
A2 = Z2 \ Z1 = ∅,
A3 = R2 \ Z2 = {(x, y) ∈ R2 : x3 + y5 6= 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificación C ′ en un intervalo
abierto Q′ de 0 ∈ R2 compatible con A1, A2 y A3. Para hacer esta estratificación debemos
volver a aplicar la demostración del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra más pequeño para diferenciarla de la estratificación que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A1, A2 y A3 están descritos por el
polinomio distinguido R̃ = x3 +y5. Como el polinomio R̃ es distinguido, no hace
falta hacer un cambio de coordenadas. Sea

P̃ =
1
2
R̃

∂R̃

∂y
= (x3 + y5)y10.

Sean Ãi = {(x, y) ∈ R : ]{z : P̃ (x, y) = 0} = i} para i = 1, . . . 50. Tenemos
que c40 = x3 y ci = 0 para i 6= 40. Llegados a este punto, el cálculo de los
discriminantes generalizados resulta tedioso incluso con el ordenador. Por eso
vamos a calcular los Ãi directamente. Sean Zi = {u ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} ≤
i}, 1 ≤ i ≤ 50. Tenemos que

Z1 = {x ∈ R : x = 0}
Z2 = {x ∈ R : x 6= 0}
Zi = R2,∀i ≥ 3

Tenemos entonces que




Ã1 = Z1 = {x = 0},
Ã2 = Z2 \ Z1 = {x 6= 0},
Ãi = ∅,∀i ≥ 3.

Obtener una estratificación C′′ compatible con los Ãi es inmediato. Vamos a to-
mar como intervalo Q′ = (−1, 1). Tomemos C′′ = {(−1, 0), {0}, (0, 1)}. Tenemos
entonces que Ã1 = {0} = Γ̃11 y Ã2 = (−1, 0)∪ (0, 1) = Γ̃21 ∪ Γ̃22. Los conjuntos
Λ̃it = {(x, y) ∈ Γ̃it × R : P̃ (x, y) = 0} son de la forma

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 , Λ̃21 = ξ̃

(1)
21 ∪ ξ̃

(2)
21 , Λ̃22 = ξ̃

(1)
22 ∪ ξ̃

(2)
22 ,

donde
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Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 0 → 0 ∈ R

Grafos asociados a Γ̃21:
{

ξ̃
(1)
21 : Γ̃21 3 x → 0 ∈ R

ξ̃
(2)
21 : Γ̃21 3 x → −x3/5 ∈ R

Grafos asociados a Γ̃22:
{

ξ̃
(1)
22 : Γ̃22 3 x → −x3/5 ∈ R

ξ̃
(2)
22 : Γ̃22 3 x → 0 ∈ R

Tomemos Q′ = Q′′ × (−1, 1). Finalmente, sea

C′ = {ξ̃j
it} ∪ {componentes conexas de Q′ \

⋃
ξ̃j
it}

nuestra estratificación distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

Siguiendo la notación del teorema obtenemos que
{

A1 = Γ11 ∪ Γ12 ∪ Γ13

A3 = Γ31 ∪ Γ32 ∪ Γ33 ∪ Γ34 ∪ Γ35 ∪ Γ36.

donde Γ31, Γ33, Γ34 y Γ36 son los de los dibujos y Γ32 = ξ̃
(2)
22 , Γ35 = ξ̃

(1)
21 ,

Γ11 = ξ̃
(1)
11 , Γ12 = ξ̃

(1)
21 y Γ13 = ξ̃

(2)
22 .

En lo que sigue utilizaremos la notación que se emplea en la estratificación de los
conjuntos Ai. Tenemos que los conjuntos Λst = {(u, v, z) ∈ Γst × R : P (u, v, z) = 0} son
de la forma

Λ11 = ξ
(1)
11 , Λ12 = ξ

(1)
12 , Λ13 = ξ

(1)
13 ,





Λ31 = ξ
(1)
31 ∪ ξ(2)

31 ∪ ξ(3)
31

Λ32 = ξ
(1)
32 ∪ ξ(2)

32 ∪ ξ(3)
32

Λ33 = ξ
(1)
33 ∪ ξ(2)

33 ∪ ξ(3)
33

,

donde
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Grafos asociados a Γ11:
ξ

(1)
11 : Γ11 3 0 → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ12:
ξ

(1)
12 : Γ12 3 0 → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ13:
ξ

(1)
13 : Γ13 3 0 → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ31:



ξ
(1)
31 : Γ31 3 (x, y) → −

√
x3 + y5 ∈ R,

ξ
(2)
31 : Γ31 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
31 : Γ31 3 (x, y) →

√
x3 + y5 ∈ R,

Grafos asociados a Γ32:



ξ
(1)
32 : Γ32 3 (x, y) → −

√
x3 + y5 ∈ R,

ξ
(2)
32 : Γ32 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
32 : Γ32 3 (x, y) →

√
x3 + y5 ∈ R,

Grafos asociados a Γ33:



ξ
(1)
33 : Γ33 3 (x, y) → −

√
x3 + y5 ∈ R,

ξ
(2)
33 : Γ33 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
33 : Γ33 3 (x, y) →

√
x3 + y5 ∈ R.

Puesto que |ξ(t)
st | <

√
2, fijamos el intervalo Q = Q′× (−√2,

√
2). Finalmente tomamos

la estratificación distinguida C dada por

C = {ξj
st} ∪ {componentes conexas de Q \

⋃
ξj
st}.

En particular, la singularidad de Brieskorn es la unión de los siguientes estratos

Ẽ = {(x, y, z) : z2 − x3 − y3 = 0} =

= ξ
(1)
11 ∪ ξ(1)

12 ∪ ξ(1)
13 ∪ ξ(1)

31 ∪ ξ(3)
31 ∪ ξ(1)

32 ∪ ξ(3)
32 ∪ ξ(1)

33 ∪ ξ(3)
33 .

5.4.2. La singularidad de Brieskorn como conjunto anaĺıtico complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto anaĺıtico complejo E = {(x, y, z) ∈ C3 :
z2 − x3 − y5 = 0} en el punto (0, 0, 0), es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0, 0, 0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizó en la sección del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z2 − x3 − y5) es el ideal
generado por z2 − x3 − y5, el germen de la función z2 − x3 − y5 en el punto (0, 0, 0), y el
cual es primo. Dada f ∈ O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f̄ . Tenemos
que el sistema de coordenadas x, y, z es regular para el ideal I puesto que:
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i) I ∩ O2 = (0),

ii) O3/I = O2[z̄] es entero sobre O2 dado que q(z̄) = 0, para q(T ) = T 2 − x3 − y5 ∈
O2[T ],

iii) F3 = F2[z̄].

El discriminante de q(T ) es D = 4(x3 + y5) ∈ O2. Sean los polidiscos 4 = 4((0, 0, 0) :
(1, 1,

√
2)) y 42 = 4((0, 0) : (1, 1)). Sean q(T ) = T 2 − x3 − y5 y D = 4(x3 + y5) re-

presentantes de q(T ) y D en el polidisco 4. Observamos que para todo (x, y) ∈ 42 si
q(z) = 0 entonces |z| < √

2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representación admisible de I. Aśı pues, el conjunto

V \ V (D) = {(x, y, x) ∈ 4 : z2 − x3 − y5 = 0, x3 + y5 6= 0}

es una subvariedad compleja conexa de dimensión 2 y la proyección natural

π : V \ V (D) →42 \ V (D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean U1 = {reiθ : 0 < r < 1, 0 < θ < 2π} y U2 = {reiθ : 0 < r < 1,−π < θ < π}. Sea

g(x, y) = x3 + y5. Tenemos entonces que

42 \ V (D) = g−1(U1) ∪ g−1(U2)

Consideremos las funciones holomorfas,

{
f1(re

iθ) =
√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U1,

f2(re
iθ) =

√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U2.

Aśı pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{
ϕ1 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y, f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,
ϕ2 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y,−f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,

{
ψ1 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y, f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C,
ψ2 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y,−f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C.
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5.4.3. La explosión A de la singularidad de Brieskorn como conjunto anaĺıtico
real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al caso parti-
cular del conjunto anaĺıtico E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x3 − xy3 = 0} en el punto (0, 0, 0).

Puesto que E está definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 − x3 − xy3. Entonces

P =
1

2
R
∂R

∂z
=

1

2
(z2 − x3 − xy3)2z = z(z2 − x3 − xy3) = z3 − (x3 + xy3)z.

Siguiendo la notación del teorema, c3 = c1 = 0, c2 = −x3 − xy3. Sean





A′1 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 1},
A′2 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 2},
A′3 = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} = 3}.

Utilizando un programa de ordenador obtenemos que

{
D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3

1 ) + T 2
2 (−4T2 + T 2

1 ),
D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2

1 .
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Sean Zi = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 3. Tenemos que

Z1 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x3 + xy3 = 0},

Z2 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x3 + xy3 = 0}.

Aśı pues 



A′1 = Z1 = {x3 + xy3 = 0},
A′2 = Z2 \ Z1 = ∅,
A′3 = R2 \ Z2 = {(x, y) ∈ R2 : x3 + xy3 6= 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificación C ′ en un intervalo
abierto Q′ de 0 ∈ R2 compatible con A1, A2 y A3. Para hacer esta estratificación debemos
volver a aplicar la demostración del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra más pequeño para diferenciarla de la estratificación que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A′1, A′2 y A′3 está descrito por el
polinomio distinguido R̃ = x3 + xy3. Como el polinomio R̃ no es distinguido,
debemos hacer un cambio de coordenadas adecuado para que dicho polinomio
sea distinguido. Escojamos el cambio lineal dado por

(u, v) = H(x, y) = (y, x).

Obtenemos que R̃ = u3v + v3. Sea

P̃ =
1
18

R̃
∂R̃

∂v

∂2R̃

∂v2
=

=
1
18

(u3v + v3)(u3 + 3v2)(6v).

Utilizando la notación del teorema, tenemos que c1 = c3 = c5 = c6 = 0, c2 =
4
3u3, c4 = 1

3u6. Sean Ãi = {(u, v) ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} = i}. Utilizando
un programa de ordenador podemos calcular los discriminantes generalizados.
Si sustituimos en dichos discriminantes nuestros coeficientes ci obtenemos

D0(c1, . . . , c6) = 0, D1(c1, . . . , c6) =
512
2187

u30, D2(c1, . . . , c6) =
896
243

u18,

D3(c1, . . . , c6) = −448
27

u9, D4(c1, . . . , c6) = −16u3.

Sean Zi = {u ∈ R : ]{z : P̃ (u, v) = 0} ≤ i}. Tenemos que

Z1 = {u ∈ R : D0(c1, . . . , c6) = . . . = D4(c1, . . . , c6) = 0} = {u ∈ R : u = 0},
Z2 = {u ∈ R : D0(c1, . . . , c6) = . . . = D3(c1, . . . , c6) = 0} = {u ∈ R : u = 0},
Z3 = {u ∈ R : D0(c1, . . . , c6) = . . . = D2(c1, . . . , c6) = 0} = {u ∈ R : u = 0}
Z4 = {u ∈ R : D0(c1, . . . , c6) = D1(c1, . . . , c6) = 0} = {u ∈ R : u = 0},
Z5 = {u ∈ R : D0(c1, . . . , c6) = 0} = R.
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Aśı pues, 



Ã1 = Z1 = {u = 0},
Ã2 = Z2 \ Z1 = ∅,
Ã3 = Z3 \ Z2 = ∅,
Ã4 = Z4 \ Z3 = ∅,
Ã5 = Z5 \ Z4 = {u 6= 0},
Ã6 = R \ Z5 = ∅

Obtener una estratificación C′′ compatible con los Ãi es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q′′ = (−1, 1). Sea C′′ = {(−1, 0), {0}, (0, 1)} y denotemos
Γ̃11 = {0}, Γ̃51 = (−1, 0) y Γ̃52 = (0, 1). Los conjuntos Λ̃it = {(u, v) ∈ Γ̃it × R :
P̃ (u, v) = 0} son de la forma





Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 ,

Λ̃51 = ξ̃
(1)
51 ∪ ξ̃

(2)
51 ∪ ξ̃

(3)
51 ∪ ξ̃

(4)
51 ∪ ξ̃

(5)
51 ,

Λ̃52 = ξ̃
(1)
52 ,

donde

Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 u → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ̃51:




ξ̃
(1)
51 : Γ̃51 3 u → −√−u3 ∈ R,

ξ̃
(2)
51 : Γ̃51 3 u → −

√
−u3

3 ∈ R,

ξ̃
(3)
51 : Γ̃51 3 u → 0 ∈ R,

ξ̃
(4)
51 : Γ̃51 3 u →

√
−u3

3 ∈ R,

ξ̃
(5)
51 : Γ̃51 3 u → √−u3 ∈ R.

Grafos asociados a Γ̃52:

ξ̃
(1)
52 : Γ̃52 3 u → 0 ∈ R.

Tomemos Q′ = Q′′ × (−1, 1). Finalmente, sea

C′ = {ξ̃j
it} ∪ {componentes conexas de Q′ \

⋃
ξ̃j
it}

nuestra estratificación distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:
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Si denotamos con Ai a los conjuntos H(A′i), tenemos que, siguiendo la notación
del teorema,

{
A1 = Γ11 ∪ Γ12 ∪ Γ13 ∪ Γ14,
A3 = Γ31 ∪ Γ32 ∪ Γ33 ∪ Γ34 ∪ Γ35 ∪ Γ36 ∪ Γ37,

donde Γ31, Γ32, Γ33,Γ35, Γ36, Γ38 son los de los dibujos y Γ34 = ξ̃
(2)
51 , Γ37 = ξ̃

(4)
51 ,

Γ11 = ξ̃
(1)
52 , Γ12 = ξ̃

(1)
51 , Γ13 = ξ̃

(3)
52 , Γ14 = ξ̃

(5)
51 .

En lo que sigue utilizaremos la notación que se emplea en estratificación de los con-
juntos Ai. Tenemos que los conjuntos Λst = {(u, v, z) ∈ Γst×R : P (u, v, z) = 0} son de la
forma

Λ11 = ξ
(1)
11 , Λ12 = ξ

(1)
12 , Λ13 = ξ

(1)
13 , Λ14 = ξ

(1)
14 ,




Λ31 = ξ
(1)
31 ∪ ξ(2)

31 ∪ ξ(3)
31 ,

Λ32 = ξ
(1)
32 ,

Λ33 = ξ
(1)
33 ∪ ξ(2)

33 ∪ ξ(3)
33 ,

Λ34 = ξ
(1)
34 ∪ ξ(2)

34 ∪ ξ(3)
34 ,

Λ35 = ξ
(1)
35 ∪ ξ(2)

35 ∪ ξ(3)
35 ,

Λ36 = ξ
(1)
36 ,

Λ37 = ξ
(1)
37 ,

Λ38 = ξ
(1)
38 ,

donde

Grafos asociados a Γ11:
ξ

(1)
11 : Γ11 3 (u, v) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ12:
ξ

(1)
12 : Γ12 3 (u, v) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ13:
ξ

(1)
13 : Γ13 3 (u, v) → 0 ∈ R,
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Grafos asociados a Γ14:
ξ

(1)
14 : Γ14 3 (u, v) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ31:




ξ
(1)
31 : Γ31 3 (u, v) → −√v3 + vu3 ∈ R,
ξ

(2)
31 : Γ31 3 (u, v) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
31 : Γ31 3 (u, v) → √

v3 + vu3 ∈ R,

Grafos asociados a Γ32:

{
ξ

(1)
32 : Γ32 3 (u, v) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ33:




ξ
(1)
33 : Γ33 3 (u, v) → −√v3 + vu3 ∈ R,
ξ

(2)
33 : Γ33 3 (u, v) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
33 : Γ33 3 (u, v) → √

v3 + vu3 ∈ R,

Grafos asociados a Γ34:




ξ
(1)
34 : Γ34 3 (u, v) → −√v3 + vu3 ∈ R,
ξ

(2)
34 : Γ34 3 (u, v) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
34 : Γ34 3 (u, v) → √

v3 + vu3 ∈ R,

Grafos asociados a Γ35:




ξ
(1)
35 : Γ35 3 (u, v) → −√v3 + vu3 ∈ R,
ξ

(2)
35 : Γ35 3 (u, v) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
35 : Γ35 3 (u, v) → √

v3 + vu3 ∈ R,

Grafos asociados a Γ36:

{
ξ

(1)
36 : Γ36 3 (u, v) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ37:

{
ξ

(1)
37 : Γ37 3 (u, v) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ38:

{
ξ

(1)
38 : Γ38 3 (u, v) → 0 ∈ R.
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Observamos que |ξ(t)
st | <

√
2 y por tanto fijamos el intervalo Q = Q′ × (−√2,

√
2).

Finalmente tomamos la estratificación distinguida C dada por

C = {ξj
st} ∪ {componentes conexas de Q \

⋃
ξj
st}.

En particular, esta explosión de la singularidad de Brieskorn es la unión de los siguientes
estratos

Ẽ = {(x, y, z) : z2 − v3 − vu3 = 0} =

= ξ
(1)
11 ∪ ξ(1)

12 ∪ ξ(1)
13 ∪ ξ(1)

14 ∪ ξ(1)
31 ∪ ξ(3)

31 ∪ ξ(1)
33 ∪ ξ(3)

33 ∪ ξ(1)
34 ∪ ξ(3)

34 ∪ ξ(1)
35 ∪ ξ(3)

35 .

El dibujo de la explosión de la singularidad de Brieskorn es esencialmente el mismo tras
el cambio de coordenadas puesto que lo único que hemos hecho es un giro alrededor del
eje z de ángulo π

2
.

5.4.4. La explosión A de la singularidad de Brieskorn como conjunto anaĺıtico
complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto anaĺıtico complejo E = {(x, y, z) ∈ C3 :
z2− x3− xy3 = 0} en el punto (0, 0, 0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0, 0, 0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizó en la sección del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z2 − x3 − xy3) es el ideal
generado por z2 − x3 − xy3, el germen de la función z2 − x3 − xy3 en el punto (0, 0, 0), y
el cual es primo. Dada f ∈ O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f̄ . Tenemos
que el sistema de coordenadas x, y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) I ∩ O2 = (0),

ii) O3/I = O2[z̄] es entero sobre O2 dado que q(z̄) = 0, para q(T ) = T 2 − x3 − xy3 ∈
O2[T ],

iii) F3 = F2[z̄].

El discriminante de q(T ) es D = 4(x3 + xy3) ∈ O2 . Sean los polidiscos 4 = 4((0, 0, 0) :
(1, 1,

√
2)) y 42 = 4((0, 0) : (1, 1)). Sean q(T ) = T 2 − x3 − xy3 y D = 4(x3 + xy3)

representantes de q(T ) y D en el polidisco 4. Observamos que para todo (x, y) ∈ 42 si
q(z) = 0 entonces |z| < √

2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representación admisible de I. Por tanto el conjunto

V \ V (D) = {(x, y, x) ∈ 4 : z2 − x3 − xy3 = 0, x3 + xy3 6= 0}

es una subvariedad compleja conexa de dimensión 2 y la proyección natural

π : V \ V (D) →42 \ V (D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
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Sean U1 = {reiθ : 0 < r < 1, 0 < θ < 2π} y U2 = {reiθ : 0 < r < 1,−π < θ < π}. Sea
g(x, y) = x3 + xy3. Tenemos entonces que

42 \ V (D) = g−1(U1) ∪ g−1(U2)

Consideremos las funciones holomorfas,

{
f1(re

iθ) =
√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U1,

f2(re
iθ) =

√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U2.

Aśı pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,

{
ϕ1 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y, f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,
ϕ2 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y,−f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,

{
ψ1 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y, f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C,
ψ2 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y,−f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C.
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5.4.5. La explosión B de la singularidad de Brieskorn como conjunto anaĺıtico
real

En este ejemplo aplicaremos el teorema de estratificaciones distinguidas al caso parti-
cular del conjunto anaĺıtico E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x3 − y4 = 0} en el punto (0, 0, 0).

Puesto que E está definido por un polinomio distinguido, en un primer momento no
es necesario hacer un cambio lineal de coordenadas. Sea R = z2 − x3 − y4. Entonces

P =
1

2
R
∂R

∂z
=

1

2
(z2 − x3 − y4)2z = z(z2 − x3 − y4) = z3 − (x3 + y4)z.

Siguiendo la notación del teorema, c3 = c1 = 0, c2 = −x3 − y4. Sean Ai = {(x, y) ∈ R2 :
]{z : P (x, y, z) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 3. Utilizando un programa de ordenador obtenemos
que {

D0(T1, T2, T3) = T3(−27T3 + 18T1T2 − 4T 3
1 ) + T 2

2 (−4T2 + T 2
1 ),

D1(T1, T2, T3) = −6T2 + 2T 2
1 .

Sean Zi = {(x, y) ∈ R2 : ]{z : P (x, y, z) =} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 3. Tenemos que

Z1 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = D1(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x3 + y4 = 0},

Z2 = {(x, y) ∈ R2 : D0(c1, c2, c3) = 0} =
= {(x, y) ∈ R2 : x3 + y4 = 0}.
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Aśı pues 



A1 = Z1 = {x3 + y4 = 0},
A2 = Z2 \ Z1 = ∅,
A3 = R2 \ Z2 = {x3 + y4 6= 0}.

Por el teorema de estratificaciones distinguidas existe una estratificación C ′ en un intervalo
abierto Q′ de 0 ∈ R2 compatible con A1, A2 y A3. Para hacer esta estratificación debemos
volver a aplicar la demostración del teorema de estratificaciones distinguidas. Utilizaremos
un tipo de letra más pequeño para diferenciarla de la estratificación que estamos llevando
a cabo.

En primer lugar, tenemos que los conjuntos A1, A2 y A3 están descrito por el
polinomio distinguido R̃ = x3 + y4. Como el polinomio R̃ es distinguido, no es
necesario hacer un cambio de coordenadas. Sea

P̃ =
1
2
R̃

∂R̃

∂y
= (x3 + y4)y = y5 + x3y.

Utilizando la notación del teorema, tenemos que c1 = c2 = c3 = c5 = 0 y
c2 = x3. Sean Ãi = {(x, y) ∈ R : ]{z : P̃ (x, y) = 0} = i}, 1 ≤ i ≤ 5. Utilizando
un programa de ordenador podemos calcular los discriminantes generalizados,
que son los mismos que escribimos con anterioridad. Si sustituimos nuestros
coeficientes ci en dichos discriminantes obtenemos

D0(c1, . . . , c5) = 256x15, D1(c1, . . . , c5) = 320x9,

D2(c1, . . . , c5) = 0, D3(c1, . . . , c5) = 0.

Sean Zi = {x ∈ R : ]{z : P̃ (x, y) = 0} ≤ i}, 1 ≤ i ≤ 4. Tenemos que

Z1 = {x ∈ R : D0(c1, . . . , c5) = . . . = D3(c1, . . . , c5) = 0} = {x = 0},
Z2 = {x ∈ R : D0(c1, . . . , c5) = . . . = D2(c1, . . . , c5) = 0} = {x = 0},
Z3 = {x ∈ R : D0(c1, . . . , c5) = D1(c1, . . . , c5) = 0} = {x = 0},
Z4 = {x ∈ R : D0(c1, . . . , c5) = 0} = {x = 0}.

Aśı pues, 



Ã1 = Z1 = {x = 0},
Ã2 = Z2 \ Z1 = ∅,
Ã3 = Z3 \ Z2 = ∅,
Ã3 = Z4 \ Z3 = ∅,
Ã5 = R \ Z4 = {x 6= 0}.

Obtener una estratificación C′′ compatible con los Ãi es inmediato. Vamos a
tomar como intervalo Q′′ = (−1, 1). Sea C′′ = {(−1, 0), {0}, (0, 1)} y denotemos
Γ̃11 = {0}, Γ̃51 = (−1, 0) y Γ̃52 = (0, 1). Los conjuntos Λ̃it = {(x, y) ∈ Γ̃it × R :
P̃ (x, y) = 0} son de la forma

Λ̃11 = ξ̃
(1)
11 , Λ̃51 = ξ̃

(1)
31 ∪ ξ̃

(2)
31 ∪ ξ̃

(3)
31 , Λ̃52 = ξ̃

(1)
52 ,

donde

Grafos asociados a Γ̃11:

ξ̃
(1)
11 : Γ̃11 3 x → 0 ∈ R
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Grafos asociados a Γ̃51:




ξ̃
(1)
51 : Γ̃51 3 x → − 4

√−x3 ∈ R
ξ̃
(2)
51 : Γ̃51 3 x → 0 ∈ R

ξ̃
(3)
51 : Γ̃51 3 x → 4

√−x3 ∈ R

Grafos asociados a Γ̃52:

ξ̃
(1)
52 : Γ̃52 3 x → 0 ∈ R

Tomemos Q′ = Q′′ × (−1, 1). Finalmente, sea

C′ = {ξ̃j
it} ∪ {componentes conexas de Q′ \

⋃
ξ̃j
it}

nuestra estratificación distinguida, la cual representamos en el siguiente dibujo:

En lo que sigue utilizaremos la notación que se emplea en la estratificación de los
conjuntos Ai. Tenemos que los conjuntos Λst = {(u, v, z) ∈ Γst × R : P (u, v, z) = 0} son
de la forma

Λ11 = ξ
(1)
11 , Λ12 = ξ

(1)
12 , Λ13 = ξ

(1)
13 , Λ31 = ξ

(1)
31 ∪ ξ(2)

31 ∪ ξ(3)
31 , Λ32 = ξ

(1)
32 ∪ ξ(2)

32 ∪ ξ(3)
32 ,

Λ33 = ξ
(1)
33 ∪ ξ(2)

33 ∪ ξ(3)
33 , Λ34 = ξ

(1)
34 , Λ35 = ξ

(1)
35 , Λ36 = ξ

(1)
36 ,

donde

Grafos asociados a Γ11:
ξ

(1)
11 : Γ11 3 (x, y) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ12:
ξ

(1)
11 : Γ12 3 (x, y) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ13:
ξ

(1)
11 : Γ13 3 (x, y) → 0 ∈ R,
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Grafos asociados a Γ31:




ξ
(1)
31 : Γ31 3 (x, y) → −

√
x3 + y4 ∈ R,

ξ
(2)
31 : Γ31 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
31 : Γ31 3 (x, y) →

√
x3 + y4 ∈ R,

Grafos asociados a Γ32:




ξ
(1)
32 : Γ32 3 (x, y) → −

√
x3 + y4 ∈ R,

ξ
(2)
32 : Γ32 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
32 : Γ32 3 (x, y) →

√
x3 + y4 ∈ R,

Grafos asociados a Γ33:




ξ
(1)
33 : Γ33 3 (x, y) → −

√
x3 + y4 ∈ R,

ξ
(2)
33 : Γ33 3 (x, y) → 0 ∈ R,
ξ

(3)
33 : Γ33 3 (x, y) →

√
x3 + y4 ∈ R,

Grafos asociados a Γ34:
ξ

(1)
34 : Γ34 3 (x, y) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ35:
ξ

(1)
35 : Γ35 3 (x, y) → 0 ∈ R,

Grafos asociados a Γ36:
ξ

(1)
36 : Γ36 3 (x, y) → 0 ∈ R,

Puesto que |ξ(t)
st | <

√
2, fijamos el intervalo Q = Q′× (−√2,

√
2). Finalmente tomamos

la estratificación distinguida C dada por

C = {ξj
st} ∪ {componentes conexas de Q \

⋃
ξj
st}.

En particular, la deformación de la singularidad de Brieskorn es la unión de los siguientes
estratos

Ẽ = {(x, y, z) : z2 − x3 − y4 = 0} =

= ξ
(1)
11 ∪ ξ(1)

12 ∪ ξ(1)
13 ∪ ξ(1)

31 ∪ ξ(3)
31 ∪ ξ(1)

32 ∪ ξ(3)
32 ∪ ξ(1)

33 ∪ ξ(3)
33 .

Siguiendo la notación del teorema,
{
A1 = Γ11 ∪ Γ12 ∪ Γ13,
A3 = Γ31 ∪ Γ32 ∪ Γ33 ∪ Γ34 ∪ Γ35 ∪ Γ36,

donde Γ31, Γ33, Γ34, Γ36 son los de los dibujos y Γ11 = ξ̃
(1)
11 , Γ12 = ξ̃

(1)
51 , Γ13 = ξ̃

(3)
51 , Γ32 = ξ̃

(1)
52

y Γ35 = ξ̃
(2)
51 .
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5.4.6. La explosión B de la singularidad de Brieskorn como conjunto anaĺıtico
complejo

En este ejemplo estudiaremos el conjunto anaĺıtico complejo E = {(x, y, z) ∈ C3 :
z2 − x3 − y4 = 0} en el punto (0, 0, 0) , es decir, el germen de dicho conjunto en el punto
(0, 0, 0). Para ello vamos a seguir el estudio que se realizó en la sección del teorema de
los ceros de Hilbert. Observamos que E = V(I), donde I = (z2 − x3 − y4) es el ideal
generado por z2 − x3 − y4, el germen de la función z2 − x3 − y4 en el punto (0, 0, 0), y el
cual es primo. Dada f ∈ O3, denotaremos su clase en el cociente O3/I con f̄ . Tenemos
que el sistema de coordenadas x, y, z es regular para el ideal I puesto que:

i) I ∩ O2 = (0),

ii) O3/I = O2[z̄] es entero sobre O2 dado que q(z̄) = 0, para q(T ) = T 2 − x3 − y4 ∈
O2[T ],

iii) F3 = F2[z̄].

El discriminante de q(T ) es D = 4(x3 + y4) ∈ O2 . Sean los polidiscos 4 = 4((0, 0, 0) :
(1, 1,

√
2)) y 42 = 4((0, 0) : (1, 1)). Sean q(T ) = T 2 − x3 − y4 y D = 4(x3 + y4) re-

presentantes de q(T ) y D en el polidisco 4. Observamos que para todo (x, y) ∈ 42 si
q(z) = 0 entonces |z| < √

2. Por tanto, los elementos anteriormente descritos forman una
representación admisible de I. Aśı pues, el conjunto

V \ V (D) = {(x, y, x) ∈ 4 : z2 − x3 − y4 = 0, x3 + y4 6= 0}
es una subvariedad compleja conexa de dimensión 2 y la proyección natural

π : V \ V (D) →42 \ V (D)

es un recubrimiento finito de 2 hojas.
Sean U1 = {reiθ : 0 < r < 1, 0 < θ < 2π} y U2 = {reiθ : 0 < r < 1,−π < θ < π}. Sea

g(x, y) = x3 + y4. Tenemos entonces que

42 \ V (D) = g−1(U1) ∪ g−1(U2)

Consideremos las funciones holomorfas,
{
f1(re

iθ) =
√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U1,

f2(re
iθ) =

√
rei θ

2 , (r, θ) ∈ U2.

Aśı pues, podemos describir ambas hojas en dos trozos,
{
ϕ1 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y, f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,
ϕ2 : g−1(U1) 3 (x, y) → (x, y,−f1(g(x, y))) ∈ g−1(U1)× C,

{
ψ1 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y, f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C,
ψ2 : g−1(U2) 3 (x, y) → (x, y,−f2(g(x, y))) ∈ g−1(U2)× C.
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