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Capitulo 1

La integral de Riemann en R"

1.1. Introduccion

Comencemos introduciendo la notacién y las definiciones que utilizaremos. Si A, B
son subconjuntos de un conjunto X, |A| indicard el cardinal de A, A = X \ A el
complementario de A respecto de X y AW B la unién disjunta de los conjuntos A y B.
Si (X, Tx) es un espacio topolégico y A C X, entonces

(i) El interior de A se denota por int(A) 6 A.
(ii) La frontera de A se denota por 0A 6 Fr(A). Recordemos que la frontera de A
se define como A = ANCA.

Siz,y € R™ el producto escalar se denota por (z,y) (6 x ey) y se define como

n
(@,y) =)zt
i=1

En R" consideraremos, salvo indicacién en contra, la norma euclidea || - || tal que
n
Vo = (21, 20) R, lal| i= (D af)/? = (w,2)'/?
i=1

y la distancia euclidea asociada d (6 d.) tal que
Va,y € RY, de(z,y) ==z -yl
Si A C R", el didmetro diam(A) de A se define como
diam(A) :=sup{|la —b|| : a,b € A}.

SiaeR”ye>0, definimos:

Bola cerrada de centro a y radio € := B(a,¢) := {x € R": ||z — a| < €}.

Bola abierta de centro a y radio € := B(a,¢) := {x € R": || — a| < €}.
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Bola reducida (cerrada) de centro a y radio € := B,(a,¢€) := B(a,¢) \ {a}.

Esfera de centro a y radio ¢ := S(a,¢) :={z € R" : ||z — a|| = €}.
En R"™ se define el orden “ <7 de la siguiente formas:

Definicién 1.1. Siz = (x1,29,...,2pn),y = (Y1,-..,Yn) € R", decimos que:
(i))x<ysiiz <y, i=1....,n; (it)r<ysiz <y, t=1,...,n.

Es inmediato que “ <7 es un orden parcial en R", es decir que

(a) “ <7 es una relacién reflexiva, antisimétrica y transitiva en R".

(b) Hay puntos z,y € R" tales que ni x < y ni y < z. Por tanto, “ < ” no es un
orden total, sino sélo parcial.

Definicion 1.2. Sia,b € R" definimos los siguientes tipos de intervalos:
(1) el intervalo cerrado de extremos a,b = [a,b] (en este orden) se define como

[a,b] = {zx e R":a <z <y}

Obviamente, si a £ b, entonces [a,b] = 0. En cualquier caso, [a,b] es un subconjunto
compacto de R".
(2) el intervalo abierto de extremos a,b = (a,b) (en este orden) es

(a,b) :={zeR":a <z <y}

Obviamente, si a £ b, entonces (a,b) = 0. En cualquier caso, (a,b) es un subconjunto
abierto de R™ tal que (a,b) = int([a,b]).
(3) I C R™ es un intervalo generalizado de extremos a,b sii (a,b) C I C [a,b].
Dos intervalos generalizados I, J C R™ se dice que son casi-disjuntos o que no se
solapan sii int(I) Nint(J) = 0.

Definicion 1.3. Sea I C R™ un intervalo generalizado de extremos a,b € R™ con a < b.
(a) Definimos el volumen de I (abrev., v(I) ¢ vol(I)) de la siguiente forma:

n

’U(I) = H(bz — ai).

=1

Decimos que I es un intervalo degenerado sii v(I) = 0. Obviamente, el intervalo 1
es degenerado sii int(I) =0 sii a; > b; para algin i =1,...,n.
(b) Las caras de I son los intervalos compactos

[al,bl]><-~-><{ti}><-~-><[an,bn], i=1,...,n, t; = a; O/tiZbi.

Todos los intervalos generalizados de extremos a < b tienen las mismas caras. La union
de las caras de I es igual a la frontera I ¢ borde de I. Siv(I) > 0, I tiene 2n caras
exactamente, pero si v(I) = 0, algunas de las 2n caras anteriores coinciden entre si y
por tanto tiene < 2n caras. Cada cara C' de I se puede ver también como un intervalo
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compacto de R"1, degenerado ¢ no. Si C es una cara no degenerada en R"~', entonces
(y sélo entonces) C determina un unico hiperplano afin en R™: el hiperplano afin que
pasa por C.

(c) Si e >0, definimos

intervalo abierto e-orlado por fuera de I :=1I}",(a; — €,b; + €),

intervalo cerrado c-orlado por fuera de I :=1I}"_;[a; — €,b; + €,

intervalo abierto e-orlado por dentro de I :=1I}" ;(a; + €,b; —€)
Y

intervalo cerrado e-orlado por dentro de I :=1I}";[a; + €,b; — €.

NOTA (A). Sean a,b € R", a <b.

(0) Sea I un intervalo generalizado de extremos a,b. Decimos que a es el extremo
inicial y b el extremo final de I.

(1) Todos los intervalos generalizados I de extremos a, b tienen el mismo volumen.
En particular v(I) = v((a,b)) = v([a, b]).

(2) Un intervalo generalizado I de extremos a, b es degenerado sii a; = b; para algin
ie{l,...,n}.

(3) El intervalo (abierto 6 cerrado) e-orlado por dentro de I puede ser vacio, si € > 0
no es suficientemente pequeno.

(4) Si I, es el intervalo (abierto 6 cerrado) e-orlado por fuera de I, la diferencia
v(I.) — v(I) se puede hacer arbitrariamente pequena, cogiendo ¢ > 0 suficientemente
pequeno. Andlogamente, si I, es el intervalo (abierto 6 cerrado) e-orlado por dentro de

I, la diferencia v(I) — v(I,) también se puede hacer arbitrariamente pequena, cogiendo

€ > 0 suficientemente pequeiio.

Definicién 1.4. Sea I = [a,b] un intervalo compacto de R™ de extremos a < b.

(1) Una particion © = {I;,I5,...,I,} de I es una familia finita de subintervalos
compactos casi-disjuntos I1, I, ..., I, de I tales que I = |J;_; I;. La norma de 7 es
||| == méx{diam(l;) : i = 1,...,r}. Denotaremos por II(I) al conjunto de todas las

particiones de I.

(2) Una particion m € II(I) es de tipo grilla o rejilla si consta de los subintervalos
que resultan de partir I mediante hiperplanos paralelos a los hiperplanos coordenados.

(3) Dadas dos particiones w, 7' € II(I), se dice que 7 < 7’ (se lee 7' es mds fina
que 7) sii todo J € 7 verifica J =U{H : H e n’,H C J}.

(4) Sea F una familia finita arbitraria de subintervalos compactos de I. Procedemos
a continuacion a definir el concepto de particion grilla 7 subordinada a F:

(41) Si I es degenerado, mr := {I}.

(42) Supongamos que I no es degenerado, es decir, v(I) > 0. En este caso la
particion grilla mr subordinada a F es la particion grilla de I que se obtiene utilizando
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los hiperplanos que determinan las caras de los elementos de F y las caras de I. Es
decir, se corta I con los hiperplanos de R™ determinados por las caras de los elementos
de F y los determinados por las caras del propio I. wr verifica que, para todo J € F,
wg:={JNH:H € nr} es una particion grilla de J. Observemos que, en general,
J # U{H € mg : H C J} (ni siquiera ocurre la igualdad cuando F € w(I), ver
Ejercicios).

(5) Si m = {I1,I5,...,I,} € II(I), una seleccién para m es toda r-upla § :=
(X1, ..., zy) tal que x; € I;, i =1,...,7.

NOTA (B). Sea I = [a,b] un intervalo compacto de R" de extremos a < b.

(a) La relacién de finura <, que acabamos de definir en II(]), es un preorden parcial
en II(]), es decir, se verifica:

(al) Es trivialmente reflexiva y transitiva.

(a2) En general, no es antisimétrica (ver Ejercicios), aunque si lo es cuando n = 1
0 si se define < permitiendo sélo intervalos no degenerados.

(a3) Hay pares de elementos de II(I) que no son comparables mediante <, por lo
que el preorden es parcial.

(ad) Sean m,m € () y m ={JNH :J € m,H € m}. Entonces 7 € II(]) y
m; < m, ¢ =1,2. La particion w la denotaremos por 7 := m V mo.

(b) Si w € TI(I) es una particién de I y H C I es un subintervalo compacto de I,
entonces {H NJ : J € w} es una particién de H, que es de tipo grilla caso de serlo .

(c) Sea F := {Ji,--,Jp} una familia de subintervalos compactos de I y my(F) €
II(I) la particién grilla subordinada a F.

(c1) Sea J € my(F) tal que v(J) > 0. Entonces 0 = int(J)N (U, 8Ji)U(Uner0H)),

es decir, int(J) es disjunto de las caras de los elementos de F y de 7.

(c2) Sea J € my(F) tal que v(J) > 0y x € int(J) tal que x € Jy, para cierto J,, € F.
Entonces int(J) C int(Jy,) (y por tanto J C J,,)). En efecto, como x no esta en 0.J,,
(por (cl)), necesariamente x € int(Jy,) ya que Jy, = int(Jy,) W 0Jpy,. Esto prueba que
int(J)N Jp, C int(Jy,)). Sea y otro punto arbitrario de int(.J). Es claro que el segmento
recto S(z,y) que une = con y verifica S(z,y) C int(J) porque int(J) es convexo. Si
y & Jm, necesariamente S(z,y) NOJp, # (), lo que no puede ser pues, como hemos visto,
int(J)NJy, C int(Jp,). Por tanto, y € int(.J,,). Como y es un punto arbitrario de int(.J),
se concluye que int(J) C int(Jp,).

(c3) En consecuencia, si I = |JI_; J; y J € my(F) es tal que v(J) > 0, existe al
menos un cierto m € {1,...,p} (puede haber varios) tal que int(.J) C int(J,,) y también
J C Jm pues J = int(J) C Jp = Jp.

(c4) Si F es particién de 'y J € my(F) es tal que v(J) > 0, existe un y sélo un
m € {1,...,p} tal que int(J) C int(Jy) y también J C J,,. En efecto, por (c3) existe
al menos un m € {1,...,p} de modo que J C Jy,,. Ademds no puede haber dos, pues se
solaparfan (ya que int(J) # 0)), cosa imposible ahora ya que F es particién por hip6tesis.
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Proposicion 1.5. Sea I C R™ un rectdngulo compacto.

(A) Sea w € I(I). Entonces v(I) = 3_ ;e v(J) = 3 jer v(s)>0 V()
(B) Sea {J; : i =1,...,p} una familia de subintervalos compactos de I tales que
I =t Ji. Entonces v(I) <> P v(J;).

(C) Sea {J; : i = 1,...,p} una familia de intervalos compactos de R™ tales que
I c Ut Ji. Entonces v(I) <> P v(J;).

(D) Sea {J; : i > 1} una familia de intervalos compactos de R" tales que I C \J;5q Ji-
Entonces v(I) <3 5y v(Ji).

(E) Sean Iy, Is,..., I, y {J; : i > 1} rectdngulos compactos de R™ tales que: (i) los
L, i=1,....p, no se solapan; (i) | J'_, I; C Uj>1 Jj- Entonces Do v(li) < 3y (i)

Demostracion. (A) En primer término, la igualdad
2 )= 3, v
Jern Jemw(J)>0
es obvia. Para probar la primera igualdad, distinguimos dos casos, a saber:

Caso 1. En este Caso 1 suponemos que 7 es particién tipo grilla. Por razones de
sencillez consideraremos que n = 2 (los demds casos son andlogos). Como 7 es tipo
grilla, existen nimeros reales [; > 0,i=1,...,p,y h; > 0,7 =1,...,q, tales que

(1) by —a1r =321 Ly by —ay =370 hy.
2)m:={Lj:i=1,...,p;j=1,...,q}, siendo

i—1 i Jj—1 J
Lj=lar+ Y lyar+ Y Ll xlaz+ > hsaz+ Y ]
r=1 r=1 s=1 s=1

con v(ly;) = l;hj. Por tanto

i=1,....p i=1,...,p
Jj=1,..., q Jj=1,..., q
= (Y Lhy)= > Liba—az) = (b1 — a1)(b2 — az) = v(I)
i=1,...,p j=1,....q i=1,...,p

Caso 2. Sea 7 € II(I) una particién arbitraria. Prolongando las caras de los subintervalos
de m obtenemos una nueva particién «’ € II(I) tipo grilla. Es inmediato que se verifican
los siguientes hechos:

(a) Si J € m, por Caso 1y punto (c) de NOTA (B) anterior se tiene que

v(J)=) {v(HNJ):Her'} =) {v(H): Henr',HCJuvH) >0}
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(b) Para todo H € 7’ con v(H) > 0 existe un tnico J € 7 tal que H C J (por (c)
de NOTA (B) anterior).

Teniendo en cuenta estos hechos, se concluye que:

o 2 S v = Y w2y DR X))

Hen'! Hen! w(H)>0 Jer Hen',HCJw(H)>0 Jem

(B) Sea m € II(I) la particién grilla subordinada a la familia {J; : i = 1,...,p}.
Observemos que {J N J; : J € 7} es una particién grilla de J;, i = 1,...,n, y, por (A)
y punto (c) de NOTA (B) anterior

v(Ji) =Y v N = > v(J).

Jem Jemr,JCJ;,w(J)>0

Teniendo en cuenta que, si J € 7y v(J) > 0, existe al menos un J; tal que J C J;,
concluimos que

oS v = 2 <Y S w) =3l

Jem Jemw(J)>0 i=1 Jer,w(J)>0,JCJ; =1

(C) Sea H; := INJ;. Se verifica que {H; : i = 1,...,n} es una familia de subintervalos
compactos de I tales que H; C J; (por tanto v(H;) < wv(J;)) y I =J;, Hi. Se tiene

v(I) (? > w(H) < ().
=1

=1

(D) Si > ;5q v(Ji) = oo, el resultado es obvio. Supongamos que ).~ v(J;) < 00y
sea 1 > 0 arbitrario. Elegimos ¢; > 0 tales que, si H; es el intervalo cerrado ¢;-orlado
por fuera de J;, se verifica

> (W(H) = v(J)) <.

i>1

Como I es compacto, I C J;5; int(H;) y cada int(H;) es abierto, existe p € N tal que
I c U, int(H;) c UL, H;. Por (C)

(©)
v(I) <Y o(H) <D u(H) <> u(i) + .
i=1 i>1 i>1
Como n > 0 es arbitrario, se concluye el enunciado.

(E) Sea m; € II(J;), ¢ > 1, la particién tipo grilla que la familia de subintervalos
compactos F; := {J;NI; : j =1,...,r} determina en J;. Como los elementos de F; no se
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solapan, si H € m; y v(H) > 0, existe a lo més un tnico 1 < s <r tal que H C J; N I.
Por tanto

T

o)=Y u(H)=) > v(H) =) o(JinIy).

Hem; w(H)>0 j=1 Hem;,v(H)>0,HCJ;N; j=1
Por tanto
' (D) ' T
o) <D o(In ) =) >IN g) < ().
7j=1 7j=1i>1 i>1 j=1 1>1

1.2. Las sumas de Darboux

Definicion 1.6. Sean I C R™ un rectangulo compacto, f : I — R una funcion acotada
y m € II(I). Por cada J € ™ ponemos

m(f;J) =mf{f(z):zeJ} y M(f;J) =sup{f(z) :xz € J}.
Definimos las sumas de Darbouz de la siguiente forma:
(1) la Suma de Darboux superior U(f;7) de f respecto de 7 es

U(fim) =Y M(f:J)u(J).

Jerm

(2) la Suma de Darboux inferior L(f;7) de f respecto de 7 se define como

L(f;m) =Y m(f; J)o(J).

Jerm

Proposicion 1.7. Sean I C R"™ un rectangulo compacto, f : I — R una funcion acotada
y m, 7 € II(I). Entonces:

(1) L(f;m) <U(f;m).

(2) Si'm <, se verifica L(fim) < L(fiw) y U(f; @) < U(f; 7).

(3) L(f;m) <U(f;7).

Demostracion. (1) es inmediato porque m(f;J) < M(f;J) y v(J) > 0 para todo J € 7.

(2) Como 7 < 7', si J € 7, ocurre que:
(i) v(J)=>A{v(H):Hex',v(H)>0,HCJ}.
(il) Si H € ', H C J entonces m(f;J) <m(f; H) < M(f; H) < M(f;J).
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Por tanto, observando que los elementos H € 7', v(H) > 0, (que son los que cuentan)
estan dentro de un dnico J € 7, obtenemos:

L(fim) =Y m(f; Do) =>_ m(f; N Y, v(H)) <

Jem Jem Hen' w(H)>0,HCJ
(1)
<> > m(f; Hyo(H) = Y m(f; H)v(H) = L(f;n') <
Jer Hern! w(H)>0,HCJ Hen'!

gU(f;w’):Z Z M(f;H)v(H) <

Jem Hen! w(H)>0,HCJ

<> MY v(H)) =Y M(f;)o(J) = U(f;m).

Jem Hern' w(H)>0,HCJ Jem
(3) Sea mp = 7 V 7', que verifica m, 7’ < mp. Se tiene que

(2) 8 (2) ,
L(f;m) < L(f;mo) < U(f;m0) < U(f;7).

1.3. La integral de Riemann

Definicion 1.8. Sean I C R"™ un rectangulo compacto y f : I — R una funcion acotada.
Definimos la integral de Riemann superior e inferior de f en I de la siguiente forma:

(1) Integral de Riemann superior Tlf de f sobre I se define como

/If =f{U(f;n):meIl(I)}.

(2) Integral de Riemann inferior i[f de f en I se define como
/ fri=sup{L(f;m):mell(l)}.
L

Trivialmente fIf < Tlf. Decimos que f es Riemann-integrable en [ sit f : [ — R
es acotada y se verifica fIf = T[f, en cuyo caso la integral de Riemann f] fdefen

1 se define como fIf = ilf = T[f- Indicaremos por R(I) al conjunto de las funciones

Riemann-integrables en I.
NOTA. Es claro que si I C R™ es un intervalo compacto tal que v(I) = 0, entonces

R(I)={f:1I—R: facotada} y /sz, VfeR).
I
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En consecuencia, el caso v(I) = 0 carece de interés. De todos modos, la teoria que aqui se
desarrolla es vélida tanto en el caso interesante, es decir, cuando v(I) > 0, como en el
caso sin interés con v([) = 0.

Proposicién 1.9. (Criterio de Riemann) Sean I C R™ un rectangulo compacto y f :
I — R una funcion acotada. Son equivalentes:

(1) f € R(I).
(2) Ve >0, Ir € II(1), tal que U(f;7) — L(f;7) <e.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Definicién 1.8 y de la Proposicién 1.7.

Proposicion 1.10. Sean I C R™ un rectdngulo compacto y f : I — R continua.
Entonces f € R(I)

Demostracion. Con objeto de aplicar el Criterio de Riemann, fijamos € > 0. Por ser [
compacto y f continua, f es acotada y uniformemente continua. Por tanto, existe § > 0
tal que, si z,y € I verifican || — y|| < 0, entonces |f(x) — f(y)| < €/(v(I) + 1). Sea
7w € II(I) tal que ||| < &. Observemos que si H € wy x,y € H, entonces || — y|| < §
(pues ||| <)y de aqui que |f(x) — f(y)| <e€/(v(I)+ 1). Por tanto

M3 H) = m(f5H) = sup{|f(@) = f)] oy € HY < oy

En consecuencia

U(f;m) = L(f;m) = > (M(f; H) = m(f; H))vo(H) <

Her
€ €
Si ’U(H):4 U(I)§€7
U(I)+1HZ€W v(l)+1
de donde, al ser € > 0 arbitrario, sale que f € R(I) por el Criterio de Riemann. |

Proposicién 1.11. Sean I C R™ un rectangulo compacto y f : I — R mondtona.
Entonces f € R(I)

Demostracion. Sea I = [a,b] con a < b. Supondremos que f es mondtona creciente (el
caso decreciente es andlogo). Entonces, como todo = € I verifica a < z < b, se tiene
f(a) < f(x) < f(b). En particular, f es acotada en I, digamos, |f(z)] < M < oo,Vx € 1.
Con vista a aplicar el Criterio de Riemann, fijemos ¢ > 0. Por cada m € N dividimos cada
arista de I en m partes iguales y obtenemos la correspondiente particiéon de tipo grilla
Tm de I. Observemos que todos los elementos de 7, son iguales entre si (todos tienen el
mismo volumen) y ||m,|| J 0 para m — oo. Si J € 7, no es lateral, es decir, JNOI = 0,
los extremos inicial y final de J son los extremos final e inicial, respectivamente, de
ciertos otros elementos de m,,. Definamos:
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(1) AREA;(I) = Area lateral de I = suma de las dreas 6 volimenes (n — 1)-
dimensionales de las caras de I = > {v(C) : C cara de I}. Observemos que si C es cara
de I, C es un rectdngulo compacto en R*~! y su volumen (n — 1-dimensional) v(C)
estd perfectamente definido.

(2) VOLjgt () = Volumen lateral de mp, = > {v(J) : J € mp, J NOI # 0}
Aserto. VOL () < AREAjqi(I) - ||7mll-

En efecto, si C es una cara de I, es inmediato que
> {v(H): H € mp, HNC # 0} < 0(C) - |-

Por tanto

VOLu(rm) < S S{u(H): H € mp HNC £0) <
C cara de I
< Y w0 |lmmll = AREAw(I) - [[mmll.
C carade I

Hacemos m € N suficientemente grande de modo que ||m,,|| sea tan pequeno que se
verifique VOLjq (1) < €/(2M + 1). Sea v(J) = a = cte,VJ € m,. La contribucién
de un elemento J = [u,v] € 1, a la diferencia U(f;m,,) — L(f;mm) es a(f(v) — f(u)).
Cuando esta contribucién se suma a la de los deméas subintervalos de m,,, se presentan
dos situaciones, dependiendo de si J es lateral 6 no, a saber:

(a) Si J no es lateral, u sera el elemento final de cierto Hy € m,,, que contribuye
con af(u), y v el elemento inicial de cierto Hy € m,,, que contribuye con —af(v). En
consecuencia, la contribucién de J se cancela con (parte de) las contribuciones de Hy y
Hs>. Nos podemos olvidar de J.

(b) Supongamos que J es lateral. Puede que 6 bien af(v) 6 bien —af(u) no se
cancele con nadie. Asi que, hechas las cancelaciones con otros subintervalos, queda una
de las siguientes cantidades: 0, a(f(v) — f(u)), —af(u), af(v). En cualquier caso, su
contribucién es < 2Ma, porque cualquiera de las anteriores cantidades es < 2Ma .

En consecuencia

U(fsmm) — L(f;mm) < > 2Ma=2M-VOL(rm) < 2M

_ ¢ <.
2M +1 —
Hemm,HNOITAD

Como € > 0 es arbitrario, del Criterio de Riemann se deduce el enunciado. |

Proposicion 1.12. Sea I C R™ un intervalo compacto.

(1) (R(I),+,*) es un espacio vectorial sobre R. Ademds, si f,g € R(I), a, € R,

se tiene
Jt+so=a[s+5 s
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Es decir, el operador [, : R(I) — R es lineal.
(2) Si f e R(I) y f >0, entonces [, f > 0.
(8) Si f,ge R(I) y f < g, entonces [, [ < [, 9.

Demostracion. (1) Sean f,g € R(I), «, € R. Queremos probar que a.f + g € R(I) y
que f](af+/89) = af]f"_ﬁf]g

(11) En primer lugar, veamos que f+g € R(I) y que [(f+9) = [;f+ [;9.- Es
claro que f + g es funcién acotada en I y que para todo subintervalo compacto H C [
se verifica

m(f; H) +m(g; H) <m(f +g;H) < M(f +g; H) < M(f; H) + M(g; H).
De aqui sale que para toda particién = € II(I) se tiene
L(fym) + L(gim) < L(f + gsm) S U(f + gim) SU(fsm) + Ul(gs ). (1.1)
Sea e >0y 7 e II(I) tal que

i+ [rurm<Ugin s [feg i+ [a<ilem <Uem < [o+ 5

Combinando estas desigualdades con (1.1) sale que
—§+/If+/IgSL(f;7T)+L(9;7T)SL(f+g;7T)S (1.2
U +im) < UGsm) + Ulosm) < [ 1+ [g+5

Por tanto U(f + g;7) — L(f + g;7) < ¢, lo que por el Criterio de Riemann implica que
f+g€R(). Ademss, de (1.2) sale que

5+ (14 o<1 ram < [Uro<vGram < [ 1+ [o+s

es decir, | [;( [(f+9) —( ft I;9) 7 9)] < €. Como € > 0 es arbitrario, concluimos que

/I(f+g)—/lf+/lg-

(12) Veamos que oof € R(I) y que [;af =a [, f
(121) Si @ = 0, entonces af = 0 y el resultado es obvio.
(

122) Si o > 0, para cada m € II(I) ocurre que L(af;n) = oL(f;7) vy Ulaf;m) =
aU(f;m). Sean € > 0y m € II(I) tales que

+Zf5LU; <U(fin /f+m’
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es decir,
~§+a [7<al(fin = Lafim < Ulefim) =aU(im <a [ 145
I I

De aqui sale inmediatamente que:

(i) U(af;m) — L(af;m) < e. Como € > 0 es arbitrario, del Criterio de Riemann
obtenemos que af € R(I).

(ii) | [;f — e [; f| < €/2. Como € > 0 es arbitrario, obtenemos que [;af =a [; f.

(123) Si aw < 0, para cada w € II(I) se verifica que L(af;7) = aU(f;7) y U(af;m) =
oL(f;m). Un argumento andlogo al de (122) prueba que aof € R(I) y que [;af = o [; f.

De (11) y (12) sale (1).
(2) Observemos que, si f > 0, entonces, para toda 7 € II(I), se verifica 0 < L(f; ),
es decir, 0 < [ f= [, [.
I

3)g—feRU) }’ff(g_f) = f[g_fffpor (1). Por (2), como g— f > 0, obtenemos
f](g—f) > 0. En consecuencia fIfS flg- "

1.4. El Teorema de composicién. Aplicaciones

Proposicién 1.13. (Teorema de composicion) Sean I C R™ intervalo compacto, J C R,
feR) tal que f(I) C J y ¢ : J — R uniformemente continua acotada (esto ocurre,
por ejemplo, si ¢ es continua y J es un compacto de R). Entonces po f € R(I).

Demostracion. Con objeto de aplicar el Criterio de Riemann, fijamos € > 0. Sea K =
sup{|p(t)| : t € J} y € =¢/(v(I) + 2K 4 1). Como ¢ es uniformemente continua sobre
J, existe € > § > 0 tal que, si s,t € Jy |s—t| <0, entonces |p(s) — p(t)] < €. Sea
= {l,.... It} € II(I) tal que

U(f;m) = L(f;m) < 6%
Queremos probar que
U(po fim) — L(po fim) <e
Pongamos
y sean
A={je{l,.,k}: M; —m; <3}, B={1,...k}\ A.

Si j € A, para todo par z,y € I; se tiene

[f(@) = fWl < Mj—m; <6 = |pof(z)—pof(yl<e = Mj—m; <€,
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de donde sale que
D (M —rig)o(l;) < € -o(I). (1.3)
jEA
Por otra parte, si 7 € B, entonces Mj —m; < 2K por lo que
> (M —mg)o(l;) < 2K - w(I))
jEB jEB
Como M; —m; > 6, Vj € B, se tiene que
Y ool) < 50 Y (Mj—my)o(ly) < 5U(f;m) = L(f5m) <5 <€,
jEB jEB
de donde sale que
> (M — () < 2K - € (1.4)
jEB

Finalmente, combinando las desigualdades (1.3) y (1.4) obtenemos

k
U(po fim) = L(po fim) = Y _(M; —m;)o(l;) =
j=1
=" (M —g)o(;) + Y (M —ij)o(l;) < € - o() + 2K - € <e.

jeA jeB

Corolario 1.14. Sea I C R™ un rectdngulo compacto. Entonces:
(1) Si f € R(I), se tiene que f+, f~,|f| € R(I) y

Ji=[r=[r, f‘bﬂﬂ [+ [

(2) Si f € R(I) yn €N, se tiene que f* € R(I).
(3) Si f € R(I) y30 >0 tal que |f(x)| = 6, Vo € I, se tiene que ¢ Le R(D).
(4) Si f,g € R(I), se tiene que fg € R(I).

Demostracidén. (1) La aplicacién ¢ : R — R tal que ¢(z) = 2+ := 20 es continua y, por
tanto, uniformemente continua acotada en J := f(I) U (—f(I)), que es un subconjunto

acotado de R. Como f* = po fy f~ = po (—f), del Teorema de composicién
(Proposicién 1.13) deducimos que fT,f~ € R(I). Ya que f = fT — f~, se tiene que
fl f= f[ (ff—f~ f[ fr— f[ f~ por la Proposicién 1.12. También de la Proposiciéon

1.12 sale que ]f]ER I), pues |f| = ft + f~, y ademas

/f‘ [+ [ =[urer=[1n

J=11
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(2) La aplicacién ¢ : R — R tal que p(z) = 2™ es continua (por tanto uniformemente
continua acotada en J := f([), que es un acotado de R) y f™ = ¢ o f. Ahora basta
aplicar el Teorema de composicién (Proposicién 1.13).

(3) La aplicacién ¢ : R\ (—d,9) — R tal que p(z) = 1/x es uniformemente continua
acotada en R\ (—0,9), f(I) CR\ (=6,0) y 1/f = p o f. A continuacién aplicamos el
Teorema de composicién (Proposicién 1.13).

(4) De lo que se ha probado hasta aqui sale que f + g,(f + 9)%, f%,¢*> € R().
Finalmente basta observar que fg = 3[(f + g)*> — f? — ¢°] y aplicar la Proposicién 1.12.
|

1.5. El Teorema de Riemann

Lema 1.15. Sean I C R™ un rectingulo compacto, * := {Ex,...,Es} € II(I) y e > 0.
Eziste 6 > 0 tal que, si m € II(I) verifica ||7|| < §, entonces la suma de los volimenes
de los subintervalos de w no contenidos en ningun subintervalo de ©* es menor ¢ igual
que €.

Demostracion. Elegimos § > 0 suficientemente pequeno de modo que

S

> (w(E) —v(E:) <

i=1
siendo E; (resp., E;) el d-orlado por fuera (resp., por dentro) de E;. Sea m € II(I) con
||| < d. Observemos que

(a) Si J € 7 es tal que J no esta contenido en ningin F;, i = 1, ..., s, entonces existe
pe{l,..,s} tal que JNOE, # .

(b) Sipe{l,..,s}, {Jen:JNIE, # 0} U{E,} es una familia de subintervalos
casi-disjuntos de E,. Por (E) de la Proposicién 1.5 se verifica

Yo () (B < u(Ey),

Jem,JNOE,#0

es decir 5
Z v(J) < v(Ep) —v(Ep)
Jen,JNOEp#D
Por tanto
> o) <> D ) <D (w(E) —v(By) <
Jem,JLEp 1<p<s p=1 Jer,JNOE,#0 p=1
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Definicién 1.16. Sean I C R™ un rectdngulo compacto, f : I — R una funcién acotada,
7= {h,.. Iy} € II(I) y £ := (21, ...,x%) una seleccion para © (es decir, x; € I;, i =
1,...,k). La suma de Riemann de f relativa a 7 y & se denota por S(f;m;€) y se
define de la siguiente forma

S(fim &) = Zf(xi)v(li)-

Proposicién 1.17. [Teorema de Riemann] Sean I C R™ un rectangulo compacto y
f € R(I). Dado € > 0, existe § > 0 tal que, siw:={I1,..., I} € II(I) con ||7|| < 0, para
toda k-upla & := (21, ..., xy) seleccion para w se verifica | [, f — S(f;m;€)| <e.

Demostracion. Sean M := sup{|f(z)| : x € I} + 1y 7* := {E\, ..., Es} € II(]) tales
que U(f;7*) — L(f;7*) < €/2. Sea § > 0 el nimero obtenido en el Lema 1.15 para 7*
y €/(4M) > 0. Sea 7 := {I, ..., Iy, I, 41, ..., Iy} € TI(I) con ||7|| < ¢ de modo que cada
subintervalo I, ..., I, estd contenido en algtin subintervalo de 7*, mientras que ningtin
subintervalo Iy, ..., I lo estd. Se tiene que ZZ 1 V(L) < €/(4M) por el Lema 1.15.
Sea & := (x1, ..., ;) una seleccién para m. Entonces

k
fvﬂ-f foz z Z <ZZ )+M4JE\/[_
i=r+1 j=1 L,CE;
= YoM BBy + S (M E)(E) = 3 vl + 5 <
i=1 7=1 I,CE;
+MZ +§SUfim)+$+5=U(f;7") + 5,
i=r+1
y
r k s
(fim:§) Zf(-’rz)v([l) + Z flx)v(ly) > Z m(f; Ej)v(l) — M S =
=1 i=r+1 j=11,CE,
=S w5 Eo(E) + Y (~m(f ED(E) — > v(l)] - § >
J=1 j=1 I,CE;
(fi7") MZ[U(EJ) - Z o(l;)] - § =
Jj=1 I;CE;
k
= L(fim) =M 37 w(l) — § 2 L(fim") = § — § = L(fim") = §
i=r+1

En consecuencia

L(f;n*) < S(f;m &) SU(f;7) + 5.
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Como, por otra parte U(f;7*) — L(f; 7*) < €/2, obtenemos también que

_§+/If<L(f;7T*)§U(f;7T*)</If+§7

—6+/f< SHL(f;7*) < S(fym &) SU(fsm)+5 </f—|—6<:>\/f S(f;m &) <e,

y finalmente

que es el resultado buscado. |

Corolario 1.18. Sean I C R™ un rectangulo compacto y f : I — R.

(a) Si f es acotada, son equivalentes:

(al) f € R(I).
(a2) Para todo € > 0 existe § > 0 tal que si w1, my € II(I) verifican ||m;|| <6, i = 1,2,
y & es seleccion para m;, i = 1,2, entonces |S(f;m1;61) — S(f;m2;&2)| <e.

(b) St f € R(I), para toda secuencia de pares {(Tm,&m) : m > 1} tal que mp, € II(1)
con |||l = 0 y &y seleccion para w0y, m > 1, se verifica que S(fimm;&m) —  [; f
m—r0o0
Demostracion. (a) La implicacién (al) = (a2) sale inmediatamente del Teorema de
Riemann (Proposicién 1.17).

(a2) = (al). Observemos que si 7 € II(I), entonces:

L(f;m) = inf{S(f;m &) : £ seleccién para 7}

U(f;m) =sup{S(f;m; &) : & seleccién para 7}.

Sea ¢ > 0. Por hipétesis existe 6 > 0 tal que, si 71, my € II(I) verifican ||m|| <6, i =
1,2, y & es seleccién para m;, ¢ = 1,2, entonces |S(f;m1;&1) — S(f;m2;&2)| < €. En
consecuencia, si m € II(I) y ||7|| < ¢ se verifica:

U(f;m) = L(f;7) =
= sup{S(f;m;&1) : & seleccion para w} — inf{S(f; m;&2) : & seleccién para 7} =
= sup{S(f;m&1) — S(f;m6) : & seleccién para 7,0 = 1,2} < ¢,
y este hecho, por el Criterio de Riemann (Proposicién 1.9), prueba que f € R([).
(b) sale sin dificultad del Teorema de Riemann (Proposicién 1.17). [
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Capitulo 2

Medida 0 y contenido 0. El
Teorema de Lebesgue

2.1. Introduccion

Definiciéon 2.1. Sea A C R".

(a) Decimos que A es de medida 0 (n-dimensional) sii para todo € > 0 existe una
familia contable {I}, : k > 1} de rectdngulos compactos de R™ tales que A C Uy>y Ik y

Y1 v(k) e

(b) Decimos que A es de contenido 0 (n-dimensional) sii para todo € > 0 existe
una familia finita {Iy, ..., I} de rectingulos compactos de R™ tales que A C Upry I y
Yo v(Iy) < €. Obviamente todo conjunto de contenido 0 es acotado.

NOTA. (1) En la anterior definicién, en lugar de intervalos cerrados, se pueden
coger intervalos abiertos, porque todo intervalo cerrado J se puede orlar por fuera hasta
obtener otro intervalo abierto J tal que v(J) — v(J) sea arbitrariamente pequeno.

(2) Toda coleccién contable {zj : k > 1} de puntos de R" tiene medida 0, pero puede
no ser de contenido 0. Por ejemplo, el subconjunto N C R es contable, tiene medida 0
pero no es de contenido 0 ya que no es acotado.

(3) Toda coleccién contable acotada {zy : k > 1} de puntos de R™ tiene medida 0,
pero puede no ser de contenido 0. Por ejemplo, el subconjunto A := [0, 1]NQ es contable,
tiene medida 0 pero no es de contenido 0.

Proposicién 2.2. Sean A, Ay, C R", k > 1, tales que A C Uy>q Ak y cada Ay, es medida
0. Entonces A es medida 0.

Demostracion. Sean € > 0y {Ej; : i > 1} una secuencia de intervalos compactos que
recubre Ay, verificando ;- v(Ej;) < /2%, Vk > 1. Entonces F := {Ej; : k,i > 1} es
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una coleccién contable de intervalos compactos que recubre A verificando
D v(Er) =D u(Bk) <) ¢/ =
ki>1 E>1i>1 E>1

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que A tiene medida 0. |

Proposicién 2.3. (a) Si K C R™ es un subconjunto compacto, son equivalentes:(al) K
es contenido 0; (a2) K es medida 0.

(b) Si A C R™ es un subconjunto, son equivalentes: (b1) A es de contenido 0; (b2)
A es de contenido 0.

Demostracion. (a) La implicacién (al) = (a2) es obvia. Veamos la implicacién (a2) =
(al). Sea € > 0. Por hipétesis existe una secuencia de intervalos abiertos {E; : i > 1}
que recubre K verificando ) -, v(F;) < e. Como K es compacto, existe m € N tal que
K c U, E; y, obviamente, >, v(E;) < e. En consecuencia, K es de contenido 0.

(b) Como trivialmente (bl) = (b2), probemos que (b2) = (b1). En primer término
A es un compacto y por tanto acotado, porque A es acotado. Sea ¢ > 0. Por hipétesis
existe una familia finita de intervalos compactos I, ..., I, tales que >, v(l;) < ey
A c U;_, I;. Por tanto
AcC U;-nzlli = U£:1Ii-

Como € > 0 es arbitrario, sale que A es de contenido 0. |

2.2. La oscilacion

Sean I C R™ un rectangulo compacto, f : I - R,z € I yr > 0.5 A C R", el
ndmero

O(f; A) : =sup{f(y) :ye AnI} —inf{f(z):z€ ANI}
=sup{f(y) — f(z) 1y, 2 € AN}

recibe el nombre de oscilacion de f en A. La oscilacion de f en x relativa a I es el
nimero O(f;x) definido por

O(fiz) == LfigO(f; B(z,r)).

Observemos que el limite anterior siempre existe porque los nimeros O(f; B(x,r))
decrecen con r. Si € > 0, definimos

D.:={xel:0(f;x) > ¢€}.
Se verifican trivialmente las siguientes propiedades:

() VACR™ M(f;INA)—m(f;INA)=0(f;A) >0.

(ii) Ve € I, O(f;z) > 0.

(iii) Si z € I, entonces O(f;z) = 0 sii f es continua en x.

(iv) D es un subconjunto cerrado -y por tanto compacto- de I, para todo ¢ > 0.
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2.3. El Teorema de Lebesgue

Proposicién 2.4. [Teorema de Lebesque/ Sean I C R™ un intervalo compacto, f : I — R
una funcion acotada y D := {x € I : f discontinua en x}. Son equivalentes:
(1) D es medida 0; (2) f € R(I).

Demostracion. (1) = (2). Sean

e>0, n:= y Dy:={xel:0O(f;x)>n}

€
20(I)+1
Sabemos que D, es compacto y que tiene medida 0 (porque D, C D y D tiene medida
0 por hipétesis). Por tanto, D, es contenido 0 por la Proposicién 2.3. En consecuencia,
existe una familia finita {I; : i = 1,...,m} de intervalos compactos de R" tales que

m m
=1 =1

siendo M := sup{|f(z)| : x € I}. Sea z € I \ D,,. Como O(f;x) <ny x € Dy, que es
abierto, existe un intervalo compacto I, C R tal que x € I, y O(f; 1) < €¢/(2v(I)+1).
Puesto que I es compacto y la familia de abiertos

{I;:2€I\D,}U{l;:i=1,...,m}

recubre I, existe una subfamilia finita, extraida de la anterior, que también recubre I.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

e (UJL)uJmn.
j=1 i=1

Sea 7 € II(I) la particién grilla subordinada a la familia de subintervalos {I N1, : j =
1,.,ptu{INnI;:i=1,..,m} de I. Definimos
Si:={Jen:JCparaalgini=1,..,m} y Se:=w\Si.

Observemos que, si J € Sy con v(J) > 0, entonces J C I;; para algin j = 1,...,p (por

(c) de NOTA (B), Cap. 1), por lo que

e
20(I)+1

Por tanto aplicando (2.1), que | M (f; JJ)—m(f;J)| < 2M y el punto (E) de la Proposicién

1.5 sale que

U(f;m) = L(f;7) = Y (M(f5 D) —m(f; Do)+ Y (M(f5J) —m(f; J)(J) <

JES JES2,v(J)>0

<y Y U(J)+W§H-ZU<J)

i=1 Jem,JCI; JES,

M(f;J) = m(f;J) = O(f; J) < O(f; L) (2.1)

€ € €

§2M.izlv(li)+2v(l)+1v(l) <2M + v(I) <e.
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Como € > 0 es arbitrario, esto prueba que f € R(I) por el Criterio de Riemann
(Proposicién 1.9).

(2) = (1). Sea f € R(I). Puesto que D = ;51 D1y, por la Proposicién 2.2
bastara probar que, V& > 1, D;, tiene medida 0, lo que, por la Proposicién 2.3,
equivale a decir que cada Dj/, es de contenido 0, pues D;;, es compacto. Asi que
fijamos m € Ny probamos que Dy, es de contenido 0. Sean € > 0y 7 € II(]) tales que

U(f;m)—L(f;7) <e/m.Sea Sy :={J €n: ,(}ﬁDl/m £0}ySy:=m\S.S1J €8y, J
es entorno de algin punto de Dy, (porque Dy, N 3 # (), por lo que

VJ e S, M(f;J)—m(f;J)>—. (2.2)

1
m
Sea x € Dy, \ (U{J : J € S1}). Como z € U{J : J € Sz} pero z ¢ U{f} :J € Sa} (s

r € J para cierto J € Sy, resultaria Dy, NJ # () porque = € D, /m» 10 que no puede
ser pues J € Sy), existe J € Sy tal que x € 9J. Como U{dJ : J € Sz} es la unién de
una familia finita de intervalos degenerados (son las caras de los J € Sz), digamos

U{oJ : J €St =L U..UIL,

concluimos que
P

Dy C (U{J : T € SHU (L) (2.3)
i=1

Por otra parte aplicando (2.2) sale que

w Y o)< Y (M(f ) = mlf5 T)e(d) S U(fsm) = L(fim) <

JeS1 JeS1

es decir, ) ;o5 v(J) < €. En consecuencia, como y P, v(I;) = 0, obtenemos que

dTu()+ > vy =Y v(J) <e

JES) i=1 JES

Teniendo en cuenta que € > 0 es arbitrario y (2.3), concluimos que D/, es de contenido
0. |

Proposicion 2.5. Sean I C R"™ intervalo compacto y f : I — R funcion acotada. Son
equivalentes:

(1) f € R(I).
(2) D, tiene medida O para todo € > 0.
(8) D es de contenido O para todo € > 0.
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Demostracion. Sale inmediatamente del hecho D = | J k>1 D1k, del Teorema de Lebesgue
(Proposicién 2.4), de la Proposicién 2.3 y de la Proposicién 2.2. |

Si C C R", la funcién caracteristica 1o de C se define de la siguiente forma

1 sizel

vr € R ,]lc(x):{ 0 sizgC.

Proposicion 2.6. Sean I C R" intervalo compacto y C C I un subconjunto. Son
equivalentes:

(1) 1c € R(I).
(2) OC' tiene medida 0.
(3) OC es de contenido 0.

Demostracion. (1) = (2). Si z € 9C, entonces 6 x € 9] 6 x € i y, en este ultimo caso,
1¢ es discontinua en z (respecto tanto de R™ como de I), es decir, z € D :={z € I :
O(1l¢;2z) > 0} = puntos de discontinuidad de 1¢ en I. Asi que C' C 91 U D. Sabemos
que OI es de contenido 0 y que D es medida 0 pues 1o € R(I) por hipétesis (Teorema
de Lebesgue). Por tanto 0C tiene medida 0.

(2) = (1). Si z € I verifica x € D, es decir, = es un punto de discontinuidad de 1¢
en I, necesariamente x € JC'. En otras palabras, D C 0C, por lo que D tiene medida 0.
Ahora basta aplicar el T. de Lebesgue.

Finalmente, la equivalencia (2) < (3) sale de la Proposicién 2.3, ya que 0C es
compacto. |

Proposiciéon 2.7. Sean I C R™ un intervalo compacto y A C 1.
(1) Simell(I), se tiene que

L(1a;m Z{v cJemJCA y Ullg;w Z{v ):Jem JNA#D}.

(2) Son equivalentes: (i) 14 € R(I) y [;1a = 0; (ii) fIIlA =0 ; (i11) A es de
contenido 0.
Demostracion. (1) sale inmediatamente de la definicién de L(14;7), U(La;7) y 1a.
(2) (i) = (4i) es obvio, aplicando las correspondientes definiciones.
(ii) = (i1i). Sea € > 0. Como TI]lA = 0, existe 7 € II(i) tal que U(lg;7) <

TIIIA + € = €. Teniendo en cuenta (1) y que A C U{J : J € m, JN A # 0}, este hecho
implica que A es de contenido 0.

(i74) = (i). En primer término, A es de contenido 0 (por la Proposicién 2.3 y porque
A es de contenido 0), lo mismo que 0A, ya que 9A C A. Por la Proposicién 2.6 concluimos
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que 14 € R(I). Sea € > 0. Como A es de contenido 0, existe una familia finita {I; : i =
1,...,m} de intervalos compactos de R™ tales que

Como A es compacto, G es abierto y A C G, se tiene que d(A,°G) =: n > 0. Sea
7 € II(I) una particién tal que ||7|| < n. Observemos que:

(a) Si J ey JNA# 0, necesariamente J C G. En consecuencia

Ac{Jemn:JnA#0ycGc ]I,
i=1

de donde por el punto (E) de la Proposicién 1.5 sale que

d{o():Jem JNA#D <D o(l;) <e

i=1
(b) Por otra parte, de (1) obtenemos que
0<U(lg;m) = Z{U(J) cJem JNA#£D}<e

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que f ;1a=0. |

Corolario 2.8. Sea I C R™ un intervalo compacto.

(1) Sea f : I — R una funcidn acotada. Si f es nula, salvo en un conjunto de
contenido 0, entonces f € R(I) y [, f=0.

(2) Sean f € R(I) y g : I — R una funcion acotada tales que f = g, salvo en un
conjunto de contenido 0. Entonces g€ R(I) y [, f= [; 9.

Demostracion. (1) Sean M := sup{|f(z)| 1z € [} < ooy A:={x €I : f(z) # 0}.
Como A es de contenido 0, también lo es A (por la Proposicién 2.3). Claramente f es
continua en I\ A, porque este conjunto es un abierto (relativo) de I'y f [ I\ A = 0. En
consecuencia el conjunto D de los puntos de discontinuidad de f en I verifica D C A,
de donde sale que D tiene medida 0. Por el T. de Lebesgue concluimos que f € R([).

Por otra parte 14 € R(I) y [;14 = 0, por la Proposicién 2.7. Como |f| < M - 14

obtenemos
[a1= [u= [ar -0
I I I

Por tanto f[f = 0.
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(2) Es claro que g — f es una funcién acotada que es nula en I salvo en un conjunto
de contenido 0. Por (1) g— f € R(I) y [;(g—f) = 0. Teniendo en cuenta la Proposicién
1.12 obtenemos que g = (g — f) + f € R(I) y que

Jo=[ta=n+p=[w-n+[1-]1
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Capitulo 3

El Teorema de Fubini para la
integral de Riemann

Proposicién 3.1. [Teorema de Fubini para la integral de Riemann] Sean p,q € N, n =
p+q, yJ CRP, K CR? [:=JxK CR" rectingulos compactos. Sea f € R(I). Para
x € Jyy € K definimos fu(y) = fY(x) = f(x,y). Sean £,u: J — R definidas por

Ve e J, l(x):= /Kfac, u(zx) = /fo

Entonces L,u € R(J) y [, = [, f = [,u. Ain mds, { y u son iguales, salvo quizds
sobre un subconjunto de medida 0.
Demostracion. Sean 7y := {J1,....,Jy} € II(J) y mx := {K1, ..., K} € II(K) particiones
de J y K, respectivamente, y m := {J; X K,;, : 1 <1 <7, 1 <m < s} €II(I). Se tiene
que

S

Lfsm)= Y m(f;Ji x Kp)o(Jy x Kp) =Y (> m(f; Ji x Kp)v(EKpm))v( ).

I=1,..r =1 m=1

m=1,...,s

(3.1)

Si z € Jj, entonces m(f; J; X Kp,) < m(fy; Kin), por lo que

Vr € Jp, ZS: m(f; Jyx Kpm)v(Kp) < y m(fo; Km)v(Kym) = L(f;7r) < / fo=0(x).
m=1 m=1 L
De aqui que
i m(f; J;p X Kp)v(Ky) < inf{l(x): x € J} =m(; ).
m=1
Combinando esta desigualdad con (3.1) obtenemos que

s S

L(fim) =Y (D mf; i x Kn)o(Km))o(J) <Y m(l J)v(J) = Lt 7y).

=1 m=1 =1
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De modo andlogo sale que U(u; ;) < U(f;7), por lo que, teniendo presente que ¢ < u,
obtenemos

L(f;m) < L(my) U my) <U(uymy) < U(fim) (3:2)

L(f;m) < L(l;my) < L(u;my) <U(uymy) <U(f;m). (3.3)

Dado € > 0, como f € R(I), por el T. de Riemann (Proposicién 1.17) existe § > 0
tal que, si ||| < d, entonces U(f;7) — L(f;7) < €. Puesto que ||7| < ||7s|| + |7l
haciendo ||7s|| v |7k || suficientemente pequenas, podemos suponer que ||| < d y, por
tanto, que que U(f;7) — L(f;7) < e. Teniendo en cuenta (3.2) y (3.3) es claro que

Ull;my) = L(lmy) <e vy Ulusmy) — L(uymy) <,

de donde deducimos que ¢, u € R(J) porque € > 0 es arbitrario. De (3.2) y (3.3) también
sale que

(i) Como
L(Z;WJ)S/JKSU(E;WJ) y L(u;ﬂJ)S/JUSU(u;WJ),

obtenemos que | [;u— [, €] <¢, porlo que [;u= [, ya que € > 0 es arbitrario.
(ii) También L(f;m) < [, f < U(f;m), por lo que |flf—fJu| < e. Puesto que e > 0

J J

Finalmente, ya que u — £ >0y [;(u—£) =0, el conjunto
{zed d(zx)#ulz)}={xeJ: l(r) <u(x)}

tiene medida 0 por el Lema 3.2, que aparece a continuacién. |

Lema 3.2. Sean I C R™ un rectangulo compacto y f € R(I) tal que f >0y f]f = 0.
Entonces el conjunto {x € I : f(x) > 0} tiene medida 0.

Demostracion. Sea D := {xz € I : f discontinua en z}. Es claro que I\ D es el conjunto
de los puntos de continuidad de f. Por el T. de Lebesgue (Proposicién 2.4) sabemos que
D tiene medida 0.

Aserto. Si zg € I\ D, entonces f(zg) = 0.

En efecto, si fuese f(xg) > 0, como f es continua en x, existiria un cierto entorno
abierto V*° de x( tal que

VyelInV®™ f(y) >
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En estas condiciones, existe un cierto intervalo compacto J tal que J C V¥ NIy
v(J) > 0. En consecuencia

/Ifz/]fz/]f(go):f(go)v(J)>0

lo que es imposible por hipétesis.

En consecuencia, {x € I : f(x) > 0} C D y, por tanto, tiene medida 0. |
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Capitulo 4

La medida de Jordan

4.1. Conjuntos J-medibles

Definicion 4.1. Un subconjunto A C R" se dice Jordan-medible 6 J-medible sii
A es acotado y 14 € R(I) para algin (todo) rectingulo compacto I tal que A C I C R™.
Denotaremos por J(R™) a la familia de los subconjuntos J-medibles de R™.
SiAe JR") y AcC I, siendo I un cierto intervalo compacto de R", la medida
de Jordan 6 J-medida m(A) de A se define por

m(A) = /IILA.

NOTA (A). (1) Si A € J(R"), la J-medida m(A) de A no depende del intervalo
compacto I C R"™ tal que A C I. Ademas la medida de Jordan es claramente monétona
en J(R™) por el punto (3) de la Proposicién 1.12.

(2) Aunque A C R" tenga medida 0, puede no ser licito escribir m(A) = 0, ya que
tal vez A no sea J-medible. Por ejemplo, N como parte de R tiene medida 0, pero
N ¢ J(R), ya que N no es acotado. Asi que no se puede escribir m(N) = 0.

Proposicién 4.2. (0) Si A CR" es acotado, son equivalentes
(i) A e J(R™);(ii) OA es de contenido 0; (iii) OA tiene medida 0.

(1) J(R™) es un anillo de subconjuntos acotados de R™, es decir, si A, B € J(R"),
entonces ANB,AUB, A\ B, AAB € J(R"). Ademds la J-medida m es una aplicacion
m : J(R™) — [0,00) finitamente aditiva (y por tanto, finitamente subaditiva). En
particular, ) € J(R™) y m(0) = 0.

(2) Si I es un intervalo generalizado de extremos a,b € R™ con a < b, entonces
Ie JR™ ym(I)=v(I).
(3) Si A C R™, entonces: A es de contenido 0 < A€ J(R™) ym(A) =0.

(4) Si AOE J(R™), entonces: (i) 0A € J(R") y m(0A) = 0;(ii) E,Z e JR") y
m(A) = m(A) = m(A).
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(5) St A e J(R™), son equivalentes: (i) A= 0; (it) m(A) = 0; (iii) A es de contenido
0; (iv) A tiene medida 0.

(6) Si A; € JR"™),i = 1,...,p, son subconjuntos J-medibles que no se solapan
(es decir, int(A;) Nint(A;) = 0, i # j) y A = U_| A, entonces A € J(R") y
m(A) =327 m(Aq).

Demostracion. (0) es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.6.

(1) Sea I C R™ rectdngulo compacto tal que A, B C I. Puesto que A, B € J(R"), se
tiene que 14, 1p € R(I).

(a) Como 1gnp = 14 - 1p, del Corolario 1.14 sale que 1anp € R(I) y por tanto
AN B e J(R™) por la Definicién 4.1.

(b) Como Taup = 1a+1p — lanp, lang = 1a—lanp y lanp = 1la+1p —2-
L anp, concluimos andlogamente que 1aup, 14\, laas € R(I) y por tanto AU B, A\
B,AAB € J(R").

Esto prueba que J(R™) es un anillo de subconjuntos de R™.

Ademsds, si A, B son disjuntos, entonces 1aup = 14 + 1, por lo que

m(ALﬂB):/InAugz/ImwB)=/11A+/113:m<A>+m<B>,

es decir, m es finitamente aditiva sobre J(R"™) y, por tanto, finitamente subaditiva, es
decir, dados A;, i =1,..,k, en J(R"™), se tiene que

k
m(U_1 Ai) <) m(As).
i=1

Observemos que, para probar la anterior desigualdad, bastard ver que es cierta para
k = 2 y esto se hace a continuaciéon. Como J(R™) es un anillo y que m es finitamente
aditiva y monotona, se verifica

m(A1 U AQ) = m(A1 ) (A2 \Al)) = m(Al) + m(A2 \ Al) < m(Al) + m(Ag)

Finalmente, ) € J(R"™) porque 1y = 0 y las constantes son integrables-Riemann en
todo intervalo cerrado I, siendo m(@) = [;0 = 0 (también porque § = A\ A, VA €
J(R™), y m es finitamente aditiva).

(2) Puesto que I es acotado y 01 es de contenido 0 (porque es unién de las caras de [
y cada cara tiene contenido 0 en R™), de (0) concluimos que I € J(R™). Como I C [a, b),
por definicién de m(I) se tiene que m(I) = f[a p 11y es trivial ver que f[a o lr = v(I).

(3) esta probado en la Proposicién 2.7.

(4) (i) Como A € J(R™), 0A es un compacto de contenido 0 (por el punto (0)). Del
punto (3) sale que 0A € J(R™) y m(9A) = 0.
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(ii) Por (i) y (1) obtenemos que E,Z € J(R™) ya que A=A \OAy A= AUDJA.

Como A C A C A es claro que m(A) < m(A4) < (A) porque m es monétona. Por

o

otra parte m(A) = m(A) + m(0A) = m(A) porque m es finitamente aditiva. Por tanto
m(A) = m(A4) = m(A).

5) (i) = (i7) sale de (4) pues m(A) = m(jl) =0.

(
(13) = (14i) sale de (3) y (4i1) = (iv) siempre ocurre.
(

iv) = (i). Supongamos que ;1 # (). Entonces existe un cubo cerrado J C ;1 tal que
v(J) > 0. Puesto que A es de medida 0, existe una familia contable {I; : i > 1} de
intervalos cerrados de R™ tal que A C Uj>11; y Y ,~q v(L;) < v(J). Como J C U;>11;,
por (E) de la Proposicién 1.5 obtenemos que B

0 <v(J) <> v() <o),

i>1

[}
una contradiccién que prueba que A = ().

(6) Que A =JI_, A; es J-medible sale del punto (1). Como también [H!_, int(4;) €
J(R™), m(A;) = m(int(A;)) y m es finitamente aditiva, mondtona y finitamente subaditiva
sobre J(R™), obtenemos que

Por tanto m(U_  4;) = >°F_, m(A;). [ |

Si I C R™ es un intervalo compacto, un subconjunto K C I es un compacto reticular
de I si existe una particiéon = € II(]) tal que K es la unién de algunos (si todos,
K = I) subintervalos de 7. Por la Proposicién 4.2 todo compacto reticular K de I
verifica K € J(R") y su medida de Jordan m(K) es la suma de los volimenes de los
subintervalos que integran K. Un compacto reticular uniforme es un compacto reticular
K cuyos intervalos integrantes son cubos cerrados todos de iguales dimensiones.

Lema 4.3. Sean I C R" intervalo compacto y A C I un subconjunto [J-medible.
Entonces

m(A) = sup{m(K) : K C A compacto reticular de I}

4.1
=inf{m(K): AC K C I compacto reticular de I}. (4.1)

Ademds en las igualdades anteriores se puede poner “compacto reticular uniforme” en
lugar de “compacto reticular” .
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Demostracion. Como A € J(R™)y A C I, se tiene que 14 € R(I), por lo que
m(A) = /ILA = / 1a=sup{L(la;m):mell(l)}
I A

= /IILA = mf{U(1a;7): 7€ I(l)}.

Observemos que sim € II(I) y K1 :=U{J: Jem,JC A}, Ko =UW{J: Jen,JNAF#
()}, entonces K1, Ko son compactos reticulares de I tales que K1 C A C Ko y

Laim) =Y m(la ()= Y () =m(K1),

Jer Jem,JCA
U(lasm) =Y MAaJ) = > o(J) =m(Ky).
Jer Jem,JNAF#D

De aqui que
m(A) < sup{m(K): K C A compacto reticular de I}

m(A) > inf{m(K): A C K C I compacto reticular de I}.

Por otra parte, si K1 C A C Ko C I son compactos reticulares de I, K1 y Ky son
J-medibles y por tanto m(Ki) < m(A) < m(Kz), porque la medida de Jordan m es
monétona en J(R™). Esto prueba que

m(A) > sup{m(K) : K C A compacto reticular de I}.

y que
m(A) < inf{m(K): A C K C I compacto reticular de I}.

En consecuencia se verifican las igualdades (4.1).

Finalmente, cogiendo un cubo cerrado [ tal que A C I y trabajando con particiones
grilla 7 € TI(I) tales que todos los subintervalos de 7 sean cubos cerrados iguales entre si,
se obtienen las igualdades (4.1) pero poniendo “compacto reticular uniforme” en lugar
de “compacto reticular” . |

Corolario 4.4. (1) En la definicién de conjunto de contenido 0 se pueden utilizar cubos
cerrados casi-disjuntos (0 cubos abiertos) de iguales dimensiones, en lugar de intervalos
cerrados.

(2) En la definicion de conjunto con medida 0 se pueden utilizar cubos cerrados
(abiertos), en lugar de intervalos cerrados.

Demostracion. (1) Sea A C R™ un subconjunto de contenido 0. Elegimos un cubo
compacto I C R™ tal que A C I. Sabemos (Proposicién 4.2 y Lema 4.3) que A € J(R"™)

Yy que

0=m(A) =inf{m(K): AC K C I compacto reticular uniforme de I}.
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Esto prueba (1), teniendo en cuenta la definicién de compacto reticular uniforme.

(2) Sea A C R™ subconjunto de medida 0 y € > 0. Por definicién de conjunto
con medida 0 existe una secuencia de intervalos compactos {I; : i« > 1} de R” tales
que A C Ui>1L; y Y.~y v(I;) < €/2. Aplicando el Lema 4.3 a cada I;, se obtiene una
familia finita de cubos cerrados iguales {I;; : j = 1,...,p;} tales que I; C U?;l Ljy

P v(Iig) < o(l;) +¢/2" La familia de cubos cerrados F := {I;; 11 > 1,5 = 1,...,pi}
verifica A C UjerJ y Y e rv(J) <€, como querfamos probar.

Finalmente, observemos que los cubos abiertos, que se mencionan en el enunciado,
se obtienen orlando por fuera ligeramente los cubos cerrados. |

El anillo J(R™) tiene algunos problemas e imperfecciones. En efecto, no sélo no
contiene a los abiertos 6 cerrados no acotados, sino que, como vamos a ver en los
siguientes Contraejemplos, J(R™) no contiene ni a todos los abiertos acotados ni a
todos los compactos de R™.

Contraejemplo 1. 7(R) no contiene a todos los abiertos acotados de R.

En efecto, sean 0 < ¢ < 1/2, QN (0,1) = {gn, : m > 1} y 0 < 1, < €/2" tal que
Jn = (gn — Tn,qn + 1) C (0,1). Sea G := Up>1Jy, que es un abierto acotado de R.
Afirmamos que G ¢ J(R). Supongamos que G € J(R). Entonces por el Lema 4.3

m(G) = sup{m(K) : K C G compacto reticular de [0, 1]}.

Si K es un compacto reticular de [0,1] tal que K C G = Up>1Jp, existe p € N tal
que K C UY_,J; (porque K es compacto y los J; son abiertos), de donde m(K) <
m(UE_ ;) <3P v(J;) < e Por tanto m(G) < e. Como hemos supuesto que G € J (R),
entonces G es de contenido 0 y por tanto m(9G) = 0 (ver la Proposicién 4.2). Como
0G =10,1]\ G, llegamos a que

1 =m([0,1]) = m(GWIG) = m(G) + m(0G) = m(G) < e,
una contradiccién, que prueba que G ¢ J(R). [

Contraejemplo 2. 7(R) no contiene a todos los compactos de R.

En efecto, como [0,1] € J(R), pero G ¢ J(R) (este G es el mismo del Contraejemplo

1), necesariamente [0,1]\ G ¢ J(R). Observemos que [0, 1]\ G es un compacto acotado.
|

Una familia F := {4; : i > 1} de subconjuntos de R"™ se dice bien-inscrita en un
abierto G de R" sii

(1) F c J(R™) y los elementos de F no se solapan.

(2) G = UizlAi-

(3) Para todo compacto K C G existe m € N tal que K C [J;"; A4;.

Denotaremos por B(G) al conjunto de todas las familias bien-inscritas en el abierto
G de R".
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Proposicién 4.5. (1) Si G es un abierto de R™, existe una familia F := {I; : i > 1}
bien-inscrita en G tal que cada I; es un cubo cerrado.

(2) Sean A € J(R™) y F :={A; :i > 1} familia bien-inscrita en A. Entonces

m(A) =) m(4;).
i>1
Demostracion. (1) Procedemos por etapas.

Etapa 1. Sea R la particién grilla de R™ construida utilizando los hiperplanos
perpendiculares a los ejes (comenzando por los que pasan por 0) de paso 271, es decir, con
una separacién entre sf igual a 271, Sea Fy := {Jy; :i > 1} C Ry tal que Jy; C G, Vi > 1
(quizéds Jy1; = () para i > i7).

Etapa 2. Sea R la particién grilla de R de paso 272 y Fp := {J2j 17 > 1} C Ry
tales que Jo; C G\ int(U{J : J € F1}).

Etapa m. Sea R,, la particion grilla de R” de paso 27y Fp, := {Jmj : j > 1} C Ry,
tales que Jp; C G \int(U{J : J € FiU..UFp_1}).

Reiteramos hasta el infinito.

Sea F := U;>1F;. Se tiene que:

(a) Los elementos de F son cubos cerrados que no se solapan. Por tanto F C J(R").

(b) Veamos que G = UjerJ. Sea z € G. Entonces d(z,°G) > 0 (utilizamos la
distancia d asociada a la norma || - ||o). Sea p € N tal que 277 < d(z,°G). Sea J € R,
tal que z € J (como U{J : J € R,} = R", hay al menos un J € R, tal que z € J).

Entonces J C G porque:
(i) diam(J) = 277 (todos los elementos de R, tienen didmetro 277 para la norma

[+ {loo)-
(ii) x € J y d(x,°G) > 27P.

Por tanto
zeU{JeRy: JCG=U{J:JeFiU..UF,} CUjerl.

(en particular {x € G : d(z,°G) > 27P} C U{J : J € F1 U...U Fp}). Obtenemos que
G C Ujerd y, como la inclusién UjcrJ C G es obvia, concluimos que G = UjerdJ.

(¢) Sea K C G un subconjunto compacto. Entonces
dpeN, Vke K, d(k,“G) > 27P.

Por lo que se ha visto en (b) resulta que K C U{J : J € F1 U...UF,}. Como K es
acotado, s6lo un ntmero finito de elementos de cada familia F;, i = 1,...,p, corta a K.
En consecuencia, se puede cubrir K con una familia finita de elementos de F.

Esto completa la prueba de (1).
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(2) Por el punto (5) de la Proposicién 4.2 para todo p € N se verifica

de donde sale que ;- m(4;) < m(A). Sabemos también (Proposicién 4.2 y Lema 4.3)
que

m(A) = m(A) =sup{m(K) : K C A compacto reticular }. (4.2)

[¢] [¢]
Si K C A es un compacto reticular, como F es familia bien-inscrita en A, existe r € N
tal que K C U]_;A;, de donde

m(K) <m(U_ A;) = Z m(A;) < m(Ai). (4.3)

Por tanto de (4.2) y (4.3) sale que
m(A) <> m(4;).
i>1

En consecuencia, m(A4) = ) ,~; m(4;), como queriamos probar. [

4.2. Integracién en conjuntos 7-medibles

SiACBCR"y f:A— R, consideraremos a f extendida a todo B (extensién
que por sencillez seguimos denotando por f) de modo que f = 0 sobre B\ A. Sean
A e J(R™), I C R™ intervalo compacto con A C I'y f : A — R. Decimos que f es
integrable- Riemann sobre A sii f € R(I), en cuyo caso la integral de Riemann de f sobre

Aes
o1

Observemos que la nocién de funcién integrable-Riemann sobre A, asi como la de integral
de Riemann sobre A, no dependen del intervalo compacto I C R"™ tal que A C 1.

Indicaremos por R(A) al conjunto de las funciones f : A — R que son integrables-
Riemann sobre A.
Proposicién 4.6. (a) Sea A € J(R"™).

(al) f: A — R verifica f € R(A) sii f es acotada en A y el conjunto {x € A
f discontinua en x} tiene medida 0.

(a2) Si I C R™ es un intervalo compacto con A C I, entonces R(A) ={f [ A: [ €
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(a3) (R(A),+,%) es un ev y la aplicacion [, : R(A) — R es un operador lineal
(es decir, si f,g € R(A), o, B € R, se tiene que oof + Bg € R(A) y [4(af + Bg) =
afyf+B8[,9)-

(a4) También f*, =, |f], " fg € R(A), si f.g € R(A), n e N, y [ [, fI < [4If]-
Si f,g e R(A) y f <g, entonces [, f < [, 9.

(a5) Si m(A) = 0, entonces R(A) = {f : A = R : f acotada} y [, f =0, Vf €
R(A).

(a6) {f : A— R: f continua y acotada} C R(A).
(a7) Sea f : A — R acotada. Son equivalentes: (i) f € R(A); (i) f € R(A); (i)
f € R(A). En cualquiera de los casos [xf= [, f= f; f.

(b) Si A,B e JR") y fe R(AUB), entonces f € RIA)NR(B)NR(ANB) y
Javs F=Jal+ s f = Janp T

(¢c) Sea {A;:i=1,..,m} C J(R") familia casi-disjunta, A:=J;~, Aiy f: A—R.
Son equivalentes: (i) f € R(A); (ii) f € R(Ai), i =1,...,m. En cualquiera de los casos

fAf:Z;T;lfAif'

(d) Sean A,A; € J(R™), i > 1, de modo que {A; : i > 1} € B(A) (es decir,
{A; : i > 1} es una familia bien-inscrita en A). Entonces, si f € R(A), se tiene que
feR(Ai); 1 >1, ?/fAf:ZizlfAif-

Demostracion. (a) Sea I C R™ intervalo compacto tal que A C I.

(al) =. Sea f € R(A). Por hipétesis f es acotada y, como f € R(I), el conjunto
{z € I : f discontinua en x} tiene medida 0 por el T. de Lebesgue. Por la forma de f
sobre I es claro que

{z € A: f discontinua en z} C {z € I : f discontinua en z} C (4.4)

C {x € A: f discontinua en z} U JA.

o
Por tanto, {x € A: f discontinua en z} tiene medida 0.

<. Como {x € A : f discontinua en z} tiene medida 0 (por hipétesis) y 0A es de
contenido 0 (porque A € J(R™)), de (4.4) concluimos que {x € I : f discontinua en x}
tiene medida 0, lo que por el T. de Lebesgue implica que f € R(I), es decir, f € R(A).

(a2) Es claro, por la definicién del conjunto R(A), que R(A) C {f [ A: f e R(I)}.
Por otra parte, sig € R(I)y f:=g | A, entonces f =14 -g. Como 14 -g € R(I) (por
Corolario 1.14), concluimos que {f [ A: f € R(I)} C R(A). Por tanto, R(4A) = {f |
A:feR(I)}.

(a3) y (ad) salen de (a2), Proposicién 1.12 y Corolario 1.14.
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(ab) Si m(A) = 0, A es de contenido 0 por la Proposicién 4.2. Ahora basta aplicar
el Corolario 2.8.

(a6) sale de (al).
(a7) Sea I C R™ un intervalo compacto tal que A C I. Como las funciones f, f [ A

y f | A difieren sélo en un subconjunto de dA, que tiene contenido 0, el resultado sale
del Corolario 2.8.

(b) Sea I C R™ un intervalo compacto tal que AU B C I. Por hipétesis f € R(I) y
ademds 14, 1p, 1anp € R(I) por la Definicién 4.1 y la Proposicién 4.2. Por otra parte
las funciones

JITA=f-1a, fIB=f-1py fIANB=f 1anp
pertenecen a R(I) por el Corolario 1.14. Por tanto f | A € R(A), f | B € R(B)y
fTANB e R(AN B). También ocurre que
f=r"1a+f-1p—f lans,

de donde obtenemos

/AUBf:/If:/lf-]lA-l-/If-]lB—/]f-]lAmB:/AffA—i-/Bf[B— Ame ' (ANB).

(c) Sea I C R™ un intervalo compacto tal que A C I.
(i) = (i7) sale de (b).

(ii) = (i). Por hipétesis f [ A; € R(A;), es decir, f | Aj = f- 14, € R(I). Por otra
parte
f= Z(.f : ]lAj)

=1

<

salvo en un subconjunto de U;”Zl 0A;, que tiene contenido 0. Del Corolario 2.8 obtenemos

que f € R(I) y que
/Afz/lfzi/](ffflj)zgg/fljf-

(d) Sean I C R™ un intervalo compacto tal que A C I'y M := sup{|f(x)|: x € A}+1.
Por (b) y (c) sabemos que

p p

feER(4), 1>1, yque, VpeN, m(UAZ):Zm(A,) y/

P .
i=1 i=1 Uimq As

f—g/&f.

Como m(A) = ;5 m(A;) (ver la Proposicién 4.5), dado € > 0 existe N € N tal que
para todo p > N se verifica

p

= > mei) =m(A) =) m(A;) =m(A\ U A;).

1>p =1
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Asi que para todo p > N se tiene que

p p
=30 [ =1 1t ad <0 L = MmN 4) < 0 = e
=1 @ =1

Como € > 0 es arbitrario, de aqui sale (d). |

4.3. Transformacion de conjuntos 7-medibles

Sean A CR" y F': A — RP. Entonces:

(a) F' es una funcién K-lipschitziana si 0 < K < oo y para todo par z,y € A se
verifica ||F(z) — F(y)|| < K|z — y||. Se dice que K es la constante de Lipschitz de F.

(b) F' es lipschitziana sii F' es K -lipschitziana para algin 0 < K < oo.

(c) F es localmente lipschitziana sii para toda a € A existen un entorno U® de a en
R™ y una constante 0 < K, < oo tales que F' [ ANU?® es K, -lipschitziana. Observemos
que si A es un abierto y F' € C!(A,RP), del Teorema del Valor Medio generalizado sale
que F' es localmente lipschitziana.

Lema 4.7. Sean ACR" y F': A — RP funcion K-lipschitziana para la norma || - ||oc-
Supongamos que A estd contenido en un cubo cerrado de arista de longitud £ y sea a € A.
Entonces F(A) estd contenido en un cubo de RP de centro F(a) y arista de longitud 2K¢.

Demostracion. Adoptamos tanto en R™ como en RP la norma || - || := || - ||oc tal que para
todo = = (21, ...,x,) € R”

|z]|oo := sup{|zi| : 1 =1,...,n}.

Observemos que con la norma || - ||o0, las bolas cerradas son cubos cerrados. Por ejemplo,
la bola cerrada Bgn(a,?) de R™ de centro a y radio £ > 0 es el cubo cerrado de centro
a y arista de longitud 2¢. Si x € A, entonces ||z — a|| < ¥, es decir, x € Bgrn(a,{), y se
verifica

[1F(z) = F(a)|| < Kllz — af < KF.
Por tanto F'(z) estd en el cubo cerrado de RP de centro F'(a) y arista de longitud 2K¥.
|

Proposicién 4.8. (1) Sean A CR"™ y F : A — R" funcion lipschitziana. Entonces; (i)
si A es de contenido 0, F(A) es de contenido 0;(ii) si A tiene medida 0, F(A) tiene
medida 0.

(2) Sean h,n € N, h < n, A C R" un subconjunto y F : A — R™ funcion
lipschitziana. Entonces; (i) si A es acotado, F(A) es de contenido 0; (ii) si A C R",
F(A) tiene medida 0.

(8) Sean U C R™ un abierto y F : U — R™ funcidn localmente lipschitziana (v.g., si
F e CYU;R™)) y A C U. Se verifica que: (i) si A es de contenido 0 y A C U, entonces
F(A) es de contenido 0; (ii) si A tiene medida 0, entonces F(A) tiene medida 0.
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Demostracion. En toda esta prueba adoptamos la norma del supremo || - || := | - || en
R™.

(1) Sea F: A — R"™ K-lipschitziana.

(i) Sea A de contenido 0 y € > 0. Como A es de contenido 0, existen cubos cerrados

{I; :i=1,..,7} con aristas de longitud ¢ (igual para todos, ver el Corolario 4.4) tales
que

T T

Ac| UL, AnLi#0, i=1,..r, y > v(L) Zen o
i=1 =1

Seaa; € ANI;, i=1,...,r. Por el Lema 4.7 se verifica que F(ANI;) C Brn(F(a;), K{).

Por tanto

F(A):O F(ANI) UBRn ), K0).
=1

Por otra parte, v(Bgn(F(a;), K¢)) = (2K)"¢", de donde se obtiene

7 7

Y o(Brn(F(a;), K€)) =Y (2K)"0" < 2K)" 577 < €

i=1 i=1

Como € > 0 es arbitrario concluimos que F(A) es de contenido 0.

(ii) La prueba es andloga al caso anterior, utilizando ahora una secuencia infinita de
cubos cerrados {I; : ¢ > 1} de longitud de arista ¢; tales que

ACUis1li, ANL#D, i=12>1, y Z Z@ < TTeRT

i>1 i>1

(2) Sea A* := {(a1,...,an,0,...,0) € R" : (ay,...,a) € A} y P : R" — R" tal que
P(x1,...,xy) = (z1,...,zp). Es claro que T := F o P : A* — R" es funcién lipschitziana
con la misma constante de Lipschitz que F.

(i) Si suponemos que A C R" es acotado, como h < n se tiene que A* es de contenido
0 en R™ (ver ejercicios). Por (1) sale que F'(A) = T(A*) es de contenido 0.

(ii) Observemos que (R")* tiene medida 0 en R™. Si A C R", también A* C (R")*
tiene medida 0 y por (1) se verifica que F(A) = T'(A*) tiene medida 0.

(3) Por cada z € U existen un entorno abierto G* C U de z y una constante
0 < K? < oo tales que F' [ G7 es K*-lipschitziana.

(i) Puesto que la familia de abiertos {G* : z € U} recubre A, que es compacto, se
verifica A C U™, G? para ciertos z; € U, i = 1,...,m. Por hipdtesis el conjunto A es de
contenido 0. En consecuencia, teniendo en cuenta (1) y que F' [ G* es K*-lipschitziana,
concluimos que F'(A N G*) es de contenido 0. De aqui que F(A) = U™ F(AN G*)
es de contenido 0, lo que por la Proposicién 4.2 equivale a decir que F(A) € J(R™) y
m(F(A)) =0.
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(ii) Como U = U{G? : z € U} y U es Lindeldf, U = U;>1G* para una cierta familia
contable de puntos {z; : @ > 1} C U. Teniendo en cuenta (1), que F' | G* es K?-
lipschitziana y que A N G* tiene medida 0, concluimos que F'(A N G*) tiene medida 0.
De aqui que F(A) = U;>1 F (AN G*) tiene medida 0 por la Proposicién 2.2. [

Proposicién 4.9. Sean U C R™ un abierto, A € J(R") con ACU y F:U — R" tal

que F € CLU;R™) y F | A es difeomorfismo de clase C*. Entonces F(A) € J(R") y
d(F(A)) C F(0A).

Demostracion. En primer término, como A C U es compacto y F' continua, es claro

que F(A) es compacto (luego acotado) y F(A) = F(A). Puesto que F [ A es un
difeomorfismo, F(A) es un abierto y por tanto F(A) C int(F(A)). Por otra parte

J— o]

F(A) ¢ F(A) = F(A) = F(AwdA) = F(A) U F(dA).

Puesto que OF(A) C F(A) = F(A), pero OF(A) Nint(F(A)) = 0, resulta OF(A) C
F(0A). Por otra parte, de (3) de la Proposicién 4.8 sale que F(0A) es contenido 0,
porque F' es localmente lipschitziana y 0A contenido 0. En consecuencia OF(A) es de
contenido 0 y por tanto F'(A) € J(R"). [ ]
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Capitulo 5

Cambio de variables

5.1. Preliminares

Identificaremos las aplicaciones lineales L : R™ — R” con las matrices n x n.
Observemos que L es isomorfismo si y sélo si det L # 0. Recordemos que toda aplicacién
lineal T : R™ — X, siendo X un espacio normado, es continua (porque R™ es de
dimensioén finita) y tiene diferencial, que es DT =T

Proposicién 5.1. Sea L : R" — R™ un isomorfismo (es decir, det L # 0). Entonces,
si Ae J(R"™), se tiene que

LAc JR™) y m(LA) = |det L|-m(A). (5.1)

Demostracion. Puesto que L,L~1 € CY(R" R") (es decir, L es un difeomorfismo de
R™ sobre R™ de clase C! al menos), aplicando la Proposicién 4.9, con U = V = R,
obtenemos que LA € J(R™). A continuacién probamos en varias etapas que m(LA) =
|det L|-m(A).

(a) Supongamos, en primer lugar, que A es un intervalo compacto, digamos A = [a, b]
con a < b.

(al) Supongamos que L es tal que
Vo = (21, ...,xn) € R", L(x1,....2pn) = (kx1,22, ... Tp), k # 0.
Entonces det L =Fk y

LA— [kal,k‘bl] X [ag,bg] X ... X [Cbn,bn] sik>0
[kbl,kal] X [CLQ,bQ] X ... X [an,bn] sik <0

En cualquier caso, claramente
m(LA) = |k| - T, (b; — a;) = |k| - m(A) = |det L| - m(A)
(a2) Supongamos que L es el operador que permuta las coordenadas i, j, es decir

Vo = (21, .., Tiy o Tjy ooy Tp) € R, L(21, 0, gy oo Ty o, T) = (X1, 0y Ty oo n iy oy Ty
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Entonces det L = -1y
LA = [al,bl] X ... X [aj,bj] X ... X [ai,bi] X ... X [an,bn].
Por tanto, en este caso se verifica

m(LA) = TI7_, (b, — ay,) = |det L| - m(A).

(a3) Sea L el operador tal que
Vo = (x1,....,xy) € R", L(x1,...,2) = (1 + T2, 22, ..., Tp)-
Entonces det L =1y
LA ={(z1,...,xn) €ER" 1a; <z; <b;, 1=2,3,...,n,a1 + w2 < 21 < by + x2}.

Por el Teorema de Fubini tenemos que

bn n—1 by pbi+xo
m(LA) / 1= / / / [/ 1dxq]dxs)....dxy—1|dz, =
LA an An—1 a2 a1+xa
bn—1 b
= / [/ [/ (b1 — a1)dzxs)....dxp—1]dz, =
an aAn—1 ag

=1II}_, (by — ax) = |det L|-m(A).

(b) Supongamos que A € J(R"™) es arbitrario pero que el operador L es 6 del tipo
(al) 6 (a2) 6 (a3). Sea F := {J; : ¢ > 1} una familia de cubos cerrados bien-inscrita en

A (ver Proposicién 4.5). Entonces F := {L.J; : i > 1} ¢ J(R") es un familia contable

de J-medibles de R™ (en general, no serdn cubos, ni siquiera intervalos), que estd bien-

e]
inscrita en el abierto L(A) = int(LA). Asi que por Proposicién 4.2, Proposicién 4.5 y el
apartado (a) anterior se tiene que

m(LA) = m(int(LA)) = > m(LJ;) = \detL\Zm(Ji)z|detL|-m(2):|detL|.m(A).

i>1 i>1

(c¢) Finalmente sean A € J(R™) y L arbitrarios. Sabemos que L se descompone
como producto de un ndmero finito de operadores del tipo (al), (a2) y (a3), digamos
L=LsoLs 10..0Lj. Por (a)y (b) se tiene que

m(LA) =m(Lso (Ls—10...0Li(A))) =|det Lg|-m(Ls—10...0Li(A)) =
= |det Lg| - |det Ls_1]|---|det Li|-m(A) = |det L|-m(A).
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Proposicién 5.2. Sean U,V C R" abiertos, T : U — V un C'-difeomorfismo y C C U
un cubo cerrado. Se verifica que TC € J(R™) y

m(TC) < / \det DT|.
C

Demostracion. (A) Por la Proposicién 4.9 sabemos que TC' € J(R"). La funcién |det DT|
es contina en U (porque T es C! en U). Por tanto |det DT| € R(C). En toda esta prueba
vamos trabajar con la norma del supremo ||-|| := || - ||« de R™. Recordemos que con esta
norma del supremo las bolas cerradas son cubos cerrados. Sea a el centro del cubo C'y
¢ la longitud de su arista. Aplicando el Teorema del Valor Medio Generalizado (abrev.,
TVMG), para todo y € C se verifica

[Ty —Ta| < sup [[DT(a+t(y —a))|-|ly—all <
0<t<1
<sup |[DT(2)|| - ly — al| < sup||DT(2)|| - 5.
zeC zel
Esta desigualdad pone de manifiesto que T'C' esté contenido en el cubo cerrado (que es

una bola para la norma || - ||s) de centro T'a y arista de longitud = sup o [|DT(2)] - £.
Por tanto como la medida de Jordan m es mondtona se tiene que:

m(TC) < (Slelg IDT(2)|)"¢" = (Slelg IDT(2)[))"m(C). (5.2)

(B) Sea L : R™ — R™ un isomorfismo. Entonces W := L(V') es un abierto de R" y
LoT :U — W es un C'-difeomorfismo entre U y W tal que D(LoT) = Lo DT, al que
se le puede aplicar (A). Por tanto aplicando (5.1) a L y (5.2) al C'-difeomorfismo Lo T
se tiene

det L|-m(IC) = m(LoT(C)) < (sup | Lo DT()[)" - m(C),

de donde, como |det LY = |det L|™!, sale que
m(TC) < |det L™ - (sup ||L o DT(2)||)" - m(C).
zeC
(C) Sea y € U arbitrario. Como T es un C!-difeomorfismo tal que T~! o T = Idy (=
identidad en U), por la regla de la cadena:
Idgr = D(Idy)(y) = D(T™")(Ty) o DT (y),

de donde sale que det D(T1)(Ty) # 0 # det DT (y), es decir, que DT (y) y D(T~1)(Ty)
son isomorfismos, inverso el uno del otro. Tomando L = (DT(y))~! en (B) obtenemos

Vy € U, m(TC) < |det DT (y)] - (zlelg I(DT(y))™" o DT(2)])" - m(C). (5.3)
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(D) La funcién C x C' > (y,2) — ®(y, 2) := |(DT(y))~! o DT(z)||" es continua vy,
por tanto, uniformemente continua ya que C x C es compacto. De aqui que, dado € > 0,
existe un § > 0 tal que si y, 2,9,z € C verifican |y — /|, ||z — /|| < 9§, entonces
|D(y,z) — (v, )| <e. Seaw:={Ch,...,Cs} € II(C) una particién grilla de C' en cubos
iguales con ||| < 6. Entonces, si y,z € C; € , se verifica ||y — z|| < J y por tanto

[®(y,2) — = I(DT(y)~" o DT(2)||" ~ (DT (y)) " o DT(y)|I"| =
= [I(DT(y)) ™ o DT(2)|" —1| < ¢

en donde hemos aplicado que (DT (y))~! o DT(y) es el operador identidad Idg» en R"
y que |[Idgn|| = 1. Por tanto, para cada cubo C; € 7 se tiene que

Vy,z € C;, (DT (y)) ™' o DT(2)||" <1+,
de donde
sup [|[(DT(y)) Lo DT(2)||" <1 +e. (5.4)
y,2€C;
(E) Por cada cubo C; € 7 elegimos y; € C; tal que
|det DT '(y;)| = min{|det DT (y)| : y € C;} = m(|det DT|; Cj).
Por (5.3) y (5.4) para cada cubo Cj se verifica
m(TCj) < |det DT (y;)| - (SEUP I(DT(y;)~" o DT(2)|)" - m(Cy) < (5:5)
zel;

< |det DT (y;)| - (1 +¢€) - m(C}).

La familia de subconjuntos J-medibles T'C1, ..., TC; son casi disjuntos pues, como T es
un homeomorfismo, se verifica para i # j que

int(TC;) Nint(TC;) = T(int(C;) Nint(Cy)) = T(P) = 0.

Por otra parte T'C' = | J;_; T'C;. En consecuencia de la Proposicién 4.2 sale que m(TC) =
> 5=1m(TCj). Aplicando (5.5) obtenemos:

=3 " m(TCy) < (146 S |det DT(y,)|v(Cy) =
i=1 j=1

=(1+¢) im(]det DT|;Cj)v(C;) = (1 4+ €)L(|det DT'|;7) < (1 + e)/c |det DT).
j=1

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que m(T'C) < [ |det DT]. [
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5.2. El Teorema del cambio de variables para la integral
de Riemann

Comencemos probando el siguiente lema auxiliar.

Lema 5.3. Sean U,V C R" abiertos, T : U — V un C'-difeomorfismo y A € J(R") tal
que A C U. Se verifica que TA € J(R") y

m(TA) S/ |det DT|.
A

Demostracion. En primer término TA € J(R™) por la Proposicién 4.9. Ademés, como
|det DT| es una funcién continua en U y el compacto A C U, es claro que |det DT| €
o

R(A). Sea {J; : i > 1} familia contable de cubos cerrados bien-inscrita en A (ver la
Proposicién 4.5). Entonces {T'J; : i > 1} es familia contable de J-medibles bien-inscrita

en el abierto int(T'A) = T(A), por lo que aplicando la Proposicién 5.2 a m(TJ;) y la
Proposicion 4.6 obtenemos:

m(TA) = m(int(TA) =S m(Tg) <Y /J \det DT| = /A det DT,

i>1 i>1

Proposicién 5.4. [Teorema del cambio de variables para la integral de Riemann] Sean
U,V C R" subconjuntos abiertos, T : U — V un C'-difeomorfismo, A € J(R") con
ACU, f:T(A) =Ryg=(foT)-|det DT|: A — R. Se verifica que T(A) € J(R")
y ademds:

(A) Son equivalentes:(A1) f € R(T(A)); (A2) g € R(A).

(B) En cualquiera de los casos de (A), se tiene que

/ f= / g = / (foT)-|det DT| [Férmula del cambio de variables].
T(A) A A

Demostracion. Que T(A) € J(R™) sale de la Proposicién 4.9.

(A1) = (A2). Como f € R(T(A)), el conjunto {y € int(T(A)) : f discontinua en y}
es de medida 0 por (al) de la Proposicién 4.6. Por tanto

T~ '({y € int(T(A)) : f discontinua en y}) = {x € int(A) : f o T discontinua en x}

es de medida 0 por el punto (3) de la Proposicién 4.8. Por (al) de la Proposicién 4.6
obtenemos que f oT € R(A). Por otra parte, |det DT| € R(A) porque es una funcién
continua y acotada en el compacto A C U. En consecuencia g = (foT)-|det DT|: A — R
verifica g € R(A) por la Proposicién 4.6.
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(A2) = (A1) sale de la implicacién (A1) = (A2). En efecto basta tener en cuenta
que

f=1(go T_l)‘det D(T_l)’.

(B) Supongamos que f € R(T(A)). Sean C' C int(A) un cubo cerrado y 7 :=
{J1,...,J,} una particién de C. Denotemos

mr = {TJ,TJs,...,TJ},

que es una particién del J-medible T'C' formada por conjuntos J-medibles que no se
solapan. Se tiene que:

(1) Definamos ¢(f, mr) como
:iinf{f( y:xeTJ;}-m me{foT u):u € Ji}-m(TJ;).
i=1

Puesto que m(TJ;) < fJi |det DT| (por el Lema 5.3 ya que J; C U es un J-medible
cerrado) obtenemos que:

o f inf{f o : i} < o =
(f. T)g; (foT(u):ue i} /JildetDT]<;/Ji(f T)|det DT

_ / (f o T)|det DT,
C

en donde la dltima igualdad sale de la Proposicién 4.6.

(2) Si definimos u(f, 77) como
u(f,mr) : Zsup{f Yz eTJ}-m Zsup{foT (u) :u e J;i}-m(TJ;),

entonces, como » ., fTJi f= ch f por la Proposicion 4.6, se llega a que

U f,mp) =) mf{f(x) sz € TS} -m(TJ) = iWf{f(z): 2z €T} 1<

i=1 i=1 TJ;
<Z/ /chggsup{f(x):xGTJZ-}~/TJi1:

TJ;
= Zsup{f(a?) cx € T} -m(TJ;) = u(f,7r).
i=1

Aserto. Dado € > 0 existe una particién 7* € II(C) tal que

u(f,mp) —€(f,77) <€
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En efecto, sean
€

- 4sup{|f(x)| : 2 € TC} - sup{|det DT (u)| :u € C} +1

€
2m(C) - sup{|det DT (u)| :u € C} + 1

Sabemos que el conjunto D, := {x € C : O(foT,x) > €2} es un subconjunto compacto
de C' de cont. 0, por el Teorema de Lebesgue y porque foT € R(C). En consecuencia

€9 1=

existen intervalos compactos, digamos Ji, ..., J,, tales que
o p
JiCU i=1,.,p, Doy CULLJi y D o) <er.
i=1

Sixz e C\ D, entonces O(f o T,z) < €3 y por tanto existe un subintervalo compacto
J. C U tal que x € int(J;), JyNDe, =0y O(foT,J, NC) < eg. Como la familia

={J;:i=1,....,ptU{J, : © € C\ D} recubre C, que es compacto, una
cierta subfamilia finita Fy de F también recubre C'. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que Fo :={J;:i=1,...,p} U{Jy, :j =1,...,q}. Sea 7" € II(C) la particién
grilla subordinada a la familia {J; NC :i=1,...,p}U{J,; NC:j=1,...,q}.

(a) Sea S el conjunto de los J* € m* que estan dentro de algin J;, i =1,...,p. Por
(E) de la Proposicién 1.5 se verifica que Y j.cg v(J*) < 30 v(J;) < €.

(b) Sea Sy := 7*\ S1. Si J* € Sy y v(J*) > 0, necesariamente existe j € {1, ..., ¢} tal
que J* C Jy; (ver (¢) NOTA (B), Cap. 1), por lo que O(f o T, J*) < €. Si v(J*) = 0,
también m(T'J*) = 0 (aplicar vg. el Lema 5.3 6 la Proposicién 4.8) y podemos olvidarnos
de ambos (de J* y de T'J*).

Aplicando (a), (b) y que m(TJ*) < [,.
u(f,mp) =0 f,mp) = Y O(L,TT)m(TT )+ > O(f, TT)m(TJ*) <

det DT|, VJ* € 7*, (es el Lema 5.3) se tiene

J*eSq J*ESQ,U(J*)>O
<2sup{|f(z)| :z € TC} - Z / |det DT'| + €3 - Z / |det DT| <
J*eSy J*eSs
< 2sup{|f(z)| : z € TC} - sup{|det DT (u)|:u € C} - Z v(J
J*eS
+eg - sup{|det DT (u)| :u e C} - Z v(J
J*E€Ss

< 2sup{|f(z)| : x € TC} - sup{|det DT (u)|:u € C}-e1+
+eg - sup{|det DT (u)|:u € C}-v(C) < ¢

— — €.

2

N ™

De (1), (2) y el Aserto obtenemos que para todo € > 0 se verifica

/ fgu(fﬂr})gﬁ(f,w})—keg/(foTﬂdet DT +e.
TC C
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Como € > 0 es arbitrario, concluimos que

/fg/(foT)|detDT\. (&)
TC C

Sea {I; : i > 1} familia de cubos cerrados “bien inscrita” en A. Entonces {T'; : i > 1}

es una familia de J-medibles “bien inscrita” en int(T'A) = T'A. Aplicando la Proposicién
4.6 y (&) obtenemos la siguiente desigualdad

@)
/TAf:/T;‘f:;/Mf < izzl/[i(foT)~\detDT]:A(foT)~\detDT]. (&)

La otra desigualdad [,(f o T)-|det DT| < [, f se prueba por simetria teniendo en
cuenta que si
g:=(foT)-|det DT,

entonces (go T~ - |det DT~ = f y por (&&) debe ser

/ 9< [ (gor ) laee D17 = [ 7
A=T-1(TA) TA TA

Corolario 5.5. Sean U,V C R"™ abiertos, T : U — V un C'-difeomorfismo y A € J(R")
tal que A C U. Se verifica que TA € J(R") y

m(TA) :/ |det DT|.
A

Demostracion. Aplicando el T. de cambio de variable a f : TA — R tal que f =1
obtenemos que

m(TA):/ 1:/(10T)]det DT\:/ |det DT|.
TA A A
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Capitulo 6

Curvas en R". Teorema de Green

6.1. Funciones de variacion acotada

Sean I = [a,b] un intervalo cerrado de R, f : [a,b] — R™ una funcién y 7 := {9 =
a<x)<--<xy=>b}ell(l) una particién de I. Definimos

Variacién de f en I respecto de m = V(1) =Y " || f(xi) — fzi—)||-
Variacién total de f en I = V§(I) = sup,crp) Via(I)-

Es obvio que 0 < V() T cuando 7 1 asciende en la red II(), es decir, que
Vim < Vir, cuando mp, mp € II(I) de modo que 7y < 2. En consecuencia

Vi(la,b]) = sup Vir= lim Vy . 6.1
#(la, b]) S Vi = et (6.1)

Decimos que f es de variacién acotada en I = [a, b] si V¢(I) < co. Denotaremos por
BV ([a,b];R™) al conjunto de las funciones f : [a,0] — R" de variacién acotada
en [a,b].
Proposicién 6.1. Sean I = [a,b) CR y f: [a,b] — R™.

(1) Para todo c € |a,b] se verifica que

Vi([a, b)) = Vi ([a, ) + Vi (le, b]).-

(2) Son equivalentes: (i) f € BV ([a,b]); (ii) Ve € [a,b], f € BV(|a,c]) N BV([c,1]).

(3) Supongamos f € BV([a,b]) y definamos V; : [a,b] — [0,00) tal que, Va €
la,b], Vi(z) := Vi([a,x]). Son equivalentes: (i) f es continua en [a,b]; (i) V; es continua
en la,b].

Demostracion. (1) Sea c € [a, b] fijo. Si w € II(I) verifica que ¢ € 7, entonces 7 [ [a, c| =:
m € ([a,]), 7 | [¢,b] =: mo € TI([c, b]) v se tiene trivialmente

Vfﬂr([aa b]) = Vf,m([aﬁc}) + Vfﬂrz([c7 b])
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Ademés, 7 asciende en finura en II() (manteniéndose ¢ € ) sii m; y 72 ascienden en
finura en II([a, ¢]) y II([e, b]), respectivamente. Por tanto

Vi(la,b) = lim Vi(la, b]) = Mm Vi, ({a,c]) + 1 Vi r, ([ac, b)) = Vy([a, o]} + Vi ([e, ).

mT,cET

(2) sale inmediatamente de (1).
(3) (i) = (ii). Bastara probar los siguientes Asertos.

Aserto 1. V; es continua a la derecha, es decir, si ¢ € [a,b), entonces
Vi(c) = Vi(ch) == lim Vy(z).
zlc
En efecto, es claro (por ser Vj creciente) que Vi(c) < Vi(cT). Probemos que Vi(ct) <
Vi(c). Sea € > 0. Puesto que f es continua y ¢ < b, existe § > 0 tal que
c+6<b ¥ f@) - FOl<§, Vo eleerd.

Seam:={c=xz9 <z <+ <y = b} €II([c,]) de modo que z1 — 9 < § y que
Vi(le,8) < > I1f () = flaima)ll + 5,
i=1
de donde, como || f(z1) — f(z0)|| < €/2, obtenemos
m
Vile,b) =5 <5+ IS f(ric)| < 5 + Vi(lar, 0]).
=2

Por tanto, aplicando (1), se verifica que
€ 2 Vi(le, b)) = Vi([z1,0]) = (Vi(la, b]) — Vi([a, d])) = (Vi([a,b]) — V([a, 21])) =
= Vi([a, z1]) — Vi([a, d]),

es decir
Vi(et) < Vi(my) < Vi(e) + ¢

Como € > 0 es arbitrario, obtenemos que Vy(ct) < Vy(c).
Aserto 2. V; es continua a la izquierda, es decir, si ¢ € (a, b], entonces
Vi(e) = Vy(e™) :=lim V().
La prueba del Aserto 2 es andloga a la del Aserto 1.

La continuidad de V} sale de ambos Asertos.

(74) = (i) es inmediato pues, si a < z <y < b, entonces

0<[If(y) = f(@) < Vi(la,y]) — Vi(la, z]).
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Para funciones f : I = [a,b] > Ry m:={zg=a < a1 < -+ < 2, = b} € TI(])
adoptamos la siguiente notacién:

Pra(I) = [f(as) = flai)]" Npa(D) = [f (i) = f(@i1)],
i=1 =1
Py(I):= sup Pyr(I), Ny(I):= sup Ny, (I),
rell(I) reTI(T)

siendo Py([) la variacion positiva de f en I y Ny(I) la variacién negativa. Es inmediato
que

(1) Vix(I) = Ppx(I)+ Ny (1), Vm € II(1).
(2) 0 < Pp(I), Ng(I) < Vi(I) < Pp(I) + Ny (I) < oo.

Proposicién 6.2. Sea f: I = [a,b] — R.
(1) Siempre ocurre que

Pr(I) = f(b) = fla) + Ne(I) y Vi(I) = Pp(I) + Ny(I).

(2) Son equivalentes:(21) f € BV (I), es decir, f es de variacion acotada en I; (22)
f=g—h siendo g,h : [a,b] = R funciones mondtonas crecientes.

Demostracion. (1) Es claro que para toda particién 7 := {xp =a < 21 < -+ < oy, =
b} € II(I) se verifica que

Po(I) = Npo(I) = > (f(ai) = f(wiz1)) = f(0) = f(a) ¥ Pra(D)+ Npo(l) = Vya(1),

=1

de donde
Prr(I) = (f(b) = f(a)) + Ny (I).

Tomando supremos para m € II(I), llegamos a que

Pr(I) = f(b) = f(a) + Ny(I) 'y Pr(I) + N¢(I) = Vi(I).

(2) (21) = (22). Si V¢([a,b]) < oo, también Vi ([a,z]) < oo, Vz € [a,b], y por (1)
f(x) = f(a) + Ps([a, z]) — Ny(la, z]).
Finalmente observemos que las funciones
Va € [a,b], g(x) = f(a) + Pg(la,2]) vy h(z) = N¢([a,z])

son mondétonas crecientes en [a, b].
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(22) = (21). Sea f = g — h siendo g, h : [a,b] — R funciones mondtonas crecientes.
Entonces para toda 7 :={zg =a < 21 < --- <z, = b} € II(I) se verifica que

D If @) = flei)] <D (g(xi) = glwia)) + D (i) = h(zi1)) =
i=1 i=1 i=1
= g(b) — g(a) + h(b) — h(a) < oco.
Por tanto, V¢(I) < g(b) — g(a) + h(b) — h(a) < oco. [ ]

6.2. Arcos y curvas en R”

Definicién 6.3. (1) Un arco en R" es todo par ([a,b], f) (al que nos referiremos
simplemente por f) tal que [a,b] es un intervalo cerrado de R y f : [a,b] — R™ es una
funcién continua. El punto f(a) es el extremo inicial de f y f(b) su extremo final.
La imagen de f es f* := f([a,b]) (es un compacto de R™). El arco f: (i) es simple si
[ es inyectiva; (ii) es cerrado si f(a) = f(b); (iii) es simple cerrado si es cerrado y
f 1]a,b) es inyectiva.

El arco opuesto a f es el arco ([a,b],g) tal que g : [a,b] — R wverifica g(t) =
f(b—1t+a). Denotaremos por A(R™) al conjunto de todos los arcos de R™.

(2) Dos arcos ([a,b], ) y ([e,d],g) de R"™ se dicen equivalentes (y se escribe f ~ g)
st existe un homeomorfismo ¥ : [a,b] — [c,d] tal que gop = f. Es claro que ~ es una
relacion de equivalencia en A(R™). El conjunto A(R™)/ ~ de las clases de equivalencia
son las curvas de R", conjunto que denotamos por C(R™).

(3) Siy e C(R™) y (la,b], f) es un arco representante de vy, entonces
(31) Pondremos v = [([a,b], f)] y 7" = f*.

(32) Los extremos de v son f(a) y f(b). v tiene extremos, pero no extremos inicial
y final. Si ([a,b],g) es el arco opuesto a f, se tiene que [([a,b], f)] =~ = [([a,b],9)]-

(83) Diremos que vy es simple, cerrada ¢ simple cerrada sii lo es f. Observemos que
todos los demds arcos de 7y tienen la misma imagen f* y gozan de las mismas propiedades
que f (respecto a ser simple, cerrado ¢ simple cerrado).

Proposicién 6.4. Sean 1,72 € C(R™) dos curvas simples tales que i = ~5. Entonces
=72

Demostracion. Sean v1 = [([a,b], f)] v 72 = [([¢,d],g)]. Como se trata de curvas
simples, f y g son homeomorfismos entre el compacto 77 = 73 y [a, b] y [¢, d], respectivamente.
Sea ¢ : [a,b] — [c,d] tal que ¢ := g~ ! o f. Es claro que ¢ es un homeomorfismo tal que
f=goyp, es decir, f ~ g de donde sale que 1 = 2. |

Entre dos intervalos [a,b] y [¢,d] de R hay dos tipos de homeomorfismos v : [a, b] —
[c, d], a saber:
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(I) Los estrictamente crecientes tales que ¥ (a) = cy ¥(b) = d.
(IT) Los estrictamente decrecientes tales que ¥ (a) = d y ¥ (b) = c.

Dos arcos ([a,b], f) v ([e,d], g) de R™ se dicen orden-equivalentes (y se escribe
f =~ g) si existe un homeomorfismo creciente 1 : [a,b] — [c,d] tal que goy = f. Es claro
que =~ es una relacién de equivalencia en A(R"™).

Definicién 6.5. El conjunto de las curvas orientadas CO(R") de R" es el conjunto
cociente CO(R™) := A(R")/ ~. Sea ([a,b], f) € A(R™). Entonces

(i) Denotaremos por v = [[([a,b], f)]] a la curva orientada representada por f.

(i) La curva orientada opuesta a v se indica por —y y es la curva orientada
representada por el arco opuesto ([a,b],g) a f. Recordemos que g(t) = b+a—t, Vt € [a,b].

(iii) La curva orientada vy tiene extremos inicial y final, que son f(a) y f(b). Observemos
que no dependen del representante de .

(iv) vU —y = [([a,b], f)], es decir, la union de las curvas orientadas v y —v
(consideradas como conjuntos de arcos) es la curva (no orientada) [([a,b], f)].

(v) Sia,b € R", el segmento de extremo inicial a y final b es la curva orientada,
que denotamos por [a,b], tal que [a, b] := [[([0, 1], f)]] siendo f(t) = a+t(b—a), Vt € [0, 1].

(vi) (Yuxtaposicién 6 suma de curvas orientadas) Sean v = [[([a,b], f)]] v
0 :=[[([¢e,d], h)]] dos curvas orientadas. Decimos que § es sumable a v sii f(b) = h(c),
en cuyo caso la suma 7y + 9 es la curva orientada [[([a,b+ d — ¢],g)]] tal que ¢g(t) =
f(t), Vt € [a,b], y g(t) = h(t —b+c), YVt € [b,b+ d— c|]. Naturalmente, la yuztaposicion
de curvas orientadas no es conmutativa, aunque si es asociativa.

(vii) Una curva de Jordan es una curva orientada simple cerrada.

NOTA (A). Sivi,72 € CO(R™) son simples y verifican 7 = ~4, entonces 6 71 = 2
67 = —.
Proposicién 6.6. [Teorema de la curva de Jordan en R%] Sea v € CO(R?) una curva
de Jordan. Entonces R%\ v* se descompone de la forma R? \ v* = AW B, siendo A, B
dos regiones abiertas disjuntas, una de ellas acotada (se llama el interior de v) y la otra
no acotada (es el exterior de ). Ademds 0A = ~v* = 0B.

Demostracion. Ver Dieudonné: “Fundamentos de Analisis Matematico”, pg. 251. |

6.3. Rectificacion de arcos y curvas

Definicién 6.7. Sea ([a,b], f) € A(R™) un arco en R™. Se tiene que
(1) Sim:={xog=a <z < <xpy = b} €([a,b]), Vi~(a,b]) es la longitud de la
poligonal inscrita en f*, que une sucesivamente los puntos f(x;),i =0, ..., m.

(2) La longitud A(f) de f se define como A(f) = Vy([a,b]). Decimos que f es
rectificable si A(f) = V}([a,b]) < oo.
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NOTA (B). Si ([a,b], f),([c,d],g) € A(R™) son arcos tales que g ~ f, entonces
Vi(la,b]) = Vy([c,d]). Por tanto, f es rectificable sii lo es g, en cuyo caso ambos arcos
tienen la misma longitud.

Proposicién 6.8. Sea ([a,b], f) € A(R") un arco tal que f € C! a trozos en [a,b].
Entonces f es rectificable y su longitud A(f) es

A(f) = / Tl (6.2)

)

Demostracion. En primer término ||f’|| es continua a trozos en [a,b], por lo que es
integrable-Riemann sobre [a, b], de modo que su integral de Riemann verifica f[a 0 I =

i1 f[xi,l ey Il sime={ao =a <@y <.+ <ap =b} €1([a,b]) es la particién tal
que || f'|| es continua sobre cada trozo [z;_1, x;].

Sin pérdida de generalidad, suponemos que || f’|| es continua en todo [a, b] y probamos
que, con esta hipdtesis, la férmula (6.2) es vélida. Sea m:={tpr =a <t; <--- <t, =
b} € II([a, b]). Entonces, por el TVMG tenemos que

Vi ([a, b]) E I|f (#; tic1)| < E ;upt]llf( O - (ti —tica) = U(|f'|]; ).
i=1 §€lti—1
Por tanto
Vi) = sw Vig(a )< tm UQFlm = [ 171 < (63
el ([a,b]) mell([a,b]) [a.b]

de donde sale que f es rectificable y que A(f) < f[a b IFMIR

Sea € > 0. Puesto que f’ es uniformemente continua sobre [a,b] (por ser |[a, ]
compacto y f’ continua), existe § > 0 tal que, si t,s € [a, b] verifican |t — s| < 6,
entonces || f'(t) — f'(s)]| < €/(b—a). Seaw:={tg =a <t1 <--- <tp, =0b} € I[a,b])
tal que ||| < 0.

Aserto. Sea £ = (&)Y_, < m. Fijemos i € {1, ..., p}. Entonces

L€l — tin) = 1F () — fti)Il] < 555 (i — tica).

En efecto, por una parte tenemos que

/Zlf (&)dt

F(t:) — Fltin) + / (F'(&) — F(6))de

ti—1

(f/(t) +(f'(&) — f'(t))dt (6.4)

1/ (&)t

De modo analogo sale que

IF €It —tiea) 2 (1 (i) — f(ti-D)ll — 555 (8 — tiz1).

ti—1

<N F(ta) = fE)l + 555 (G — ti)-
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Ambas desigualdades prueban el Aserto.
De aqui que

p

L(F ) < D IF E Nt = tima) <

p =
Z tz 1

Por tanto, f[a b Il < A(f) + € y, como € > 0 es arbitrario, f[a b L1l < A(f).

t; —t;— 1 (f)—l—é.

I Mw

En consecuencia de ambas desigualdades sale (6.2). n

NOTA (C). Puede ocurrir que dos arcos f, g sean rectificables y que f* = g*, pero
sin embargo A(f) # A(g). Por ejemplo

f(t) = (sen(t),cos(t)) vy g(t) = (sen(2t),cos(2t)), t € [0, 27].

Definicién 6.9. (I) De NOTA (B) se deduce que, si v € C(R") es una curva,
entonces los arcos que integran v como conjunto tienen todos la misma longitud. Definimos
la longitud A(y) de v como la longitud de cualquiera de sus arcos. En el caso
en que A(y) < oo, decimos que v es rectificable.

(II) Si~vy € CO(R™) es una curva orientada, los arcos que integran vy como conjunto
tienen todos la misma longitud. Definimos la longitud A(y) de v como la longitud de
cualquiera de sus arcos. Es claro que A(y) = A(—~). En el caso en que esta longitud sea
finita decimos que v es rectificable.

Si ([a,b], f) es un arco en R", definimos Ay : [a,b] — [0, 00] de modo que Af(t) =
A((la, ], f)), Vt € [a,b].
Proposicién 6.10. Sea ([a,b], f) un arco en R™.

(1) Si f es rectificable, Ay : [a,b] — [0,00) es continua.

(2) Son equivalentes: (i) f es rectificable; (ii) para todo ¢ € [a,b] tanto ([a,c], f)
como ([e,b], f) son rectificables. En cualquiera de los casos A([a,b], f) = A([a, ], ) +
A([C7 b]7 f)’ vc e [a7 b]'

(3) Si f es rectificable y n > 2, f*:= f([a,b]) es de contenido 0.

(4) Si~y = [[([a,b], [)]] es una curva rectificable de Jordan en R? y A es su interior,
entonces A € J(R?).

Demostracion. (1) y (2) salen de la Proposicién 6.1.

(3) Sea 6 > 0 y consideremos en [0, A(f)] la particién
7=A{0,6,20,--- ,A(f)}={0=zo< a1 <--- <xp=A(f)}.
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Observemos que [%] =m<p<m+1yaquex —x;_1 < 9. Aprovechando que

A :[a,b] — [0, A(f)] es continua creciente y sobreyectiva, podemos elegir puntos {a =
to < t1 < .- < t, = b} de modo que Ay(t;) = z;, i = 0,1,...,p. Por tanto para
1 =1,2,...,p se tiene que

vt € [tio1 til, 1f(t) = ftimD)ll < A([timrs 8], ) = Ap(ti) = Ap(tioa) = 2 — 221 < 6.

En consecuencia existe un cubo I; C R™ de centro f(¢;—1) y longitud de arista 2§ tal
que f([ti—1,t:]) C L;, i =1,2,...,p. Es claro que f* C U'_,I; y ademds

p
Y o(I;) < 276" < 2767 [%} 1)
=1

Como n > 2, se tiene que 0" [#} <6 - A(f). Por tanto

226" ([M2] +1) > 0

para 0 — 0, lo que prueba que f* es de contenido 0.

(4) Sabemos que A es un subconjunto acotado y que A = v* (ver la Proposicién
6.6). De (3) sale que v* es de contenido 0. Luego aplicando la Proposicién 4.2 concluimos
que A € J(R"). [

6.4. Integral sobre una curva de R"

Sean ([a,b],p) € A(R™) un arco, v := [([a, b], ¢)] € C(R™) la curva determinada por
0y f:¢* — R una funcién continua. Decimos que f es integrable sobre ¢ sii existe
A € R tal que, Ve > 0, 35 > 0, tal que para toda particion 7 = {tg =a < t; < --- <
tm = b} € TI([a, b]) con ||7|| < J y toda & = (&1, ..., &m) seleccion para 7 (abrev., £ < )
se verifica

1S(f;05m€) — A <,

siendo S(f; ;7€) la suma especial:
S(fipim&) = fow(&) - lleti) — e(tizall,
i=1

en cuyo caso decimos que la integral de f sobre ¢, que denotamos por f(p f, es
[ f=A

Observemos que, si ([c,d],v) € A(R™) es otro arco de R" equivalente a ¢, f es
integrable respecto de ¢ sii lo es respecto de 1, en cuyo caso las integrales coinciden, es
decir, f(p =17 " f. Esto quiere decir que la integrabilidad y la integral de f dependen
de la curva v y no del arco representante de . Por ello podemos establecer que f es
integrable sobre 7 sii lo es sobre algin (todo) arco ¢ representante de +, en cuyo caso
la integral fv f de f sobre la curva ~ se define como fv f= fso f.



6.4. INTEGRAL SOBRE UNA CURVA DE R¥Y 57

Proposicién 6.11. Sean ([a,b],) € A(R") arco C' a trozos, v := [([a,b], )] curva
representada por ¢ y f: p* — R continua. Entonces f es integrable sobre ~ y

/Vf—/[ayb}(fow)-\w’!\-

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que ¢ es C' en todo [a,b]. En
estas condiciones (fop)-||¢’|| es continua (luego integrable-Riemann en [a, b]) y también
uniformemente continua. Por tanto, dado € > 0, existe §; > 0 tal que si m = {tp = a <
t1 < - <ty = b} € II([a,d]) con ||7]| < 1 y £ es una seleccién para 7, la suma de
Riemann S((f o ¢) - ||¢'||;m; &) verifica por el T. de Riemann (ver la Proposicién 1.17)
que

‘/[ b}(fOSO)'H%O'II —S((foe) - Il m )| < 5. (6.5)

Ademss, aplicando el Aserto de la Proposicién 6.8, existe do > 0 tal que, si ||7]| < 0,
para toda seleccién & < 7 para 7 se verifica

‘HSD/(fz)‘|(tz - ti—l) - ng(tl) - So(tl—l)H} < Wia)ﬂ(tl - ti—l)? i= 17 599 1T,

siendo M := sup{|f o p(t)| : t € [a,b]}. Por tanto, si = € II([a, b]) verifica ||7|| < d1 A d2
y € < m, se tiene que

[S((f 00 - Ie'llsms€) = S(fi93m5)| = (6.6)
= > Fewl@) e €)1t — tima) — l(ts) = elti-n)])| <
=1
<M - WZ(U _ti—l) < %
i=1

En consecuencia aplicando (6.5) y (6.6) a m € II([a,b]) con |7|| < Adryal <
obtenemos

<

/ (fo D&l - 8(F; im;€)

)

<

+ S o0) - Il me) = S(fi03ms©)| <

[ (Fo0)-I¥1= (o) - I¥lim:e)

)

<

Como € > 0 es arbitrario, el enunciado es cierto.
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6.5. La integral de Riemann-Stieltjes

Sean [a, b] C R un intervalo cerrado, f,a : [a,b] — R™ funciones, 7 = {tp = a < t; <
-+ <ty = b} € lI([a,b]) y £ una seleccién para m. Definimos la suma de Riemann-
Stieltjes S(f;a;m; ) relativa a f, a,m, & como

m

S(f;o5m8) = > (f(&),a(ti) — alti—1).

=1

Decimos que f es integrable R-St (R-St=Riemann-Stieltjes) en [a,b] respecto de « si
existe en R el limite

lim  S(f;a;m€)

rell([a,b])

cuando 7 asciende en la red II([a, b]) y £ es una seleccién arbitraria para 7. Dicho niimero,
caso de existir, se denomina la integral de R-St de f en [a, b] respecto de « y se denota
por f[a b] f - da. Observemos que la integral de Riemann habitual es igual a la integral

de R-St cuando n =1y a(t) =t, Vt € [a,b)].

Lema 6.12. Sea [a,b] C R un intervalo cerrado.

(1) Sea ¢ := (@1, ..., 0n) : [a,b] — R™. Son equivalentes: (11) ¢ € BV ([a,b]); (12)
i € BV([a,b]), i=1,...,n.

(2) Sean f,p: [a,b] = R™ con f continua y ¢ € BV ([a,b]). Entonces
(21) Emiste la integral de R-St f[a,b] f-de.

(22) Ezisten las integrales de R-St f[a o fi-dpi, i =1,....n, y se verifica que:

[a,b]

f-dsozz/[b]fi-dsoi.
i=1"1%

Demostracion. (1) sale de que para toda particién 7 € II([a, b]) se verifica

Vie{l,...,n}, Vp,x(la,b]) < Vyr(la,b]) < ZV%ﬂ([a, b)).
i=1

(2) (21) Bastard probar que, dado € > 0, existe una particién my € II([a, b]) tal que

cualquier otro par de particiones 7, ™’ > my y cualquier par de selecciones &, &' para 7wy
7/, respect., se verifica que

S(fieim8) = S(fr0573¢)| <e. (6.7)

Puesto que f es continua sobre [a, b] existe § > 0 tal que || f(¢) — f(¥')|| < €/(2V,s([a,b]) +
1), siempre que ¢,t € [a,b] con |t —t'| < §. Sean 7y € I1([a,b]) con ||mg|| < d, m, 7" > mo
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arbitrarias y m := 7 \/ 7. Bastara probar que para todo par de selecciones &, ¢! de 7y
w1, respect., se verifica

S(fipimi€) = S(fr03m;€N)| < 5. (6.8)
Seanm:={tgp=a<t1 <---<t,=byy{Ju:i=1,...,r;k =1,...,p;} los subintervalos
de m de modo que Ji = [tig—1,ti] ¥ [ti—1,t:) = Uhy[tik—1,tik]. Sean £, €' selecciones

para Ty 7' con & € [ti_1,t] ¥ filk € Jik. Teniendo en cuenta que ¢(t;) — p(ti—1) =
P (p(tie) — @(tig—1)) obtenemos que

‘5(f; Q;m;€) — S(f;cp;wl;fl)( =

D (&), e(t) — Z FEL), oltin) — gp(ti’kl»‘ —

i=1 i=1 k=1

= Z<f(§i) — F(EL), o(tin) — pltig—1))

i=1 k=1

T Di
ZZ st leltin) — e(tin-1)ll = sz - Vet (la, b)) < 5,
i=1 k=1

<

como queriamos probar.

(22) Como ¢ € BV ([a,b]), también ¢; € BV ([a,b]), i = 1,...,n, por (1). Por (21)
existe la integral de R-St f[a 0] fi-doiy

fi-dp; = lim S(fis i3 €).

[a,b] well([a,b]),E<m

Observemos que para toda particiéon 7 € II([a, b]) y toda seleccién £ < 7 se verifica
n
S(f;0im58) =Y S(fis pis w3 6).
i=1

De aqui que

§ firdoi=Y_ 1m  S(firpsmé 1fm §:S fis i €
[a,b] i = mel([ab]) < (fize )= w€Il([a,b]),€ v )=
= lim s ) = ~dep,
m€ll([a,b]),E<T (f #imi) [a,b] fde

como se queria probar. |
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6.6. La integral de linea 6 circulacién

Sean ([a,b],¢) € A(R™) un arco de R" y f : ¢* — R™ una funcién. Decimos que

N
existe la circulacion de f sobre ¢, que denotamos por f@ f, si existe la integral de R-St
f[a b] fow-dp, en cuyo caso definimos

—
/f= Jop-dp.
® [a,b]

Sea ([c,d],v) € A(R™) otro arco de R™ tal que ¢ =~ 1, es decir, ¢ y 1 son orden-

equivalentes, existiendo un homeomorfismo creciente h : [c,d] — [a, ] tal que ) = @ oh.
— - —

Entonces es trivial ver que existe la circulacién f(p [ sii existe [ " f, en cuyo caso fs@ f=
%
J » /- En consecuencia, si v = [[([a, 8], ¢)]] € CO(R") es la curva orientada representada

5
por ¢, se puede definir la circulacion f7 f de f sobre v por

[i=]7

Proposicién 6.13. [Propiedades de la circulacion] Sean ([a,b],¢) € AR™) un arco,
7= [[(la,0],9)]] € COR™) y [+ 9" — R™.

o
(1) Si f es continua y ¢ € BV ([a,b]), existe la circulacion fso f vy se verifica que

_ n
/f—Z/ fiop-dp;.
P i=1 [a,b]

(2) Si (la,b],v) es el arco opuesto a ¢ (es decir, Y(t) = o(b+a —t), t € [a,b]),

existe la circulacion f(p f sii existe la circulacion fw f vy se verifica

[i=-]F

— —
En consecuencia, f_7 f= —f7 f.

1

(3) Sea f = c = cte € R". Entonces existe fso f={c,p(b) — ¢(a)). Ademds, si ¢ es
—
cerrado (es decir, (b) = p(a)), entonces f(p f=0.
_)
(4) Sean A, € Ry f,g: ¢* — R" tales que existen las circulaciones f(p fuy f@?.
. . . - — = — = —
Entonces egiste la circulacion [ (\f +pg) y [,(Af +ng)=X[f+nf, g

(5) Sean v1,v2 € CO(R™) dos curvas rectificables orientadas sumables, v = 1 + 2

— —
y f 4" = R™ continua. Entonces las circulaciones fﬂ/ fuy f,y_ f, 1 =1,2, existen y se

verifica [, f =S 1, f., f.
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(6) Sean p € BV ([a,b]) y f continua tal que || f(z)]| < M < oo, Vz € ¢*. Entonces

existe la circulacion f(p? y se verifica ]fw ?| <M - A(p).

Demostracion. (1) Basta aplicar el Lema 6.12 y las correspondientes definiciones.
(2)Seam:={a=ty<t1 <---<t,=b}€Il(I)y&:= (&)} < m. Consideremos
fi={a=a+b—ty<a+b—ty, 1 <---<a+b—tg=0b} y E:=(a+b—&)",

que verifican
(a) 7 € II(1) y 7 recorre y asciende en II(]) sii lo hace 7.

(b) € <7 sii € <.
() S(f o wipsm; &) = =5(f 0 s 9hs 73 ).
Por tanto, teniendo en cuenta las definiciones, el resultado es cierto.

(3) En estas condiciones, para toda particién 7 := {a =ty < t; < --- < t, = b} €
II(I) y toda seleccién £ < 7 se verifica

S(fo;p;m€) = Z<c7 p(ti) — p(ti-1)) = (¢, p(b) — @(a)),

de donde se deduce el enunciado.
(4) Basta observar que para toda particién 7 := {a =tg < t; < --- < t, = b} € II(I)
y toda seleccién £ < 7 se verifica

S(ONf + pg) o 05 03m€) = AS(f 0 5051 €) + S (g 0 w5 0513 €).

(5) Sean 1 = [[(0,1/2 )]} ¥ 7 = [[([1/2, 1, 92)]] con ¢1(1/2) = ¢a(1/2) y
v = [[([0,1], )] tal que p(t) = @1(t), si t € [0,1/2], y @a(t) = wa(t), si t € [1/2,1].
Por (1) existen las circulaciones citadas. Para toda particién © € II() con 1/2 € 7w y
toda seleccién £ < m, definimos 71 :=7 [ [0,1/2], & =& [ [0,1/2], my :=7m | [1/2,1] ¥
& :=¢ [ [1/2,1]. Entonces

S(fow;pim€) = S(fopipr;m; ) + S(f o p2;p2;m; &),

de donde sale el enunciado.

(6) Por (1) existe la circulacién citada. Ademds para toda particién 7 := {a =ty <
t1 <---<tp,=>b} €II({) y toda seleccién & < 7 se verifica

1S(f o p;05m; ) fow(&),plti) — p(tio1))] <

Mi M@

<D Few(@ll- lolts) = (tim) < M- Ap),
i=1

de donde sale el enunciado. [ |
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Proposicién 6.14. Sean ([a,b],p) € A(R™) un arco C' a trozos y f : ¢* — R"
%

continua. Entonces existe la circulacion fw f vy se verifica

/@7 = /[a7b]<f 0, ).

Demostracion. Puesto que ¢ € BV ([a,b]) (por la Proposicién 6.8) y f es continua sobre

Z
", sabemos por la Proposicién 6.13 que existe la circulacién fs& f v que

N n
/fZZ/ fiop-dp;.
P i=1 [a,b]

Por otra parte, ya que ¢, es continua a trozos, es claro que existen las integrales de
Riemann f[a 0 fiow- ¢ -dt, por lo que existe la integral f[a b (fop, oYy

/ <foso,90’>=Z/ fiow - dt.
[a,b] i=1 Y [a,b]

A la vista de todo lo anterior, bastard probar que la integral de R-St f[a’b] fiop-dpp
(que existe por el Lema 6.12) y la integral de Riemann f[a b fiow- ¢} - dt (que existe
por ser f1 0 ¢ -} continua en [a, b]) son iguales, es decir:

f1090'd901=/ frow- ¢y -dt.
[a,b] [a,b]

Seam={tp=a <ty <---<t, =b} €l[a,b]). Aplicando el TVM a cada intervalo
[ti—1,ti], elegimos n; € [t;—1,t;] de modo que

p1(ti) — p1(tiz1) = @1 () (8 — tim1)-
Sea & 1= (1;);_;, que es una seleccién para 7. Entonces:
S(fropipmés) = S(fiow- ¢1imér)

de donde

O'd:h’mSOQQW;WZHmSo-/;W;W:/ ow-h -dt.
/[a,b] fropder =l Sthewonmée) = _fim  Slhepermé) = | | heea

6.7. El Teorema de Green

El Teorema de Green relaciona la circulacién de una funcién f sobre una curva de
Jordan v de R? y la integral de dicha funcién sobre el recinto interior a la curva -.
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Dependiendo de lo complicada que sea la curva +, asi de complicada es la prueba del
correspondiente Teorema de Green.

(a) Cuando v es el borde dI de un intervalo compacto I de R?, tenemos el Teorema
de Green elemental.

(b) Cuando 7 es una curva rectificable de Jordan arbitraria de R?, aparece el Teorema

de Green en toda su generalidad. Su prueba es dificil y puede verse en el libro de Apéstol:

“Andlisis Matemdtico ”

Aqui probaremos un Teorema de Green elemental, para el borde de un intervalo de
R?, y el Teorema de Green para (lo que llamamos) un recinto de Green proyectable. Con
ambos teoremas se pueden abordar practicamente la totalidad de los casos que se nos
presenten.

Sea I C R? el intervalo I := [a,b] X [¢, d] con vértices A = (a,c), B = (b,c), C = (b,d)
y D = (a,d). Consideraremos su borde 91 como curva orientada en el sentido contrario
al horario, naturalmente rectificable y suma 6 yuxtaposicién de los segmentos orientados

— — — —
AB, BC, CDy DA, que son las caras de I, es decir

0 = AB + BC + CD + DA.
Consideraremos las caras de I parametrizadas de la siguiente forma:
(i) AB = [[([a, b], p1)]] con p1(t) = (¢, ), Vt € [a,b].
(il) BC = [[([e,d], 02)]] con @a(t) = (b,1), Vi € [¢,d].
(i) CD = [[([a, 8], ¢3)]] con @s(t) = (a+b—t,d), Vi € [a,b].
(iv) DA = [[([e,d], pa)]] con @a(t) = (a,c+d — ), ¥t € [c, d].

Proposicién 6.15. [Teorema de Green para un intervalo de R%] Sean I = [a,b] x
[c,d] C R? un intervalo cerrado, A1 el borde de I considerado como curva de Jordan
seqiin se describe mds arriba y f = (f1, f2) : I — R? funcién continua tal que evisten

9 9 ¢ R(I). Entonces existen las siguientes integrales que verifican

0x1’ Oxo
op _onY [ ¥
ox1 Oxo - :
I oI

- —
Demostracion. La integral | I(g—ﬁ - %) existe por hipdtesis y la circulacién [, f
también existe porque 01 es curva rectificable y f es continua sobre 0I (ver la Proposicién

6.14). Aplicando el T. de Fubini se tiene que

/I_ggé = _/b [/ed ggdm] dxy = —/ab[f1(ac1,d) — fi(x1, 0)]day =

:/:fl(lil,ddxla_/abfl(l‘l’d)dcgl:/XB?_/D»C?:/AHB?+/C%?_
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De modo andlogo se obtiene

8f o — —
[ 7+[ 7
I BC DA

y de ambas igualdades sale el enunciado. |

Fl siguiente Teorema de Green se refiere a un recinto de Green proyectable R,
nocién que describimos a continuacién. Consideraremos un subconjunto R C R? tal que
existen un intervalo [a,b] C R y dos funciones continuas C! a trozos f, g : [a,b] — R con
f(t) < g(t), t € (a,b), de modo que R := {(z,y) € R? :a <z < b, f(x) <y < g(x)}
Por tanto:

(a) R es un subconjunto compacto con R # () y proyectable sobre el eje OX,
en el sentido de que, si « € [a,b], entonces {y € R : (z,y) € R} = [f(z),g(z)] es un
segmento cerrado, que sélo cuando z = a 6 * = b puede reducirse a un punto.

(b) El borde OR es una curva rectificable y orientada en sentido contrario al horario,

que puede expresarse como suma 6 yuxtaposicién OR = ol +a?—a? —a* de las siguientes

curva rectificables orientadas:

(b1) o' = [[([a, b], ")]] tal que ' (t) = (t, f(1))
(b2) a2 = [[([£(b), 9(b)], ¥*)]] tal que ©*(t) = (b,1), t € [ (b),g(b)]-
(b3) @® = [[([a, b], *)]] tal que @*(t) = (t,9(t)), t € [a,b].

(b4) ot = [[([f(a), g(a)], @")]] tal que ™ (t) = (a,t), t € [f(a),g(a)].

(c) Asi que OR es una curva de Jordan C! a trozos (luego rectificable) en R2, cuya
o
regién interior es R # ().
Proposicién 6.16 (T. de Green para un recinto de Green proyectable). Sea v una
curva de Jordan C' a trozos tal que v = OR, siendo R C R? un recinto de Green que
se proyecta sobre el eje OX, como se describe mds arriba. Sea F = (Fy, Fy) : R — R?

funcion continua tal que existen y son continuas en R las derivadas parciales gff, gg.
Entonces existen las siguientes integrales que verifican

—
OF: OF
- 7
R Y

Demostracion. (A) Utilizando la descripcién de v que precede, se tiene

— — — — —
/F:/F+/F—/F—/F
~ al a? s at

. b b b b
/1F:/ Flogpl.dgo%—l—/ Fgogol.dgp%:/ Fl(xl,f(xl))dxl—i-/ Fg(xl,f(xl))f/(xl)dw1,

a a
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g(b)

— g(b) g(b)
/ F:/ F10802-d<p%—|—/ FQO(p2-d(p%:0—|—/ Fg(b,xg)dﬂfg,
a2 f(b) f(b) f(b)

N b b b b
—/ F= —/ F1°<f>3-dsoi”—/ Frop®-dyps = —/ F1(x17g(w1))dx1—/ Fy(z1, 9(21))g (x1)dxy
a3 a a a

a

y

- g(a) g(a) g9(a)
_/ F:_/ F10@4d90£11_/ F20¢4d¢§120_/ FQ(CL,CEQ)dCEQ.
ot f(a) f(a) f(a)

(B) Por otra parte tenemos

OF Pl e o b b
/R—ax; = —/ /f( ) Ferdra | dry =/ Fi(z1, f(z1))dz —/ Fi(z1, g(x1))dw:.
a 1 a a

Aplicando la regla de Leibnitz sabemos que

d

g(z1)
— / Fy(x1,z2)dzs | = Fo(z1,9(21))g (x1) — Fa(z1, f(z1)) f'(z1)+
day f(z1)

g(z1)
+/ %(m,@)dm,
f(z1)

de donde obtenemos

b T
/81?2:/ /g(l)a&dm dxry =
o1 o1 2 1
R a fz1)

b (x1)
= / [dd (/9 F2($1,962)d$2> — By(z1,9(21))g (x1) + Fal, f(21))f (z1) | doy =
a X1 f

(z1)

g(b) g(a) b )
= /() F5(b, xz9)dxo — /( | Fy(a, x9)dxy —/ Fy(x1,9(21))g (v1)dw1+
f(b fla a

b
+ [ B, fo) o).

(C) Sumando y comparando con (A) se comprueba que el enunciado es valido. W
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Capitulo 7

Campos vectoriales

7.1. El gradiente

Si z,y € R™, su producto escalar se indica por (x,y) (6 bien x e y), es decir
n
vey=(x,y) =Y ziy:
i=1

Sin =3, x x y indica su producto vectorial, es decir:

i 7 k
TXY=|T1 T2 X3 |= (952y3 — X3Y2, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — xzyl)-
Y1 Y2 Y3

Sea G C R™ un subconjunto abierto. Toda aplicacién f : G — R” recibe el nombre
de campo vectorial, mientras que las aplicaciones f : G — R se denominan campos
escalares. Un campo vectorial f = (f1,...,fn) : G = R™ (6 escalar f : G — R) se
dice continuo, diferenciable, de clase C*, etc., sii lo son cada una de sus componentes
fi, i=1,...,n.5i ¢: G — R es un campo escalar tal que existen las derivadas parciales
0p/0x;, i = 1,...,n, el gradiente de f se denota por Vo (6 grad(f)) y es el campo
vectorial Vo : G — R™ tal que

o) 0
Ve € G, Vo(r) = (55 (2), s g (7).
Decimos que un campo vectorial F' : G — R deriva de un potencial ¢ : G — R sii
F=Vop.

Proposicion 7.1. Sean G C R™ un subconjunto abierto y v, : G — R campos escalares
tales que existen los gradientes Vo y V. Entonces existen los siguientes gradientes y
se verifica:

(1) V(e +1) = Vo + V.
(2) V(p) = oV + V.
(3) Sixz e G yy(x)#0, entonces V(p/V)(x) = (WV — Vi) (x) /¢ (x).
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Demostracion. Es inmediata. [ |

Proposiciéon 7.2. Sean G C R™ un subconjunto abierto, ¢ : G — R un campo escalar

que posee gradiente Vo continuo en G y v € CO(R") una curva orientada C' a trozos

de extremos inicial y final xg,yo, respectivamente, tal que v* C G. Entonces existe la
%

circulacion fv Vo que verifica
—
| Vo = ot~ o(ao).
~

Demostracion. Sean [a,b] C R un intervalo compacto y f : [a,b] — R™ una funcién

de clase C! a trozos tales que v = [[([a,b], f)]]. Sea F(t) := ¢ o f(t), Vt € [a,b].

Observemos que, salvo en un conjunto finito de puntos de [a, b], existe la derivada F'(¢)

y que F'(t) = (Vo(f(t)), f'(t)). Por la Proposicién 6.14 sabemos que existe la circulacién
—

f7 Vi, que verifica

. b b
/ V= / (VolF (), f(t)) = / F/(t) = F(b) - F(a) = ply0) — o (x0).
¥ a a

Si G C R™ es un abierto, un campo vectorial F' : G — R se dice conservativo sii
F es continuo y para toda curva orientada v € CO(R™) que sea C! a trozos con v* C G,
—

la circulacién va solo depende de los extremos de 7. La Proposicion 7.2 prueba que
todo campo vectorial continuo que deriva de un potencial es conservativo.

Proposicion 7.3. Sean G C R" un subconjunto abierto y F' : G — R™ un campo
conservativo. Entonces existe un campo escalar ¢ : G — R tal que F =V ¢.

Demostracion. Bastard probar la existencia del potencial ¢ cuando G es conexo, que en
nuestro caso equivale a decir conexo por caminos 6 conexo por poligonales. Sean zg € G
fijo y, para cada y € G, (¢, y) una poligonal dentro de G uniendo z( con y. Definimos
¢ : G — R tal que

—

weG. owi= [ F

(x0,y)

circulacion que no depende de la poligonal elegida por ser F conservativo. Calculemos
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D;¢:
o Byt de) = o) Jyae
Digly) = lim ) B
[N Fi(y + te)dt
= lim
A—0 A
A
fpor TVM del CI / Fi(y + tes)dt = Fy(y + €ed)\, € € [0, A]]
0
= lim F(y + &e;) = Fi(y),
A—0
en donde hemos aplicado el TVM del CI y la continuidad de Fj. |

NOTA. En la literatura aparece el nombre de forma, que en nuestro contexto es lo
mismo que campo.

Decimos que un campo (6 forma) F : G — R™ es:

(i) exacto si deriva de un potencial.

(ii) localmente exacto, si localmente tiene potencial, es decir, por cada x € G
existen un entorno abierto V¥ C G de x y un campo escalar ¢* : V¥ — R tal que
FV®=Vo¢~

OF;
z

(iii) cerrado si F es C' y §

= % para i,j € {1,...,n}.

Proposicion 7.4. Sea G C R™ un subconjunto abierto.

(1) Seann =1 yw: G — R una forma escalar. Si w es continua, w es exacta y, si
w € C1, entonces w es exacta y cerrada.

(2) Siw:G — R" es forma localmente exacta de clase C', w es cerrada.

Demostracion. (1) Seaw continua. Dada una componente conexa U de G, bastara construir
en U un potencial ¢ de w. Sea xg € U y para todo y € U definimos

o) = [ wio

0

Es inmediato, por la continuidad de w, que ¢/'(y) = w(y), Yy € U, es decir, ¢ es un
potencial de w.

El resto de (1) es inmediato.

(2) Es consecuencia del Teorema de Schwarz sobre las derivadas cruzadas. n

Ejemplo. Una forma cerrada, localmente exacta pero no (globalmente) exacta. Para
todo (w1, 79) € U :=R?\ {(0,0)} definimos

( ) —T2 X1
w(x1,x9) = .
’ 1:% + x%’ x% + 93%
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Sean U; = R?\ {[0,00)} y Uz = R?\ {(—00,0]}. Es claro que se trata de dos abiertos
tales U = R?\ {0} = Uy U Us. Definimos:

(1) ¢1 : Uy — (0,27) tal que ¢1(x1,22) = arctan(xs/x1).
(2) ¢2 : Uy — (—m, ) tal que ¢a(x1,x2) = arctan(za/x1).

Es claro que ¢; es un potencial de w en U;, i = 1, 2. Sin embargo, w no tiene potencial

globalmente en U, porque no existe una definicién continua (una determinacién) de arc tg
en U.

Proposicién 7.5. [Lema de Poincaré] Sean G C R"™ una region estrellada respecto de
29 € G yw: G — R una forma cerrada. Entonces w es exacta en G.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos xy = 0. Para todo x € G definimos
¢(x) del siguiente modo

1
b(z) = /O (w(ta), z)dL.

Queremos ver que D;¢p = w;, i = 1,...,n. Vemos que Di¢ = wy. Parai = 2,...,n la
prueba es andloga. Aplicando el T. de Leibnitz sobre derivaciéon de integrales y que
Diw; = D;wy obtenemos

Dy ¢(x) = o [/ szwz tml,...,tmn)]dt] =

1
= / [wi(tx) + tzy Dywi (tx) + ... + trpy Diwy (tx)]dt =
/ wi(tx) + txy Diwy (tx) + ... + tx, Dywi (tz)]dt =

/ [twr (tz)]dt = tw (tx)]§ = wi (z).

Corolario 7.6. Toda forma cerrada es localmente exacta.

Demostracion. Basta aplicar el Lema de Poincaré y que las bolas son estrelladas. |

Proposicién 7.7. Sean G C R? region simplemente conexa y F : G — R? forma
continua localmente exacta. Entonces F' es exacta en G.

Demostracion. Si R C G es un intervalo compacto, consideraremos su borde R como
curva orientada (en sentido anti-horario) cerrada simple.

Aserto 1. Para todo = € G existe r, > 0 tal que B(«z, rgc) C @, F tiene potencial
*>
en B(x 2) ¥ [op F =0 para todo intervalo compacto R C B(m Ts)-

En efecto, basta aplicar la Proposicién 7.2.
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N
Aserto 2. Si R C G es un intervalo compacto, se verifica que |, ar ' =0.

En efecto, por cada punto x € R elegimos 7, > 0 de modo que se verifique el Aserto
1. Como R es compacto y

R C U{f?(ac,rm/Q) :x € R},

[¢]
se verifica que R C U™ B(z;,1s,/2), para ciertos puntos z; € R, i = 1,...,m. Sea
7 :={Ry,..., Ry} una particién grilla de R de modo que ||7|| < min{r,,/2:i=1,...,m}.
Entonces:

(1) Cada rectdngulo R; estd dentro de alguna bola abierta B(x;,rs,), para algin
ie{l,...m}.

ﬁ
(2) En consecuencia, [ R, F =0 por Aserto 1.

— —
F = / F
/8R Z OR,

Jj=1

(3) Como

obtenemos que el Aserto 2 es cierto.
Fijemos z¢ € G.

Aserto 3. Six € Gy 7vi(xo, ), i = 1,2, son dos poligonales dentro de G de lados
paralelos a los ejes uniendo x( con x, se verifica que

— —
/ F = F.
71 (0,) Y2 (z0,2)

En efecto, observemos que la curva orientada v := 71 (xg,z) — Y2(xo, x) verifica v =
;-1:1 OR;, siendo R; C G, i =1, ...,q, rectdngulos de lados paralelos a los ejes (aqui se
aplica que G es simplemente conexo). Por tanto, del Aserto 2 sale que

- - -
0= /F :/ F —/ F,
v 71 (x0,T) ~2(z0,1)

lo que prueba el Aserto 3.

Asi que podemos definir consistentemente la funcién ¢ : G — R de modo que
ﬁ.
Vo € G, gb(:];):/ F,
'Y(x()vx)

siendo ~y(xg, x) una poligonal dentro de G que una z( con z. A continuacién, un célculo
andlogo al efectuado en la Proposicién 7.3 prueba que F; = D;¢, i =1,...,n. |
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7.2. El rotacional

Sean G C R3 un abiertoy f = (f1, f2, f3) : G — R3 un campo vectorial. El rotacional
de f es el campo vectorial definido en G por

i ik
rot fi=V x f=(izh, jse kze) x (f1,f2, f3)=| D1 D2 D3 |=
i 2 fs

= (Dafs — D3 fa, D3 fi1 — D1 f3,D1fo — Daf1).

Decimos que f es irrotacional sii rot f = 0. Sean ¢ : G — R un campo escalar y
f : G — R3 uno vectorial. Es trivial que

(a) f loc. exacto y C! <= f es cerrado = f es irrotacional +:C>1 f es cerrado.
(b) rot(grad ¢) = 0, si grad(¢) € C*.
(c) rot(f +g) =rot f+rot g, rot(¢pf) =¢-rot f+ Ve x f.

7.3. La divergencia

Sean G C R™ un abierto y f : G — R"™ un campo vectorial. La divergencia de f es
div f =V e f:=((Di,....; Dp), (fi,., fn)) ZDfl

Si div f = 0 decimos que f es un campo incompresible 6 solenoidal. Se tiene que
(a)V e (V x f) =0, es decir, div(rot f) =0.
(b) div(f + g) = div f + div g.
(c) div(¢f) = ¢-div f+ Ve f.

Proposicién 7.8. Sean G C R3 un abierto y f : G — R3 un campo vectorial de clase
C! tal que div f = 0. Entonces f es localmente un rotacional.

Demostracion. Sin pérdida de generahdad supondremos que 0 € Gyque B(0,r) CG.
Vamos a construlr una funcién g : B (0,7) — R3 tal que f | (0 r) = rot g. Para cada

(x1,m2,23) € B(O,r) definimos

T3 2
g1(z1, 2, x3) 2=/ f2(1’1707t3)dt3—/ f3(x1,t2,0)dts.
0 0
Diferenciando obtenemos

D3gi(x1, 2, 23) = fo(x1,0,23) , Dogi(x1,x2,x3) = — f3(x1,x2,0).

Definimos

T3 T
g2(x1, 20, 23) = / [/ D3f3(t1,$2,t3)dt1} dts,
0 0
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de donde derivando llegamos a
Dsga(x / D3 f3(t1, w2, x3)dt1,

Digo(x / Ds f3(x1, x2,t3)dts = f3(x1, 22, 73) — f3(x1,22,0).

/ [/ Dy fo tl,t27$3)dt1] dta+
0

)
+/ [fl x1,t, w3) + D2f2 (t1,t2,23) +D3f3(t1,t2,3?3)]dt1] dts.
0 0

Definimos

Diferenciando

Dogs(x / Ds fo(tr, x2, x3)dt1 + fi(z) + /Oxl[D2f2(t1,$2,ﬂf3) + D3 f3(ty, w2, x3)]dty =
= fi(z / D3 f3(t1, w2, x3)dt1,

Digs(x / Dy fa(xy,ta, x3)dts + /IQ div f(x1,t2,73)dty =

_/0 D2f2($17t2;x3>dt2 =
= —fg(x) + f2($1707$3)-

Combinando los anteriores resultados, obtenemos que rot g = f. |

Un ejemplo. Veamos un campo vectorial f : G — R3 tal que div f = 0 (por
tanto, es un rotacional localmente) pero que, globalmente, no es un rotacional. Sea
G={reR3:0<a<|z| <b< oo}y paratodo z € G definamos f(x) = x/|z|>.
Se verifica trivialmente que div f = 0, pero no existe un campo g : G — R3 tal que
f =rot g por el Teorema de Stokes (ver Cap. 8).

7.4. El operador laplaciano A

Si G C R™ es un abierto y ¢ : G — R un campo escalar, el laplaciano de ¢ se define
como

Ap = V% := div(grad ¢) = D11¢ + ... + Dppb.

La ecuacion de Laplace es A¢ = 0. Decimos que ¢ es una funcién armoénica si satisface
la ecuacion de Laplace en G.

Si f: G — R™ es un campo vectorial, definimos

Af = (Af1, ., AL).



74

7.5. Foérmulas del Analisis Vectorial
(f, g, h son campos vectoriales; ¢, 1) son campos escalares ; ¢ es constante. Definimos
= (feV)gde modo que V;:= feVyg;, i=1,..,n.)
V(o +v)=Vo+ V.
cp) = cVo.
¢Y) = VY +pVe.
b/1) = (696 — GV) /42, cuando (z) # 0.
=div f+ div g.
=rot f+rotg.
eV)g+(geV)f+ fxrot g+ g xrot f.
o div f+ feVo.
g)=gerot f— ferotg.
f) =0.
=¢rot f+Voxf.
=f-divg—g-div f+(geV)f—(feV)g.
ot f) = grad(dw f)—Af.
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Capitulo 8

Superficies en R>. Teorema de
Stokes. Teorema de (Gauss

8.1. Superficies paramétricas

Definicién 8.1. Una superficie paramétrica de R® es un par S = (R,T) donde

(1) R = G = GU~* es un recinto de Jordan de R?, es decir, v es una curva de
Jordan rectificable de R? y G es su interior.

(2) T : R — R3? es una aplicacion de clase C'.

Denotaremos también S = T(R). Si T es inyectiva decimos que S es simple. Si
S = (R,T) es una superficie paramétrica, definimos:

(a) Borde de S. Siy = [[([a,b], 9)]], el borde de S (abrev., DS) es la curva orientada
cerrada rectificable de R3 definida por S := [[([a,b],T o ¢)]]. Si S es simple, OS es
también simple.

(b) Normal n(Py) a S en Py :=T(tg), to = (uo,vo). Dicha normal n(Py) se define
como

ﬁ(Po) = Tu(to) X Tv(to).
Decimos que Py = T(tg) es un punto regular de S si n(FPy) # 0 y singular si n(Py) = 0.

(c) Tangente 7(F) a S en un punto regular Py = T (t). Se define como

7(R) = {z € R" : (x — T(to), i Ry)) = 0}.

(d) Ecuacién paramétrica. Es simplemente x = (x1,x2,23) = T(u,v), (u,v) € R.
Siempre disponemos de esta ecuacion.

(e) Ecuacién explicita. S tiene ecuacion explicita si T'(u,v) = (u,v, T3(u,v)), V(u,v) €
R, en cuyo caso dicha ecuacion explicita es xs = Ts(x1,x2), V(r1,22) € R.

(f) Ecuacién implicita. S tiene ecuacion implicita si existe una funcion g : R3 — R
tal que x € S sii g(x) = 0. Si S tiene la ecuacion explicita, digamos, xs = T5(x1,z2),
entonces S tiene la ecuacion implicita x3 — T3(x1,22) = 0, (21, 22) € R.
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o

Proposicién 8.2. Sea S = (R,T) una superficie paramétrica y to = (ug,vg) € R.
(1) Se tiene que

a(T(ty)) = <J (%) J <7;3Lfl) J (%)) (to),

T;,T; . .
- J) el jacobiano

U,V

siendo J (

T T . ,
J( . J>:‘ o DT = DT - D)Tj — DT} - DyT;.

u,v DUTZ Dvrj

(2) SiT(tg) es un punto reqular de S, entonces S admite representacion explicita en
un entorno de T'(ty).

Demostracion. (1) Teniendo en cuenta que n(ty) = T,(to) x Ty(to), basta hacer las
cuentas para obtener la expresién de 7n(tp).

(2) Por hipétesis n(tp) # 0, por lo que una de sus tres componentes es no nula,
digamos, J(%)(fo) # 0. Sea T(tg) = 2° = (29,29, 23). Por el T. de la funcién inversa

existenr >0, ¢ : U := %((m?, 19),7) — Ry V entorno abierto de 2° en R? tales que
(i) (T1,Ts) o ¢ = idy.
(i) Y(z1,22) € U, = = (x1,22,23) € SNV sii existe (u,v) € R tal que z3 =
T3(u,v) = Ts 0 ¢p(x1, z2).
Por tanto sobre la bola abierta U tenemos la representacion explicita

V(u,v) € U, (x1,22,23) = (u,v,T50 ¢(u,v)).
[ ]
NOTA (A). (I) Si la superficie S = (R, T) tiene representacion explicita, digamos,
S = {(u,v,d(u,v)) : (u,v) € R}, entonces
Tu(u,v) = (1,0,0y), Ty(u,v) =(0,1,0,),
de donde obtenemos que

(T (u,0)) = (=Pu, =P, 1)y [T (u,0))]| = V1405 + 65

(IT) Suma de superficies paramétricas. Dos superficies paramétricas Si, .Sz son
sumables 6 pegables sii S; N .Se = 351 N 0S,, en cuyo caso su suma, que denotamos
por S + So, es un par formado por

(i) Un conjunto: S; U Sy.
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(ii) Un borde: 9(S; + S2), que presenta dos aspectos o caras:
(iia) aspecto conjuntista: 9(S1 + S2) = cl[(0S51 U0S2) \ (051 N0S2)] (cl = clausura).

(iib) aspecto funcional: 9(S1 + S2) = 051 + 052, es decir, la circulacién f6(51+52) w

. . — —
de un campo w vectorial verifica fa(lerSZ) W=7, Jos, @-

Si S3 es otra superficie paramétrica sumable a S1 + 59, la suma Sy + 59 + S3 consta
de

(a) Un conjunto: S; U Sy U Ss.
(b) Un borde: 0(S1 + S2 + S3), que tiene dos aspectos:
(b1) aspecto conjuntista: d(S; + Sz + S3) = cl[(US_,88;) \ U ._,(0S; N 05;)].

t,j=1
i
(b2) aspecto funcional: 9(S] + Sa + S3) = 951 + 9S2 + 0S5, es decir, la circulacién
— ) : = =3 — ) :
Jo(s, 5,455 @ de un campo w vectorial verifica [5g 4 g, gy W = D7 [pg, - Y asf sucesivamente.

(ITI) Decimos que S es una superficie de R3 sii S = S; + ... + S, siendo cada S;
una superficie paramétrica simple, suma que consta de:

(a) Un conjunto: S = U}, S;.
(b) Un borde: 05, que tiene dos aspecto, a saber:
(b1) Como conjunto 95 = cl[(Uf-,95;) \ U} ;= (05; N 3S;)].
i
(b2) Como funcional dS = 7" | 9S;, es decir, la circulacién [ w de un campo w

. . — —
vectorial verifica [y w =", [1o w.
K3

(IV) Una superficie S de R? se dice cerrada sii 9S = ) (como conjunto) y 9S = 0
(funcionalmente). Por ejemplo, la esfera es una superficie cerrada.

8.2. Area de una superficie

La aproximacion de la longitud de un arco mediante poligonales no tiene analogo en
el calculo del drea de una superficie. En otras palabras, el area de una superficie no es,
en general, el limite de las dreas de las superficies poliédricas inscritas, como prueba el
siguiente cldsico ejemplo de Schwarz (1890).

Contraejemplo de Schwarz. Sea S una superficie cilindrica de altura h y radio 7.
Vamos a intentar aproximarla mediante una superficie poliédrica P(m,n) formada por
tridngulos (como el ABC de Figura 8.1) obtenidos del siguiente modo: (i) dividimos la
altura h en m partes iguales de longitud h/m; (ii) dividimos la circunferencia en n partes
iguales de 27 /n radianes cada una; (iii) en cada una de estas divisiones encajamos un
tridngulo como el ABC de la Figura 8.1. La superficie poliédrica P(m,n) es la superficie
suma de todos estos tridngulos. El drea de cada tridngulo ABC es

r-sent - \/(%)2 +(r—r-cost)?=r- sen%\/(%)Q + 4r2 - sent L.
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h/m

Figura 8.1: Cilindro

Asi que el drea de la superficie poliédrica P(m,n) es

™

2mnr - sen%\/(%)Q + 4r? - sentq- = omrin \/h2 + 4m2p2 (XL 7T/271)4 (E)E =

T/n w/2n 2n
™
sen— 24 2
o ) n 2 4r27? ssen m/2nN\y . m
= 2mr w/n \/h + 24 ( w/2n ) nt?

7 . 7 2 7’ . .
cuyo limite, para m,n — oo, depende de limy;, 00 "7, y este limite puede ser cualquier
valor de [0, +00], moviendo adecuadamente m,n hacia el 4oo.

Definicién 8.3. (a) Sea S = (R,T) una superficie paramétrica simple. Definimos el
area de S como

Area de (S):/RHﬁ(T(u,v))Hdudv.

(b) Sea S = S1 + ... + S, superficie suma de las superficies paramétricas simples
S1, ..., Sn. Definimos

Area de (S) = Z drea (S;).

i=1

NOTA (B). Sea S = (R,T) superficie paramétrica que admite representacién
explicita x3 = ¢(x1,72), (v1,22) € R C R2 Como a(u,v,¢(u,v)) =
(_¢u(u7 U)a _¢v(ua U)7 1)5 se tiene que

area (S) = / V14 @2 + ¢p2dudv.
R
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8.3. Integrales de superficie. Teorema de Stokes

Definicién 8.4. Sea S = (R,T) una superficie paramétrica simple.

(1) Si f: S — R es una funcion continua, la integral fo de f sobre S se define de
la siguiente manera:

/Sfiz/RfOT-Hﬁ(u,v)Hdudv.

%
(II) Sea f : S — R3 un campo vectorial. La integral de superficie fS f de f sobre S
se define como

[ 7= [ tpiuao = [ [5e a2 4 o g (B0 4 fy- 752 dudo =

2/f1d9€2d963+/f2d903d$1+/f3d$1d332,
S S s

en donde hemos puesto [ frdrdr; == [ fi o T(u,v)J(%)dudv, {i,j,k} ={1,2,3}.
Si T(u,v) = (u,v,¢(u,v)) (es decir, se trata de una representacion explicita), las
anteriores expresiones se reducen a

/S? = /R[—fl(u,v,gb(u, V) Py (u,v) — fo(u,v, p(u,v))dy(u,v) + f3(u, v, p(u,v))]dudv.
Proposicién 8.5. [Teorema de Stokes| Sean

(1) T = [[([a,b],@)]] curva de Jordan en R? con o de clase C* a trozos, G interior

de ' y R := G recinto de Jordan.
(2) S = (R,T) superficie paramétrica simple con T de clase C?.
(3) f:S —R3 campo vectorial continuo con rot f continuo.
(4) 0S =~ siendo v = [[([a,b], T o a)]].

Se werifica que v es una curva de Jordan C' a trozos y

— —
/f — / rot f (Fdrmula de Stokes).
~ S

Demostracion. Que 7 es una curva de Jordan en R? de clase C! a trozos sale de las
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condiciones exigidas a a y T'. Se verifica:

3

/f /ab] oToa(t),(Toa)(t / O T o () (T 0 ) (t))dt =

[a,b] k=1
[sustituimos (T o @) (t) = Dy Ti(a(t)) - &y (t) + Dy Ti(a(t)) - o (t)]

3
/[ p [(Z feoT-D Tk> a(t)ad (t) + (Z froT- Dka> o a(t)alg(t)] dt =

k=1
_ /[ 4 o T2 DUT) 0 alt)al () + (7 0T, DT) o (it =

[ponemos g1 (u,v) = (f o T, DyT)(u,v), ga(u,v) = (f o T,D,T)(u,v) y g = (91,92) : R — R]

— [ tgeaa)tdi= [ = [ (Dugn - Dogr)aude,
[a,b] T R

en donde hemos aplicado el T. de Green en la dltima linea.

/Sm7f:

= /R[(D2f3 — D3 fa)J (%) + (D3f1 — Dif3)J (TS’T1> + (D1fo — Dof1)J (%)]dudv.

Por otra parte

Bastara probar que sobre R se verifica

Dyga—Dyg1 = (D2 f3—Dsfa)J <T2’T3) (D3 fi—D1f3)J (TS’T1> (D1fa=D2f1)J (Tzlt?)

Se tiene que

D1 f1 Dy fy D3 fi D, Ty
Dyg2 = < Difs | D1+ | Daofs | DI+ | Dsfs | D3, | DT> > +
D fs Dy f3 D3 f3 D,T;
fl Dule
+ < f2 ) DuvT2 >
f3 DuvTS
D fi D f1 D3 f1 D, T,
Dyg1 = < Difs | D,/T1+ | Daofs | DI+ | Dsfa | DJI5, | D13 > +
D fs Dy f3 D3 f3 D, T3

fl DuvTI
+ < f2 3 DuvTZ > .
f3 DuvTS

D; f1
Dif:=| Difs
D;f3

Restando y poniendo
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obtenemos
D, T D, Ty
Dyg2 — Dyg1 = <D1f, DTy | D, | = D,I1| D,I» > +
D,T; D, T3
D, T DTy
+ <D2f, D,/ To | D)/ | = D,/Io | D,I3 > +
D,T; D, T3
D, T D, T,
+ <D3f, D,/13 | D,/ | —D,/3| D,T> > =
Dng D TS
0 D, D,Ti
D,y DTy D,T5 DUTl
- <D1f7 -D’UTl -D’UTQ > <D2f7 >+
D, Ty D,Ts DT DuTg
Dle Dng D T2 DUT3
D, I3 D T1
D,73 D T1
+ <D3f , D,T3 D Tz
D,73 D Tg
0

=DifoJ (BL) = Dify T (BD) + (=Dafi) - T (B2) 4+ Dofy - T (25) +

+Dafi-J (B4L) = Daf- (TQ’T?’) 7

expresién que coincide con la de mas arriba. |

8.4. Superficies orientadas

Una superficie paramétrica elemental (abrev., spe) S es una superficie paramétrica
S = (R, T) simple cuyos puntos, excepto, quizds, un nimero finito, son todos regulares.
Hay dos normales unitarias en cada punto regular T'(¢o) de una spe S, a saber £7(to)/||7(to)||-

Orientar una spe S es definir una aplicacién continua R 3 t — n(t) de modo que
n(t) sea una de las dos normales unitarias a S en T'(t), es decir, n(t) = n(t)/||n(t)|
6 n(t) = —n(t)/||n(t)||. Fijada la normal unitaria n(t) queda orientada la spe S y queda
fijado el sentido positivo de recorrido del borde 0S5 de S, que es el que deja a n(t) a
la izquierda. Indicaremos por (S,n) al par formado por la spe S y la normal unitaria
continua n elegida sobre S y por —(S,n) a la misma spe S pero con normal unitaria
—n(t).

Si f:S — R? es un campo vectorial, la integral de f sobre la spe orientada
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(S,n), es decir, sobre S con normal unitaria n, se define como

/ ?do—:/(f,n(t)>|m(t)ududv, t = (u,v) € R.
(Syn) R

— —
/ fdo= —/ f do.
—(S,n) (S,n)

Decimos que una superficie S se ha orientado si se ha descompuesto como suma
S =851+ ... + Sn, siendo cada S; una spe sobre la que se ha elegido una normal
unitaria n’ continua sobre S;. Indicaremos por (S,n) al par formado por la superficie
S =81+ ...+ S, y las orientaciones (n*)™, =: n sobre las spe S;, i = 1,..,m. Si
f:S — R3 es un campo vectorial, se define la integral de f sobre la superficie
orientada (S,n) como

Observemos que

- m -
f do = / f do;.
/(S,n) ; (Si,n?)

Elegida una orientacién para la superficie general S = S1 + ... + 5, (es decir, se han
fijado las normales unitarias n’ en cada S;), se dice que dicha orientacién es una buena
orientacién si, cuando 95; N 9S; # 0, i # j, los sentidos de recorrido de 95; N 9Sj,
considerado como parte de 9S; con normal n’ y de 0S; con normal nJ, son opuestos.

Ejemplo. La banda de M&bius se puede orientar, pero no se le puede dar una buena
orientacion.

Proposicién 8.6. Sea (S,n) una superficie cerrada de clase C* con buena orientacion

%
n y sea f: S — R3 un campo vectorial de clase C'. Entonces f(s n) (rot f) do = 0.

Demostracion. La superficie S se descompone como suma de spe, digamos, S = S1+...+
Sm, v estéd dotada de la buena orientacién n := (n*)™,, siendo n’ una normal unitaria
sobre S;. Como S es cerrada y tiene buena orientacién, cada borde 95; se descompone en
uno 6 varios tramos y cada uno de estos tramos es compartido con otro borde, digamos
08, y los sentidos de recorrido de dicho tramo, como parte de 95; y 05}, son opuestos.
Este hecho implica que, funcionalmente, Y ;" 95; = 0, es decir, >, fasi g = 0 para
todo campo vectorial g. Por tanto

— m —
/ rot fdo = Z/ rot [ do; =
(S»n) =1 (Sl’nz)

[ aplicamos el T. de Stokes a cada spe S;]

zg/asi?:o.
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8.5. Teorema de Gauss

Un compacto K de R? es un sélido elemental si verifica los siguientes requisitos:

(1) K=G #0.
(2) Su borde topoldgico 0K = G =: S es una superficie cerrada con las peculiaridades

que a continuacion se describen.

(3) Toda recta paralela a los ejes corta a S 6 en dos puntos 6 en un segmento
compacto. Las proyecciones sobre los planos coordenados son recintos de Jordan tales
que para cada uno de ellos, v.g., para la proyeccién R sobre el plano 3 = 0 existen
funciones ¢1, ¢2 : R — R de C! verificando que

(31)
K = {(z1,72,73) : (v1,22) € R, ¢1(21,22) < 23 < Pa(21,22)},

(32) La superficie S se descompone como suma S = Sy + (—51) + S3 siendo 51, .52
spe con representacion explicita:
St = {(z1, 22, ¢1(21,22)) : (x1,22) € R},
So = {(x1, x2, P2 (21, 22)) : (v1,22) € R},

—
y S la superficie lateral (no es spe, pero si suma de spe) con normal ortogonal a k. A
S = 0K se le da la orientacién natural, es decir, con la normal unitaria n hacia fuera
de K, resultando ser (S,n) una superficie cerrada bien orientada.

o
Decimos que un subconjunto K C R? es un sélido sii K es compacto con K =: G # ()
y K = K1 + ... + K,,,, suma que hay que entender en el siguiente sentido:

(1) Cada Kj; es un sélido elemental, K = U™ | K; y K;NK; =0, i # j.
(2) Si 0K; NOK; # 0, las orientaciones de 0K; N 0K, como parte de 0K; y de 0K;
(es decir, n’ y n?) son opuestas.

(3) (OK,n), siendo n la normal unitaria hacia fuera del sélido, es una superficie
cerrada bien orientada tal que 0K = 0K + ... + 0K,,, suma que debe entenderse en el
siguiente sentido:

(31) Como conjunto 0K = cl[(U2,0K;) \ (Ui<i,j<mOK; NOK})] (cl significa clausura

i#]
6 cierre).

(32) Funcionalmente se tiene que para todo campo vectorial f : K — R3

— m —
/(8K,n) ; (0K ;,n(D)

NOTA . Si S es una spe, S tiene contenido 0 (por la Proposicién 8.2) y por tanto
S € J(R3). Luego si K C R? es un sélido, K es de contenido 0, 0K € J(R?) y
K € J(R?).
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Proposicién 8.7. [Teorema de Gauss] Sean K C R un sélido y f : K — R3 un
campo vectorial continuo tal que existen y son continuas en K las derivadas parciales

%
D;fi, 1=1,2,3. Entonces deiv f:f(aKn) f do.

Demostracion. (I) En primer término suponemos que K es un sélido elemental. Habra que
probar que

— — —
[divi= [ D4 DaposDapy= [ ifrdos [ jhdo+ | kfvdo
K K (OK,n) (0K ,n) (OK,n)

para lo que bastara ver que

— — -
/ D1 f1 =/ if1 do ;/ Dy fo :/ Jf2 do ;/ D3 f3 2/ kfs do.
K (OK,n) K (OK,n) K (OK,n)

N
A continuacién probamos que [ Dsfs = | 9K .n) kfs do. Las otras igualdades son
analogas. Sean R el recinto de Jordan proyeccion sobre el plano 3 =0y ¢1,¢2 : R - R
tales que

K = {(z1,72,23) : (x1,72) € R, ¢1(x1,72) < 73 < Po(71,72)}

Sea 0K = Sy + (—S1) + S, siendo S; = {(z1, 22, pi(x1,22)) : (z1,22) € R}, i = 1,2,
spe y S3 la superficie lateral de K, superficies que orientamos con la normal unitaria n'

hacia fuera de K. Puesto que K, K € J(R3) y D3f3 € R(K), podemos aplicar el T. de
Fubini obteniendo

@2 (z1,22)
/ D3f3=/ / D3 f3(x1, z2,t3)dts | dridry =
K R q51(a:1,a:2)

2/f3(iU1,£L'2,¢2(331,362))d901d:c2—/fs(l'l,9627051(3617562))6196161962-
R R

Por otra parte

— — — -
/ kfs do :/ kfs do —l—/ kfs do —l—/ kfs do =
(OK,n) (S2,n2) —(S1,nt) (S3,n3)

[observemos que k e n® =0 sobre S3]

— —
(527n2) (Slvnl)

= /Rf3(3317332,¢2(961,962))/€0 (—=Dy¢2, —Dy2,1)dx1dre—
_/ng(xl’ Z2, ¢1(l‘1,3§‘2))k hd (_Dud)la _Dv¢17 1)d$1dl‘2 -

Z/f3($1,$27¢2($1,xz))dmdﬂﬁz—/f3($1,$27¢1($1,$2))d$1d$2=/ D3 f3,
R R K
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como queriamos demostrar.

(IT) Sea K C R3 un sélido general tal que K = Kj + ... + K, siendo K; sélido
elemental ¢ = 1, ..., m. Entonces

m m o .
/K ; K ; (8K ,nt) (0K ,n)
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