CALCULO INTEGRAL. HOJA N.1

1. Caleula: (a) im0 D j—y zigzs (B) limpoo L/ (n+1)(n+2)...(2n).

2. Sea f:[0,1] = R tq,Vte€[0,1],f(t) =t siteQ,y f(t)=1—t, sitel Calcula f(l)f v
—1 -
Jol-

3. Sean f : [1,400) — [0, +00) funcién decreciente y @, := f(1)+ f(2)+-- -+ f(n)— [" f
Prueba que z, = %0 € [0, £(1)]. Deduce de aqui que Y, - n~ 2 < 2.

2T sen nzx
n2+x2 dz.

4. Prueba que lim,, .~ fgr/ (sen z)"dx = 0 = lim, 00 f

5. (a) Sea f :]0,00] = R tq f( ) — aparax — o0y f € R(J) para todo intervalo acotado
J C R. Prueba que limg_,oo + LIS F)dt = a.

(b) Sea a, := fol -sen mx - dz. Prueba que Y, oo an = [ 2L dr.
(c) Prueba que, si g(z fo thsen tx dt, k > 0, entonces xg'(x) + (k + 1)g(x) = sen .
(d) Prueba que fb gi < 2 siendo e? < a < b.

6. (a) Para > 0 sea f(z) = fll/m 1sen(1)dt. Prueba que existe lim, | f(z) y que f es
uniformemente continua en R.

(b) Prueba que lim,q, /5 /o en para 0 < k < 1.

ffr/2 _ o dt
V1— t\/l Vi—t2/1-k22 V1—k2sen?t

7. Sean f € R([a,b])) ym ={a =29 < 21 < -+ < x, = b} tal que existe g; primitiva
de f en (zj_1,;). Prueba que existen los limites laterales g;(z; ), gi(;) y que f f(t)

> (gilz;) — gi(fﬁj—ﬂ)-

8. (a) Prueba que la funcién f : R — R tal que f(z) = sen(1), si z # 0, y f(0) = 0, tiene
primitiva en R.

(b) Sean xg € [a,b] y f : [a,b] — R tal que existe lim,_,,, f(x) # f(zo). Prueba que f no tiene
primitiva en [a, b].

9. Sea I C R" un rectangulo compacto.
a) Prueba que la relacion de finura < en no es antisimétrica y que, en general, los
Prueb 1 lacién de fi 117 isimétri 1, 1
supremos no son Unicos.
(b) Sea m € II(I). Prueba que v(I) = ;. v(J).
c) dea 1J; 11 =1,...,p; una tamilia de subintervalos compactos de I tales que I = U:_, J;.
S Jiri=1 familia d bi 1 de I tal 1 f_lj
Prueba que v(1) < >0, v(J;).
ea 1J; : 1 =1,...,p; una familia de intervalos compactos de tales que I C U._,J;.
d) S Jiri=1 familia de i 1 de R™ tal 1 fIJ
Prueba que v(I) < Y7 v(J;).

10. (a) Sean I C R™ un rectangulo compacto y {J; : i > 1} una familia de intervalos compactos
de R™ tales que I C U;>1J;. Prueba que v(I) < 3,5 v(Ji).

(b) Sean Iy,Is,...,I, y {J; : i > 1} rectangulos compactos de R" tales que: (i) los I;, i =
1,...,p, no se solapan; (i) UY_;I; C Uj>1.Jj. Prueba que Y .7_, v(I;) < 2]21 v(J;).

11. Sean I C R™ un intervalo compacto, f € R(I), f > 0y [, f = 0. Prueba que si f es
continua en zg, entonces f(zg) = 0.

12. Sean I C R™ intervalo compacto, 1 < p < oo, f € C(I,R), ||fll, := [[;|f(®)|Pdt] /Py
1flloe = sup{[f(£)] - t € I}. Prueba que [|fll, = I floe-



13. (a) Calcula f (z— 1)[33/]*1 donde I = [2,3] x [0,1].
(b) Calcula [, ¥ —mf trtyte=l 7 (23] x [0, 1].

(z—y)?(z—1)
4. (a) Halla las derivadas de f(x fo . Qdi ;v de g(a fol sen ta gy

(b) (Para qué valores de n la mtegral Iy \/gwdx no depende de a?
(c) Sea I =[—2,2] x [-1,1]. Halla [, méx{xz,y}, [, |méx{z,y}|.
15. Sean I = [0,1?y f: T — R.

(a) Sea f(z,y) =0,siy=06zeloyel(I= irracionales) y flz,y) =1/q, si z,y € Q con
y = p/q fraccién irreducible. Prueba que f € R(I) y [; f 7

(b) Sea f(z,y) =1,six € Q,y f(z,y) = 2y, si € I. Prueba que f ¢ R(I). Calcula i[f y
In:

(c) Sea f(z,y) ==, siz >y, y f(z,y) =y? si x <y. Prueba que f € R(I) y calcula [, f
16. Sean I C R™ un rectdngulo compacto y f,g : I — R tales que f,g € R(I). Prueba que
méx{f,g}, min{f, g} € R(I).

17. Sean I C R un intervalo compacto, f € R(I), fo(z) = f(x —a), Yz € I + a. Prueba que
fa € R(I+a) y que f]+afa = f]f

18. Sea f:[0,1] — R tal que f(0) =0y f(¢ ) = 1/2” para 2n+1 <t<

(a) Prueba que f € R([O 1]) y calcula fol f(t)
(b) Calcula F(x) = [ f(

2n, n=0,1,2,..

19. SeanI:[O,2] y fl(z, y)—x[y] yll siz 404y, y f(z,y) =0,siz =06y =0, para
(z,y) € I, siendo [z] la parte entera de . Prueba que f € R(I) y calcula [; f

20. (a) Sea f : [a,b] — R continua. Prueba que lim,, fa f(x)sen nx dx = 0.
(b) Calcula lim, o (2 [ etht)( Oxeﬁsen t dt)_l.



CALCULO INTEGRAL. HOJA N. 2

1. (a) Sean I C R™ un rectangulo compactoy f: I — R tal que f € R(I), f >0y {f > 0}
medida 0. Prueba que [; f = 0.

(b) Sean I C R™ un rectangulo compacto y f : I — R una funcién acotada tal que {f # 0}
cont. 0. Prueba que f € R(I) y que [; f =0.

2. Demuestra que en las definiciones de cont. 0 y medida 0 se pueden sustituir los intervalos
por: (i) intervalos abiertos; (ii) por cubos cerrados; (iii) por cubos abiertos.

3. Sean I C R™ un rectdngulo compacto y f : I — R tal que f € R(I). Demuestra que el
grafo G(f) := {(z, f(x) € R""! : z € I} tiene cont. 0.

4. (a) Sea I C R™ un rectangulo compacto y f € R(I) tal que f >0y flf = (. Demuestra
que para cada r > 0 el conjunto {f > r} es de cont. 0. Deduce de aqui que {f > 0} es medida 0.

(b) Sea A € J(R™) y f,9 € R(A) tales que m(A) > 0y f(x) < g(x), Vo € A. Prueba que
Jaf <Ja9

5. (a) Sea A C R" un conjunto medida 0 tal que A € J(R"). Prueba que m(A) = 0. Prueba
que si f € R(A) entonces [, f =0.

(b) Sea H C R™ tal que, Ve > 0,34, € J(R"™), verificando H C A y m(A¢) < e. Prueba que
H es de contenido 0.

6. (a) Sean I C R™ un intervalo compacto y f € R([).

(al) Sean f >0y K/ := {(x,y) e R" : 2 € I,0 <y < f(x)}. Prueba que K/ ¢ J(R") y
aue m(K7) = [, f.

(a2) Sean f >0y HY := {(x,y) e R : 2 € 1,0 <y < f(x)}. Prueba que Hf €¢ J(R"t) y
que m(H') = [, f.

(b) Prueba que (a) es vélido si se sustituye I por cualquier A € J(R").

7. (a) Seann < m, nnm € N, HC R"y g: H — R™ una funcién Lipschitz. Prueba que
g(H) es medida 0 y que, si H es acotado, g(H) es contenido 0.

(b) Sean n < m, n,m € N, Q C R™ abierto y g € C'(Q,R™). Prueba que ¢(2) es medida 0 y
que, si H C Q y H es acotado, entonces g(H) es contenido 0.

(c) Sean p,g € N, n =p+gq, J C R, K C R? intervalos compactos, [ = J x Ky M C I
subconjunto de contenido 0. Sean M, = {y € K : (z,y) € M}, Vo € J,y H == {x € J :
M no contenido 0 en R?}. Prueba que H es medida 0.

8. (a) Prueba que {(z,y) € R?: 0 < x < 1,y = sen(1/z)} tiene contenido 0.
(b) Prueba que si H C R es medida 0, entonces H x R es medida 0 en R2,

9. (a) Sean f,g € R([0,1]), f(z) > m >0, Vo € [0,1], I = [0,1)%, F : I — R tales que

F(zx,y) = f(x)?W). Prueba que F € R(I).
(b) Sean I =[0,a)?, a >0,y f € C(R,R) par. Prueba que

/If(JU —y)dzdy = 2/ (a—t)f(t)dt.

a
0



10. Sean H C R™ un subconjunto acotado y H® :=conjunto derivado de H=1, i > 1, con

H©) = H. Prueba que, si H™ tiene contenido 0, para algin m € N, entonces H tiene contenido
0.

11. Sean I C R™ un intervalo compacto, f: I - R, f >0y P(f):={x € 1: f(zx) > 0}.

(a) Si f € R(I)y [;f =0, entonces P(f) tiene medida 0, aunque, en general, no contenido
0. Poner un contraejemplo.

(b) Poner un ejemplo de una funcién f : I — [0, +00) acotada tal que P(f) tenga medida 0,

pero f ¢ R(I).

12. (a) Halla la J-medida en R? de la interseccién de los cilindros 22 + y? = a? = 22 + 22.

(b) Halla el volumen de la regién limitada por z =z +y,2 =6,z =0,y =0y z = 0.

(c) Sean R := {(z,y) e R*: 1 <z <2,1 <y <z} Caleula [(2* + y*)dx - dy.

(d) Calcula [p(a? +y? + 2%)dx - dy - dz, siendo R C R? la regién limitada por z +y + 2z =
a,a>0,xr=0y=0y 2=0.

(e) Halla el volumen en R? del cuerpo limitado por z =4 — 22,2 =0,y =0,y =6y z = 0.

14. (a) Calcular el volumen del cuerpo K siendo:

(al) K es el cuerpo comprendido entre los cilindros 22 +y? = 1,22 +y?> =4, el plano 2z =0 y
el paraboloide z = 22 4 y2.

(a2) K = {2+ y?> + 22 < 2,22 + y*> < z}.

(a3) K = {2? +y? + 22 < a?, 2% + % < ay}.

b) Sean f : R? — R tal que f(z,y) = |22 +y* — 1|, A = {(z,y) € R? : 2 +¢y*> < 4} ¥
B = [-2,2]%. Halla ity Isl-



CALCULO INTEGRAL. HOJA N. 3

1. Sea (G(n))p>1 una sucesiéon decreciente de ntumeros reales tq G(n) | 0. Definimos
n—oo

f:1]0,1] — R de modo que f(0) =1, f(x) = 0, si = es irracional, y f(z) = G(n), si x tiene la
forma x = m/n fraccién irreducible. Calcular la oscilacién O(f,x) de f en cada punto x € [0, 1]
y probar que f € R([0,1]). Supongamos que G(n) = 1/n y sea g : [0,1] — R tq g(0) =0y
g(x) =1, 0 <z < 1. Probar que go f ¢ R([0, 1]).

2. Sean 2 C R? un subconjunto abiertoy f : £ — R una funcién tal que existen y son continuas
las derivadas parciales cruzadas Do f(z,y), Do1f(z,y), V(z,y) € Q. Utiliza el Teorema de Fubini
para probar que Disf(x,y) = Do f(z,y), V(z,y) € Q.

3. Expresar las siguientes integrales iteradas como integrales triples sobre un recinto y calcularlas.
2 Jo fm mdzdyda:; () foy f\/ﬁ fz2+y2 dzdydz; (c) [y fof f\/ﬁ dydxdz.
(d) fo fo Y +y — 2y — 3z)dzdydz; (e fo fo fm dydzdz.
(f) fo fo fo Vs (x + 2y + 3z)dydzdz.

4. Sea Y la superficie de R? generada por las rectas que cortan perpendicularmente al eje OZ
y se apoyan en la circunferencia z? 4+ 22> = 1,y = 1. Calcular el volumen del cuerpo M C R3
limitado por la superficie ¥ y los planos y = 0,y = 1.

5. Prueba que A € J(R?) y calcula m(A) en los siguientes casos:

(a) A={(z,y,2) ER¥:2 >0,y >0,2 >0,z + /y+Vz < 1}.

(b) A={(z,y,2) ER3:2>0,y>0,2>0,x+y+2 < a,az < xy}, a > 0.
(c) A= {(x,y,2) € R?: 222 <22 + 9% <1+ 22}

6. (a ) Sea f [a,b] x [¢,d] — R una funcién continua tal que existe y es continua D, f(z,y).

Sea F(y f f(z,y)dx, Yy € [c,d]. Demuestra que F'(y f Dy f(z,y)dz, Yy € [c,d] (forma
abrev1ada de la regla de Leibnitz).

2 2
(b) Sea f(z) = 01 %dt Calcula la derivada f'(x ) y deduce de aqui el valor de

I e ~*d¢. Sugerencia: prueba que f'(z) + ¢'(z) = 0 siendo g(z (Jg e —tq
(c) Sean M € J(R™") y f: M — R tal que f [ int(M) € Cl(mt(M) R) y le(x) #0, Vo €
int(M). Prueba que, para cada t € R, el conjunto E = {z € M : f(x) <t} es J-medible.

7. Calcular las siguientes integrales [, f siendo:

a) f(z,y,2) =22y A= {(z,y,2) € R®: 2Rz > 2? + % + 22 > R?*}.
b) fz,y,2) =22+ 2+ 22y A= {(z,y,2) e R3: (2% +*)/? < 2 < 3}.
c) flx,y, )—zyA—{(x y,z) € R3: 222§x2+y2§zz+1,0§z}.
fla,y,2) =2y A={(z,y,2) eR®: 2® + y* + (2 = 1)* < 1,42° > 3(2* + ¢*) }.

z,y,2) =2y 2y A={(z,y,2) ER3: 0< 2 <22+ 92,0 <y < V22 — 22},

e) f(
) flo,y,2) =2y A={(z,y,2) ER3: 22 + 92 +22 <2, 2% +¢y% < 2}

8. Calcula el volumen del conjunto A siendo:
(a) A= {(z,y,2) e R3: 2+y —1-22 <a?,2? +y* < 2%}
(b) A={(z,y,2) eR?: 2 +y <5 4+1,0<z<1)
(c) A es el cuerpo de revoluc1on generado al girar alrededor de la recta y + x = 0 el recinto
plano R limitado por la pardbola y = z — 22 y el eje OX.

(d) A es el cuerpo de revolucién generado al girar alrededor del eje OX el recinto plano
R={(z,y) eR?:0<y <2a,0<z <V} a>0.



9. Calcula: (a) el volumen de la bola B(0;r) de R"; (b) el volumen de B(0;4)\ B(0;2) en R*.

10. (A) Sea M € J(R"™) tal que m(M) > 0 y definamos el baricentro b = (by,--- ,by) de M
de modo que b; = m(M)~1 fM xidrrdry - - - dry,. (a) Prueba que, si M es simétrico respecto de
un punto a € R", entonces b = a. (b) Prueba que, si M es simétrico respecto de un hiperplano
H, entonces b € H.

(B) Sea C = {(z,y,2) € R® : 2% + y? + 2% < a? 2%sen’a > (22 + y?)cos’a, z > 0}, siendo
0 < o < . Hallar: (a) el volumen de C; (b) el baricentro de C'; (c) el baricentro de la semiesfera
E={2?+y>+22<a?2>0}.

11. Sea E C R? el cuadrildtero curvilineo limitado por las parabolas:

3 2

vV =dlz, P =0z, 2=y, *=d%, 0<a<b 0<c<d

Calcular el volumen del cuerpo de revolucion generado al girar E alrededor del eje OY.

12. Sea R el recinto limitado por el eje OX y el arco de la cicloide z(0) = a(f —sen 0), y(0) =
a(l —cos 0), 0 < 6 < 27. Calcular el drea de R y el volumen de los cuerpos de revolucién que
genera R al girar alrededor de: (a) el eje OX; (b) el eje OY; (c) la recta x = ma.

13. Calcula las siguientes integrales iteradas:
1 \/szxz 2 V2x—1x2
V2x—1x2 d 25—y2
fl (f Nor) 2+Z;2)2)d(13 fO (f4y ($+y)2dx)dy
14. (a) Sea M = {(z,9,2) ER3:2>0,2 > 0,0 <y < 1,2+ 2 < 1}. Probar que M, g(M) €
J(R3) y calcular m(g(M)), siendo g(x,vy,2) = (e 2 + e, 62“” —e¥ x—vy).
(b) Calcular [, zyz(1—x—y—2z)drdydz mediante el camblo TH+y+z =u,y+2z = uv,z = uvw,
siendo F el tetraedro E = {z >0,y > 0,2 >0,z +y+ 2z < 1}.

15. Dada f : [a, 8] = [0,00), f € R([e, f]), B — a < 27, sea
P(f):={(r-cos0,r-senf):a<0<p3,0<r<f(0)}

Probar que P(f) es J-medible y que m(P(f)) = %ff f2(0)df. Calcular el 4rea del:

(a) recinto limitado por el bucle de la lemniscata 12 = a%cos26.
(b) recinto limitado por el cardioide r = a(1 4 cosf).

16.Sean f : R — R funcién continua par y A := {(x,y) € R?: 22 + 32 < R?}. Probar que:

/ flaz + by) - VR? — 22 — y2dady = W/R f(kt)(R? —t*)dt, k = /a2 + b2.
A 0



CALCULO INTEGRAL. HOJA N. 4

1. (a) Probar que toda funcién polinémica es de variacién acotada en todo compacto K C R.
(b) Probar que E = {(z,y) CR?>:2 >0,y > 0,a < 2y < b,y? — 22 < 1,2 < y} es J-medible.
Mediante un adecuado cambio de variable calcular

= / (y* — %)™ (2 + y?)dzdy, 0 < a <b.
E

2. Calcular las siguientes integrales [ f siendo:

(a) flz,y) =y ey T =[0,a a>0.

(b) f(z,y) = y T el recinto limitado por el cardioide p = 1 + cos 0.

(© flay)=a?+y?yT={(z,y) : 1<2® —y* <9,2<ay <4,0< 2,0 <y}
(d) f(x,y,2) = 2%z y T el recinto limitado por (%2 +y2)t =4, 2=1, z=2.

(e) f(z,y,2) =z - e —(@+%) ¢ T el recinto limitado por el semicono 2022 +9y?) =2%,2>0,y
el hiperboloide z2 + y? = 22 — 1.

() flz,y) =2® +y* y T ={(2* + y*)* < 4(a? — y?),x > O}

(@) flz,y) = (@ +y?) 32y T={a<yx+y>1az>+y* <1}

(h) flz,y) =a®+y? y T ={a? +y* < 2y,2° + y* < 1,z > 0}.

3. (a) Sea A C R? el recinto limitado por las pardbolas y? = x, y? = 2z, x? = 2y. Halla el
area de A.

(b) En el paraboloide de revolucién 2z = 2% + 32 se encaja una esfera de radio v/5 y centro
en el eje OZ, de modo que son tangentes en los puntos de contacto. Determina el volumen del
hueco que queda entre el paraboloide y la esfera.

4. Calcula la masa del sélido S C R3 limitado por un cilindro circular recto de radio R y
altura H, si la densidad en cada punto es igual al cuadrado de la distancia entre el punto y el
centro de la base del cilindro.

5. (A) Estudiar si los siguientes arcos ([0,1], f) son rectificables siendo: (1) ( ) = (t,t-

sen(1/t)), sit # 0,y f(0) = 0; (2) f(t) = (t,t* - sen(1/1)), si t # 0,y f(0) = 0; (3) f(t) =
(t,VE - sen(1/8)), si £ 0, y £(0) =

(B) Calcula la longitud de los siguientes arcos ([a,b], ¢) siendo: (a) [a,b] = [0,27] v (t) =
(t = sen t,1—cos t); (b) [a,b] = [0,7] y @(t) = (cos’t, sen® 1); (c) [a,b] = [0,1] y p(t) = (t,€");

1y
(d) [0,2] y o(t) = (t?/2,1); (e) p(0) =1+ cos 0 y 0 € [0, 27]; (£) 2/3+y f=1

6. Calcula las siguientes areas:

(a) Area del recinto situado entre el eje OX y un lazo el cicloide = a(f — sen 6), y =
a(l — cos 0).

(b) Area limitada por el bucle del folium de Descartes 23 + y3 = axy.

(c) Area limitada por la hipérbola 22 — y2 = 1 y los rayos de argumento w/6y —7/6.



7. Calcula las siguientes longitudes:

a) Longitud del arco de cicloide comprendido entre § =0y 6 = 7.

b) Longitud de un paso de la hélice x = a - cos t,y = a - sen t, Z = kt.
c¢) Longitud de la primera espira de la espiral de Arquimedes p = k6.

(
(
(
(d) Longitud de la espiral logarftmica p = k - e*® entre los argumentos 6; y 6s.
(e) Longitud de la elipse z(t) = (a - sen t,b- cos t).

(

d) Longitud del astroide o hipocicloide de ecuaciones ¢(t) = (a - cos®t,a - sen®t). Calcula el
area encerrada por el astroide.

%
8. Aplica el T. de Green a las siguientes integrales curvilineas |, or J siendo:

(a) f(z,y) = 2zy — 2%, 2 + y?) y R la regién limitada por y = 22,y = .
(b) f(x,y) = (z%y - cos = + 2zy - sen x — y?e*, x?
hipocicloide.

sen x — 2ye®) y R el recinto limitado por la

(c) flx,y) = (2(2? +9?), (z + v)?) y R el tridngulo de vértices A(1,1), B(2,2) y C(1,3).

(d) flz,y) = (—2*y,29*) y R={2* +y* <r}.
9. Calcula las integrales dobles fT f siendo:

(a) f(z,y) =z, T el recinto limitado por y? = x,y? = 2z, 2% = y, 22 = 2y.

() f(z,y) =ay(z? +9y?), T :={(v,y) ER?: 1 <2? —y2 <9, 2<ay<4,2>0,y >0}
(©) Flwy) = e @), T oo (47 42 4y < 11,

(d) f(z,y) =22+ 92, T :={(z,y) €ER?: bz + ay < ab,0 < 2,0 < y}, a,b > 0.

(e) f(z,y) =yv/a2 +y2, T:={(z,y) e R*:a? —2? >y > 2% —d?}, a > 0.



CALCULO INTEGRAL. HOJA N. 5
1. Sea C' C R3 una curva con densidad lineal de masa p(z,y, z) y masa total M := fc p-

(a) Calcula el centro de gravedad de C si C es la semicircunferencia 2 + 32 =1,y > 0,2 =0
v la densidad p es contante.

(b) Calcula la masa M de C si p(z,y,2) = 2° +y*> + 22 y C es la interseccién de la esfera
22 +y?>+22=1conel plano z +y + z = 1.

(c) Sea C la curva y(t) = (cos t,sen t,t), 0 < t < 27 con densidad lineal p(x,y,z) =
22 +1y? + 22, Calcula la masa M de C, el centro de gravedad de C' y el momento de inercia I de C
respecto del eje OZ ( el momento de inercia Ig respecto de un eje E es I := fC dist*((z,y,2), E)-

p(x,y,2)).

5

2. Halla las siguientes integrales curvilineas f,y f siendo:

(a) f(z,y) = (z,—y) y 7 el borde del triangulo ABC con A(1,0),B(0,1) y C(0,0).

(b) f(x,y) = (¥?,2%) y 7 la mitad superior de la elipse {(a - cos t,b-sen t) : t € [0,27]}
recorrida positivamente.

(¢) f(z,y) = (z,y) y v el primer cuadrante de la elipse {(a - cos t,b- sen t) : t € [0,2x]}
recorrido positivamente.

(d) f(z,y) = ( —y) v 7 laelipse {(a-cos t,b-sen t) : t € [0,27]} recorrida positivamente.

(e) flz,y) = 152 4:; i) y 7 el brazo derecho de la lemniscata recorrido positivamente.
(f) f(z,y) = (2a — y,z) y vy el primer arco de la cicloide para t € [0, 27].

(g) flx,y) = (as,y) vy cualquler arco que una (—1,2) con (2, 3).

(h) f(z,y) = (62y? — 3>, 62%y — 329?) y v un arco que una (1,2) con (3,4)

() flx,y) = (%2 y ’y(t) (2cos t,3sen t),0 <t <.

(G) flzyy,2) =(y—2z,z2—z,x—y)y Y(t) = (cos t,sen t,Tt),0 < t < 2.

(k) f7 2:cy dx + (2% + 2) dy + y dz siendo v el segmento que va de (1,0,2) a (3,4, 1).

1) f7 sen z dx + cos z dy — \/3zy dz siendo 7 el camino () = (cost, sen3t,t),0 <t < 71 /2.

(m) f,y y*cos(xy?)dz + 2wy cos(zy?)dy + y dz siendo y(t) = (t4, sen®(nt/2)),0 <t < 1.

n) Calcula el trabajo realizado por la fuerza F(z,y, z) = (x,y, z) al moverse por la parabola
y =22 2 =0, desde el punto (—1,1,0) al punto (2,4, 0).

3. Halla el potencial de los siguientes campos F', caso de existir:

(r,y) = (2:Ey 322y?); (b) F(x, y) (sen 22 cos’y, —sen’x sen 2y);

(z,y) = (322 + 2y sen 27, 2sen x* + 6y2);(d) F(z,y,2) = (2vyz + sen z, 222, 2%y);
(z,,2) = (2zyz + 22 — 2% + 1,222 — 4oy, 2%y + 222 — 2);

(z,y) = (—22y,2%)(2* + 3?)~! en el abierto Q := R?\ {(0,0)};

(8) F(z,y) = (P.Q) con P(z,y) = Q(y,x) = (¢? +y?)(32% — y*)/(2%y) (i0jo! P # Q) en
Q={z>0,y>0};
(h) F(z,y,2) = (2zy,2% + Lz,y/z) en Q = {z > 0}.

4. (a) Caleula [, y*dx + x dy siendo: (al) C = [—1,1]% (a2) C = {2 + y* = 4}.
b) Area de la regién interior de la curva v(t) = (a cos’t,a sen®t),0 < t < 2m,a > 0.
c¢) Trabajo realizado por la fuerza F(z,y) = (y + 3z,2y — x) al desplazarse por la elipse
422 4 y? = 4 en sentido positivo.
(d) [50(y* + 2®)dz + *dy siendo C el borde de C' = [0, 1]* en sentido positivo.
(e) Area del interior de uno de los pétalos de la rosa de cuatro pétalos p = 3sen, 26.

5.(a) Sea f(x,y,2) = (32%y, 23 4+ y3,0). Comprueba que V x f = 0. Halla un potencial ¢ tal
que Vo = f.
(b) Prueba que todo campo vectorial g verifica V x (V x g) = —Ag+ V(V e g).
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(c) Sea f(x,y,2) = (y,z,0). Halla un campo g tal que f =V X g.
(d) Sea D C R? una regién en la que se verifica el T. de Green y f : D — R una funcién
arménica. Calcula | op Dyf dv — D, f dy.

(e) Sea ¢ : R2\ {0} — R tal que ¢(z,y) = %L(m2+y2),V(:c, y) # 0. Sea F(z,y) = (Dy¢, —D,¢)

definido en R?\ {0} y C una curva de Jordan rectificable que rodea al 0. Halla Jo F.

6. Sea v una curva de Jordan rectificable y R = U = U U~*, siendo U la regién interior de ~.
Sean 2 C R? un conjunto abierto con R C Q y u,v :  — R funciones C?.
(a) Prueba la primera y la sequnda identidad de Green en R%:

— — —
/vAu+/Vrov:/vVuoN, /(vAu—uAv):/(vVuoN—quoN),
R R o R 0

siendo N la normal unitaria exterior a .
(b) Demuestra que, si u es arménica en U y u [ v* = 0, entonces u = 0.

— —
(c) Deduce de (a) que, si u,v son arménicas en U, entonces fv vVueN = f7 uVov e N.

7. (a) Halla el drea del helicoide ¢(r,0) = (r cosf,r senf,0),0 <r <1,0 <6 < 3.

(b) Halla el drea del toro T'(¢, 0) = ((R+cos¢)cost, (R+cosp)senb, seng), ¢,0 € [0,2x], R > 1.

(c) Demuestra que los conjuntos {22 + > + 22 =a?, b <z <c}y {2? +y* =a®,b <z < ¢}
tienen el mismo area para —a < b < c < a.

N
8. Halla las integrales de superficie |, g [ siguientes siendo:

flx,y,2) = (zy,—22,0+2)yS={2x +2y+2=6,2 >0,z > 0}.

fry,2)=a? +y*y S={2 -2 —y* =2 > 0}.

f(z,y,2) = (20—2,2%y, —22%) y S = OK donde K es el cubo cerrado K = [(0,0,0), (1,1, 1)].
) f(z,y, 2) = (222, 2%y — 23,22y + y%2) y S = OK donde K = {2? +y? + 22 < a? 2z > 0}.

) f=V xg,cong(xy,z2) =y, —xz,yz%),y S = {22 +y* = 22 < 4}.

@

9. Calcular las siguientes integrales de superficie fs rotF mediante su transformacién en
integral de linea siendo:

(a) F(z,y,2) = (v*, oy, 22) y S = {2? +y> + 22 = 1,2 > 0}.

(b) F(z,y,2) = (y,2,0) y S ={z =1 —a? —y*,2 > 0}.

(c) F(z,y,2) = (v2,—y,2%y) y S = 0T\ {y = 0}, siendo T el tetraedro limitado por los planos
coordenados y el plano 3x +y + 3z = 6.

10. (a) Calcula la fuerza gravitatoria con que una esfera maciza homogénea de radio R y
densidad constante § atrae a un punto material de masa m, situado a una distancia d > R del
centro de la esfera. Prueba que el resultado es el mismo que si toda la masa de la esfera estuviera
concentrada en el centro.

(b) Calcula el potencial gravitatorio determinado por una masa puntual M situada en el
origen de R3. Halla el trabajo realizado por la fuerza gravitatoria ejercida por M sobre una masa
puntual m, que pasa del punto (x1,y1,21) al punto (x2,ys, 22).

(c) Sean 0 < r; < ro y consideremos las bolas B(0;7;), i = 1,2, en R3. Supongamos que
la bola B(0;r1) estd vacia pero que en el cuerpo B(0;r2) \ B(0;7r1) hay una masa distribuida
homogéneamente con densidad constante p > 0. Calcula el campo y el potencial gravitatorio
determinados por dicha masa en cada uno de los puntos de R3.

(d) Sea B(0; R) la bola de centro 0 y radio R > 0 en R3. Supongamos que la bola B(0; R)
posee una masa distribuida homogéneamente con densidad constante p > 0. Calcula el campo y
el potencial gravitatorio determinados por dicha masa en cada uno de los puntos de R3.
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CALCULO INTEGRAL. HOJA N. 6

1. Calcula las integrales de superficie [ f siendo:

(a) f(z,y,2) = /a2 +y2+ 1y S el helicoide ¢(r,0) = (r cosl,r senh,0),0 <r <1,0<6 <
3.

(b) flx,y,2) =2y S:={(z,y,2) ER3: 2z =22 +y,(z,y) € [0,1] x [-1,1])}.

(c) f(z,y,z) = xzy y S la superficie del tetraedro 7 limitado por los planos z = 0,y = 0,42 =
lyz=y.

(d) f(z,y,2) =a* —y* + 9222 — 2222+ 1y S = {2 > 0,20 > 2% +¢% = 2?}.

(e) f(x,y,2) = (z,y,2) y S = {22 + y? + 22 = 1} con normal unitaria N hacia fuera.

(f) f(z,y,2) = (3,0,0)y S = {2—3—1—2—24—; =1,z > 0} con normal unitaria N con componente
no negativa sobre el eje OZ.

(g) fla,y,2) = (22,42, 22) y S = {2% = 22 4+y%,1 < 2 < 2} con normal unitaria N hacia fuera.

e

2. Una particula de masa m se mueve en R? a lo largo de una curva v bajo la accién de un
campo de fuerzas F. Sea su energfa cinética e(t) = sm/|v(t)||? en el instante t, siendo v(t) la
velocidad de la particula.

(a) Demuestra que la variacién de la energia cinética en el intervalo de tiempo [tg, t1] es igual
al trabajo realizado por la fuerza F' durante dicho intervalo.

(b) Supongamos que F procede de un potencial ¢, es decir, F' = V¢, y sea E(t) := e(t)—o(y(t))
la energia mecéanica de la particula. Prueba la ley de conservacién de la energia mecédnica: si una
particula se mueve bajo el efecto de un campo de fuerzas que deriva de un potencial, su energia
mecanica F(t) se mantiene constante.

3. Calcula las siguientes integrales de superficie |, (S:n) rot F siendo:

(a) F(z,y,2) = (y%, 2y, 22) vy S = {22 +y%+22 = 1,z > 0} con normal unitaria n = (ny, ny, n3)
tal que ng > 0.

(b) F(z,y,2) = (y,z,2) y S = {z =1 — 22 — y%, 2 > 0} con normal unitaria n = (n,ng,n3)
tal que ng > 0.

(c) F(x,y,2) = (xz,—y,2%y) y S = S1 + So + S3 siendo S;,i = 1,2, 3, las tres caras laterales
(falta la base) del tetraedro 7 = {z > 0,y > 0,2z > 0,3z + y + 3z < 6} con normal unitaria n
hacia fuera.

(d) F(z,y,2) = (2*y — z,y,2%) y S = S1 + S con normal unitaria n = (ny,ng,n3) tal que
ng > 0,siendo S1 = {22+ =1,0<2<1}y So={2?+y*  + (2 - 1) =1,z > 1}.

(e) F(x,y,2) = (3y, —z2,y2%) y S = {22 = 22 +y?, 2 < 2} con normal unitaria n = (ny, n2, n3)
tal que ng < 0.

4. Comprueba los valores de las siguientes integrales de linea:
(a) fcy dr + z dy + = dz = ma?y/3 siendo C = {2% + y? + 22 = a? x+y+z—0}

(b) Jo (¥ +22)dx+ (2% +2%)dy + (z* +y?)dz = 2mab® siendo C = {a? + 1>+ 2% = 2ax,2° +y* <
2bx, 2 > }con0<b<a

(¢) [o(y* = 2%)da + (22 — 2?)dy + (2? — y?)dz = 9a®/2 siendo C = OK N{z+y+ 2z = 3a/2} y
K =[0,a]>.

5. Estudia si alguno de los siguientes campos F' es rotacional de algin otro G (es decir, si
F =rot G) y calcula G en su caso: (a) F(z,y,2) = (z,y, 2); (b) F(z,y,2) = (22 4+ 1,2 — 22y, y);
(c) F(z,y,2) = (zz,—yz,y).

6. Sean S una superficie y f,g : R> — R dos funciones de clase C2. Demuestra que

/&ngg—/Sfovg, /85<fvg+gvf>_0'
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7.(A)Sea F(x,y,z) = —GM % la fuerza gavitatoria por unidad de masa determinada
por una masa puntual M situada en el origen: (a) Demuestra que div F' = 0; (b) Demuestra que
F # rot H para todo campo vectorial H : R?\ {0} — R3 de clase C*.

(B) Sea F(z,y,z) = (—y,2,0): (a) Demuestra que rot F' # 0; (b) Si F es el campo de
velocidades de un fluido, calcula la trayectoria de una particula que en el instante ¢t = 0
estd situada en el punto (z9, yo, 20)-

(C) Sea G(z,y,2) = (ﬁ, iz 0): (a) Demuestra que rot G = 0; (b) Si G es el campo
de velocidades de un fluido, calcula la trayectoria de una particula que en el instante ¢t = 0
estd situada en el punto (xg, Yo, 20)-

8. Sea V un sdlido cuyo borde 0V es una superficie orientada con normal unitaria hacia fuera
del sélido. Sean f,g:R?> - Ry F : R3 — R3 campos.
(a) Si f, F son de clase C, prueba que

///V(vf.m]fv.F):/avf}.

(b) Si f, g son de clase C?, prueba la primera y sequnda identidad de Green en R3:

J[[warevrevo = [[ avr [[] war—raan =[] @9r-rvo.

9. Calcula la integral [, F en los siguientes casos: (a) F(z,y, 2) = (222,y?,2%) y V = B(0; 1);

(b) F(z,y,2) = (zy®,2%y,y) y V = {22 +y* < 1,-1 < 2 < 1}; (¢) F(z,y,2) = (z,y,2) ¥
V:[()?l]g? (d) F(‘T7y’z):(yvza$z)yvz{1:2+y2SZS]-}

10. Sean K := {(z,y,2) €R3 : 22 + 32 <2< 2—y}, S :={(2,9,2) eR®: 2 =2 — gy, 22 +
vV +y<2by F(z,y,2) = (y + 2,2 + z,22). Calcular (i) vol(K); (ii) drea(S); (iii) Jor F-

o
11. Hallar los valores de las siguientes circulaciones |, o F' siendo:
(a) F(z,y,2) = (y,2,7) y C el arco intersecciéon de 2% +y?> + 22 =4 con z +y + 2z = 0.
(b) F(z,y,2) = (y* + 22,22 + 22,22 +y?) y C:= {22 + y* + 22 = 4w, 2 > 0,27 + y* = 2z},
(c) F(z,y,2) = (y*> — 22,22 — 22,22 — y?) y C la curva interseccién de la superficie del cubo
[0,a]? y el plano = + y + z = 3a/2.

12. Halla el drea(A) en los siguientes casos:

(a) A = {z = 22 + y? < 1}. Halla el centro de gravedad de A si se supone una densidad
superficial uniforme.

(b) A = {2*+y7+2% = a® 2% +(y—4)” < (5)%,2 2 0}; (¢) A = {2 +y’+2° < 2’ +(y—5)° =
(5} (@) A={z+y+2=a2"+y* <a’}.

() A={22=22y,0< 2,0<2<20<y<1}(f) A={22+y?=2222+¢y2+2%2<
2ax,z > 0}.

13. Calcula las siguientes integrales de superficie:

(a) [g(zz,yz,2?) siendo S la superficie de la esfera * 4 y? + 2% = 4.

(b) [grot (3y, —xz,yz?) siendo S la superficie 2z = 2% + y?, z < 2.

(c) [grot (za+ 2%y +x, 23yx +y, 2% + 2*) siendo § = 51 + 5o, S1:={a? +y? =1,0< 2 < 1}
ySyi={a?+4y2+(z-1)2=1,2>1}.



