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4 La w∗-clausura convexa versus la ‖ · ‖-clausura convexa 45

5 Sumas directas 1-incondicionales y la extensión del Teorema de Krein-
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Prólogo

El trabajo que presentamos está dedicado a estudiar la relación de las distancias
d̂(cow∗(K), Z) y d̂(K, Z) dentro de un espacio de Banach dual X∗, cuando K es un
subconjunto w∗-compactos de X∗ y Z es un subconjunto convexo de X∗.

Si nuestro espacio de Banach dual es, en realidad, un bidual, digamos X∗∗, y el sub-
conjunto w∗-compacto K no está dentro del espacio de Banach X, aparece un interesante
problema relacionado con el clásico Teorema de Krein-Šmulian, a saber: ¿qué relación
guarda la distancia d̂(cow∗(K), Z) con la distancia d̂(K,Z) cuando Z es un subespacio de
X y, en particular, cuando Z = X? En los últimos años se han realizado notables avances
en el estudio de ésta y otras cuestiones análogas. Los resultados de estos estudios, que
constituyen nuestro punto de partida, quedan recogidos en el Caṕıtulo 1.

En el Caṕıtulo 2 consideramos el problema antes citado en su forma general: ahora
X∗ es un espacio de Banach dual y Z un subespacio de X∗. Introducimos el concepto
de control de la distancia d̂(cow∗(K), Z) por parte de la distancia d̂(K, Z), definimos la
familia de los espacios de Banach universalmente Krein-Šmulian y damos la siguiente sor-
prendente caracterización de esta familia: un espacio de Banach Z tiene universalmente
3-control (es decir, ocurre que d̂(cow∗(K), Z) ≤ 3d̂(K, Z) para todo dual X∗ tal que
Z ⊂ X∗ y todo subconjunto w∗-compacto K de X∗) sii Z no contiene una copia de
`1(c).

En el Caṕıtulo 3 se aplican a los subconjuntos convexos de un dual X∗ las técnicas
antes desarrolladas, generalizando los resultados precedentes a dicha familia de subcon-
juntos convexos.

En el Caṕıtulo 4 damos condiciones intŕınsecas necesarias y suficientes para que
un subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗ de un espacio de Banach dual X∗ verifique
cow∗(H) = co(H), para todo subconjunto w∗-compacto H de K.

En el Capitulo 5 se estudia el control en X∗∗ de la distancia d̂(cow∗(K), X) por parte
de la distancia d̂(K, X), cuando K es un subconjunto w∗-compacto de X∗∗ y X es un
ret́ıculo de Banach y, más generalmente, una suma directa 1-incondicional de espacios
de Banach WCG.

Un caso especial de espacio dual es el espacio `∞(I). El estudio de la conexión entre
las distancias d̂(cow∗(K), Z) y las distancias d̂(K,Z), cuando Z es un subespacio de
`∞(I) y K un subconjunto w∗-compacto de `∞(I), se hace en el Caṕıtulo 6.
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El Caṕıtulo 7 se dedica a estudiar el control dentro de `∞(Z) del subespacio de las
funciones acotadas de la primera clase de Baire sobre Z, siendo Z un espacio polaco. Se
obtienen generalizaciones de los clásicos resultados de Bourgain, Fremlin y Talagrand
[6].

Finalmente, en el Caṕıtulo 8 reunimos algunos resultados sueltos como: (i) el control
en su bidual X∗∗ de un espacio de Banach X con generador proyectivo; (ii) la relación
entre el control en X∗ y la existencia en X de copias de `1; (iii) la conexión en RH

entre las distancias d̂(Kw∗
, C(H)) y d̂(K, C(H)) cuando H es un espacio topológico y

K ⊂ RH es un subconjunto numerablemente τp-compacto.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este Caṕıtulo recopilamos ciertos resultados recientes ([21],[23],[24],[25]), que serán
el punto de partida y la base de las investigaciones que aqúı desarrollamos. Dichos
resultados se refieren a la conexión entre las distancias d̂(cow∗(K), Z) y d̂(K,Z), cuando
K es un subconjunto w∗-compacto de un espacio de Banach bidual X∗∗ y Z es un
subespacio de X (en particular, cuando Z = X).

La notación que utilizamos es la habitual (ver [36] y [19]). Si A es un conjunto, el
cardinal de A se denota por |A| ó por #A. Por ] indicamos la unión disjunta. Si X es un
espacio de Banach, indicamos por BX y SX (ó bien B(X) y S(X)) la bola unidad cerrada
y la esfera unidad de X, respectivamente, y por X∗ su dual topológico. Si C ⊂ X∗∗ es un
subconjunto convexo, x∗∗ ∈ X∗∗ y A ⊂ X∗∗, sea d(x∗∗, C) = inf{‖x∗∗ − x‖ : x ∈ C} la
distancia de x∗∗ a C y d̂(A, C) = sup{d(a,C) : a ∈ A} la distancia de A a C. co(A) indica
la clausura convexa de A, co(A) es la ‖ · ‖-clausura de co(A) y cow∗(A) la w∗-clausura
de co(A). sp(A) (ó bien [A]) será el subespacio generado por A y sp(A) ( ó bien [A]) el
subespacio cerrado generado por A. Observemos que: (i) d̂(co(A), C) = d̂(co(A), C) =
d̂(A,C) ; (ii) si X⊥ = {z ∈ X∗∗∗ : z(x) = 0, ∀x ∈ X} y Q : X∗∗ → X∗∗

X es la aplicación
cociente canónico, entonces:

d(x∗∗, X) = sup{z(x∗∗) : z ∈ S(X⊥)} = ‖Qx∗∗‖.

Existen algunos hechos que sugieren que la distancia d̂(cow∗(K), X), cuando K ⊂
X∗∗ es un subconjunto w∗-compacto de X∗∗, está controlada por la distancia d̂(K, X).
A saber, por un lado tenemos el clásico Teorema de Krein-Šmulian (ver [17, p. 51]). Con
la terminoloǵıa de las distancias, este Teorema dice lo siguiente: si X es un espacio de
Banach, todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ tal que d̂(K, X) = 0 (es decir, K ⊂ X
es un subconjunto w-compacto de X) verifica que d̂(cow∗(K), X) = d̂(K,X) = 0, esto
es, cow∗(K) está dentro de X, por lo que co(K) = cow(K) = cow∗(K) y co(K) es
w-compacto.

Por otro lado, si el dual X∗ del espacio de Banach X no posee una copia de `1,
entonces d̂(K, Z) = d̂(cow∗(K), Z) para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ de
X∗∗ y todo subconjunto convexo Z ⊂ X∗∗. En efecto, es conocido (ver [30]) que si X∗
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no tiene una copia de `1 entonces ocurre que co(K) = cow∗(K) para todo subconjunto
w∗-compacto de X∗∗. Por tanto, como d̂(co(K), Z) = d̂(K, Z), obtenemos que d̂(K,Z) =
d̂(cow∗(K), Z).

En vista de estos hechos, uno se inclina a conjeturar que d̂(K, X) = d̂(cow∗(K), X)
para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ y todo espacio de Banach X. En realidad,
las cosas no ocurren exactamente aśı, porque, como vamos a ver, existen espacios de Ba-
nach X y subconjuntos w∗-compactos K ⊂ X∗∗ tales que d̂(cow∗(K), X) ≥ 3d̂(K, X) >
0. Sin embargo, como vemos a continuación, existe una constante universal 1 ≤ M < ∞
tal que d̂(cow∗(K), Z) ≤ Md̂(K,Z), para todo subespacio Z ⊂ X y todo subconjunto
w∗-compacto K ⊂ X∗∗, y, además, 3 ≤ M ≤ 5. Identificamos, también, diferentes clases
de espacios de Banach para los que vale la constante de control M = 1.

1.1 La extensión del Teorema de Krein-Šmulian

Comenzaremos probando el siguiente simple lema.

Lema 1.1. Sean (Ω, Σ, µ) un espacio de medida positiva finita y {An}n≥1 ⊂ Σ una
secuencia de subconjuntos medibles verificando µ(An) ≥ δ > 0 para todo n ≥ 1 y cierto
δ > 0. Entonces existe un subconjunto infinito I ⊂ N tal que

⋂
n∈I An 6= ∅.

Demostración. Consideremos la secuencia Bn =
⋃

k≥n Ak, n ≥ 1, que es decreciente y
verifica µ(Bn) ≥ δ para todo n ≥ 1. De aqúı que µ(

⋂
n≥1 Bn) ≥ δ y por tanto

⋂
n≥1 Bn 6=

∅. Cojamos w ∈ ⋂
n≥1 Bn y elijamos por inducción una subsecuencia {Ank

}k≥1, nk <
nk+1, tal que w ∈ Ank

para todo k ≥ 1. Entonces I = {nk : k ≥ 1} es el subconjunto
infinito que buscamos. ¥

Si I es un conjunto infinito, βI denota la compactificación Stone-Čech de I, I∗ :=
βI \ I y, si f ∈ `∞(I), f̌ ∈ C(βI) denota la extensión de Stone-Čech de f a todo βI.

Proposición 1.2. Sean I un conjunto infinito y X = (c0(I), ‖ · ‖∞). Entonces todo
subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ = `∞(I) verifica que d̂(K, X) = d̂(cow∗(K), X).

Demostración. Recordemos, en primer término, que si f ∈ X∗∗ = `∞(I), se tiene que

d(f,X) = sup{|f̌(p)| : p ∈ βI \ I}.

Supongamos que exista un subconjunto w∗-compacto K ⊂ BX∗∗ tal que d̂(K,X) <
d̂(cow∗(K), X). Entonces podemos encontrar dos números reales positivos a, b tales que

d̂(K, X) < a < b < d̂(cow∗(K), X) ≤ 1.

Elijamos un punto z0 ∈ cow∗(K) tal que d(z0, X) > b. En estas condiciones existen
ε > 0 y p0 ∈ βI \ I tales que |ž0(p0)| > b + ε, por ejemplo, ž0(p0) > b + ε. Sea U ⊂ I

tal que p0 ∈ U
βI y z0(j) > b + ε, ∀j ∈ U . Sea µ una probabilidad de Radon sobre
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K tal que z0 = r(µ) (es decir, z0 es la resultante o baricentro de µ) y denotemos
Aj := {k ∈ K : k(j) ≥ b}, j ∈ U , que es un subconjunto cerrado de K.

Aserto. µ(Aj) > ε
1−b , ∀j ∈ U .

En efecto, sea πj : `∞(I) → R, j ∈ I, tal que πj(f) = f(j) para todo f ∈ `∞(I).
Observemos que πj es una aplicación lineal w∗-continua sobre `∞(I), para todo j ∈ I.
Por tanto, para todo j ∈ U tenemos

z0(j) = πj(z0) = πj(r(µ)) =
∫

K
πj(k)dµ =

∫

K
k(j)dµ =

=
∫

Aj

k(j)dµ +
∫

K\Aj

k(j)dµ ≤ µ(Aj) + (1− µ(Aj))b,

lo que implica que

µ(Aj) ≥ z0(j)− b

1− b
>

ε

1− b
.

Sea V0 ⊂ U un subconjunto infinito arbitrario. Por el Lema 1.1 existe un subconjunto
infinito contable N0 ⊂ V0 tal que ∅ 6= ⋂

j∈N0
Aj ⊂ K. Elijamos x0 ∈

⋂
j∈N0

Aj . Entonces

para todo q ∈ N0
βI se tiene que x̌0(q) ≥ b, lo que implica, teniendo en cuenta que

∅ 6= N0
βI \ I ⊂ N∗, que d(x0, X) ≥ b, una contradicción, pues x0 pertenece a K. ¥

Definición 1.3. Un espacio de Banach X posee la propiedad J (abreviadamente, X ∈ J)
si para todo z ∈ BX∗∗ \X y todo número b ∈ R con 0 < b < d(z, X), existe una secuencia
{x∗n}n≥1 ⊂ S(BX∗ , z, b) := {u ∈ BX∗ : z(u) ≥ b} tal que x∗n

w∗→ 0.

Para esta clase de espacios de Banach con la propiedad J probamos el siguiente
resultado.

Proposición 1.4. Sea X un espacio de Banach tal que X ∈ J . Entonces todo subcon-
junto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ verifica que d̂(K, X) = d̂(cow∗(K), X).

Demostración. Razonamos por reducción al absurdo. Supongamos que existan un sub-
conjunto w∗-compacto K ⊂ BX∗∗ y dos números reales a, b tales que:

d̂(K, X) < a < b < d̂(cow∗(K), X).

Sea z0 ∈ cow∗(K) tal que d(z0, X) > b. Como X ∈ J existe una secuencia {x∗n}n≥1 ⊂
S(BX∗ , z0, b) tal que x∗n

w∗→ 0. Sea T : X → c0 := c0(N) tal que T (x) = (x∗n(x))n≥1, ∀x ∈
X. Claramente T es una aplicación lineal continua con norma ‖T‖ ≤ 1. Sea L = T ∗∗(K),
que es un subconjunto w∗-compacto de B`∞ .

Aserto 1. d̂(L, c0) ≤ d̂(K,X).
En efecto, sea c⊥0 = {f ∈ c∗∗∗0 = `∗∞ : 〈f, u〉 = 0, ∀u ∈ c0} y cojamos v ∈ Bc⊥0

.
Entonces ‖T ∗∗∗(v)‖ ≤ 1 y para todo x ∈ X se tiene:

〈T ∗∗∗(v), x〉 = 〈v, T ∗∗x〉 = 〈v, Tx〉 = 0.
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Por tanto T ∗∗∗(Bc⊥0
) ⊂ BX⊥ y de aqúı , si k ∈ K y T ∗∗(k) =: h ∈ L, se deduce que:

d(h, c0) = sup{〈v, h〉 : v ∈ Bc⊥0
} =

= sup{〈v, T ∗∗(k)〉 : v ∈ Bc⊥0
} = sup{〈T ∗∗∗(v), k〉 : v ∈ Bc⊥0

} ≤
≤ sup{〈w, k〉 : w ∈ BX⊥} = d(k, X).

Aserto 2. Si w0 := T ∗∗(z0) ∈ cow∗(L), entonces d(w0, c0) ≥ b.
En efecto, sea {en}n≥1 la base canónica de `1, que satisface T ∗(en) = x∗n, ∀n ≥ 1.

Como x∗n ∈ S(BX∗ , z0, b), se tiene

〈w0, en〉 = 〈T ∗∗(z0), en〉 = 〈z0, T
∗(en)〉 = 〈z0, x

∗
n〉 ≥ b. (1.1)

Sea ψ un punto w∗-ĺımite de la secuencia {en}n≥1 en (`∗∞, w∗). Claramente ψ ∈ Bc⊥0
y también ψ(w0) ≥ b por (1.1). Por tanto d(w0, c0) ≥ b. Aśı que L ⊂ B`∞ es un
subconjunto w∗-compacto tal que

d̂(L, c0) ≤ d̂(K, X) < a < b ≤ d̂(w0, c0) ≤ d̂(cow∗(L), c0),

lo que contradice la Proposición 1.2. ¥

En el siguiente corolario establecemos que hay muchos espacios de Banach que poseen
la propiedad J y que, por tanto, satisfacen la Proposición 1.4. Recordemos que para un
espacio de Banach X, la bola unidad cerrada del dual (BX∗ , w∗) es angélica en la w∗-
topoloǵıa si, para todo subconjunto A ⊂ BX∗ y todo z ∈ A

w∗ , existe una secuencia
{an}n≥1 ⊂ A tal que an

w∗→ z. Es fácil probar que si la bola unidad dual (BX∗ , w∗)
es angélica entonces: (i) si Y ⊂ X es un subespacio, la bola unidad dual (BY ∗ , w

∗) es
angélica; (i) si T : X → Y es un operador continuo tal que Y = T (X), la bola unidad
dual (BY ∗ , w

∗) es angélica. Las siglas WCG y WLD son las abreviaturas de las frases en
inglés weakly compactly generated y weakly Lindelöf determined, respectivamente. (ver
[19],[1] para su definición y propiedades). Es conocido que si X es un espacio de Banach
WLD, la bola unidad dual (B(X∗), w∗) es angélica.

Corolario 1.5. Si X es un espacio de Banach tal que la bola unidad dual (BX∗ , w∗) es
angélica (por ejemplo, si X es WCG ó WLD), entonces X ∈ J y, por tanto, para todo
subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ se tiene que d̂(K, X) = d̂(cow∗(K), X).

Demostración. Probemos que si z0 ∈ BX∗∗ \ X y 0 < b < d(z0, X), entonces 0 ∈
S(BX∗ , z0, b)

σ(X∗,X)
. Sea ψ ∈ S(X⊥) ⊂ X∗∗∗ tal que ψ(z0) > b. Como BX∗ es un

subconjunto w∗-denso en BX∗∗∗ y ψ(z0) > b, se tiene ψ ∈ S(BX∗ , z0, b)
σ(X∗∗∗,X∗∗)

, de

donde obtenemos 0 ∈ S(BX∗ , z0, b)
σ(X∗,X)

, pues ψ ∈ X⊥. Ahora basta aplicar que
(BX∗ , w∗) es angélica. ¥
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Probamos a continuación algunos hechos auxiliares. Si X es un espacio de Banach,
denotemos por IX : X → X la aplicación identidad de X, por JX : X → X∗∗ la
inmersión canónica de X en X∗∗ y por RX : X∗∗∗ → X∗ la restricción canónica tal que
〈RX(z), x〉 = 〈z, JX(x)〉, para todo z ∈ X∗∗∗ y todo x ∈ X. Notemos que RX = (JX)∗

y que RX ◦ JX∗ = IX∗ .
Es bien conocido que JX∗(X∗) está 1-complementado en X∗∗∗ con proyección PX :

X∗∗∗ → X∗∗∗ tal que PX = JX∗◦RX . Como ker(PX) = {z ∈ X∗∗∗ : 〈z, JX(x)〉 = 0, ∀x ∈
X} = X⊥, disponemos de la descomposición X∗∗∗ = X⊥ ⊕ JX∗(X∗). El subespacio
X⊥ está complementado en X∗∗∗ con proyección QX : X∗∗∗ → X∗∗∗ tal que QX =
IX∗∗∗ − PX . Observemos que 1 ≤ ‖QX‖ ≤ 2 y que:

BX⊥ ⊂ QX(BX∗∗∗) ⊂ ‖QX‖ ·BX⊥ ⊂ 2BX⊥ .

Lema 1.6. Sean X un espacio de Banach y QX : X∗∗∗ → X∗∗∗ la proyección canónica
sobre X⊥. Supongamos que Y ⊂ X es un subespacio cerrado. Entonces para todo u ∈ Y ∗∗

(ahora consideramos Y ∗∗ como un subespacio de X∗∗) se tiene:

d(u,X) ≤ d(u, Y ) ≤ ‖QX‖ · d(u,X) ≤ 2d(u,X).

Demostración. En primer término, es claro que d(u,X) ≤ d(u, Y ), porque Y ⊂ X.
En lo que sigue distinguimos entre X y JX(X), entre Y y JY (Y ), etc. Sea i : Y → X

la aplicación inclusión. Entonces i∗ : X∗ → Y ∗ es una aplicación cociente, i∗∗ : Y ∗∗ →
X∗∗ es una aplicación inmersión tal que (i∗∗)¹Y = i, y i∗∗∗ : X∗∗∗ → Y ∗∗∗ es de nuevo
una aplicación cociente tal que (i∗∗∗)¹X∗ = i∗. Observemos que i∗∗∗(BX∗∗∗) = BY ∗∗∗ .
Se comprueba fácilmente que JX ◦ i = i∗∗ ◦ JY y que JY ∗ ◦ i∗ = i∗∗∗ ◦ JX∗ , de donde
concluimos que

i∗ ◦RX = i∗ ◦ (JX)∗ = (JX ◦ i)∗ = (i∗∗ ◦ JY )∗ = (JY )∗ ◦ i∗∗∗ = RY ◦ i∗∗∗.

Aserto. QY ◦ i∗∗∗ = i∗∗∗ ◦QX .
En efecto, tenemos que

QY ◦ i∗∗∗ = (IY ∗∗∗ − JY ∗ ◦RY ) ◦ i∗∗∗ = i∗∗∗ − JY ∗ ◦RY ◦ i∗∗∗ =
= i∗∗∗ − JY ∗ ◦ i∗ ◦RX = i∗∗∗ − i∗∗∗ ◦ JX∗ ◦RX =

= i∗∗∗ ◦ (IX∗∗∗ − JX∗ ◦RX) = i∗∗∗ ◦QX .

Del Aserto se deduce que ‖QY ‖ ≤ ‖QX‖ y que

BY ⊥ ⊂ QY (BY ∗∗∗) = QY (i∗∗∗(BX∗∗∗)) =
= i∗∗∗(QX(BX∗∗∗)) ⊂ i∗∗∗(‖QX‖ ·BX⊥).

Por tanto, si u ∈ Y ∗∗, finalmente obtenemos

d(u, JY (Y )) = sup{〈z, u〉 : z ∈ BY ⊥} ≤
≤ sup{〈i∗∗∗(w), u〉 : w ∈ ‖QX‖ ·BX⊥} =
= ‖QX‖ · sup{〈w, i∗∗(u)〉 : w ∈ BX⊥} =

= ‖QX‖ · d(i∗∗(u), JX(X)) ≤ 2d(i∗∗(u), JX(X)).

¥
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Nota. Ver el Lema 3.2 para una demostración más simple del Lema 1.6.

Un subconjunto w∗-compacto A ⊂ X∗ de un espacio de Banach dual X∗ se dice que
está w∗-fragmentado por la norma de X∗ (ver [19, p. 81],[40]) si para todo subconjunto
no vaćıo B ⊂ A y todo ε > 0 existe un subconjunto w∗-abierto V ⊂ X∗ tal que V ∩B 6= ∅
y diam(V ∩B) ≤ ε, siendo diam(V ∩B) el diámetro de V ∩B.

Lema 1.7. Sean X un espacio de Banach, Z ⊂ X∗ un subespacio y K ⊂ BX∗ un
subconjunto w∗-compacto tal que existen a, b > 0 verificando:

d̂(K,Z) < a < b < d̂(cow∗(K), Z).

Entonces existen z0 ∈ cow∗(K) y ψ ∈ S(Z⊥(X∗∗)) con ψ(z0) > b tales que, si µ es una
probabilidad de Radon sobre K con baricentro r(µ) = z0, se verifica que: (a) µ no tiene
átomos; (b) si H = supp(µ)(= soporte de µ), para todo subconjunto w∗-abierto V de X∗

con V ∩H 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩H) tal que ψ(ξ) > b; (c) H no está fragmentado por
la norma de X∗.

Demostración. Elegimos z ∈ cow∗(K) y ψ ∈ S(Z⊥(X∗∗)) tales que ψ(z) > b + ε para
cierto ε > 0. Por el Teorema de Bishop-Phelps, existe φ ∈ S(X∗∗) con ‖ψ−φ‖ ≤ ε/4 tal
que φ alcanza su máximo sobre cow∗(K) en cierto z0 ∈ cow∗(K). Aśı que:

φ(z0) ≥ φ(z) = ψ(z) + (φ− ψ)(z) > b + ε− 1
4ε = b + 3

4ε , (1.2)
ψ(z0) = φ(z0) + (ψ − φ)(z0) > b + 3

4ε− 1
4ε = b + 1

2ε y (1.3)
∀k ∈ K, φ(k) = ψ(k) + (φ− ψ)(k) < a + 1

4ε < b + 3
4ε < φ(z0). (1.4)

En particular, observemos que z0 /∈ K por (1.4).
(a) Sea µ una probabilidad de Radon sobre K con baricentro r(µ) = z0 y supongamos

que µ posee algún átomo, es decir, que existen 0 < λ ≤ 1 y k0 ∈ K tales que µ =
λ · δk0 + µ1, µ1 ≥ 0. Si λ = 1 entonces µ = δk0 , de donde r(µ) = k0 ∈ K, lo que
es imposible porque r(µ) = z0 /∈ K por (1.4). Aśı que, 0 < λ < 1, esto es, µ1 6= 0 y
‖µ1‖ = 1− λ > 0. Entonces µ = λ · δk0 + (1− λ) µ1

‖µ1‖ y

z0 = r(µ) = λk0 + (1− λ)r(
µ1

‖µ1‖),

de donde, puesto que φ(k0) < φ(z0) (por (1.4)) y φ(r( µ1

‖µ1‖)) ≤ φ(z0) (porque r( µ1

‖µ1‖) ∈
cow∗(K)), obtenemos que

φ(z0) = λφ(k0) + (1− λ)φ(r(
µ1

‖µ1‖)) < λφ(z0) + (1− λ)φ(z0) = φ(z0),

una contradicción.

(b) Sea H = supp(µ) y supongamos que existe un subconjunto w∗-abierto V de X∗

con V ∩H 6= ∅ tal que ψ(ξ) ≤ b, para todo ξ ∈ cow∗(V ∩H). Denotemos por µ1 = µ¹V ∩H

a la restricción de µ a V ∩ H, esto es, µ1(B) = µ(B ∩ V ∩ H) para todo subconjunto
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Borel B ⊂ K. Sea µ2 := µ − µ1. Observemos que µ1 y µ2 son medidas positivas tales
que

(i) µ1 6= 0, porque ∅ 6= V ∩H = V ∩ supp(µ), y

(ii) µ2 6= 0 pues si µ2 = 0, esto es, µ = µ1 = µ¹V ∩H , entonces z0 = r(µ) ∈ cow∗(V ∩H)
y ψ(z0) ≤ b, que contradice a (1.3).

Por tanto tenemos la descomposición µ = µ1 + µ2 verificándose que 1 = ‖µ‖ =
‖µ1‖+ ‖µ2‖ con ‖µ1‖ 6= 0 6= ‖µ2‖. Aśı que podemos escribir:

z0 = r(µ) = ‖µ1‖ · r( µ1

‖µ1‖) + ‖µ2‖ · r( µ2

‖µ2‖).

Puesto que r( µ1

‖µ1‖) ∈ cow∗(V ∩H), entonces ψ(r( µ1

‖µ1‖)) ≤ b, de donde φ(r( µ1

‖µ1‖)) ≤ b+ 1
4ε

(porque ‖ψ − φ‖ ≤ ε/4). Por tanto, teniendo en cuenta que r( µ2

‖µ2‖) ∈ cow∗(K), lo que
implica que φ(r( µ2

‖µ2‖)) ≤ φ(z0), y (1.4) obtenemos

φ(z0) = ‖µ1‖φ(r(
µ1

‖µ1‖)) + ‖µ2‖φ(r(
µ2

‖µ2‖)) ≤

≤ ‖µ1‖(b + 1
4ε) + ‖µ2‖φ(z0) < ‖µ1‖φ(z0) + ‖µ2‖φ(z0) = φ(z0),

una contradicción.

(c) Sea η = b − a y supongamos que H está w∗-fragmentado por la norma de X∗.
Entonces existe un subconjunto w∗-abierto V tal que V ∩H 6= ∅ y diam(V ∩H) < η

2 .
Por tanto, si h0 ∈ V ∩ H, se tiene que cow∗(V ∩ H) ⊂ B(h0; η/2) (=bola cerrada de
centro h0 y radio η/2). De aqúı que, para todo ξ ∈ cow∗(V ∩H), se verifica

ψ(ξ) ≤ ψ(h0) +
η

2
≤ d(h0, Z) +

η

2
< a +

η

2
< b,

lo que contradice a (b). ¥

Probemos a continuación la extensión del Teorema de Krein-Šmulian.

Proposición 1.8 (Extensión del Teorema de Krein-Šmulian). Si X es un espacio
de Banach, Z ⊂ X un subespacio de X y K ⊂ X∗∗ un subconjunto w∗-compacto, se tiene
que d̂(cow∗(K), Z) ≤ 5d̂(K,Z).

Demostración. Razonamos por reducción al absurdo. Supongamos que existe un sube-
spacio Z ⊂ X y un subconjunto w∗-compacto K ⊂ BX∗∗ tal que

d̂(cow∗(K), Z) > 5d̂(K, Z).

En estas condiciones podemos hallar dos números reales a, b > 0 tales que

d̂(cow∗(K), Z) > b > 5a > 5d̂(K, Z).

Por el Lema 1.7 tenemos el siguiente Hecho:
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Hecho. Existe un funcional ψ ∈ S(X⊥) y un subconjunto w∗-compacto ∅ 6= H ⊂ K
tal que para todo subconjunto w∗-abierto V con V ∩H 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩H) con
ψ(ξ) > b.

Etapa 1. Aplicando el Hecho con V0 = X∗∗ elegimos ξ1 ∈ cow∗(H) tal que ψ(ξ1) > b.
Como B(X∗) es un subconjunto w∗-denso en B(X∗∗∗), existe x∗1 ∈ S(X∗) verificando
x∗1(ξ1) > b. Por tanto ξ1 ∈ {u ∈ X∗∗ : 〈u, x∗1〉 > b} ∩ cow∗(H), de donde deducimos que,
si definimos V1 := {u ∈ X∗∗ : 〈u, x∗1〉 > b}, entonces V1 ∩H 6= ∅. Elegimos η1 ∈ V1 ∩H.
Puesto que d(η1, Z) < a, podemos hacer la descomposición η1 = η1

1 + η2
1 con η1

1 ∈ Z y
η2
1 ∈ aBX∗∗ .

Etapa 2. Sea Y1 = [{η1
1}] ⊂ Z. Puesto que V1 ∩ H 6= ∅, por el Hecho existe ξ2 ∈

cow∗(V1∩H) con ψ(ξ2) > b. Como dim(Y1) < ∞, ψ(ξ2) > b y ψ ∈ Y ⊥
1 , existe x∗2 ∈ S(X∗)

tal que x∗2(ξ2) > b y x∗2¹Y1
= 0. Por tanto ξ2 ∈ {u ∈ X∗∗ : 〈u, x∗2〉 > b} ∩ cow∗(V1 ∩H),

de donde deducimos que, si definimos V2 := {u ∈ X∗∗ : 〈u, x∗i 〉 > b, i = 1, 2}, entonces
V2∩H 6= ∅. Elegimos η2 ∈ V2∩H. Como d(η2, Z) < a, podemos hacer la descomposición
η2 = η1

2 + η2
2 con η1

2 ∈ Z y η2
2 ∈ aBX∗∗ .

Reiterando, obtenemos las secuencias {x∗n}n≥1 ⊂ S(X∗), {ηk}k≥1 ⊂ H verificando

ηk = η1
k + η2

k con η1
k ∈ Z y η2

k ∈ aBX∗∗ , k ≥ 1,

tal que x∗i (ηk) > b, i = 1, ..., k, y x∗k+1¹Yk
= 0, donde

Yk = [{η1
i : i = 1, ..., k}] ⊂ Yk+1 ⊂ Z.

Sean Y = ∪k≥1Yk ⊂ Z y K1 = (K + aBX∗∗) ∩ Y ∗∗. Entonces Y es un subespacio
cerrado separable de Z y K1 es un subconjunto w∗-compacto de Y ∗∗ (considerado Y ∗∗

canónicamente sumergido en Z∗∗ ⊂ X∗∗). Observemos que {η1
i : i ≥ 1} ⊂ K1. Por el

Lema 1.6, como K1 ⊂ Y ∗∗ y d̂(K1, Z) ≤ 2a, tenemos que d̂(K1, Y ) ≤ 4a (de hecho,
d̂(K1, Y ) ≤ 2‖QZ‖a ≤ 2‖QX‖a ≤ 4a).

Sea η0 un punto w∗-ĺımite de {ηk}k≥1 en X∗∗.

Aserto 1. d(η0, Y ) ≤ 5a.
En efecto, en primer término es claro que η0 ∈ K1 + aB(X∗∗). Por otra parte,

d̂(K1, Y ) ≤ 4a. Por tanto d(η0, Y ) ≤ 5a.

Aserto 2. d(η0, Y ) ≥ b.
En efecto, sea φ ∈ B(X∗∗∗) un punto w∗-ĺımite de {x∗n}n≥1. Puesto que x∗n(ηk) > b,

si k ≥ n, deducimos que x∗n(η0) ≥ b, ∀n ≥ 1. De aqúı obtenemos que φ(η0) ≥ b. Aún
más, φ ∈ Y ⊥(X∗∗∗) porque x∗n+1|Yn

= 0 e Yn ⊂ Yn+1. Por tanto d(η0, Y ) ≥ φ(η0) ≥ b.

Puesto que b > 5a, obtenemos una contradicción y esto completa la demostración.
¥

Cuando K ∩ Z es w∗-denso en K, el argumento de la Proposición 1.8 nos da el
siguiente resultado.
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Proposición 1.9. Sean X un espacio de Banach, Z ⊂ X un subespacio cerrado y
K ⊂ X∗∗ un subconjunto w∗-compacto. Si Z ∩ K es w∗-denso en K, se tiene que
d̂(cow∗(K), Z) ≤ 2d̂(K,Z).

Demostración. Supongamos que existe un subespacio cerrado Z ⊂ X y un subconjunto
w∗-compacto K ⊂ BX∗∗ tal que Z∩K es w∗-denso en K y sin embargo d̂(cow∗(K), Z) >
2d̂(K,Z). Sean a, b > 0 tales que d̂(cow∗(K), Z) > b > 2a > 2d̂(K,Z). A continuación
seguimos la argumentación de la Proposición 1.8 pero introduciendo los siguientes cam-
bios:

(i) Como Z ∩K es w∗-denso en K, ocurre que ∅ 6= Vk ∩H ⊂ Vk ∩ Z ∩K, ∀k ≥ 1.
Ahora elegimos ηk en Vk ∩ K ∩ Z, de modo que, como ηk ∈ Z, se puede hacer la
descomposición ηk = η1

k + η2
k con η1

k = ηk y η2
k = 0;

(ii) Definimos

Yk = [{ηi : i = 1, ..., k}] , Y = ∪k≥1Yk ⊂ Z y
K1 = w∗-cl({ηi : i ≥ 1}) ⊂ Y ∗∗ ∩K.

Claramente d̂(K1, Z) ≤ d̂(K, Z) < a, de donde d̂(K1, Y ) ≤ 2d̂(K1, Z) ≤ 2a (de
hecho, d̂(K1, Y ) ≤ ‖QZ‖a ≤ ‖QX‖a ≤ 2a). Finalmente, todo punto w∗-ĺımite η0 de
{ηk}k≥1 en X∗∗ satisface η0 ∈ K1, d(η0, Y ) ≤ 2a y d(η0, Y ) ≥ b, que es una contradicción.
¥

Observación. El argumento de la Proposición 1.8, de hecho, conduce a que

d̂(cow∗(K), Z) ≤ (2‖QZ‖+ 1)d̂(K, Z) ≤ (2‖QX‖+ 1)d̂(K, Z) ≤ 5d̂(K, Z).

También en la Proposición 1.9 se obtiene, de hecho, que

d̂(cow∗(K), Z) ≤ ‖QZ‖d̂(K, Z) ≤ ‖QX‖d̂(K, Z) ≤ 2d̂(K,Z).

Corolario 1.10. Sean X un espacio de Banach, Z ⊂ X∗ un subespacio de X∗ y
K ⊂ X∗ un subconjunto w∗-compacto w∗-fragmentado por la norma de X∗. Entonces
d̂(cow∗(K), Z) = d̂(K,Z).

Demostración. Todo se sigue inmediatamente del Lema 1.7. También puede deducirse
de [40, Theorems 2.3 and 2.5], en donde se prueba que co(K) = cow∗(K) siempre que
K ⊂ X∗ sea un subconjunto de X∗, que esté w∗-fragmentado por la norma de X∗. ¥

Nos interesa considerar los casos X = (`1(I), ‖ ·‖1) y X = (`∞(I), ‖ ·‖∞), en relación
con el comportamiento de la distancia d̂(cow∗(K), X) respecto de la distancia d̂(K, X),
para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗. El comportamiento de (`1(I), ‖ · ‖1)
es óptimo (es decir, d̂(cow∗(K), X) = d̂(K,X), para todo subconjunto w∗-compacto
K ⊂ X∗∗). Sin embargo, el comportamiento de (`∞(I), ‖·‖∞) no es bueno, como veremos
más tarde.
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Respecto del espacio de Banach X = (`1(I), ‖ · ‖1), tenemos que hacer observar, en
primer término, que no se puede aplicar la Proposición 1.4 porque desconocemos si `1(I)
tiene la propiedad J , cuando I es incontable (si I es contable, `1(I) es separable y tiene
la propiedad J). De hecho, si aceptamos que existe un cardinal medible incontable α
(ver [14, p. 186, 196] para las definiciones, etc.) e I es a un conjunto con |I| = α, se
prueba fácilmente que `1(I) no tiene la propiedad J .

Proposición 1.11. Sean I un conjunto infinito y X = (`1(I), ‖ · ‖1). Entonces todo
subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ verifica que d̂(cow∗(K), X) = d̂(K,X).

Demostración. Primero, observemos que X∗ = `∞(I) y que X∗∗ es el espacio MR(βI)
de las medidas de Radon sobre βI. Aśı que X∗∗ puede descomponerse de la siguiente
forma

X∗∗ = `1(I)⊕1 MR(βI \ I).

Notemos que el subespacio `1(I) de esta descomposición coincide con el subespacio J(X),
siendo J : X → X∗∗ la inclusión canónica. Si µ ∈ MR(βI), escribimos µ = µ1 + µ2,
donde µ1 ∈ `1(I) y µ2 = µ¹βI\I ∈ MR(βI \ I). Por tanto d(µ,X) = ‖µ2‖.

Supongamos que existen un subconjunto w∗-compacto K ⊂ BX∗∗ y dos números
a, b > 0 tales que:

d̂(K, X) < a < b < d̂(cow∗(K), X).

Por el Lema 1.7 tenemos el siguiente Hecho:

Hecho. Existe un funcional ψ ∈ S(X∗∗∗) ∩ X⊥ y un subconjunto w∗-compacto
∅ 6= H ⊂ K tal que para todo subconjunto w∗-abierto V con V ∩ H 6= ∅ existe ξ ∈
cow∗(V ∩H) con ψ(ξ) > b.

Etapa 1. Aplicando el Hecho elegimos ξ1 ∈ cow∗(H) con ψ(ξ1) > b. Como B(X∗)
es w∗-denso en B(X∗∗∗), existe x∗1 ∈ S(X∗) con x∗1(ξ1) > b. A continuación elegimos
η1 ∈ H tal que x∗1(η1) > b. Si η1 = η1

1 + η2
1, con η1

1 ∈ `1(I) y η2
1 ∈ MR(βI \ I), entonces

‖η2
1‖ = d(η1, X) ≤ d̂(K, X) < a,

de donde ‖η1
1‖ = ‖η1‖ − ‖η2

1‖ > b − a, porque ‖η1‖ ≥ x∗1(η1) > b. Por tanto pode-
mos hallar un vector y1 ∈ B(X∗) = B(`∞(I)) con soporte finito, digamos supp(y1) =
{γ11, ..., γ1p1} ⊂ I, tal que y1(η1

1) > b− a. Como y1(η2
1) = 0, tenemos que

y1(η1) = y1(η1
1) > b− a.

Etapa 2. Sea V1 = {u ∈ X∗∗ : y1(u) > b− a}, que es un subconjunto w∗-abierto de
X∗∗ con V1 ∩ H 6= ∅, porque η1 ∈ V1 ∩ H. Por el Hecho existe ξ2 ∈ cow∗(V1 ∩ H) con
ψ(ξ2) > b. Puesto que ψ(ξ2) > b y ψ(eγ1i) = 0, 1 ≤ i ≤ p1 (donde eγ1i ∈ `1(I) es el
vector unitario tal que eγ1i(γ) = 1, si γ = γ1i, y eγ1i(γ) = 0, si γ 6= γ1i), existe x∗2 ∈ BX∗

con x∗2(ξ2) > b y x∗2(eγ1i) = 0, 1 ≤ i ≤ p1. Es claro que se puede elegir η2 ∈ V1 ∩ H
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tal que x∗2(η2) > b y también y1(η2) > b − a porque η2 ∈ V1. Sea η2 = η1
2 + η2

2, con
η1
2 ∈ `1(I), η2

2 ∈ MR(βI \ I) y ‖η2
2‖ = d(η2, X) ≤ d̂(K,X) < a. Puesto que

‖η1
2‖ ≥ |x∗2(η1

2)| = |x∗2(η2)− x∗2(η
2
2)| ≥ |x∗2(η2)| − |x∗2(η2

2)| > b− a,

y x∗2 = 0 sobre el soporte supp(y1) de y1, podemos hallar y2 ∈ BX∗ con soporte finito
supp(y2) = {γ21, ..., γ2p2} ⊂ I \ supp(y1) tal que y2(η1

2) > b − a. De aqúı que y2(η2) =
y2(η1

2) > b− a.

Reiterando, obtenemos la secuencia {yk}k≥1 ⊂ BX∗ con soportes disjuntos dos a
dos y la secuencia {ηk}k≥1 ⊂ H ⊂ BX∗∗ tal que yn(ηk) > b − a para k ≥ n. Como
‖∑n

i=1 yi‖ ≤ 1 (porque los vectores {yk}k≥1 ⊂ B(`∞(I)) tienen soportes disjuntos dos a
dos) y (

∑n
i=1 yi)(ηn) > n(b− a), ∀n ≥ 1, obtenemos que ‖ηn‖ > n(b− a), ∀n ≥ 1, que

es una contradicción, porque ‖ηn‖ ≤ 1. ¥

1.2 Contraejemplos

Ya sabemos que todo espacio de Banach X, todo subespacio Z ⊂ X y todo subconjunto
w∗-compacto K ⊂ X∗∗ verifican, en general, que d̂(cow∗(K), Z) ≤ 5d̂(K, Z), y si K ∩ Z
es w∗-denso en K, entonces d̂(cow∗(K), Z) ≤ 2d̂(K, Z). En vista de estos resultados cabe
hacerse varias preguntas, a saber

(1) Realmente, ¿existen algún espacio de Banach X y algún subconjunto w∗-compacto
K ⊂ X∗∗ tal que d̂(cow∗(K), Z) > d̂(K,Z) > 0?

(2) ¿Cuál es la constante óptima 1 ≤ M < ∞ tal que d̂(cow∗(K), Z) ≤ Md̂(K, Z)
para todo espacio de Banach X, todo subespacio Z ⊂ X y todo subconjunto w∗-
compacto K ⊂ X∗∗?

(3) ¿Cuál es la constante óptima 1 ≤ M < ∞ tal que d̂(cow∗(K), Z) ≤ Md̂(K, Z)
para todo espacio de Banach X, todo subespacio Z ⊂ X y todo subconjunto w∗-
compacto K ⊂ X∗∗ tal que K ∩ Z es w∗-denso en K?

En la siguiente proposición construimos un espacio de Banach X y dentro de X

(1) un subconjunto w∗-compacto K ⊂ BX∗∗ tal que K ∩ X es w∗-denso en K y
d̂(K, X) = 1

2 pero d̂(cow∗(K), X) = 1. Esto prueba que la constante óptima M de la
pregunta (3) verifica M = 2.

(2) un subconjunto w∗-compacto H ⊂ BX∗∗ tal que d̂(H, X) = 1
3 pero

d̂(cow∗(H), X) = 1. Esto prueba que la respuesta a la pregunta (1) es afirmativa y
que la constante óptima M de la pregunta (2) verifica 3 ≤ M ≤ 5.

Proposición 1.12. Existe un espacio de Banach X verificando que:

(A) existe un subconjunto w∗-compacto K ⊂ BX∗∗ tal que K ∩X es w∗-denso en K
y d̂(K, X) = 1

2 pero d̂(cow∗(K), X) = 1, y



12 INTRODUCCIÓN

(B) existe un subconjunto w∗-compacto H ⊂ BX∗∗ tal que d̂(H, X) = 1
3 pero

d̂(cow∗(H), X) = 1.

Demostración. Consideremos el compacto de Cantor C = {0, 1}N y el conjunto S =
{0, 1}(N) = {0, 1} ∪ {0, 1}2 ∪ {0, 1}3 ∪ · · · . Sea λ la probabilidad de Haar sobre {0, 1}N.
Si σ = (σ1, σ2, . . . ) ∈ C y n ∈ N, ponemos σ¹n = (σ1, σ2, . . . , σn) ∈ S. Si A ⊂ {0, 1}n,
sea fA : C → {0, 1} la función continua definida por

∀σ ∈ C, fA(σ) =

{
1, si σ¹n ∈ A,

0, si σ¹n /∈ A.

Claramente para todo A ⊂ {0, 1}n y todo n ∈ N se tiene que 0 ≤ ∫
C fAdλ ≤ 1. Sea

I = {fA : A ⊂ {0, 1}n con |A| = 2n − n y n ∈ N},
que satisface |I| = ℵ0. Aśı que podemos identificar I con N. Por ejemplo, ponemos
I = {fAm : m ≥ 1} y hacemos corresponder m ∈ N con fAm ∈ I. Observemos que:

(1) La familia contable I separa puntos en C.
(2) Para todo k ∈ N, el conjunto {fA ∈ I :

∫
C fAdλ ≤ 1 − 1

k} es finito. Por tanto,
ĺımm→∞

∫
C fAm(σ)dλ(σ) = 1.

(3) Si σ ∈ C, sea O(σ) = {fA ∈ I : fA(σ) = 0}. Dado un subconjunto finito
σ(1), σ(2), . . . σ(p) ∈ C, es fácil ver que |⋂p

i=1O(σ(i))εi | = ℵ0, donde εi = ±1, O(σ(i))+1 =
O(σ(i)) y O(σ(i))−1 = I \ O(σ(i)).

(4) Para todo fA ∈ I existe σ ∈ C tal que fA(σ) = 1.

De (3) y (4) obtenemos que el compacto O =
⋂

σ∈C O(σ)
βI

satisface ∅ 6= O ⊂ I∗ :=
βI \ I. Consideremos la función ψ : C → {0, +1}I ⊂ B`∞(I) tal que

∀i = fA ∈ I, ∀σ ∈ C, ψ(σ)(i) = fA(σ).

Observemos que ψ es a una función inyectiva y continua, cuando se considera en {0, +1}I

la w∗-topoloǵıa de `∞(I), que coincide con la topoloǵıa producto de {0, +1}I . Aśı que
D := ψ(C) ⊂ {0, +1}I es un compacto homeomorfo a C tal que Ď¹O = 0. Sea µ := ψ(λ)
la probabilidad de Radon sobre D, imagen de λ por la función continua ψ, y r(µ) =: z0 ∈
cow∗(D) el baricentro de µ. Por (2) tenemos que ž0(p) = +1, para todo p ∈ I∗ := I

βI \I.
Por tanto, ž0¹ O = +1.

Por cada m ∈ N (que se corresponde con fAm ∈ I) definimos

Dm
1 = {d ∈ D : πm(d) = 1}, Dm

0 = {d ∈ D : πm(d) = 0}, m ≥ 1,

siendo πm : `∞ → R la proyección que nos da la coordenada m-ésima. Entonces
µ(Dm

1 ) → 1 y, por tanto, µ(Dm
0 ) = µ(D \ Dm

1 ) → 0 para m → ∞. En efecto, si
m ∈ N se tiene

µ(D1
m) =

∫

D
πm(x)dµ(x) =

∫

C
πm ◦ ψ(σ)dλ(σ) =

∫

C
ψ(σ)(fAm)dλ(σ) =

∫

C
fAm(σ)dλ(σ).
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Por (2) sabemos que ĺımm→∞
∫
C fAm(σ)dλ(σ) = 1. Por tanto µ(Dm

1 ) → 1 para m →∞.

Sea X := {f ∈ `∞(I) : f̌¹O = 0}. Su dual X∗ es

X∗ = `1(I)⊕1 MR(I∗,O),

donde MR(I∗,O) es el espacio de las medidas de Radon ν sobre I∗ tales que |ν|(O) = 0
(⊕1 significa la `1-suma). Observemos que `1(I)⊕1 MR(I∗,O) es un subespacio cerrado
complementado de (`∞(I))∗ = `1(I)⊕1 MR(βI \ I).

El bidual X∗∗ de X es

X∗∗ = `∞(I)⊕∞ MR(I∗,O)∗,

donde ⊕∞ significa la `∞-suma. Sean π1, π2 : X∗∗ → X∗∗ las proyecciones canónicas
sobre los sumandos `∞(I) y MR(I∗,O)∗, respectivamente. Observemos que los sube-
spacios π1(X∗∗) = `∞(I) y π2(X∗∗) = MR(I∗,O)∗ son subespacios w∗-cerrados de
X∗∗. Aún más, la w∗-topoloǵıa σ(X∗∗, X∗) coincide sobre π1(X∗∗) = `∞(I) con la
σ(`∞(I), `1(I))-topoloǵıa. Si x ∈ X∗∗ ponemos x = (x1, x2), con π1(x) = x1 ∈ `∞(I)
y π2(x) = x2 ∈ MR(I∗,O)∗. Por tanto, si J : X → X∗∗ es la inmersión canónica
y f ∈ X, escribimos J(f) = (f1, f2), donde f1 = π1(f) = f y π2(f) = f2 es tal
que f2(ν) = ν(f̌) =

∫
I∗\O f̌dν, para toda ν ∈ MR(I∗,O). Notemos que el espa-

cio (Bob(I∗,O), ‖ · ‖∞) de las funciones borelianas acotadas h : I∗ → R que se
anulan sobre O con la norma del supremo ‖ · ‖∞, se puede considerar isométrica e
isomórficamente sumergido en π2(X∗∗) = MR(I∗,O)∗. De hecho, si f ∈ X, entonces
π2(f) = f2 = f̌ ∈ Bob(I∗,O).

(A) La aplicación φ : `∞(I) → X∗∗ tal que φ(f) = (f, 0), ∀f ∈ `∞(I), es un isomorfis-
mo isométrico entre `∞(I) y π1(X∗∗) y también un isomorfismo para la σ(`∞(I), `1(I))-
topoloǵıa de `∞(I) y la w∗-topoloǵıa de π1(X∗∗). Aśı que φ(D) = {(d, 0) : d ∈ D} ⊂
BX∗∗ es un subconjunto w∗-compacto de BX∗∗ homeomorfo a C. Sea

K := {(f, 0) ∈ BX∗∗ : 0 ≤ f ≤ d para algún d ∈ D}.

Es inmediato que K es un subconjunto w∗-compacto de B`∞(I) ⊂ BX∗∗ tal que φ(D) ⊂ K

y K ∩ J(X)
w∗

= K.

Aserto 1. d̂(K,J(X)) = 1
2 .

En efecto, sea (f, 0) ∈ K. Entonces, claramente, ‖(f, 0)− 1
2J(f)‖ = ‖(1

2f,−1
2 f̌)‖ ≤ 1

2 .
En consecuencia, d̂(K,J(X)) ≤ 1

2 .

Por otra parte, dado τ ∈ C, sea ψ(τ) =: dτ ∈ D. Es inmediato que supp(dτ ) = {i ∈
I : dτ (i) = 1} =: Aτ es un subconjunto infinito. Afirmamos que d((dτ , 0), J(X)) ≥ 1

2 .
En efecto, de no ser aśı, existiŕıa h ∈ X tal que ‖(dτ , 0)−J(h)‖ = ‖(dτ , 0)− (h, ȟ)‖ < 1

2 .
Aśı que ‖dτ − h‖ < 1

2 en `∞(I), lo que implica que 1
2 < h sobre Aτ , de donde ȟ ≥ 1

2
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sobre Aτ
βI . Puesto que Aτ es infinito, existe p ∈ Aτ

βI \ I ⊂ I∗, que obviamente verifica
ȟ(p) ≥ 1

2 . Sea δp ∈ MR(I∗,O) la probabilidad de Dirac con masa 1 sobre p. Entonces

|((dτ , 0)− (h, ȟ))(δp)| = |0− ȟ(δp)| = | − ȟ(p)| ≥ 1
2 ,

de donde ‖(dτ , 0)−J(h)‖ ≥ 1
2 , que contradice la hipótesis de partida. Aśı que d̂(K, J(X)) ≥

1
2 .

Aserto 2. d̂(cow∗(K), J(X)) = 1.
En efecto, en primer término d̂(cow∗(K), J(X)) ≤ 1 porque cow∗(K) ⊂ B(X∗∗ . Por

otra parte, sea ν := φ(µ) la probabilidad sobre φ(D) ⊂ K imagen de µ por la inyección
lineal continua φ. Es inmediato ver que el baricentro r(ν), que es un punto de cow∗(K),
verifica r(ν) = (z0, 0), siendo z0 = r(µ) ∈ B`∞(I). Afirmamos que d((z0, 0), J(X)) ≥ 1.
En efecto, dado h ∈ X, se tiene que ȟ¹O = 0 mientras que ž0¹ O = +1. Aśı que dado
ε > 0 existe un entorno abierto V de O en βI tal que

∀v ∈ V, ȟ(v) ≤ ε

2
mientras que ž0(v) ≥ 1− ε

2
.

En particular, ∀v ∈ V ∩I, ȟ(v) ≤ ε
2 y ž0(v) ≥ 1− ε

2 , de donde concluimos que ‖z0−h‖ ≥
1, es decir, ‖(z0, 0)− (h, ȟ)‖ ≥ 1, lo que prueba que d((z0, 0), J(X)) ≥ 1.

(B) Sea g := 1I∗\O ∈ Bob(I∗,O) y consideremos Φ : `∞(I) → X∗∗ tal que Φ(f) =
(f, +1

3g), ∀f ∈ `∞(I). Φ es una aplicación af́ın entre `∞(I) y π1(X∗∗), que es continua
para la σ(`∞(I), `1(I))-topoloǵıa de `∞(I) y la w∗-topoloǵıa de π1(X∗∗). Aśı que Φ(D) =
{(d, 1

3g) : d ∈ D} =: H ⊂ BX∗∗ es un subconjunto w∗-compacto de BX∗∗ homeomorfo a
C.

Aserto 3. d̂(H,J(X)) = 1
3 .

En efecto, sea (d, +1
3g) ∈ H. Entonces, claramente, ‖(d,+1

3g)− 2
3J(d)‖ = ‖(1

3d, +1
3g−

2
3 ď)‖ ≤ 1

3 . En consecuencia, d̂(H,J(X)) ≤ 1
3 .

Por otra parte, dado τ ∈ C, sean ψ(τ) =: dτ ∈ D y supp(dτ ) = {i ∈ I : dτ (i) = 1} =:
Aτ , que es un subconjunto infinito. Afirmamos que d((dτ ,+1

3g), J(X)) ≥ 1
3 . En efecto,

de no ser aśı, existiŕıa h ∈ X tal que ‖(dτ , +1
3g) − J(h)‖ = ‖(dτ − h,+1

3g − ȟ)‖ < 1
3 .

Por tanto ‖dτ − h‖ < 1
3 en `∞(I), lo que implica que 2

3 < h sobre Aτ , de donde ȟ ≥ 2
3

sobre Aτ
βI . Puesto que Aτ es infinito, existe p ∈ Aτ

βI \ I ⊂ I∗, que obviamente verifica
ȟ(p) ≥ 2

3 . Sea δp ∈ MR(I∗,O) la probabilidad de Dirac con masa 1 sobre p. Entonces

|((dτ , +1
3g)− (h, ȟ))(δp)| = | (1

3g − ȟ)(δp)| = |13g(p)− ȟ(p)| ≥ 1
3 ,

de donde ‖(dτ , +1
3g) − J(h)‖ ≥ 1

3 , que contradice la hipótesis de partida. Aśı que
d̂(H, J(X)) ≥ 1

3 .

Aserto 4. d̂(cow∗(H), J(X)) = 1.
En efecto, en primer término d̂(cow∗(H), J(X)) ≤ 1 porque cow∗(H) ⊂ BX∗∗ . Por

otra parte, sea ρ := Φ(µ) la probabilidad sobre Φ(D) ⊂ H imagen de µ por la inyección
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af́ın continua Φ. Como en el caso (A) es inmediato que r(ρ) = (z0,+1
3g). Afirmamos

que d((z0,+1
3g), J(X)) ≥ 1. En efecto, dado h ∈ X, se tiene que ȟ¹O = 0 mientras que

ž0¹ O = +1. Aśı que dado ε > 0 existe un entorno abierto V de O en βI tal que

∀v ∈ V, ȟ(v) ≤ ε

2
mientras que ž0(v) ≥ 1− ε

2
.

En particular, ∀v ∈ V ∩I, ȟ(v) ≤ ε
2 y ž0(v) ≥ 1− ε

2 , de donde concluimos que ‖z0−h‖ ≥
1, es decir, ‖(z0, +1

3g)− (h, ȟ)‖ ≥ 1, lo que prueba que d((z0, +1
3g), J(X)) ≥ 1. ¥
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Caṕıtulo 2

Espacios de Banach
universalmente Krein-Šmulian

Vamos a dedicar este Caṕıtulo a investigar condiciones para que las distancias
d̂(cow∗(K), Z) estén M -controladas por las distancias d̂(K, Z) (esto es, si existe una
constante 1 ≤ M < ∞ tal que d̂(cow∗(K), Z) ≤ Md̂(K, Z)), cuando Z es un cierto
subespacio de un espacio de Banach dual X∗ y K un subconjunto w∗-compacto de X∗.
El estudio que aqúı realizamos nos va a conducir a la caracterización de la existencia de
copias isomorfas de `1(c) en un espacio de Banach Z.

En todo lo que sigue convenimos en adoptar la siguiente terminoloǵıa. Un subconjun-
to convexo Z ⊂ X∗ del dual X∗ de un espacio de Banach X tiene M -control en X∗, para
algún 1 ≤ M < ∞, si d̂(cow∗(K), Z) ≤ Md̂(K, Z) para todo subconjunto w∗-compacto
K ⊂ X∗. Un subconjunto convexo Z ⊂ X∗ tiene control en X∗ sii Z tiene M -control en
X∗, para algún 1 ≤ M < ∞.

El control ejercido por las distancias d̂(K, Z) sobre las distancias d̂(cow∗(K), Z),
para K ⊂ X∗ subconjunto w∗-compacto y Z ⊂ X∗ subespacio ó subconjunto convexo,
es muy variable. Si Z ⊂ X∗ es un subconjunto convexo w∗-cerrado del espacio dual X∗ y
K ⊂ X∗ es un subconjunto arbitrario, es fácil ver que d̂(cow∗(K), Z) = d̂(K, Z). Veamos
este hecho elemental.

Proposición 2.1. Sean X un espacio de Banach, Z ⊂ X∗ un subconjunto convexo
w∗-cerrado de X∗ y W ⊂ X∗ un subconjunto arbitrario de X∗. Entonces

d̂(cow∗(W ), Z) = d̂(W,Z).

Demostración. En primer término, es obvio que d̂(cow∗(W ), Z) ≥ d̂(W,Z) =: a. Fijemos
un punto w0 ∈ cow∗(W ) y sea ε > 0. Elegimos una red {wα : α ∈ A} ⊂ co(W ) tal que
wα

w∗→ w0 cuando α ∈ A. Puesto que d̂( co(W ), Z) = d̂(W,Z), por cada α ∈ A elegimos
zα ∈ Z tal que ‖wα−zα‖ < a+ε. Aśı que la red {wα−zα : α ∈ A} está dentro de la bola
(a + ε)B(X∗), que es un subconjunto w∗-compacto. Por tanto, pasando a una subred
si fuera preciso, podemos suponer que wα − zα

w∗→ u0 para cierto u0 ∈ (a + ε)B(X∗).
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Como wα
w∗→ w0, concluimos que zα = wα − (wα − zα) w∗→ w0 − u0 y, también, que

w0−u0 =: z0 ∈ Z porque Z es w∗-cerrado. En consecuencia podemos escribir w0 = z0+u0

con z0 ∈ Z y u0 ∈ (a+ε)B(X∗), de donde concluimos, al ser ε > 0 un número arbitrario,
que d(w0, Z) ≤ d̂(W,Z). Por tanto d̂(cow∗(W ), Z) = d̂(W,Z). ¥

Sin embargo, si Z ⊂ X∗ es un subespacio X∗, que no es w∗-cerrado, todas las
situaciones son posibles, a saber

(A) Hay situaciones en que el control es óptimo, es decir, d̂(cow∗(K), Z) = d̂(K, Z)
para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗. En esta Sección mostramos que esto
ocurre cuando la bola unidad dual cerrada (BZ∗ , w

∗) es angélica.

(B) Como vimos en el Caṕıtulo 1, todo espacio de Banach X posee “buen” control en
su bidual X∗∗. De hecho, hemos visto que es válida la siguiente extensión del Teorema
de Krein-Šmulian : si Z ⊂ X es un subespacio del espacio de Banach X y K ⊂ X∗∗

es un subconjunto w∗−compacto de X∗∗, entonces: (i) Siempre ocurre d̂(cow∗(K), Z) ≤
5d̂(K,Z) y, si Z ∩ K es w∗-denso in K, entonces d̂(cow∗(K), Z) ≤ 2d̂(K, Z); (ii) la
igualdad d̂(K, X) = d̂(cow∗(K), X) es válida en muchos casos, por ejemplo, si `1 6⊂ X∗,
si X tiene bola unidad dual cerrada w∗-angélica (por ejemplo, si X es WCG ó WLD),
si X = `1(I), si K está fragmentado por la norma de X∗∗, etc. Sin embargo, no todo
espacio de Banach Y posee control óptimo en su bidual Y ∗∗, porque, como ya hemos
visto, existen ejemplos de espacios de Banach Y y subconjuntos w∗-compactos K ⊂ Y ∗∗

tales que d̂(cow∗(K), Y ) ≥ 3d̂(K, Y ) > 0.

(C) Finalmente, existen subespacios Z ⊂ X∗ que no tienen control de ningún tipo
en X∗. En esta Sección construimos ejemplos de este comportamiento y caracterizamos
esta clase de espacios de Banach.

A continuación introducimos cierta terminoloǵıa. Si Y es un espacio de Banach y τ
una topoloǵıa vectorial localmente convexa Hausdorf sobre Y más grosera que la de la
norma (por ejemplo τ = σ(Y, Z) siendo Z un subespacio de Y ∗ que separa puntos de Y ),
se dice que (Y, τ) verifica el Teorema de Krein-Šmulian sii para todo subconjunto ‖ · ‖-
acotado τ -compacto K ⊂ Y se tiene que coτ (K) es τ -compacto. Si, además, coτ (K) =
co‖·‖(K), entonces se dice que (Y, τ) satisface el Teorema fuerte de Krein-Šmulian.

Si X es un espacio de Banach, Y ⊂ X∗ un subespacio cerrado y (Y, w∗) satisface
el Teorema de Krein-Šmulian (resp., el Teorema fuerte de Krein-Šmulian), entonces se
dice que Y satisface la propiedad de Krein-Šmulian (abrev., KSP ) en X∗ (resp., la KSP
fuerte en X∗).

Si Y es un espacio de Banach tal que, para todo espacio de Banach X y todo
subespacio cerrado Z ⊂ X∗ isomorfo a Y , Z satisface la KSP en X∗ (resp., la KSP
fuerte en X∗), entonces se dice que Y es universalmente Krein-Šmulian (abrev., uKS)
(resp., fuertemente uKS). Claramente, si un subespacio cerrado Z ⊂ X∗ tiene control
en X∗, entonces Z tiene la KSP en X∗.
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Un espacio de Banach Y tiene universalmente M -control (abrev., uC(M)), para
algún 1 ≤ M < ∞, si para todo espacio de Banach X y todo subespacio Z ⊂ X∗

isomorfo a Y , d̂(cow∗(K), Z) ≤ Md̂(K,Z) para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗.
Un espacio de Banach Y tiene universalmente control (abrev., uC) si para todo espacio
de Banach X y todo subespacio Z ⊂ X∗ isomorfo a Y , Z tiene control en X∗.

En este caṕıtulo mostramos que la clase de los espacios de Banach uKS, la clase de
los espacios de Banach fuertemente uKS, la clase de los espacios de Banach que tienen
uC y la clase de los espacios de Banach que tienen uC(3) coinciden con la clase F de
los espacios de Banach X que no poseen una copia isomorfa de `1(c). La clase F ha
sido estudiada por muchos autores, por ejemplo, por Talagrand en [52], por Cascales,
Manjabacas y Vera en [7], por Cascales y Shvydkoy en [11], etc. Estos autores prueban
interesantes resultados para esta clase F , por ejemplo, si Y es un espacio de Banach,
los siguientes asertos son equivalentes: (1) Y ∈ F ; (2) Y no admite a `∞ como cociente;
(3) (BY ∗ , w

∗) no contiene una copia homeomorfa de βN. La clase F es muy amplia y
contiene, entre otros, a los espacios de Banach X con bola unidad dual cerrada (BX∗ , w∗)
angélica, a los espacios de Banach con la propiedad (C) de Corson, etc.

Empecemos con las siguientes observaciones:

(i) Si Z ⊂ X∗ es un subespacio de un espacio de Banach dual X∗ y u ∈ X∗, entonces
d(u,Z) = sup{〈v, u〉 : v ∈ BZ⊥} donde Z⊥ = {v ∈ X∗∗ : 〈v, z〉 = 0, ∀z ∈ Z}.

(ii) Trivialmente, la propiedad KSP y la KSP fuerte son propiedades diferentes. En
efecto, si X es un espacio de Banach con una copia isomórfica de `1, entonces X∗ tiene
la KSP en X∗ pero no la KSP fuerte (ver [30]).

La siguiente proposición es elemental.

Proposición 2.2. Si Y es un espacio de Banach, entonces:
(1) Y es uKS sii para todo subespacio normante Z ⊂ Y ∗, (Y, σ(Y, Z)) satisface el

Teorema de Krein-Šmulian .

(2) Y es fuertemente uKS sii para todo subespacio normante Z ⊂ Y ∗, (Y, σ(Y, Z))
satisface el Teorema fuerte de Krein-Šmulian.

Demostración. (1) Sea Y un espacio de Banach que es uKS y supongamos que W ⊂ Y ∗

es un subespacio normante sobre Y . Entonces existe una inmersión isomórfica i : Y →
W ∗ de modo que (i(Y ), σ(W ∗,W )) e (Y, σ(Y, W )) son isomorfos. Como Y es uKS,
entonces i(Y ) tiene la KSP en W ∗ con respecto a la w∗-topoloǵıa σ(W ∗,W ). Puesto que
las topoloǵıas σ(W ∗, W ) y σ(W ∗,W ) coinciden sobre BW ∗ , concluimos que (Y, σ(Y, W ))
satisface el Teorema de Krein-Šmulian.

Para probar la implicación inversa, sea X un espacio de Banach e i : Y → X∗ una
inmersión isomórfica. Sea i(Y ) =: Z ⊂ X∗ la copia isomórfica de Y en X∗. Aśı que
i∗(X) ⊂ Y ∗ es un subespacio de Y ∗ normante sobre Y tal que (Z,w∗) e (Y, σ(Y, i∗(X)))
son isomorfos. Por tanto, si (Y, σ(Y, i∗(X))) satisface el Teorema de Krein-Šmulian,
entonces Z tiene la KSP en X∗.



20 ESPACIOS DE BANACH UNIVERSALMENTE KREIN-ŠMULIAN

(2) Esta prueba es análoga a la de la parte (1). ¥

El siguiente Lema es, en esencia, el Lema 1.7 con algunas modificaciones. Para co-
modidad del lector reproducimos su prueba con los cambios pertinentes.

Lema 2.3. Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto w∗-compacto de X∗ tal
que d̂(cow∗(K), co(K)) > d ≥ 0. Entonces existen r0 ∈ R, z0 ∈ cow∗(K) y ψ ∈ S(X∗∗)
tales que ψ(z0) > r0 + d y ψ(k) < r0, ∀k ∈ K. Aún más, si µ es una probabilidad de
Radon sobre K con baricentro r(µ) = z0 y H = supp(µ)(= soporte de µ), entonces:

(a) Para todo subconjunto w∗-abierto V de X∗ con V ∩H 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩H)
tal que ψ(ξ) > r0 + d.

(b) Existen una secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ BX y, para todo par de subconjuntos
disjuntos M,N de N, un punto ηM,N ∈ H tal que

ηM,N (xm) ≥ r0 + d, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ r0, ∀n ∈ N.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, suponemos que K ⊂ B(X∗). Puesto que
d̂(cow∗(K), co(K)) > d ≥ 0, por el Teorema de Hahn-Banach (ver Lema 3.1) existen
r0 ∈ R, ε > 0, z ∈ cow∗(K) y ψ ∈ S(X∗∗) tales que ψ(z) > r0 + d + ε y ψ(k) <
r0− ε, ∀k ∈ K. Por el Teorema de Bishop-Phelps, existe φ ∈ S(X∗∗) con ‖ψ−φ‖ ≤ ε/4
tal que φ alcanza su máximo valor sobre cow∗(K) en cierto z0 ∈ cow∗(K). Aśı que:

φ(z0) ≥ φ(z) = ψ(z) + (φ− ψ)(z) > r0 + d + ε− 1
4ε = r0 + d + 3

4ε , (2.1)
ψ(z0) = φ(z0) + (ψ − φ)(z0) > r0 + d + 3

4ε− 1
4ε = r0 + d + 1

2ε (2.2)

y para todo k ∈ K

φ(k) = ψ(k) + (φ− ψ)(k) < r0 − ε + 1
4ε < r0 + d + 3

4ε < φ(z0). (2.3)

En particular, observemos que z0 /∈ K por (2.3).

(a) Sea µ una probabilidad de Radon sobre K con baricentro r(µ) = z0 y soporte
H := supp(µ) y supongamos que existe un subconjunto w∗-abierto V de X∗ con V ∩H 6=
∅ tal que ψ(ξ) ≤ r0 + d, para todo ξ ∈ cow∗(V ∩H). Denotemos por µ1 = µ¹V ∩H a la
restricción de µ a V ∩H (esto es, µ1(B) = µ(B ∩ V ∩H), para todo subconjunto Borel
B ⊂ K) y µ2 := µ−µ1. Observemos que µ1 y µ2 son medidas positivas tales que µ1 6= 0
(porque ∅ 6= V ∩ H = V ∩ supp(µ)) y µ2 6= 0 (si µ2 = 0, esto es, µ = µ1 = µ¹V ∩H ,
entonces z0 = r(µ) ∈ cow∗(V ∩H) y ψ(z0) ≤ r0 +d, lo que contradice a (2.2)). Por tanto
se tiene la descomposición µ = µ1 + µ2 y también:

z0 = r(µ) = ‖µ1‖ · r( µ1

‖µ1‖) + ‖µ2‖ · r( µ2

‖µ2‖).

Puesto que r( µ1

‖µ1‖) ∈ cow∗(V ∩H), entonces ψ(r( µ1

‖µ1‖)) ≤ r0 +d, de donde φ(r( µ1

‖µ1‖)) ≤
r0+d+ 1

4ε (porque ‖ψ−φ‖ ≤ ε/4). Por tanto, teniendo en cuenta que r( µ2

‖µ2‖) ∈ cow∗(K)
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y (2.1), obtenemos

φ(z0) = ‖µ1‖φ(r(
µ1

‖µ1‖)) + ‖µ2‖φ(r(
µ2

‖µ2‖)) ≤

≤ ‖µ1‖(r0 + d +
1
4
ε) + ‖µ2‖φ(z0) < ‖µ1‖φ(z0) + ‖µ2‖φ(z0) = φ(z0),

una contradicción.

(b) Primero observemos que para todo subconjunto w∗-abierto V ⊂ X∗ con V ∩H 6=
∅ existen ξ ∈ cow∗(V ∩H) y η ∈ co(V ∩H) ⊂ cow∗(V ∩H) tales que ψ(ξ) > r0 + d y
ψ(η) < r0. En efecto, por (a) existe un punto ξ ∈ cow∗(V ∩H) tal que ψ(ξ) > r0 + d.
Por otro lado ψ(k) < r0, ∀k ∈ K, de donde obtenemos que ψ(η) < r0, para todo
η ∈ co(V ∩H)

Aśı que por [30, 2. LEMMA] existe una secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ S(X) tal que si
ponemos

An = {ξ ∈ H : ξ(xn) > r0 + d}, Bn = {η ∈ H : η(xn) < r0}, ∀n ≥ 1,

entonces para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N ⊂ N el subconjunto
w∗-abierto V (M, N) := (

⋂
m∈M Am) ∩ (

⋂
n∈N Bn) de H es no vaćıo.

En particular, para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N ⊂ N, se tiene

∅ 6= V (M,N) ⊂ (
⋂

m∈M

Am
w∗) ∩ (

⋂

n∈N

Bn
w∗) ⊂ H.

Puesto que H es w∗-compacto concluimos que para todo par de subconjuntos disjuntos
(finitos ó infinitos) M, N ⊂ N

∅ 6= (
⋂

m∈M

Am
w∗) ∩ (

⋂

n∈N

Bn
w∗) ⊂ H.

Puesto que Am
w∗ ⊂ {ξ ∈ H : ξ(xm) ≥ r0 + d} y Bn

w∗ ⊂ {η ∈ H : η(xn) ≤ r0},
finalmente obtenemos que para todo par de subconjuntos disjuntos (finitos ó infinitos)
M, N ⊂ N existe ηM,N ∈ H tal que

ηM,N (xm) ≥ r0 + d, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ r0, ∀n ∈ N.

¥

Si X es un conjunto, una familia (Ai, Bi)i∈I de pares de partes no vaćıas de X se
dice que es una familia independiente si Ai ∩ Bi = ∅, ∀i ∈ I, y para todo subconjunto
finito no vaćıo F ⊂ I se tiene que

⋂
i∈F εiAi 6= ∅, siendo εi = ±1, (+1)Ai := Ai y

(−1)Ai := Bi.

Lema 2.4. En N existe una familia independiente (Mi, Ni)i<c con cardinal c.
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Demostración. Consideremos el contraejemplo de la parte (A) de la Proposición 1.12.
Con la notación alĺı utilizada, recordemos que, dado un subconjunto finito σ(1), σ(2), . . . ,
σ(p) ∈ C, se tiene que |⋂p

i=1 εiO(σ(i))| = ℵ0, donde εi = ±1, (+1)O(σ(i)) := O(σ(i))
y (−1)O(σ(i)) := I \ O(σ(i)). Construimos la familia independiente utilizando como
sub́ındice a σ ∈ C del siguiente modo

∀σ ∈ C, Mσ = O(σ), Nσ = I \ O(σ).

¥

Nota. En el anterior Lema 2.4, por comodidad, hemos utilizado un resultado anterior
para deducir que en N existe una familia independiente con cardinal c. En realidad este
resultado sale del Teorema de Balcar-Franěk (ver [5],[14, p. 120]), que asegura que si
X es un espacio topológico compacto Hausdorf extremadamente disconexo con peso
w(K) = α, entonces existe una aplicación continua sobreyectiva f : X → {0, 1}α. Como
βN es extremadamente disconexo y w(βN) = c (ver [54, p. 76]), existe una aplicación
continua sobreyectiva f : βN → {0, 1}c. Sea πi : {0, 1}c → {0, 1}, i < c, la i-ésima
proyección y pongamos Ai := (πi ◦ f)−1(1)∩N y Bi := (πi ◦ f)−1(0)∩N. Se comprueba
inmediatamente que {(Ai, Bi) : i < c} es una familia independiente en N.

En la siguiente proposición establecemos la relación entre la clase F y las propiedades
uC(3) y fuertemente uKS.

Proposición 2.5. Si Y es un espacio de Banach tal que Y ∈ F , entonces Y tiene uC(3)
y es fuertemente uKS.

Demostración. Probemos, primeramente, que un espacio de Banach Y tiene uC(3) cuan-
do Y ∈ F . Claramente, basta probar que, si X es un espacio de Banach y Z ⊂ X∗ es
un subespacio cerrado, que no tiene 3-control en X∗, entonces Z contiene una copia
de `1(c). Supongamos pues que existen un subconjunto w∗-compacto K ⊂ BX∗ , un
punto z0 ∈ cow∗(K) y dos números positivos a, b tales que d(z0, Z) > b > 3a > a >
d(K, Z). Observemos que el hecho d(z0, Z) > b > 3a > a > d̂(K,Z) implica que
d̂(cow∗(K), co(K)) ≥ d(z0, co(K)) > b − a > 0. Por el Lema 2.3, existen r0 ∈ R, una
secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ BX y, para cada par de subconjuntos disjuntos M,N de N, un
punto ηM,N ∈ K tales que

ηM,N (xm) ≥ r0 + b− a, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ r0, ∀n ∈ N.

Puesto que d̂(K,Z) < a, para todo par de subconjuntos disjuntos M, N ⊂ N existe
zM,N ∈ Z tal que ‖zM,N − ηM,N‖ < a, de donde obtenemos

zM,N (xm) > r0 + b− 2a, ∀m ∈ M, y zM,N (xn) < r0 + a, ∀n ∈ N. (2.4)

Puesto que r0 +a < r0 + b−2a, si (Mi, Ni)i<c es una familia independiente de partes
de N con cardinal c (ver Lema 2.4), se prueba mediante un argumento bien conocido
(ver [17, p. 209]) que la familia {zMi,Ni : i < c} es equivalente a la base de `1(c).
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Ahora supongamos que Y ∈ F y probemos que Y es fuertemente uKS. En caso
contrario, existen un espacio de Banach X y un subespacio Z ⊂ X∗ isomorfo a Y tal
que d̂(cow∗(K), co(K)) > d > 0 para algún subconjunto w∗-compacto K ⊂ BZ . Por
el Lema 2.3, existen r0 ∈ R, una secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ BX y, para todo par de
subconjuntos disjuntos M, N de N, un punto ηM,N ∈ K tales que

ηM,N (xm) ≥ r0 + d, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ r0, ∀n ∈ N.

En consecuencia, si (Mi, Ni)i<c es una familia independiente de partes de N con cardinal
c, del argumento de ([17, p. 209]) obtenemos que la familia {ηMi,Ni : i < c} es equivalente
a la base de `1(c), lo que contradice que Z ∈ F . ¥

Corolario 2.6. Si Y es un espacio de Banach con Y ∈ F , entonces (Y, σ(Y, Z)) satisface
el Teorema fuerte de Krein-Šmulian para todo subespacio normante Z ⊂ X∗.

Demostración. La prueba sale directamente de la Proposición 2.5 y de la Proposición
2.2. ¥

Para la clase particular de los espacios de Banach Y con bola dual unidad cerrada
(BY ∗ , w

∗) w∗-angélica, obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.7. Si Y es un espacio de Banach con bola dual unidad cerrada (BY ∗ , w
∗)

w∗-angélica, entonces Y es fuertemente uKS y tiene uC(1), esto es, si X es un espacio
de Banach y Z ⊂ X∗ es un subespacio isomorfo a Y , entonces para todo subconjunto w∗-
compacto K ⊂ X∗ se tiene que d̂(cow∗(K), Z) = d̂(K,Z); aún más, cow∗(K) = co(K)
si K ⊂ Z.

Demostración. Sea Y un espacio de Banach con bola unidad dual cerrada BY ∗ w∗-
angélica. De la Proposición 2.5 obtenemos que Y tiene uC(3) y es fuertemente uKS,
porque un espacio de Banach pertenece a la clase F siempre que su bola unidad dual
cerrada sea w∗-angélica.

Supongamos que Y no tiene la propiedad uC(1), es decir, existen un espacio de
Banach X, un subespacio Z ⊂ X∗ isomorfo a Y , un subconjunto w∗-compacto K ⊂ BX∗

y dos números reales a, b > 0 tales que

d̂(cow∗(K), Z) > b > a > d̂(K,Z).

Cojamos ε > 0, w0 ∈ S(X∗∗) ∩ Z⊥ y u0 ∈ cow∗(K) tales que w0(u0) > b + ε.
Denotemos

U := {w ∈ BX∗∗ : 〈w, u0〉 ≥ b + ε} y V := {x ∈ BX : 〈u0, x〉 ≥ b + ε}.

Observemos que w0 ∈ U = V
w∗ . Si i : Z → X∗ es la inclusión canónica, entonces

i∗ : X∗∗ → Z∗ es una aplicación cociente tal que i∗(w0) = 0 ∈ i∗(U) ⊂ i∗(V )
w∗

. Puesto



24 ESPACIOS DE BANACH UNIVERSALMENTE KREIN-ŠMULIAN

que (BZ∗ , w
∗) es angélica, existe una secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ V tal que i∗(xn) w∗→ 0 en

la w∗-topoloǵıa σ(Z∗, Z). Por tanto, si y ∈ BX∗∗ es un punto w∗-ĺımite de {xn : n ≥ 1}
en BX∗∗ , entonces y ∈ BZ⊥ e y(u0) ≥ b + ε.

Sea el operador continuo T : X∗ → `∞ tal que T (u) = (u(xn))n≥1, ∀u ∈ X∗.
Entonces:

(1) T (Z) ⊂ c0, ‖T‖ ≤ 1 y T es w∗-w∗-continuo sobre los subconjuntos acotados de
X∗.

(2) T (K) =: H ⊂ B`∞ es un subconjunto w∗-compacto tal que

d̂(H, c0) ≤ d̂(K, Z) < a.

(3) Si v0 = T (u0), claramente v0 ∈ cow∗(H), de donde d(v0, c0) < a por Corolario
1.5.

Consideremos `∗∞ = `1⊕1MR(βN\N) (donde MR(βN\N) es el espacio de las medidas
de Radon sobre βN \ N) y sea {en : n ≥ 1} la base canónica del subespacio `1 de la
anterior suma directa. Claramente T ∗(en) = xn, n ≥ 1. Sea e0 un punto w∗-ĺımite de
{en : n ≥ 1} in B`∗∞ . Entonces y0 := T ∗(e0) es un punto w∗-ĺımite de {xn : n ≥ 1} en
BX∗∗ y, por tanto, y0 ∈ Z⊥ e y0(u0) ≥ b+ ε. Aún más, e0 ∈ c⊥0 y e0(v0) = y0(u0) ≥ b+ ε,
de donde obtenemos d(v0, c0) ≥ b+ε > b > a, una contradicción que prueba el enunciado.
¥

NOTA. En la Proposición 3.17 se dan resultados más fuertes que los de Proposición
2.7 para espacios de Banach Y con bola dual unidad cerrada (BY ∗ , w

∗) w∗-angélica.

Corolario 2.8. Todo espacio de Banach WLD es fuertemente uKS y tiene uC(1).

Demostración. El enunciado sale de la Prop. 2.7 y del hecho de que todo espacio de
Banach WLD tiene bola unidad dual cerrada angélica en la w∗-topoloǵıa (ver [1]). ¥

En el siguiente lema vemos que `1(c) no es uKS.

Lema 2.9. `1(c) no es uKS.

Demostración. Consideremos el espacio de Banach X = C([0, 1]) y la copia canónica
isométrica Z ⊂ C([0, 1])∗ =: MR([0, 1]) de `1([0, 1]) dentro del espacio de Banach
MR([0, 1]) de las medidas de Radon sobre el compacto [0, 1]. Es bien conocido que existe
una copia homeomorfa canónica K ⊂ BX∗ del compacto [0, 1] en (BX∗ , w∗). Claramente
K ⊂ BZ y cow∗(K) es el subconjunto P1([0, 1]) de las probabilidades de Radon sobre
[0, 1], que satisface P1([0, 1]) * Z. ¥

El siguiente resultado es el reverso de la Proposición 2.5.
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Proposición 2.10. Si X es un espacio de Banach universalmente Krein-Šmulian, en-
tonces X ∈ F .

Demostración. Sea X un espacio de Banach tal que X /∈ F (es decir, existe un subespacio
Y ⊂ X isomorfo a `1([0, 1])) y probemos que X no es uKS. Sea T : `1([0, 1]) → X
un isomorfismo sobre su imagen en X tal que T (`1([0, 1])) = Y . El espacio C([0, 1]),
considerado como un subespacio de `∞([0, 1]) = `1([0, 1])∗ (esto es, C([0, 1]) = {f ∈
`∞([0, 1]) : f continua sobre [0, 1]}) es 1-normante sobre `1([0, 1]). Denotemos por τ a
la σ(`1([0, 1]), C([0, 1]))-topoloǵıa de `1([0, 1]).

Sea E1 := T ∗−1(C([0, 1])) ⊂ X∗. Es fácil ver que el subespacio E1 es λ0-normante
sobre Y , para cierto 0 < λ0 ≤ 1 dependiendo de T (de hecho, vale λ0 = ‖T−1‖−1 ·‖T‖−1),
y que

T : (`1([0, 1]), τ) → (Y, σ(Y, E1))

es un isomorfismo.

Sea E2 = Y ⊥ = {z ∈ X∗ : z(y) = 0, ∀y ∈ Y } ⊂ X∗ y E = E1 + E2.

Aserto 1. E es λ0
3 -normante sobre X.

En efecto, cojamos u ∈ S(X).

(a) Supongamos que d(u, Y ) < λ0
3 . Sea y0 ∈ Y tal que ‖u − y0‖ < λ0

3 . Entonces
‖y0‖ > 1 − λ0

3 ≥ 2
3 y existe un elemento e1 ∈ S(E1) tal que e1(y0) > 2

3λ0, de donde
obtenemos e1(u) > 1

3λ0.

(b) Supongamos que d(u, Y ) ≥ λ0
3 . Entonces

sup{e(u) : e ∈ BE} ≥ sup{e(u) : e ∈ BE2} =

= sup{z(u) : z ∈ BY ⊥} = d(u, Y ) ≥ λ0

3
.

Por tanto, E es λ0
3 -normante sobre X.

Aserto 2. Y es σ(X, E)-cerrado en (X,σ(X, E)) y σ(X, E)¹Y = σ(Y, E1).

En efecto, Y es σ(X, E)-cerrado porque Y =
⋂

e∈E2
Ker(e) y σ(X,E)¹Y = σ(Y,E1)

porque E = E1 + E2 y E2 = Y ⊥.

Por el Lema 2.9 existe un subconjunto K ⊂ B`1([0,1]) tal que K es τ -compacto pero
coτ (K) no es τ -compacto. Sea H := T (K) ⊂ Y . Por el Aserto 2, H es un subcon-
junto ‖ · ‖-acotado σ(X, E)-compacto de X. Aún más, por el Aserto 2, coσ(X,E)(H) =
coσ(Y,E1)(H) ⊂ Y y, por tanto, coσ(X,E)(H) no es σ(X,E)-compacto porque es home-
omorfo a coτ (K), que no es τ -compacto. Por tanto X no es uKS por la Prop. 2.2.
¥

Combinando los resultados anteriores obtenemos la siguiente proposición.
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Proposición 2.11. Para un espacio de Banach Y los siguientes asertos son equiva-
lentes:

(0) Y es universalmente Krein-Šmulian.

(0’) Para todo subespacio normante Z ⊂ Y ∗, (Y, σ(Y, Z)) satisface el Teorema de
Krein-Šmulian.

(1) Y es fuertemente universalmente Krein-Šmulian.

(1’) Para todo subespacio normante Z ⊂ Y ∗, (Y, σ(Y, Z)) satisface el Teorema fuerte
de Krein-Šmulian.

(2) Y tiene universalmente 3-control, es decir, para todo espacio de Banach X y
todo subespacio Z ⊂ X∗ isomorfo a Y tenemos que d̂(cow∗(K), Z) ≤ 3d̂(K, Z) para todo
subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗.

(3) Y tiene universalmente control, es decir, si X es un espacio de Banach y Z ⊂ X∗

es un subespacio isomorfo a Y , existe una constante 1 ≤ M < ∞ tal que d̂(cow∗(K), Z) ≤
Md̂(K, Z), para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗.

(4) Y no tiene una copia de `1(c).

Demostración. Por la Prop. 2.2 se verifica (0) ⇔ (0′) y (1) ⇔ (1′). Claramente (1) ⇒ (0)
y (2) ⇒ (3) ⇒ (0). De la Prop. 2.5 obtenemos (4) ⇒ (1) + (2). Finalmente (0) ⇒ (4)
por Prop. 2.10. ¥

Si Z ⊂ X∗ es un subespacio cerrado del espacio de Banach dual X∗, entonces Z
tiene la KSP en X∗ siempre que Z tenga control en X∗. ¿Es el aserto inverso cierto?
Esto es, ¿tiene Z control en X∗ cuando Z verifica la KSP (incluso, la KSP fuerte) en
X∗? Mostramos en las siguientes proposiciones que la respuesta es negativa.

Proposición 2.12. Para todo espacio de Banach Y los siguientes asertos son equiva-
lentes:

(1) Y /∈ F .

(2) Existe un espacio de Banach X tal que para todo 1 ≤ M < ∞ existe un subespacio
ZM ⊂ X∗ isomorfo a Y verificando que ZM tiene la KSP fuerte en X∗ pero ZM no tiene
M -control en X∗.

Demostración. (2) ⇒ (1). Esta implicación se sigue de la Prop. 2.5.

(1) ⇒ (2). Sea (Y, ‖ · ‖) un espacio de Banach que posee una copia isomorfa de
`1(c). Por la Prop. 2.10 existen un espacio de Banach (E, |||·|||), un subespacio F ⊂ E∗

isomorfo a Y y un subconjunto w∗-compacto K ⊂ BF tal que cow∗(K)\F 6= ∅, es decir,
d̂(cow∗(K), F ) > 0. Sea ϕ : (Y, ‖ · ‖) → (F, |||·|||) el anterior isomorfismo.

Sea Xn := Y ∗
n ⊕1 En, donde Y ∗

n := (Y ∗, ‖ · ‖) y En := (E, |||·|||), ∀n ≥ 1. Nuestro
espacio X va a ser X :=

∑
n≥1⊕0Xn.
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Consideremos el operador Tn : Y → X∗
n = Y ∗∗

n ⊕∞ E∗
n, n ≥ 1, tal que Tn(y) =

( 1
n+1y, n

n+1ϕ(y)) y pongamos K̃n := {(0, k) ∈ X∗
n : k ∈ K}. Claramente Tn es un iso-

morfismo entre Y y Tn(Y ) =: Zn tal que ‖Tn‖ = ( n
n+1‖ϕ‖)∨ 1

n+1 y K̃n es un subconjunto
w∗-compacto de X∗

n. Aún más, tenemos:

Aserto 1. d̂(K̃n, Zn) ≤ 1
n‖ϕ−1‖ pero

d̂(cow∗(K̃n), Zn) ≥ d̂(cow∗(K), F ) > 0.

En efecto, como K ⊂ BF ⊂ ϕ(‖ϕ−1‖BY ), para todo k ∈ K existe yk ∈ ‖ϕ−1‖BY

con ϕ(yk) = k. Aśı que

d((0, k), Zn) ≤ ‖(0, k)− n + 1
n

Tn(yk)‖ =

= ‖(0, k)− n + 1
n

(
1

n + 1
yk,

n

n + 1
ϕ(yk)

)
‖ = ‖(− 1

n
yk, 0)‖ ≤ 1

n
‖ϕ−1‖.

Por tanto d̂(K̃n, Zn) ≤ 1
n‖ϕ−1‖.

Por otro lado, como cow∗(K̃n) = {(0, h) : h ∈ cow∗(K)} y d((0, h), Zn)
≥ d(h, F ), obtenemos que d̂(cow∗(K̃n), Zn) ≥ d̂(cow∗(K), F ) > 0.

Aśı que, si 1 ≤ M < ∞, eligiendo n ∈ N suficientemente grande de modo que
d̂(cow∗ (K),F )

1
n
‖ϕ−1‖ > M , entonces d̂(cow∗(K̃n), Zn) > Md̂(K̃n, Zn), de donde obtenemos que

Zn no posee M -control en X∗
n.

Aserto 2. ∀n ≥ 1, σ(X∗
n, Xn)¹Zn = σ(X∗

n, X∗∗
n )¹Zn =w-topoloǵıa de Zn y, por tanto,

Zn tiene la KSP fuerte en X∗
n.

Claramente, σ(X∗
n, Xn)¹Zn es más débil que σ(X∗

n, X∗∗
n )¹Zn = w-topoloǵıa de Zn, ∀n ≥

1. Sea {Tn(yα)}α∈A ⊂ Zn una red tal que Tn(yα) →
α∈A

Tn(yo) ∈ Zn en la σ(X∗
n, Xn)-

topoloǵıa. Puesto que la proyección canónica sobre la primera coordenada π1 : X∗
n → Y ∗∗

n

es w∗-w∗-continua, obtenemos que yα →
α∈A

yo en la σ(Y ∗∗, Y ∗)¹Y -topoloǵıa=w-topoloǵıa

de Y , de donde, por la w-w-continuidad de Tn, obtenemos que Tn(yα) →
α∈A

Tn(yo) en la

σ(X∗
n, X∗∗

n )¹Zn-topoloǵıa de Zn. Aśı que σ(X∗
n, Xn)¹Zn = σ(X∗

n, X∗∗
n )¹Zn , ∀n ≥ 1, y, por

tanto, Zn tiene la KSP fuerte en X∗
n porque todo subespacio cerrado de un espacio de

Banach satisface el Teorema fuerte de Krein-Šmulian con respecto de la w-topoloǵıa. ¥

Proposición 2.13. Sean (Y, ‖ · ‖) un espacio de Banach tal que Y /∈ F y L :=∑
n≥1⊕pYn, donde Yn = (Y, ‖ · ‖), ∀n ≥ 1, y 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces existen un es-

pacio de Banach X y un subespacio Z ⊂ X∗ isomorfo a L tales que: (i) Z no tiene
control en X∗; (ii) Z tiene la KSP en X∗; aún más, si 1 ≤ p < ∞, entonces Z tiene la
KSP fuerte en X∗.
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Demostración. Puesto que Y tiene una copia de `1(c), podemos hacer la construcción
de la prueba de la Prop. 2.12. Aśı que, con la notación de esta prueba, sean (E, ‖| · ‖|)
un espacio de Banach con un subespacio F ⊂ E∗ isomorfo a Y , ϕ : (Y, ‖ · ‖) → (F, ‖| · ‖|)
un isomorfismo, K ⊂ BF un subconjunto a w∗-compacto tal que cow∗(K) \ F 6= ∅ (es
decir, d̂(cow∗(K), F ) > 0), Xn := Y ∗

n ⊕1 En con Y ∗
n := (Y ∗, ‖ · ‖) y En := (E, ‖| · ‖|),

Tn : Y → X∗
n = Y ∗∗

n ⊕∞ E∗
n un operador tal que Tn(y) = ( 1

n+1y, n
n+1ϕ(y)), Tn(Y ) =: Zn

y K̃n := {(0, k) ∈ X∗
n : k ∈ K}, ∀n ≥ 1.

Definamos el espacio de Banach X de la siguiente forma:

(i) Si p = 1, sea X =
∑

n≥1⊕0Xn.

(ii) Si 1 < p < ∞, sea X =
∑

n≥1⊕qXn, con 1
p + 1

q = 1.

(iii) Si p = ∞, sea X =
∑

n≥1⊕1Xn.

Claramente X∗ =
∑

n≥1⊕pX
∗
n. Sea Z :=

∑
n≥1⊕pZn. Es fácil ver que Z es isomorfo

a L =
∑

n≥1⊕pYn y que Z puede considerarse isométricamente inmerso en X∗.

Aserto 1. Z tiene la KSP en X∗.

Primeramente, observemos que si Hn ⊂ BX∗
n
, ∀n ≥ 1, es un subconjunto w∗-

compacto y
H = {(kn)n≥1 : kn ∈ Hn, ∀n ≥ 1, y (‖kn‖)n≥1 ∈ B`p},

entonces H ⊂ BX∗ es un subconjunto w∗-compacto de X∗. Aún más, H es convexo
siempre que lo sea cada Hn.

Sea D ⊂ BZ un subconjunto w∗-compacto de X∗. Como la proyección canónica
πm : X∗ → X∗

m (tal que πm((un)n≥1) = um) es una función w∗-w∗-continua, se tiene que
Dm := πm(D) ⊂ BX∗

m
es un subconjunto w∗-compacto de X∗

m tal que Dm ⊂ BZm . Como
cada Zm tiene la KSP en X∗

m, obtenemos que cow∗(Dm) ⊂ BZm , ∀m ≥ 1. Aśı que, si

H = {(km)m≥1 : km ∈ cow∗(Dm),∀m ≥ 1, y (‖km‖)m≥1 ∈ B`p},
entonces H ⊂ BZ es un subconjunto convexo w∗-compacto de X∗ tal que D ⊂ H, de
donde cow∗(D) ⊂ H ⊂ Z. En consecuencia Z tiene la KSP en X∗.

Aserto 2. Si 1 ≤ p < ∞, Z tiene la KSP fuerte en X∗.

En efecto, sea D ⊂ BZ un subconjunto w∗-compacto y supongamos que cow∗(D) 6=
co(D), esto es, existen un punto z0 = (z0n)n≥1 ∈ cow∗(D)\ co(D), un vector u ∈ S(X∗∗)
(donde X∗∗ =

∑
n≥1⊕qX

∗∗
n con 1

p + 1
q = 1, si 1 < p < ∞, y q = ∞, si p = 1) y un

número real d ∈ R tales que
∑

n≥1

〈un, z0n〉 = 〈u, z0〉 > d > sup{〈u, η〉 : η ∈ co(D)}.

Sea ψ : X∗ → `1 un operador continuo con ‖ψ‖ ≤ 1 tal que

∀x∗ = (x∗n)n≥1 ∈ X∗, ψ(x∗) = (〈un, x∗n〉)n≥1.
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Por el Aserto 2 de la prueba de la Prop. 2.12 se tiene que ψ¹BZ
es σ(X∗, X)- σ(`1, c0)-

continuo. Aśı que, como cow∗(D) ⊂ BZ (por Aserto 1), obtenemos que ψ(D) ⊂ B`1 es
un subconjunto w∗-compacto y que cow∗(ψ(D)) = ψ(cow∗(D)) ⊂ B`1 .

Sea S : `1 → R el operador suma, esto es, S((yn)n≥1) =
∑

n≥1 yn, ∀(yn)n≥1 ∈ `1.
Claramente S ◦ ψ(x∗) = 〈u, x∗〉, ∀x∗ ∈ X∗, y

S(ψ(z0)) = 〈u, z0〉 > d > sup{〈u, η〉 : η ∈ co(D)} =
= sup{S(ψ(η)) : η ∈ co(D)} = sup{S(v) : v ∈ co(ψ(D))},

de donde concluimos que ψ(z0) ∈ cow∗(ψ(D)) \ co(ψ(D)). Por otra parte, como c0 no
posee copias de `1, se tiene que co(K) = cow∗(K) para todo subconjunto w∗-compacto
K ⊂ `1, por un resultado de Haydon [30]. Por tanto llegamos a una contradicción, que
prueba el Aserto 2.

Aserto 3. Z no tiene control en X∗.

En efecto, sea Kn ⊂ BX∗ , ∀n ≥ 1, un subconjunto w∗-compacto tal que , ∀m ≥
1, πm(Kn) = {0}, si m 6= n, y πn(Kn) = K̃n = {(0, k) ∈ X∗

n : k ∈ K}. Por el Aserto
1 de la prueba de la Prop. 2.12 se tiene que d̂(Kn, Z) = d̂(K̃n, Zn) ≤ 1

n‖ϕ−1‖. Por otra
parte

d̂(cow∗(Kn), Z) = d̂(cow∗(K̃n), Zn) ≥ d̂(cow∗(K), F ) > 0.

Por tanto Z no tiene control en X∗. ¥

Corolario 2.14. (1) Si J es un conjunto con cardinal card(J) ≥ ℵ0, entonces existen
un espacio de Banach X y un subespacio Z ⊂ X∗ isomorfo a `∞(J) tales que Z tiene
la KSP en X∗ pero Z no tiene control en X∗.

(2) Si J es un conjunto con cardinal card(J) ≥ c, entonces existen un espacio de
Banach X y un subespacio Z ⊂ X∗ isomorfo a `1(J) tales que Z tiene la KSP fuerte
en X∗ pero Z no tiene control en X∗.

Demostración. Basta aplicar la Prop. 2.13. ¥
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Caṕıtulo 3

Aplicación a los conjuntos
convexos

Hasta ahora hemos considerado dentro de un espacio de Banach dual X∗ el control de
los subespacios de X∗. El propósito de este caṕıtulo es estudiar la relación entre las
distancias d̂(cow∗(K), C) y d̂(K, C) cuando C es un subconjunto convexo de un espacio
de Banach dual X∗ y K es un subconjunto w∗-compacto de X∗. El comportamiento
de la distancia d̂(cow∗(K), C) con respecto a la distancia d̂(K, C) es variable. Si C es
un subconjunto convexo w∗-cerrado de X∗, ya sabemos (ver la Proposición 2.1) que
d̂(cow∗(K), C) = d̂(K,C). Sin embargo, si C ⊂ X∗ no es w∗-cerrado, todas las situa-
ciones son posibles. En cualquier caso, como luego se verá, el control de C dentro de X∗

y la existencia en C de una copia de la base de `1(c) están ı́ntimamente relacionados.

3.1 El control de los subconjuntos convexos de X dentro
de X∗∗

En vista de la extensión del Teorema de Krein-Šmulian para subespacios de X, parece
natural preguntarse si existe alguna constante 1 ≤ M < ∞ tal que siempre se verifique
d̂(cow∗(K), C) ≤ Md̂(K, C) cuando C ⊂ X∗∗ es un subconjunto convexos de X∗∗ y
K ⊂ X∗∗ es un subconjunto w∗-compacto de X∗∗. Las cosas están como sigue:

(a) Los subconjuntos convexos de un bidual X∗∗ carecen, en general, de control den-
tro de X∗∗. Por ejemplo, si X es un espacio de Banach tal que X∗ contiene una copia de
`1, entonces existe un subconjunto w∗-compacto H de X∗∗ tal que d̂(cow∗(H), co(H)) > 0
(ver [30]) y, por tanto, co(H) carece de cualquier tipo de control dentro de X∗∗.

(b) Sin embargo, para la categoŕıa de los subconjuntos convexos C de X vamos a
probar que d̂(cow∗(K), C) ≤ 5d̂(K, C), para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗,
y que, si C ∩K es w∗-denso en K, entonces d̂(cow∗(K), C) ≤ 2d̂(K, C).
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Lema 3.1. Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto convexo de X y x ∈ X. La
distancia d(x, C) desde x a C verifica

d(x,C) = sup
ϕ∈S(X∗)

inf{|ϕ(x− c)| : c ∈ C}.

Además, si x /∈ C, entonces d(x,C) = supϕ∈S(X∗) inf ϕ(x− C).

Demostración. Supongamos primeramente que x /∈ C y que d(x,C) > a > 0, es decir,
B(x : a) ∩C = ∅. Por el teorema de Hahn-Banach existe ϕ ∈ S(X∗) tal que ϕ(x)− a =
inf ϕ(B(x; a)) ≥ supϕ(C), esto es, inf ϕ(x−C) ≥ a. Por otra parte, para todo ψ ∈ S(X∗)
se tiene

d(x,C) = inf{‖x− c‖ : c ∈ C} ≥ inf{|ψ(x− c)| : c ∈ C}.
Por tanto

d(x, C) ≥ sup
ϕ∈S(X∗)

inf{|ϕ(x− c)| : c ∈ C} ≥ sup
ϕ∈S(X∗)

inf ϕ(x− C) ≥ d(x,C),

con lo que queda probado el enunciado en este caso.

Finalmente, si suponemos que x ∈ C, entonces para todo ϕ ∈ S(X∗) se verifica
inf{|ϕ(x− c)| : c ∈ C} = 0, de donde

d(x, C) = 0 = sup
ϕ∈S(X∗)

inf{|ϕ(x− c)| : c ∈ C}.

¥

En el siguiente lema damos una generalización del Lema 1.6.

Lema 3.2. Sean X un espacio de Banach y D ⊂ C ⊂ X dos subconjuntos convexos de
X. Entonces para todo z ∈ D

w∗ ⊂ X∗∗ se tiene que:

d(z, C) ≤ d(z, D) ≤ 2d(z, C).

Demostración. Claramente d(z, C) ≤ d(z,D). Probemos que d(z,D) ≤ 2d(z,X). En
caso contrario,

(i) para cierto a > 0 se tiene que d(z,D) > 2a > 2d(z, X) y que

(ii) existe w ∈ X tal que ‖w − z‖ < a y d(w,D) > a.

Puesto que d(w, D) > a, por el Lema 3.1 existe x∗ ∈ S(X∗) tal que inf{x∗(w − d) :
d ∈ D} > a. Cojamos una red {di}i∈I ⊂ D tal que di

w∗→ z. Entonces w−di
w∗→ w−z y, por

tanto, x∗(w−di) → x∗(w−z). Puesto que x∗(w−z) < a, existe i0 ∈ I tal que, ∀i ≥ i0, se
tiene que x∗(w−di) < a. Como, por construcción a < x∗(w−di), ∀i ∈ I, obtenemos una
contradicción que prueba que d(z, D) ≤ 2d(z,X). Finalmente observemos que d(z,X) ≤
d(z, C). ¥
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El siguiente lema es una adaptación del Lema 1.7.

Lema 3.3. Sean X un espacio de Banach, C ⊂ X∗ un subconjunto convexo y K un
subconjunto w∗-compacto de X∗ tal que existen a, b > 0 verificando:

d̂(K,C) < a < b < d̂(cow∗(K), C).

Entonces existen z0 ∈ cow∗(K) y ψ ∈ S(X∗∗) con inf ψ(z0−C) > b tales que, si µ es una
probabilidad de Radon sobre K con baricentro r(µ) = z0, se verifica que: (a) µ no tiene
átomos; (b) si H = supp(µ), para todo subconjunto w∗-abierto V de X∗ con V ∩H 6= ∅
existe ξ ∈ cow∗(V ∩ H) tal que inf ψ(ξ − C) > b; y (c) H no está fragmentado por la
norma de X∗.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, suponemos que K ⊂ B(X∗). Elegimos z ∈
cow∗(K) tal que d(z, C) > b. Por Lema 3.1 existe ψ ∈ S(X∗∗) tal que inf ψ(z−C) > b+ε
para cierto ε > 0, es decir, ψ(z) > b + ε + supψ(C). Por el Teorema de Bishop-Phelps,
existe φ ∈ S(X∗∗) con ‖ψ − φ‖ ≤ ε/4 tal que φ alcanza su máximo sobre cow∗(K) en
cierto z0 ∈ cow∗(K). Aśı que:

φ(z0) ≥ φ(z) = ψ(z) + (φ− ψ)(z) > supψ(C) + b + ε− 1
4ε = supψ(C) + b + 3

4ε, (3.1)

de donde obtenemos que

ψ(z0) = φ(z0) + (ψ − φ)(z0) > supψ(C) + b + 3
4ε− 1

4ε = supψ(C) + b + 1
2ε,

es decir,

inf ψ(z0 − C) > b + 1
2ε. (3.2)

Aśı que d(z0, C) > b + 1
2ε y, por tanto, z0 /∈ C y z0 /∈ K (porque d̂(K, C) < a < b).

(a) Este apartado es igual que en Lema 1.7.

(b) Sea H = supp(µ) y supongamos que existe un subconjunto w∗-abierto V de X∗

con V ∩ H 6= ∅ tal que inf ψ(ξ − C) ≤ b (es decir, ψ(ξ) ≤ b + supψ(C)) para todo
ξ ∈ cow∗(V ∩ H). Denotemos por µ1 = µ¹V ∩H a la restricción de µ a V ∩ H, esto
es, µ1(B) = µ(B ∩ V ∩ H) para todo subconjunto Borel B ⊂ K. Sea µ2 := µ − µ1.
Observemos que µ1 y µ2 son medidas positivas tales que

(i) µ1 6= 0, porque ∅ 6= V ∩H = V ∩ supp(µ), y

(ii) µ2 6= 0 pues si µ2 = 0, esto es, µ = µ1 = µ¹V ∩H , entonces z0 = r(µ) ∈ cow∗(V ∩H)
y inf ψ(z0 − C) ≤ b, que contradice a (3.2).

Por tanto tenemos la descomposición µ = µ1 + µ2 verificándose que 1 = ‖µ‖ =
‖µ1‖+ ‖µ2‖ con ‖µ1‖ 6= 0 6= ‖µ2‖. Aśı que podemos escribir:

z0 = r(µ) = ‖µ1‖ · r( µ1

‖µ1‖) + ‖µ2‖ · r( µ2

‖µ2‖).
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Puesto que r( µ1

‖µ1‖) ∈ cow∗(V ∩ H), entonces ψ(r( µ1

‖µ1‖)) ≤ b + supψ(C), de donde
φ(r( µ1

‖µ1‖)) ≤ b + 1
4ε + supψ(C) (porque ‖ψ − φ‖ ≤ ε/4). Por tanto, teniendo en cuenta

que r( µ2

‖µ2‖) ∈ cow∗(K), lo que implica que φ(r( µ2

‖µ2‖)) ≤ φ(z0), y (3.1) obtenemos

φ(z0) = ‖µ1‖φ(r(
µ1

‖µ1‖)) + ‖µ2‖φ(r(
µ2

‖µ2‖)) ≤

≤ ‖µ1‖(b + 1
4ε + sup ψ(C)) + ‖µ2‖φ(z0) < ‖µ1‖φ(z0) + ‖µ2‖φ(z0) = φ(z0),

una contradicción.

(c) Sea η = b − a y supongamos que H está w∗-fragmentado por la norma de X∗.
Entonces existe un subconjunto w∗-abierto V tal que V ∩H 6= ∅ y diam(V ∩H) < η

2 .
Por tanto, si h0 ∈ V ∩ H, se tiene que cow∗(V ∩ H) ⊂ B(h0; η/2) (=bola cerrada de
centro h0 y radio η/2). Observemos que

a > d(h0;C) ≥ inf{|ψ(h0 − c)| : c ∈ C} ≥ inf ψ(h0 − C) = ψ(h0)− supψ(C),

de donde ψ(h0) < a + supψ(C). Por tanto, para todo ξ ∈ cow∗(V ∩H), se verifica

ψ(ξ) ≤ ψ(h0) +
η

2
< a + supψ(C) +

η

2
< b + supψ(C),

lo que contradice a (b). ¥

Proposición 3.4. Sean X un espacio de Banach, C ⊂ X un subconjunto convexo de
X y K ⊂ X∗∗ un subconjunto w∗-compacto. Entonces

d̂(cow∗(K), C) ≤ 5d̂(K, C).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, suponemos que 0 ∈ C. Aceptemos que el
enunciado es falso. Entonces existirán un subconjunto w∗-compacto K de X∗∗ y dos
números reales a, b > 0 tales que

d̂(cow∗(K), C) > b > 5a > 5d̂(K, C).

Por el Lema 3.3 tenemos el siguiente Hecho:

Hecho. Existe un funcional ψ ∈ S(X∗∗∗) y un subconjunto w∗-compacto ∅ 6= H ⊂ K
tal que para todo subconjunto w∗-abierto V con V ∩H 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩H) con
inf ψ(ξ − C) > b.

Etapa 1. Sea D0 = {0}. Aplicando el Hecho con V = X∗∗ elegimos ξ1 ∈ cow∗(H) tal
que inf ψ(ξ1 − C) > b, es decir, ψ(ξ1) > b + sup ψ(C). Como B(X∗) es un subconjunto
w∗-denso en B(X∗∗∗), existe x∗1 ∈ S(X∗) tal que x∗1(ξ1) > b+sup ψ(C). Sea W1 := {u ∈
X∗∗ : 〈u, x∗1〉 > b + supψ(C)}. Es claro que W1 es un semiespacio w∗-abierto de X∗∗ tal
que ξ1 ∈ W1 ∩ cow∗(H). Por tanto, como W1 ∩ H 6= ∅ podemos hallar η1 ∈ W1 ∩ H.
Puesto que d(η1, C) < a, tenemos la descomposición η1 = η1

1i + η2
1 tal que η1

1 ∈ C y
η2
1 ∈ aBX∗∗ .
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Etapa 2. Sean D1 = {η1
1} ∪ D0 ⊂ C y V1 := W1. Como V1 es un subconjunto

w∗-abierto tal que V1 ∩H 6= ∅, aplicando el Hecho elegimos ξ2 ∈ cow∗(V1 ∩H) tal que
ψ(ξ2) > b + supψ(C). Puesto que D1 es finito y mı́nψ(ξ2 −D1) > b, existe x∗2 ∈ S(X∗)
tal que mı́nx∗2(ξ2 − D1) > b, es decir, x∗2(ξ2) > b + máxx∗2(D1). Sea W2 := {u ∈
X∗∗ : 〈u, x∗2〉 > b + supψ(C)}. Es claro que W2 es un semiespacio w∗-abierto de X∗∗

tal que ξ2 ∈ W2 ∩ cow∗(V1 ∩ H). De aqúı que W2 ∩ V1 ∩ H 6= ∅ y podemos hallar
η2 ∈ W2 ∩ V1 ∩H. Por tanto, x∗2(η2) > b + máxx∗2(D1), es decir, mı́nx∗2(η2 −D1) > b.
Además mı́nx∗1(η2 −D0) > b porque η2 ∈ V1. Puesto que d(η2, C) < a, podemos hacer
la descomposición η2 = η1

2 + η2
2 tal que η1

2 ∈ C y η2
2 ∈ aB(X∗∗).

Etapa 3. Sean D2 = {η1
2} ∪ D1 ⊂ C y V2 = W2 ∩ V1, que es un subconjunto w∗-

abierto tal que V2 ∩ H 6= ∅. Aplicando el Hecho elegimos ξ3 ∈ cow∗(V2 ∩ H) tal que
ψ(ξ3) > b + supψ(C). Puesto que D2 es finito y mı́nψ(ξ3 −D2) > b, existe x∗3 ∈ S(X∗)
tal que mı́nx∗3(ξ3 − D2) > b, es decir, x∗3(ξ3) > b + máxx∗3(D2). Sea W3 := {u ∈
X∗∗ : 〈u, x∗3〉 > b + supψ(C)}. Es claro que W3 es un semiespacio w∗-abierto de X∗∗

tal que ξ3 ∈ W2 ∩ cow∗(V2 ∩ H). De aqúı que W3 ∩ V2 ∩ H 6= ∅ y podemos hallar
η3 ∈ W3 ∩ V2 ∩ H. Por tanto, x∗3(η3) > b + máxx∗3(D2), es decir, mı́nx∗3(η3 − D2) > b
y, además, mı́nx∗i (η3 − Di−1) > b porque η3 ∈ Vi, i = 1, 2. Puesto que d(η3, C) < a,
podemos hacer la descomposición η3 = η1

3 + η2
3 tal que η1

3 ∈ C y η2
3 ∈ aB(X∗∗).

Reiterando, obtenemos las secuencias {x∗n}n≥1 ⊂ S(X∗), {ηk : k ≥ 1} ⊂ H, Dk =
{η1

k} ∪Dk−1, ηk = η1
k + η2

k con η1
k ∈ C y η2

k ∈ aB(X∗∗), k ≥ 1, tales que mı́nx∗i (ηk −
Di−1) > b, para todo k ≥ i.

Sean D = co(∪k≥1Dk) ⊂ C y:

K1 = {η1
i : i ≥ 1}w∗ ⊂ (K + aB(X∗∗)) ∩D

w∗
.

Sea η0 un punto w∗-ĺımite de {ηk}k≥1.

Aserto 1. d(η0, D) < 5a.

En efecto, claramente η0 ∈ H ∩ (K1 + aB(X∗∗)). Observemos que:

(i) Puesto que K1 ⊂ K + aB(X∗∗), obtenemos que d̂(K1, C) ≤ d̂(K, C) + a < 2a.

(ii) Puesto que K1 ⊂ D
w∗ , por el Lema 3.2 obtenemos d̂(K1, D) ≤ 2d̂(K1, C) < 4a.

Por tanto, como η0 ∈ K1 + aB(X∗∗), finalmente concluimos que d(η0, D) < 5a.

Aserto 2. d(η0, D) ≥ b.

En efecto, sea φ ∈ BX∗∗∗ un punto w∗-ĺımite de {x∗n}n≥1. Puesto que mı́nx∗n(ηk −
Dn−1) > b para k ≥ n, entonces mı́nx∗n(η0−Dn−1) ≥ b, ∀n ≥ 1. De aqúı que inf φ(η0−
D) ≥ b y, por tanto, d(η0, D) ≥ b.

Puesto que b > 5a obtenemos una contradicción, que completa la prueba. ¥
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Proposición 3.5. Sean X un espacio de Banach, C ⊂ X un subconjunto convexo de
X y K ⊂ X∗∗ un subconjunto w∗-compacto tal que K ∩ C es w∗-denso en K. Entonces
d̂(cow∗(K), C) ≤ 2d̂(K,C).

Demostración. Supongamos que existe un subconjunto w∗-compacto K ⊂ B(X∗∗) con
C ∩K w∗-denso en K tal que d̂(cow∗(K), C) > b > 2a > 2d̂(K, C) para ciertos números
a, b > 0. A continuación razonamos como en Proposición 3.4 pero introduciendo los
siguientes cambios. Como C ∩K es w∗-denso en K y Vk ∩H 6= ∅, también Vk ∩C ∩K 6=
∅, ∀k ≥ 0. Aśı que elegimos ηk ∈ Vk ∩K ∩C, k ≥ 1, y hacemos η1

k = ηk y η2
k = 0. Ahora

K1 = {η1
k : k ≥ 1}w∗

= {ηk : k ≥ 1}w∗ ⊂ K y, por tanto, d̂(K1, C) ≤ d̂(K,C) < a, de
donde d̂(K1, D) < 2a. Finalmente todo punto w∗-ĺımite η0 de {ηk : k ≥ 1} satisface
η0 ∈ K1, d(η0, D) < 2a y d(η0, D) ≥ b, una contradicción. ¥

3.2 La distancia a subconjuntos convexos de espacios de
Banach duales

Sea X un espacio de Banach, C ⊂ X∗ un subconjunto convexo y W ⊂ X∗ un subconjunto
w∗-compacto. Nuestro propósito en esta sección es estudiar la relación entre la distancia
d̂(cow∗(W ), C) y la distancia d̂(W,C). Un resultado elemental aparece en la Proposición
2.1 .

Definición 3.6. Si X es un espacio de Banach, un subconjunto A ⊂ X∗ se dice que es
una w∗-N-familia de anchura δ > 0 si A es acotado y tiene la forma

A := {ηM,N : M,N subconjuntos disjuntos de N},

de modo que existen dos secuencias {rm : m ≥ 1} ⊂ R y {xn : n ≥ 1} ⊂ B(X) tales que
para todo par de subconjuntos disjuntos M, N de N se verifica

ηM,N (xm) ≥ rm + δ, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ rn, ∀n ∈ N.

Si además rm = r0, ∀m ≥ 1, entonces se dice que A es una w∗-N-familia uniforme de
anchura δ > 0.

Nota 3.7. (1) Si F := {ηM,N : M, N subconjuntos disjuntos de N} es una w∗-N-familia
en el espacio de Banach dual X∗ y si (Mi, Ni)i<c es una familia independiente de partes
de N con cardinal c, entonces se prueba mediante un argumento bien conocido (ver [17,
p. 209]) que la familia {ηMi,Ni : i < c} es equivalente a la base de `1(c). Aún más, el
mismo argumento de [17, p. 206] prueba que la secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ B(X) asociada
a F es equivalente a la base de `1.

(2) Por tanto, si un espacio de Banach dual X∗ posee una w∗-N-familia, entonces X
posee una copia de `1. Y viceversa, si X posee una copia de `1, entonces X∗ contiene una
w∗-N-familia. En efecto, sea i : `1 → X un isomorfismo entre `1 e i(`1). Sea i∗ : X∗ → `∞
su operador adjunto, que es un operador cociente tal que B(`∞) ⊂ i∗(‖i−1‖B(X∗)). Por
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cada par M, N de subconjuntos disjuntos de N elegimos ηM,N ∈ ‖i−1‖B(X∗) tal que
i∗(ηM,N ) = 1M − 1N . Entonces {ηM,N : M, N subconjuntos disjuntos de N} es una w∗-
N-familia en X∗.

(3) Por (1) si un subconjunto Y de un espacio de Banach dual X∗ contiene una w∗-N-
familia, cierto subconjunto de Y es equivalente a la base de `1(c). Al revés no es verdad,
en general, pues si tomamos, por ejemplo, en el espacio dual `1(c) = c0(c)∗ el conjunto
Y := B(`1(c)), entonces Y contiene una copia de la base de `1(c) y, sin embargo, Y no
posee ninguna w∗-N-familia porque c0(c) carece de copias de `1.

(4) Sea A = {ηM,N : M,N subconjuntos disjuntos de N} una w∗-N-familia de anchu-
ra δ > 0 en el espacio de Banach dual X∗, asociada a las secuencias {rm : m ≥ 1} ⊂ R
y {xm : m ≥ 1} ⊂ B(X). Afirmamos que para todo 0 < η < δ existe un subconjunto
infinito Nη ⊂ N tal que Aη := {ηM,N : M,N subconjuntos disjuntos de Nη} es una w∗-
N-familia uniforme de anchura η > 0 asociada a la secuencia {xm : m ∈ Nη} ⊂ B(X) y a
cierto número r0 ∈ R. En efecto, como la secuencia {rm : m ≥ 1} ⊂ R es acotada, existe
cierto r0 ∈ R tal que Nη := {m ∈ N : r0+η−δ ≤ rm ≤ r0} es un conjunto infinito. Ahora
es fácil ver que Aη := {ηM,N : M, N subconjuntos disjuntos de Nη} es una w∗-N-familia
uniforme de anchura η > 0 asociada a r0 y a la secuencia {xm : m ∈ Nη} ⊂ B(X).

(5) Si X es un espacio de Banach y A ⊂ X∗ es un subconjunto, entonces es fácil ver
que A posee una w∗-N-familia sii la posee A.

(6) Observemos que si A es un subconjunto de un espacio de Banach X, entonces A
posee una copia de la base de `1(τ), siendo τ un cierto cardinal, sii A posee una copia de
la base de `1(τ). En efecto, sea {ui : i < τ} ⊂ A una copia de la base de `1(τ) verificando
para cierto 0 < C < ∞ que

C−1
∑

i<τ

|λi| ≤ ‖
∑

i<τ

λiui‖ ≤ C
∑

i<τ

|λi|, ∀(λi)i<τ ∈ `1(τ).

Si ei ∈ A es tal que ‖ei − ui‖ ≤ C−1

2 , i < τ , entonces se ve fácilmente que {ei : i < τ}
es equivalente a la base de `1(τ) ya que se verifica

1
2C−1

∑

i<τ

|λi| ≤ ‖
∑

i<τ

λiei‖ ≤ (C + 1
2C−1)

∑

i<τ

|λi|.

Proposición 3.8. (a) Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto w∗-compacto
de X∗ tal que no hay en K una w∗-N-familia (por ejemplo, si no hay en K una copia
de la base de `1(c)). Entonces cow∗(K) = co(K).

(b) Sean X un espacio de Banach y C un subconjunto convexo de X∗ tal que no hay
en C una w∗-N-familia (por ejemplo, si no hay en C una copia de la base de `1(c)).
Entonces C tiene 3-control dentro de X∗.

Demostración. (a) En caso contrario existiŕıa un subconjunto K ⊂ B(X∗) w∗-compacto
tal que d̂(cow∗(K), co(K)) > d > 0. Del Lema 2.3 se sigue que existen r0 ∈ R, una
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secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ B(X) y para todo par de subconjuntos disjuntos M,N de N
un punto ηM,N ∈ K tales que

ηM,N (xm) ≥ r0 + d, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ r0, ∀n ∈ N.

Por tanto, existe en K una w∗-N-familia, lo que contradice el enunciado.

(b) Supongamos que C no tiene 3-control dentro de X∗. Entonces existe un subcon-
junto w∗-compacto K de X∗ y dos números reales a, b > 0 tales que d̂(cow∗(K), C) >
b > 3a > 3d̂(K,C). Como d̂(co(K), C) = d̂(K, C) < a, obtenemos d̂(cow∗(K), co(K)) >
b− a > 0. Por el Lema 2.3 existen un número real r0 ∈ R, una secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂
B(X) y, para todo par de subconjuntos disjuntos M,N de N, un vector ηM,N ∈ K tales
que

ηM,N (xm) ≥ r0 + b− a, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ r0, ∀n ∈ N.

Como d̂(K,C) < a, por cada par de subconjuntos disjuntos M,N de N, elegimos zM,N ∈
C tal que ‖zM,N − ηM,N‖ < a. Por tanto, la familia

F := {zM,N : M,N subconjuntos disjuntos de N}

es acotada y satisface

zM,N (xm) ≥ r0 + b− 2a, ∀m ∈ M, y zM,N (xn) ≤ r0 + a, ∀n ∈ N.

Puesto que r0 + b− 2a = r0 + a + (b− 3a) > r0 + a, la familia F es una w∗-N-familia en
C, lo que contradice el enunciado. ¥

Nota 3.9. Para un conjunto convexo C, los asertos “C tiene 3-control dentro de X∗”
y “C carece de una w∗-N-familia” no son equivalente, en general. Por ejemplo, si C :=
B(`∞), C tiene una w∗-N-familia (esto es trivial) y, también, C tiene 1-control (y, por
tanto, 3-control) dentro de `∞ porque C es w∗-cerrado (ver Proposición 2.1). El aserto
“C carece de una copia de la base de `1(c)” se puede caracterizar como sigue.

Proposición 3.10. Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto convexo de X∗.
Los siguientes asertos son equivalentes:

(1) C carece de una copia de la base de `1(c).
(2) C tiene universalmente 3-control, esto es, si [C] es (isomorfo a) un subespacio

de algún espacio de Banach dual Z∗, entonces C tiene 3-control dentro de Z∗.
(3) C tiene universalmente control, esto es, si [C] es (isomorfo a) un subespacio de

algún espacio de Banach dual Z∗, entonces C tiene control dentro de Z∗.

Demostración. 1 ⇒ 2 se sigue de la Proposición 3.8 y 2 ⇒ 3 es obvio.

3 ⇒ 1. Supongamos que C posee una copia K de la base de `1(c) y sea Z := [C].
Del argumento de la prueba de la Proposición 2.10 se deduce que existe un subespacio
cerrado V de Z∗ normante respecto de Z tal que K es σ(Z, V )-compacto pero K

σ(Z,V ) no
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es σ(Z, V )-compacto. Sea i : Z → V ∗ la inmersión canónica tal que i(z)(v) = 〈v, z〉, ∀z ∈
Z, ∀v ∈ V . Entonces i(K) es un subconjunto w∗-compacto de V ∗ tal que i(K) ⊂ i(C),
aunque cow∗(i(K)) \ i(Z) 6= ∅ y, por tanto, d̂(cow∗(i(K)), i(C)) > 0. Aśı que i(C) no
tiene control dentro de V ∗, lo que contradice (3). ¥

A continuación vamos a utilizar el siguiente resultado debido a Talagrand [52].

Proposición 3.11. (Talagrand [52]) Sean τ un cardinal con cofinalidad verificando
cf(τ) > ℵ0, X un espacio de Banach y A ⊂ X un subconjunto. Los siguientes enunciados
son equivalentes

(1) A posee una copia de la base de `1(τ).
(2) co(A) posee una copia de la base de `1(τ).
(3) En [A] hay una copia de `1(τ).

Demostración. Las implicaciones (1) ⇒ (2) ⇒ (3) son obvias.
(3) ⇒ (1). Sean E := [A] y T : `1(τ) → E un isomorfismo entre `1(τ) y su imagen. Su

adjunto T ∗ : E∗ → `∞(τ) es un operador cociente que es w∗-w∗-continuo. Sean 0 < η tal
que ηB(`∞(τ)) ⊂ T ∗(B(E∗)) y W := T ∗−1(B(`∞(τ))) ∩ 1

ηB(E∗). Es inmediato que se
puede tomar W como la bola unidad de E∗ para una cierta norma dual |||·||| equivalente
a la norma dada. Con esta nueva norma se tiene obviamente que T ∗(B((E∗, |||·|||))) =
T ∗(W ) = B(`∞(τ)) = [−1, 1]τ . Por [52, Theorem 4] se concluye que A posee una copia
de la base de `1(τ). ¥

Nota. El requisito cf(τ) > ℵ0 en la proposición anterior es necesario (y también
suficiente). En efecto, sean τ un cardinal con cf(τ) = ℵ0 y τn, n ≥ 1, ordinales verificando
τn < τn+1 < τ y

⋃
n≥1 τn = τ . Sea {ei : i < τ} la base canónica de `1(τ). Consideremos

el subconjunto A ⊂ `1(τ) tal que A :=
⋃

n≥1{ 1
nei : i < τn}. Es inmediato que `1(τ) = [A]

y, sin embargo, A no posee una copia de la base de `1(τ).

Corolario 3.12. Sean X un espacio de Banach y A un subconjunto de X∗ que carece
de una copia de la base de `1(c). Entonces:

(1) Para todo subconjunto w∗-compacto K de [A] se verifica que cow∗(K) = co(K).
(2) Todo subconjunto convexo C de [A] tiene 3-control dentro de X∗.

Demostración. Primero, observemos que [A] carece de una copia de la base de `1(c), por
la Proposición 3.11 y porque cf(c) > ℵ0 ya que para todo cardinal infinito α se verifica
cf(2α) > α (ver [31, p. 78]) y c = 2ℵ0 . Ahora basta aplicar la Proposición 3.8. ¥

Corolario 3.13. Sean X un espacio de Banach y W un subconjunto de X∗. Entonces

(1) Supongamos que W es w-Lindelöf. Entonces: (i) C tiene 3-control dentro de X∗

si C es un subconjunto convexo de [W ]; (ii) cow∗(K) = co(K) si K es un subconjunto
w∗-compacto de [W ].
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(2) Supongamos que W es un subconjunto cerrado convexo con la propiedad (C) de
Corson. Entonces: (i) C tiene 3-control dentro de X∗ si C es un subconjunto convexo
de [W ]; (ii) cow∗(K) = co(K) si K es un subconjunto w∗-compacto de [W ].

Demostración. (1) En primer término, W no puede tener una copia de la base de `1(c)
porque una tal copia es un subconjunto w-cerrado pero no w-Lindelöf. Ahora basta
aplicar el Corolario 3.12.

(2) Recordemos que un subconjunto cerrado convexo F de un espacio de Banach
tiene la propiedad (C) de Corson si

⋂
i∈I Ci 6= ∅ siendo {Ci : i ∈ I} una familia de

subconjuntos convexos cerrados de F con la propiedad de la intersección contable, esto
es,

⋂
i∈J Ci 6= ∅ para toda familia contable J ⊂ I. Observemos que, si un subconjunto

cerrado convexo F tiene la propiedad (C), entonces F carece de una copia de la base de
`1(c). En efecto, en caso contrario sea F := {uσ : σ < c} ⊂ F una familia de vectores
equivalente a la base de `1(c) y Cσ := co(F \ {uσ}). Claramente, la familia {Cσ : σ < c}
tiene la propiedad de la intersección contable y sin embargo

⋂
σ<c Cσ = ∅. Por tanto, en

el caso que nos ocupa, W carece de una copia de la base de `1(c) y podemos aplicar el
Corolario 3.12. ¥

Nota 3.14. En [51, Problem 4.5] Talagrand pregunta si cow∗(K) = co(K) siendo K
un subconjunto w∗-compacto w-Lindelöf de un espacio de Banach dual X∗. Cascales,
Namioka y Vera probaron en [10, Corollary E] (ver también [9, Theorem 4.5]) que todo
subconjunto w∗-compacto w-Lindelöf de un espacio de Banach dual X∗ está fragmentado
por la norma de X∗. Por tanto, aplicando [40, Theorem 2.3], estos autores dan una
respuesta afirmativa a la cuestión planteada por Talagrand. Como acabamos de ver,
este resultado es un caso particular de la Proposición 3.8 porque un subconjunto w-
Lindelöf carece de copias de la base de `1(c).

3.3 Subconjuntos convexos de espacios de Banach con bola
dual angélica

En esta Sección vamos a extender la Proposición 2.7 a los subconjuntos convexos de los
espacios de Banach Y que tienen bola dual B(Y ∗) w∗-angélica. Comenzaremos probando
algunos lemas auxiliares.

Lema 3.15. Sean K un espacio compacto Hausdorf con |K| ≥ 2, µ ∈ MR(K) una
medida de Radon sobre K y f ∈ C(K) una función real continua sobre K. Sea µ =
µ+−µ− la descomposición de µ en sus partes positiva y negativa. Existen puntos distintos
p1, p2 ∈ K tales que

‖µ+‖f(p1)− ‖µ−‖f(p2) ≥ µ(f).

Demostración. Sean p1, p2 dos puntos distintos de K tales que

f(p1) = máx{f(p) : p ∈ K} y f(p2) = mı́n{f(p) : p ∈ K}.
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Con esta elección se cumple el enunciado porque

µ+(f) =
∫

K
f(k)d(µ+) ≤

∫

K
f(p1)d(µ+) = ‖µ+‖f(p1),

µ−(f) =
∫

K
f(k)d(µ−) ≥

∫

K
f(p2)d(µ−) = ‖µ−‖f(p2),

de donde ‖µ+‖f(p1)− ‖µ−‖f(p2) ≥ µ+(f)− µ−(f) = µ(f). ¥

Si I es un conjunto infinito, denotaremos por c(I) al subespacio de `∞(I) integrado
por los elementos que son constantes sobre I∗ = βI \ I.

Proposición 3.16. Sea I un conjunto infinito y C ⊂ c(I) ⊂ `∞(I) un subconjunto
convexo. Entonces para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ `∞(I) se verifica que

d̂(cow∗(K), C) = d̂(K, C).

Demostración. Sea K ⊂ X∗ un subconjunto w∗-compacto. Sin pérdida de generalidad
(practicando una homotecia si fuera preciso), podemos suponer que K ⊂ B(X∗).

Caso trivial. Supongamos que K ⊂ c(I). Puesto que c(I) no posee copia de `1(c),
de Proposición 3.8 se deduce que cow∗(K) = co(K), por lo que d̂(cow∗(K), C) = d̂(K, C).

El caso no trivial. Supongamos que K \ c(I) 6= ∅. Esto implica que d̂(K, C) > 0.
Supongamos que d̂(cow∗(K), C) > d̂(K, C). En tal caso para ciertos números reales
a, b > 0 se verifica

d̂(cow∗(K), C) > b > a > d̂(K,C).

De aqúı que existen un vector w0 ∈ cow∗(K) \ C y un funcional ϕ0 ∈ S(`∗∞(I)) (ver el
Lema 3.1) tales que inf ϕ0(w0 − C) > b. Sea ε > 0 tal que a + ε < b. Como `∗∞(I) =
`1(I) ⊕1 MR(I∗) (MR(I∗) es el espacio de las medidas de Radon sobre I∗), se tiene la
descomposición ϕ0 = ϕ01 +ϕ02 con ϕ01 ∈ `1(I), ϕ02 ∈ MR(I∗) y 1 = ‖ϕ01‖+‖ϕ02‖. Sea
ϕ02 = ϕ+

02−ϕ−02 la descomposición de ϕ02 en sus partes positiva y negativa, y pongamos
λ1 := ‖ϕ+

02‖ y λ2 := ‖ϕ−02‖. Por el Lema 3.15 existen dos puntos distintos p1, p2 ∈ I∗

tales que
λ1w̌0(p1)− λ2w̌0(p2) ≥ ϕ02(w̌0).

Puesto que w̌0 es continuo sobre βI, existen dos subconjuntos disjuntos infinitos V1, V2

de I tales que

(i) pi ∈ Vi
βI

, i = 1, 2.

(ii) para todo vi ∈ Vi
βI

, i = 1, 2, se verifica

λ1w̌0(v1)− λ2w̌0(v2) > ϕ02(w̌0)− ε
2 .

Como V1, V2 son subconjuntos disjuntos infinitos de I, podemos elegir dos secuencias de
puntos distintos dos a dos {dn : n ≥ 1} ⊂ V1 y {en : n ≥ 1} ⊂ V2. Obviamente se verifica

λ1w̌0(dn)− λ2w̌0(em) > ϕ02(w̌0)− ε
2 , ∀m,n ∈ N.
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Sea µ la probabilidad de Radon sobre K tal que r(µ) = w0. Definamos la aplicación
lineal Tn : `∞(I) → R tal que Tn(f) = ϕ01(f) + λ1f(dn) − λ2f(en) para todo n ∈ N y
toda f ∈ `∞(I). Claramente Tn es ‖ · ‖-continua y w∗-continua verificando ‖Tn‖ ≤ 1.
Aún más

ϕ0(w0)− ε
2 < Tn(w0) = Tn(r(µ)) =

∫

K
Tn(f)dµ.

Sea An := {f ∈ K : Tn(f) > ϕ0(w0)− ε}, ∀n ≥ 1.

Aserto 1. µ(An) ≥ ε
2 , ∀n ≥ 1.

En efecto, para todo n ≥ 1 se verifica

ϕ0(w0)− ε
2 < Tn(w0) =

∫

K
Tn(f)dµ =

∫

An

Tn(f)dµ +
∫

K\An

Tn(f)dµ ≤

≤ µ(An) + ϕ0(w0)− ε.

Por tanto µ(An) ≥ ε/2, ∀n ≥ 1.

Sea Bn :=
⋃

m≥n Am para todo n ≥ 1. La secuencia {Bn}n≥1 es decreciente y
satisface µ(Bn) ≥ ε

2 para todo n ≥ 1. De aqúı que µ(
⋂

n≥1 Bn) ≥ ε
2 y, por tanto,⋂

n≥1 Bn 6= ∅. Elijamos g ∈ ⋂
n≥1 Bn e, induct́ıvamente, la secuencia {Ani}i≥1, ni <

ni+1, tal que g ∈ Ani para todo i ≥ 1. Entonces

ϕ01(g) + λ1g(dni)− λ2g(eni) = Tni(g) > ϕ0(w0)− ε, ∀i ≥ 1.

Por un argumento de compacidad, podemos elegir dos puntos distintos
q1 ∈ {dni : i ≥ 1}βI \ I ⊂ V1

βI y q2 ∈ {eni : i ≥ 1}βI \ I ⊂ V2
βI tales que

ϕ01(g) + λ1ǧ(q1)− λ2ǧ(q2) ≥ ϕ0(w0)− ε. (3.3)

Sea ψ0 := ϕ01 + (λ1δq1 − λ2δq2). Observemos que ψ0 pertenece a S(`∗∞(I)).

Aserto 2. inf ψ0(g − C) ≥ b− ε.

En efecto, si c ∈ C entonces c ∈ c(I) y, por tanto, č es constante sobre I∗. Aśı que

ψ0(c) = ϕ01(c) + (λ1δq1 − λ2δq2)(č) = ϕ01(c) + (λ1 − λ2)č(q1) =
= ϕ01(c) + ϕ02(č) = ϕ0(c).

Por tanto teniendo en cuenta (3.3) y que inf ϕ0(w0−C) > b, para todo c ∈ C, deducimos
que

〈ψ0, g − c〉 = ϕ01(g) + (λ1ǧ(q1)− λ2ǧ(q2))− ϕ0(c) ≥
≥ ϕ0(w0)− ε− ϕ0(c) = 〈ϕ0, w0 − c〉 − ε > b− ε.

En consecuencia, del Lema 3.1 obtenemos d(g, C) ≥ b − ε. Por otra parte, como
g ∈ K, entonces d(g, C) < a por hipótesis. Aśı que b− ε < a y esto contradice la elección
de ε y completa la prueba. ¥
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Proposición 3.17. Sean X un espacio de Banach, Y un subespacio cerrado de X∗ con
bola unidad dual cerrada B(Y ∗) w∗-angélica y C ⊂ Y un subconjunto convexo. Entonces
para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗ se tiene que d̂(cow∗(K), C) = d̂(K, C). Aún
más, cow∗(K) = co(K) para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ Y .

Demostración. Supongamos que existen un subconjunto w∗-compacto K ⊂ B(X∗) y
dos números reales 0 < a, b < 1 tales que

d̂(cow∗(K), C) > b > a > d̂(K,C).

Sea w0 ∈ cow∗(K) tal que d(w0, C) > b. Por Lema 3.1 existe ϕ0 ∈ S(X∗∗) tal que
inf{〈ϕ0, w0 − c〉 : c ∈ C} > b. Sea 0 < ε tal que b + ε < inf{〈ϕ0, w0 − c〉 : c ∈ C} y
denotemos

U := {ϕ ∈ B(X∗∗) : 〈ϕ,w0〉 ≥ 〈ϕ0, w0〉 − ε} y V := {x ∈ BX : 〈w0, x〉 ≥ 〈ϕ0, w0〉 − ε}.

Observemos que ϕ0 ∈ U y que, al ser 〈ϕ0, w0〉− ε < 1, también U = V
w∗ . Si i : Y → X∗

es la inclusión canónica, entonces i∗ : X∗∗ → Y ∗ es una aplicación cociente tal que
i∗(ϕ0) ∈ i∗(U) = i∗(V )

w∗ ⊂ B(Y ∗). Puesto que (BY ∗ , w
∗) es una bola angélica, existe

una secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ V tal que i∗(xn) w∗→ i∗(ϕ0) en la w∗-topoloǵıa σ(Y ∗, Y ).
Sea el operador continuo T : X∗ → `∞ tal que T (u) = (u(xn))n≥1, ∀u ∈ X∗. Se tiene
que:

(1) T es un operador ‖ · ‖-continuo con ‖T‖ ≤ 1 y, además, T es w∗-w∗-continuo
sobre los subconjuntos acotados de X∗.

(2) Como i∗(xn) w∗→ i∗(ϕ0), para todo y ∈ Y se tiene que y(xn) = i∗(xn)(y) →
i∗(ϕ0)(y) por lo que T (Y ) ⊂ c := c(N).

Sean C̃ := T (C) y T (K) =: H ⊂ B(`∞). Es claro que H es un subconjunto w∗-
compacto de B(`∞) tal que d̂(H, C̃) ≤ d̂(K, C) < a por ser la norma ‖T‖ ≤ 1. Sea
v0 = T (w0), que verifica claramente v0 ∈ cow∗(H). Consideremos `∗∞ = `1⊕1MR(βN\N)
(donde MR(βN\N) es el espacio de las medidas de Radon sobre βN\N) y sea {en : n ≥ 1}
la base canónica del subespacio `1 que aparece en la anterior suma directa. Es inmediato
que T ∗(en) = xn, n ≥ 1. Sea η0 un punto w∗-ĺımite de {en : n ≥ 1} en B(`∗∞), que
verifica claramente η0 ∈ S(`∗∞).

Aserto. inf{〈η0, v0 − c̃〉 : c̃ ∈ C̃} ≥ b.

En efecto, en primer lugar T ∗(η0) es un punto w∗-ĺımite de {xn : n ≥ 1} en B(X∗∗).
Por tanto

(i) T ∗(η0) ∈ U , de donde 〈T ∗(η0), w0〉 ≥ 〈ϕ0, w0〉 − ε.

(ii) Si c ∈ C, para todo n ≥ 1 se tiene

〈en, T c〉 = 〈T ∗(en), c〉 = 〈xn, c〉 → 〈ϕ0, c〉,
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por lo que 〈η0, T c〉 = 〈ϕ0, c〉. En consecuencia, para todo c ∈ C se tiene

〈η0, v0 − Tc〉 = 〈η0, Tw0 − Tc〉 = 〈T ∗(η0), w0 − c〉 ≥ 〈ϕ0, w0〉 − ε− 〈ϕ0, c〉 =
= 〈ϕ0, w0 − c〉 − ε > b + ε− ε = b,

y esto prueba el Aserto.

Por Lema 3.1 obtenemos que d(v0, C̃) ≥ b. Por otra parte, de la Proposición 3.16 se
deduce que d(v0, C̃) < a. Hemos llegado a una contradicción que prueba que
d̂(cow∗(K), C) = d̂(K, C). Finalmente, la última afirmación del enunciado es conse-
cuencia de Proposición 3.8 y de que Y no posee una copia de la base de `1(c). ¥
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Caṕıtulo 4

La w∗-clausura convexa versus la
‖ · ‖-clausura convexa

En este Caṕıtulo, dado un cierto subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗ de un espacio de
Banach dual X∗, nos dedicaremos a dar condiciones necesarias y suficientes, e intŕınsecas
respectos de K, para que se verifique cow∗(H) = co(H) para todo subconjunto w∗-
compacto H ⊂ K. En el Caṕıtulo anterior se vio (Proposición 3.8) que si un subconjunto
w∗-compacto K de un espacio de Banach dual X∗ no posee una w∗-N-familia, entonces
goza de lo que denominaremos propiedad (P ), que definimos de la siguiente manera:

Definición 4.1. Un subconjunto Y ⊂ X∗ de un espacio de Banach dual X∗ tiene la
propiedad (P ) si todo subconjunto w∗-compacto H ⊂ Y verifica que cow∗(H) = co(H).

Nota. Observemos que si Y ⊂ X∗ es un subespacio cerrado de un espacio de Banach
dual X∗, entonces Y posee la propiedad (P ) si y sólo si Y tiene la propiedad KSP fuerte
(ver el Caṕıtulo “Espacios de Banach universalmente Krein-Šmulian”)

Haydon [30] caracterizó la propiedad (P ) en espacios de Banach duales X∗, consid-
erados globalmente, de la siguiente forma: X∗ tiene la propiedad (P ) sii X no posee
una copia de `1 sii todo elemento z ∈ X∗∗ es universalmente medible sobre (X∗, w∗).
Ocurre, sin embargo, que aunque X posea una copia de `1, hay en X∗ subconjuntos que
poseen la propiedad (P ), lo que indica que la propiedad (P ) es una propiedad “local ”.
En consecuencia, se puede pensar en dar una caracterización de la propiedad (P ) de tipo
“intŕınseco”, que es lo que, entre otras cosas, hacemos en este Caṕıtulo. Comenzaremos
probando varios lemas técnicos y dando algunas definiciones.

Lema 4.2. Sea K = {0, 1}N ⊂ B(`∞) el compacto de Cantor C visto como un subcon-
junto w∗-compacto de (B(`∞),w∗). Existe un subconjunto w∗-compacto D ⊂ K, home-
omorfo a C, tal que co(D) ( cow∗(D). Aún más, existe un vector z0 ∈ cow∗(D) tal que
1 = d(z0, co(D)) = d̂(cow∗(D), co(D)).

Demostración. Vamos a utilizar la construcción (y la notación) de la Proposición 1.12.
En esta proposición, si A ⊂ {0, 1}n, se defińıa la función continua fA : C → {0, 1} del
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siguiente modo

∀σ ∈ C, fA(σ) =

{
1, si σ¹n ∈ A,

0, si σ¹n /∈ A.

Sea

I = {fA : A ⊂ {0, 1}n con |A| = 2n − n y n ∈ N},

que satisface |I| = ℵ0. Aśı que, en lugar de `∞, pondremos `∞(I) y el subconjunto
w∗-compacto {0, 1}N ⊂ B(`∞) será ahora {0, 1}I ⊂ B(`∞(I)). Consideremos la función
ψ : C → {0,+1}I ⊂ B(`∞(I)) tal que

∀i = fA ∈ I, ∀σ ∈ C, ψ(σ)(i) = fA(σ).

que es a una función inyectiva y continua, cuando se considera en {0,+1}I la w∗-
topoloǵıa de `∞(I), que coincide con la topoloǵıa producto de {0, +1}I . Aśı que D :=
ψ(C) ⊂ {0,+1}I es un compacto homeomorfo a C tal que ď¹O = 0 para todo d ∈ D (ver
Proposición 1.12). Sean λ la probabilidad de Haar sobre C, µ := ψ(λ) la probabilidad de
Radon sobre D, imagen de λ por la función continua ψ, y r(µ) =: z0 ∈ cow∗(D) el bari-
centro de µ. Sabemos que ž0(p) = +1, para todo p ∈ I

βI \ I. Sea p ∈ O y consideremos
δp ∈ `∞(I)∗. Se tiene que δp(z0) = ž0(p) = +1, pero δp(d) = ď(p) = 0, ∀d ∈ D. Por tan-
to 1 ≤ d(z0, co(D)) ≤ d̂(cow∗(D), co(D)). Como cow∗(D) ⊂ [0, 1]N y diam([0, 1]N) ≤ 1,
finalmente obtenemos 1 = d(z0, co(D)) = d̂(cow∗(D), co(D)). ¥

Definición 4.3. Sea K un subconjunto w∗-compacto del espacio de Banach dual X∗.

(1) Un subconjunto A de X∗ es un esqueleto de Cantor de anchura δ > 0 si y sólo
si A es un subconjunto acotado de la forma A = {kσ : σ ∈ C} y existen una secuencia
de números reales {an : n ≥ 1} ⊂ R y una secuencia de vectores {xm : m ≥ 1} ⊂ B(X)
tales que, para todo σ ∈ {0, 1}N y todo m ≥ 1, se tiene 〈kσ, xm〉 ≤ am, si σ(m) = 0, y
〈kσ, xm〉 ≥ am + δ, si σ(m) = 1. Aún más, si an = a, ∀n ≥ 1, decimos que A es un
esqueleto de Cantor uniforme. Un subconjunto K de K es un esqueleto de Cantor de K

si K es esqueleto de Cantor y además Kw∗ = K.

(2) Definimos el P -́ındice de K (abrev., Pind(K)) y la anchura de K (abrev.,
Width(K)) de la siguiente forma:

Pind(K) := sup{d̂(cow∗(H), co(H)) : H subconjunto w∗-compacto de K}

y

Width(K) := sup{d ≥ 0 : existe un esqueleto de Cantor A ⊂ K de anchura ≥ d}.

Nota 4.4. Sea K un subconjunto w∗-compacto del espacio de Banach dual X∗. Clara-
mente K tiene la propiedad P si y sólo si Pind(K) = 0. Supongamos que A = {kσ : σ ∈
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C} es un esqueleto de Cantor de K (por tanto Aw∗ = K) de anchura δ > 0 asociado a
las secuencias {an : n ≥ 1} ⊂ R y {xm : m ≥ 1} ⊂ B(X). Entonces

(1) Para todo k ∈ K y todo m ≥ 1 ó bien 〈k, xm〉 ≤ am ó bien 〈k, xm〉 ≥ am + δ.
Aún más, si definimos la aplicación Φ : K → C = {0, 1}N como

∀k ∈ K, ∀m ≥ 1, Φ(k)(m) =

{
1, si 〈k, xm〉 ≥ am + δ

0, si 〈k, xm〉 ≤ am,

entonces Φ es una aplicación continua que verifica Φ(K) = C.
(2) En general, ni K es homeomorfo a C ni K contiene un subespacio homeomorfo

a C. En efecto, cojamos el compacto βN considerado homeomórficamente sumergido en
(B(C(βN)∗), w∗). Es claro que co(βN) ( cow∗(βN) porque co(βN) es el conjunto de las
probabilidades puramente atómicas sobre βN y cow∗(βN) es el conjunto de las proba-
bilidades de Radon sobre βN. Este hecho implica (aplicando la siguiente Proposición
4.8) que existe un subconjunto w∗-compacto K de βN que posee un esqueleto de Cantor
uniforme con respecto a C(βN)∗. Sin embargo K no contiene una copia homeomorfa a
C porque βN carece de secuencias convergentes que no sean triviales.

(3) Para todo 0 < η < δ existen un subconjunto infinito Nη ⊂ N, un número
real aη y un subconjunto Aη ⊂ A tales que Aη es un esqueleto de Cantor uniforme
de anchura η asociado al número aη y a la secuencia {xm : m ∈ Nη} ⊂ B(X). En
efecto, puesto que la familia {an : n ≥ 1} ⊂ R es acotada, existe aη ∈ R tal que
Nη := {m ∈ N : aη +η−δ ≤ am ≤ aη} es un conjunto infinito. Sea π : {0, 1}N → {0, 1}Nη

la proyección canónica y para cada τ ∈ {0, 1}Nη elegimos σ(τ) ∈ π−1(τ). Definimos
hτ := kσ(τ) por cada τ ∈ {0, 1}Nη . Es fácil ver que Aη := {hτ : τ ∈ {0, 1}Nη} es un
esqueleto de Cantor uniforme de anchura η > 0 asociado a aη ∈ R y a la secuencia
{xm : m ∈ Nη} ⊂ B(X).

(4) A pesar de que K tiene un esqueleto de Cantor A = {kσ : σ ∈ C}, no es verdad,
en general, que d̂(cow∗(K), co(K)) > 0. En efecto, consideremos en `∞ el subconjunto
w∗-compacto K := C = {0, 1}N, que es esqueleto de Cantor de anchura 1 de śı mismo
y satisface cow∗(K) = co(K) = [0, 1]N. En el siguiente lema se describen algunas de
las consecuencias de la existencia de un esqueleto de Cantor dentro de un subconjunto
w∗-compacto.

Lema 4.5. Sea K un subconjunto w∗-compacto del espacio de Banach dual X∗ tal que
K contiene un esqueleto de Cantor de anchura δ > 0. Entonces existe un subconjunto
w∗-compacto H de K tal que d̂(cow∗(H), co(H)) ≥ δ y, por tanto, Pind(K) ≥ δ.

Demostración. Sea A := {kσ : σ ∈ C} un esqueleto de Cantor de anchura δ > 0 dentro
de K. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que K = Aw∗ .

(A) Primeramente supongamos que K es un subconjunto w∗-compacto de `∞ y que
A := {kσ : σ ∈ C} es un esqueleto de Cantor uniforme de anchura δ = 1 de K de
modo que, para cada σ ∈ {0, 1}N y para todo m ≥ 1, se tiene que πm(kσ) ≤ 0, si
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σ(m) = 0, y πm(kσ) ≥ 1, si σ(m) = 1. Consideremos la anterior aplicación continua
Φ : K → C tal que , ∀k ∈ K, Φ(k)(m) = 1, si km ≥ 1, y Φ(k)(m) = 0, si km ≤ 0.
Claramente Φ(K) = C. Sea i : C(C) → C(K) la inclusión isométrica canónica tal que
, ∀f ∈ C(C), i(f) = f ◦ Φ y i∗ : C(K)∗ → C(C)∗ su operador adjunto. Claramente i∗

es una aplicación cociente, que es ‖ · ‖-continua y también w∗-w∗-continua. Aún más,
i∗(B(C(K)∗)) = B(C(C)∗) y i∗(PR(K)) = PR(C), donde PR(K) y PR(C) son los espacios
de las probabilidades de Radon sobre K y C, respectivamente. Por la prueba del Lema
4.2 existen un subconjunto w∗-compacto D ⊂ C ⊂ `∞ y una probabilidad de Radon µ
sobre D tal que, si z0 = r(µ)(= baricentro de µ), entonces z0 ∈ cow∗(D) \ co(D). Sea

Dm
1 = {d ∈ D : πm(d) = 1} y Dm

0 = {d ∈ D : πm(d) = 0}, m ≥ 1.

Observemos que la probabilidad µ satisface µ(Dm
1 ) → 1 y, por tanto, µ(Dm

0 ) → 0 cuando
m →∞, por Proposición 1.12. En efecto, en la Proposición 1.12 y en el Lema 4.2 hemos
identificado N con el conjunto I = {fA : A ⊂ {0, 1}n con |A| = 2n − n y n ∈ N}. Por
tanto, con la notación del Lema 4.2, si fAm ∈ I es el elemento de I correspondiente a
m ∈ N, entonces

µ(Dm
1 ) = λ({σ ∈ C : πm ◦ ψ(σ) = 1}) = λ({σ ∈ C : fAm(σ) = 1}) =

∫

C
fAm · dλ.

A continuación aplicamos que ĺımm→∞
∫
C fAm · dλ = 1 por Proposición 1.12.

Aserto. Si Φ−1(D) =: H ⊂ K, existe u0 ∈ cow∗(H) tal que d(u0, co(H)) ≥ 1.

En efecto, puesto que Φ(H) = D, entonces i∗(PR(H)) = PR(D). Por tanto, existe
una probabilidad de Radon ν ∈ PR(H) tal que i∗(ν) = µ. Sea u0 := r(ν) el baricentro
de ν, que satisface u0 ∈ cow∗(H).

Sub-Aserto 1. Dado ε > 0, existe nε ∈ N tal que
∫
H πm(h)dν(h) ≥ 1− ε, ∀m ≥ nε

y, por tanto, ǔ0(p) ≥ 1, ∀p ∈ N∗.
En efecto, sea 0 ≤ M < ∞ tal que ‖h‖ ≤ M, ∀h ∈ H, y elijamos η > 0 con

ε ≥ η(1 + M). A continuación elegimos nε ∈ N tal que µ(Dm
1 ) ≥ 1 − η, ∀m ≥ nε, (y

µ(Dm
0 ) ≤ η). Entonces para m ≥ nε se tiene

∫

H
πm(h)dν(h) =

∫

Φ−1(Dm
1 )

πm(h)dν(h) +
∫

Φ−1(Dm
0 )

πm(h)dν(h) ≥

≥
∫

Φ−1(Dm
1 )

1dν(h) +
∫

Φ−1(Dm
0 )

(−M)dν(h) = ν(Φ−1(Dm
1 ))−Mν(Φ−1(Dm

0 )) =

= µ(Dm
1 )−Mµ(Dm

0 ) ≥ 1− η −Mη ≥ 1− ε.

Por tanto, como πm(u0) = πm(r(ν)) =
∫
H πm(h)dν(h), ∀m ≥ 1, se tiene ǔ0(p) ≥ 1, ∀p ∈

N∗.

Sub-Aserto 2. ∀p ∈ O, ∀h ∈ H, se verifica ȟ(p) ≤ 0.

En efecto, sea p ∈ O (ver Proposición 1.12 para la definición de O) y h0 ∈ H. Sea
Φ(h0) = d0 ∈ D ⊂ C. Puesto que ď0(p) = 0, existe un subconjunto infinito N0 ⊂ N con
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p ∈ N0
βN verificando que d0(n) < 1/2, ∀n ∈ N0, esto es, d0(n) = 0, ∀n ∈ N0 (porque

ó bien d0(n) = 0 ó bien d0(n) = 1, ∀n ∈ N). Por tanto h0(n) ≤ 0, ∀n ∈ N0, de donde
obtenemos ȟ0(p) ≤ 0.

Del Sub-Aserto 2 obtenemos ȟ(p) ≤ 0, ∀p ∈ O, ∀h ∈ co(H). Como ǔ0(p) ≥ 1, ∀p ∈
N∗, deducimos que d(u0, co(H)) ≥ 1, lo que prueba el Aserto y completa la prueba del
enunciado en este caso (A).

(B) Supongamos que K es un subconjunto w∗-compacto de `∞, que contiene un
esqueleto de Cantor de anchura δ > 0 asociado a las secuencias (an)n≥1 ∈ `∞ y {πm :
m ≥ 1}, donde πm(k) = km, ∀k ∈ `∞. Sea T : `∞ → `∞ la transformación tal que
T (x)(n) = (xn − an)/δ, ∀n ∈ N. Claramente T es una transformación af́ın que es w∗-
w∗-continua y ‖ · ‖-continua. Si L = T (K), entonces L es un subconjunto w∗-compacto
con un esqueleto de Cantor uniforme, que satisface las condiciones del caso (A). Por
tanto existen un subconjunto w∗-compacto W ⊂ L y un punto w0 ∈ cow∗(W ) tales que
d(w0, co(W )) ≥ 1. Sea H := T−1(W ). Claramente H es un subconjunto w∗-compacto
de K tal que T (H) = W, T (co(H)) = co(W ) y T (cow∗(H)) = cow∗(W ). Por tanto,
si u0 ∈ cow∗(H) satisface T (u0) = w0, entonces d(u0, co(H)) ≥ δ, por la forma de la
transformación T .

(C) Supongamos que K es un subconjunto w∗-compacto de un espacio de Banach
dual X∗ tal que K contiene un esqueleto de Cantor A := {kσ : σ ∈ C} de anchura δ > 0.
Consideremos el operador continuo T : `1 → X tal que, ∀(λn)n≥1 ∈ `1, T ((λn)n≥1) =∑

n≥1 λnxn ∈ X. Observemos que ‖T‖ ≤ 1. Entonces, T ∗(K) es un subconjunto w∗-
compacto de `∞ y {T ∗(kσ) : σ ∈ C} es un esqueleto de Cantor de T ∗(K) de anchura
δ > 0, que satisface las condiciones del caso (B). Por tanto existen un subconjunto
w∗-compacto de W ⊂ T ∗(K) y un punto w0 ∈ cow∗(W ) tales que d(w0, co(W )) ≥
δ. Sea H := T ∗−1(W ) ∩ K. Entonces H es un subconjunto w∗-compacto de K tal
que T ∗(H) = W y T ∗(cow∗(H) = cow∗(W ). Sea u0 ∈ cow∗(H) tal que T ∗(u0) = w0.
Teniendo en cuenta que ‖T ∗‖ ≤ 1 y que co(W ) ⊂ T ∗(co(H)) ⊂ co(W ), obtenemos
d(u0, co(H)) ≥ d(T ∗(u0), T ∗(co(H))) = d(w0, co(W )) ≥ δ, lo que completa la prueba. ¥

Si K es un compacto Hausdorf y µ una medida de Radon sobre K, denotaremos por
Bo(K) al σ-álgebra de los subconjuntos de Borel de K y por (Bo(K))µ a la µ-compleción
de Bo(K). Una función f : K → R se dice que es µ-medible si f−1(G) ∈ (Bo(K))µ para
todo subconjunto abierto G de R. Recordemos que por el Teorema de Lusin f : K → R
es µ-medible sobre K si y sólo si por cada ε > 0 existe un subconjunto compacto L de
K tal que |µ|(K \ L) ≤ ε y la restricción f¹L es continua. La función f : K → R se dice
que es universalmente medible sobre K si y sólo si f es µ-medible sobre K para toda
medida de Radon µ sobre K.

Lema 4.6. Sea W un subconjunto w∗-compacto de `∞ que tiene un esqueleto de Cantor
uniforme de anchura δ > 0 asociado al número r0 ∈ R y a la secuencia {πn : n ≥ 1}
de las proyecciones canónicas. Entonces existe una probabilidad de Radon µ sobre W
tal que, si p ∈ βN \ N y δp ∈ S(`∗∞) es el funcional tal que δp(x) = x̌(p), ∀x ∈ `∞, la
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aplicación δp no es µ-medible sobre W .

Demostración. Por Nota 4.4 existe una aplicación w∗-continua Φ : W → C = {0, 1}N
tal que Φ(W ) = C. Sea λ la probabilidad de Haar sobre C y µ una probabilidad de
Radon sobre W tal que λ es la imagen de µ por la aplicación Φ. Observemos que un
subconjunto L ⊂ C es λ-medible si y sólo si Φ−1(L) ⊂ W es µ-medible. Por un conocido
argumento de Sierpinski ([49],[48, 14.5.1]), si p ∈ βN \ N y δp ∈ S(`∗∞) es el funcional
tal que δp(x) = x̌(p), ∀x ∈ `∞, entonces δp no es λ-medible, esto es, el subconjunto
L := {x ∈ C : δp(x) = 1} = {1A : A ⊂ N, p ∈ A

βN} no es λ-medible. Por tanto,
Φ−1(L) ⊂ W no es µ-medible. Sin embargo

Φ−1(L) = {w ∈ W : δp(w) ≥ r0 + δ},

y esto prueba que δp no es µ-medible sobre W . ¥

Definición 4.7. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto Y ⊂ X∗ se dice que
es uniformemente no-fragmentable sii existe un número real ε0 > 0 tal que para toda
familia finita F de w∗-abiertos de X∗ con V ∩ Y 6= ∅, ∀V ∈ F , existen xF ∈ B(X) y
rF ∈ R tales que

inf〈V ∩ Y, xF 〉 < rF < rF + ε0 < sup〈V ∩ Y, xF 〉, ∀V ∈ F .

Proposición 4.8. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X∗. Los sigu-
ientes enunciados son equivalentes:

(1) Y no posee la propiedad (P).

(2) Existen un subconjunto w∗-compacto H de Y y dos números reales a < b tales que
para toda familia finita F de subconjuntos w∗-abiertos de X∗ con V ∩H 6= ∅, ∀V ∈ F ,
existe xF ∈ B(X) verificando que

inf〈V ∩H,xF 〉 < a < b < sup〈V ∩H,xF 〉, ∀V ∈ F .

(3) Existe un subconjunto w∗-compacto K de Y que tiene un esqueleto de Cantor
uniforme.

(4) Existen un subconjunto w∗-compacto K de Y y un funcional ψ ∈ X∗∗ que no es
universalmente medible sobre K.

(5) Existe un subconjunto w∗-compacto H de Y que es uniformemente no-fragmentable.

(6) Existe un subconjunto w∗-compacto H de Y que posee una w∗-N-familia.

Demostración. 1 ⇒ 2. Puesto que Y carece de la propiedad (P ), existe un subconjunto
w∗-compacto K ⊂ Y tal que d̂(cow∗(K), co(K)) > d > 0. Por el Lema 2.3 existen r0 ∈
R, ψ ∈ S(X∗∗) y un subconjunto w∗-compacto H ⊂ K tales que: (i) ψ(k) < r0, ∀k ∈ K;
(ii) para todo subconjunto w∗-abierto V de X∗ con V ∩H 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩H)
tal que ψ(ξ) > r0 + d. Por tanto, si F es una familia finita de subconjuntos w∗-abiertos
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de X∗ tal que V ∩H 6= ∅, ∀V ∈ F , existen kV ∈ V ∩H y ξV ∈ cow∗(V ∩H) de modo
que ψ(kV ) < r0 y ψ(ξV ) > r0 + d para todo V ∈ F . Aśı que, como B(X) es w∗-denso
en B(X∗∗), podemos hallar un vector xF ∈ B(X) tal que

inf〈V ∩H, xF 〉 < r0 < r0 + d < sup〈cow∗(V ∩H), xF 〉, ∀V ∈ F .

Puesto que xF ∈ X, entonces sup〈cow∗(V ∩H), xF 〉 = sup〈V ∩H, xF 〉 y, por tanto, se
verifica (2).

2 ⇒ 3. Sea H un subconjunto w∗-compacto de Y verificando (2). Vamos a construir
una secuencia independiente {(Am, Bm) : m ≥ 1} en H.

Etapa 1. Por (2) existe x1 ∈ B(X) tal que

inf〈H,x1〉 < a < b < sup〈H,x1〉.
Definamos V11 = {h ∈ X∗ : 〈h, x1〉 < a} y V12 = {h ∈ X∗ : 〈h, x1〉 > b}, que satisfacen
V1i ∩H 6= ∅, i = 1, 2.

Etapa 2. Por (2) existe x2 ∈ B(X) tal que

inf〈V1i ∩H, x2〉 < a < b < sup〈V1i ∩H, x2〉, i = 1, 2.

Sea V21 = {h ∈ X∗ : 〈h, x2〉 < a} y V22 = {h ∈ X∗ : 〈h, x2〉 > b}, que satisfacen
V1i ∩ V2j ∩H 6= ∅, i, j = 1, 2.

A continuación procedemos por iteración. Sea

Am = {h ∈ H : 〈h, xm〉 ≥ b} y Bm = {h ∈ H : 〈h, xm〉 ≤ a}, m ≥ 1.

Es fácil ver que {(Am, Bm) : m ≥ 1} es una secuencia independiente de subconjun-
tos w∗-cerrados de H. Ahora, por cada σ ∈ {0, 1}N y n ∈ N, sea C(σ,n) = An, si
σ(n) = 1, y C(σ,n) = Bn, si σ(n) = 0. Por compacidad, es claro que

⋂
n≥1 C(σ,n) 6=

∅, ∀σ ∈ {0, 1}N. Por tanto podemos elegir hσ ∈
⋂

n≥1 C(σ,n), ∀σ ∈ {0, 1}N. Sea K :=

{hσ : σ ∈ {0, 1}N}w∗
. Se ve fácilmente que {hσ : σ ∈ {0, 1}N} es un esqueleto de Cantor

uniforme de K de anchura b− a.

3 ⇒ 4. Sea K un subconjunto w∗-compacto de Y con un esqueleto de Cantor uni-
forme {hσ : σ ∈ {0, 1}N} de anchura δ > 0 asociado al número r0 ∈ R y a la se-
cuencia {xm : m ≥ 1} ⊂ B(X). Sea T : `1 → X un operador continuo tal que
T (en) = xn, ∀n ≥ 1, siendo {en : n ≥ 1} la base canónica de `1. Sea T ∗ : X∗ → `∞ el

operador adjunto y W := T ∗(K) = {T ∗(hσ) : σ ∈ {0, 1}N}w∗ ⊂ `∞. Se ve sin dificultad
que {T ∗(hσ) : σ ∈ {0, 1}N} es un esqueleto de Cantor uniforme de W de anchura δ > 0
asociado al número r0 ∈ R y a la secuencia {em : m ≥ 1} ⊂ B(`1). Por el Lema 4.6
existe una probabilidad de Radon ν sobre W de modo que, si p ∈ βN \ N, entonces
δp ∈ S(`∗∞) es un funcional cuya restricción a W no es ν-medible. Sea µ una probabili-
dad de Radon sobre K tal que ν = T ∗(µ). Como δp no es ν-medible sobre W , es claro
que ψ := δp ◦ T ∗ ∈ X∗∗ no es µ-medible sobre K.
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4 ⇒ 5. Sean K un subconjunto w∗-compacto de Y , µ una probabilidad de Radon
sobre K y ψ ∈ X∗∗ un funcional que no es µ-medible sobre K. Si supp(µ) =: H,
claramente ψ no es µ-medible sobre H. Por el Teorema de Lusin esto significa que existe
ρ > 0 tal que la restricción ψ¹L no es continua para todo subconjunto w∗-compacto L
de H con µ(H \ L) ≤ ρ. Por tanto ψ¹W no es continua para todo subconjunto convexo
w∗-compacto W de cow∗(H) con µ(cow∗(H) \W ) ≤ ρ. Por [30, 4.1 Proposition] existen
r0 ∈ R y δ > 0 de modo que, si L es un subconjunto convexo w∗-compacto de cow∗(H)
con µ(L) > 0, entonces L corta simultáneamente a los subconjuntos {ξ ∈ cow∗(H) :
ψ(ξ) ≤ r0} y {ξ ∈ cow∗(H) : ψ(ξ) ≥ r0 + δ}. Por tanto, si V es un subconjunto w∗-
abierto de X∗ con V ∩H 6= ∅, entonces µ(V ∩H) > 0 (porque H es el soporte de µ) y,
también, µ(cow∗(V ∩H) ≥ µ(V ∩H) > 0. Aśı que existen ξ, η ∈ cow∗(V ∩H) tales que
ψ(η) ≤ r0 < r0 + δ ≤ ψ(ξ). Sea F una familia finita de subconjuntos w∗-abiertos de X∗

tal que V ∩ H 6= ∅, ∀V ∈ F . Sea ε > 0 tal que r0 + ε < r0 + δ − ε. Por cada V ∈ F
elegimos vectores ξV , ηV ∈ cow∗(V ∩H) de modo que

ψ(ηV ) < r0 + ε < r0 + δ − ε < ψ(ξV ).

Puesto que B(X) es w∗-denso en B(X∗∗), podemos hallar un vector xF ∈ B(X) tal que

〈ηV , xF 〉 < r0 + ε < r0 + δ − ε < 〈ξV , xF 〉, ∀V ∈ F .

Finalmente observemos que inf〈V ∩H, xF 〉 = inf〈cow∗(V ∩H), xF 〉 ≤ 〈ηV , xF 〉 y 〈ξV , xF 〉 ≤
sup〈cow∗(V ∩H), xF 〉 = sup〈V ∩H, xF 〉.

5 ⇒ 6. Sea H un subconjunto w∗-compacto de Y , que es uniformemente no-fragmentable
para cierto η > 0. Utilizando un argumento similar al de la implicación 2 ⇒ 3, podemos
hallar dos secuencias {rm : m ≥ 1} ⊂ R y {xm : m ≥ 1} ⊂ B(X) tales que, si

Am = {h ∈ H : 〈h, xm〉 ≥ rm + η} y Bm = {h ∈ H : 〈h, xm〉 ≤ rm}, m ≥ 1,

entonces {(Am, Bm) : m ≥ 1} es una secuencia independiente de subconjuntos w∗-
cerrados de H. Por un argumento de compacidad, para todo par de subconjuntos dis-
juntos M,N de N se tiene que (

⋂
m∈M Am)∩ (

⋂
n∈N Bn) 6= ∅. Por tanto, podemos elegir

ηM,N ∈ (
⋂

m∈M Am)∩(
⋂

n∈N Bn). Claramente, {ηM,N : M, N subconjuntos disjuntos de N}
es una w∗-N-familia en H tal que

ηM,N (xm) ≥ rm + η, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ rn, ∀n ∈ N.

6 ⇒ 1. Sea {ηM,N : M, N subconjuntos disjuntos de N} una w∗-N-familia en cierto
subconjunto w∗-compacto H de Y . Por cada σ ∈ {0, 1}N, sea M := {n ∈ N : σ(n) = 1} y
N := N\M , y definamos hσ := ηM,N . Es fácil ver que {hσ : σ ∈ {0, 1}N} es un esqueleto

de Cantor del subconjunto w∗-compacto {hσ : σ ∈ {0, 1}N}w∗
=: K ⊂ H. Ahora basta

aplicar el Lema 4.5. ¥

Proposición 4.9. Si K es un subconjunto w∗-compacto del espacio de Banach dual X∗,
se verifica Pind(K) = Width(K).
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Demostración. Primeramente Pind(K) ≥ Width(K) por Lema 4.5. Por otra parte, de
las pruebas de 1 ⇒ 2 y 2 ⇒ 3 de la Proposición 4.8 obtenemos Pind(K) ≤ Width(K).
Por tanto Pind(K) = Width(K). ¥

Proposición 4.10. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X∗ tal que
Y =

⋃
n≥1 Kn, siendo Kn un subconjunto w∗-compacto de X∗ para n ≥ 1. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

(1) Y no posee la propiedad (P).

(2) Existe una w∗-N-familia de anchura δ > 0 dentro de Y .

(3) Existe un esqueleto de Cantor de anchura δ > 0 dentro de Y .

(4) Existe p ∈ N tal que Kp contiene un esqueleto de Cantor de anchura δ > 0.

(5) Existe p ∈ N tal que Kp no posee la propiedad (P ).

Demostración. 1 ⇒ 2. Esta implicación se sigue de la Proposición 4.8.

2 ⇒ 3. Sea {ηM,N : M, N subconjuntos disjuntos de N} una w∗-N-familia de anchura
δ > 0 dentro de Y . Por cada σ ∈ C sea hσ := ηM,N , siendo M := {n ∈ N : σ(n) = 1}
y N := {n ∈ N : σ(n) = 0}. Claramente {hσ : σ ∈ C} es un esqueleto de Cantor de
anchura δ > 0 dentro de Y .

3 ⇒ 4. Sea {hσ : σ ∈ C} un esqueleto de Cantor de anchura δ > 0 dentro de Y y
{rm : m ≥ 1} ⊂ R y {xm : m ≥ 1} ⊂ B(X) las secuencias asociadas a dicho esqueleto.
Definimos Φ : X∗ → [0, 1]N tal que para todo m ∈ N y todo x∗ ∈ X∗

πm ◦ Φ(x∗) :=
(〈x∗, xm〉 − rm

δ
∧ 1

) ∨ 0.

Es inmediato que Φ es una aplicación continua cuando en X∗ se considera la w*-topoloǵıa
y en [0, 1]N la topoloǵıa producto. Aún más Φ({hσ : σ ∈ C}) = C. Como C = {Φ(hσ) :
σ ∈ C} ⊂ ⋃

n≥1 Φ(Kn), por el Teorema de Baire existen p, q ∈ N y s ∈ {0, 1}p tales que
{Φ(hσ) : σ ∈ C, s ≺ σ} ⊂ Φ(Kq) (s ≺ σ significa que σ¹p = s). Aśı que por cada σ ∈ C
podemos elegir un elemento kσ ∈ Kq tal que Φ(kσ) = Φ(hsσ), siendo sσ la concatenación
de s con σ.

Aserto. {kσ : σ ∈ C} es un esqueleto de Cantor de anchura δ > 0 dentro de Kq

asociado a las secuencias {r̃m : m ≥ 1} ⊂ R y {x̃m : m ≥ 1} ⊂ B(X) tales que
r̃m = rm+p y x̃m = xm+p, ∀m ≥ 1.

En efecto, si σ ∈ C y σ(m) = 1, entonces sσ(m + p) = 1 y, por tanto, 〈hsσ, xm+p〉 ≥
rm+p + δ, de donde πm+p ◦ Φ(hsσ) = 1. Como πm+p ◦ Φ(hsσ) = πm+p ◦ Φ(kσ), en-
tonces 〈kσ, xm+p〉 ≥ rm+p + δ, de donde 〈kσ, x̃m〉 = 〈kσ, xm+p〉 ≥ rm+p + δ = r̃m + δ.
Análogamente, 〈kσ, x̃m〉 ≤ r̃m if σ(m) = 0.

4 ⇒ 5 se sigue de la Proposición 4.8 y 5 ⇒ 1 es obvio. ¥

Consideremos a continuación el siguiente problema. Si Y es un subconjunto de X∗

tal que Y =
⋃

n≥1 Kn, siendo Kn un subconjunto w∗-compacto de X∗ verificando la
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propiedad (P ) para todo n ≥ 1, ¿ es verdad que el subespacio cerrado [Y ] generado por
Y posee la propiedad (P )? Vemos en lo que sigue que la respuesta es afirmativa.

Lema 4.11. Sean X,Z espacios de Banach y ϕ : X∗ → Z∗ una aplicación af́ın w∗-
w∗-continua. Si K es un subconjunto w∗-compacto de X∗ verificando la propiedad (P),
entonces el subconjunto ϕ(K) posee la propiedad (P).

Demostración. Sea L ⊂ ϕ(K) un subconjunto w∗-compacto y H := ϕ−1(L) ∩ K.
Claramente H es un subconjunto w∗-compacto de K verificando cow∗(H) = co(H)
y ϕ(H) = L. Por tanto se tiene

cow∗(L) = ϕ(cow∗(H)) = ϕ(co(H)) ⊂ co(ϕ(H)) = co(L),

de donde cow∗(L) = co(L) y, en consecuencia, ϕ(K) posee la propiedad (P ). ¥

Lema 4.12. Sean X1, X2 espacios de Banach, X = X1 × X2 y K1 ⊂ X∗
1 y K2 ⊂ X∗

2

dos subconjuntos w∗-compactos verificando ambos la propiedad (P ). Entonces K :=
K1 ×K2 ⊂ X∗ es un subconjunto w∗-compacto de X∗ con la propiedad (P).

Demostración. Suponemos que X = X1⊕1X2, es decir que, si x = x1+x2, x1 ∈ X1, x2 ∈
X2, entonces ‖x‖ = ‖x1‖+ ‖x2‖. Aśı que X∗ = X∗

1 ⊕∞ X∗
2 y X∗∗ = X∗∗

1 ⊕1 X∗∗
2 . En lo

que sigue se prueba que K verifica la propiedad (P ) mostrando que todo funcional ϕ ∈
X∗∗ es universalmente medible sobre K (ver Proposición 4.8). Sea µ una probabilidad
de Radon sobre K. Definimos las probabilidades µ1, µ2 sobre las σ-álgebras de Borel
Bo(K1),Bo(K2) de K1 y K2, respectivamente, de la siguiente manera: si B1 ∈ Bo(K1) y
B2 ∈ Bo(K2), ponemos µ1(B1) = µ(B1 ×K2) y µ2(B2) = µ(K1 ×B2). Observemos que
µ1, µ2 son probabilidades de Radon sobre K1 y K2, respectivamente. Sea ϕ = ϕ1 +ϕ2 ∈
X∗∗ con ϕ1 ∈ X∗∗

1 y ϕ2 ∈ X∗∗
2 . Puesto que µi es una probabilidad de Radon sobre Ki y Ki

verificando la propiedad (P ), ϕi es µi-medible sobre Ki, i = 1, 2, por la Proposición 4.8.
Por tanto, dado ε > 0, existe un subconjunto w∗-compacto Ki0 ⊂ Ki tal que ϕi es una
aplicación w∗-continua sobre Ki0 y µi(Ki \Ki0) ≤ ε/2, para i = 1, 2. Aśı que el funcional
ϕ = ϕ1 + ϕ2 es w∗-continua sobre el subconjunto w∗-compacto K0 := K10×K20 ⊂ K y
este subconjunto satisface K \K0 ⊂ (K1 × (K2 \K20)) ∪ ((K1 \K10)×K2), de donde

µ(K \K0) ≤ µ(K1 × (K2 \K20)) + µ((K1 \K10)×K2) =
= µ2(K2 \K20) + µ1(K1 \K10) ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

En consecuencia ϕ es µ-medible y, por tanto, universalmente medible. ¥

Lema 4.13. Sea X un espacio de Banach, K un subconjunto w∗-compacto de X∗ con
la propiedad (P) y ε > 0. Si K0 := K + εB(X∗), entonces K0 es un subconjunto w∗-
compacto de X∗ tal que todo esqueleto de Cantor dentro de K0 tiene anchura ≤ 2ε.

Demostración. Supongamos que K0 contiene un esqueleto de Cantor {hσ : σ ∈ C} de
anchura δ > 2ε asociado a las secuencias {rm : m ≥ 1} ⊂ R y {xm : m ≥ 1} ⊂ B(X).
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Como hσ ∈ K0 := K + εB(X∗), ∀σ ∈ C, existe kσ ∈ K tal que ‖hσ − kσ‖ ≤ ε. Por tanto
{kσ : σ ∈ C} es un subconjunto acotado de K que satisface

〈kσ, xm〉 ≥ rm + δ − ε si σ(m) = 1 and 〈kσ, xm〉 ≤ rm + ε si σ(m) = 0.

Aśı que {kσ : σ ∈ {0, 1}N} es un esqueleto de Cantor dentro de K de achura δ − 2ε > 0.
Teniendo en cuenta que K tiene la propiedad (P ) y la Proposición 4.8, obtenemos una
contradicción que prueba el Lema. ¥

Proposición 4.14. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X∗ tal que
Y =

⋃
n≥1 Kn, siendo Kn un subconjunto w∗-compacto de X∗ para cada n ≥ 1. Los

siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Y posee la propiedad (P).

(2) [Y ] no contiene ningún esqueleto de Cantor.

(3) [Y ] no contiene ninguna w∗-N-familia.

(4) [Y ] posee la propiedad (P).

Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos que [Y ] contiene un esqueleto de Cantor K de
anchura δ > 0. Por cada n ≥ 1 sean Ln = ∪n

i=1Ki y Sn el subconjunto convexo compacto
de Rn definido por Sn := [−n, n]n. Por el Lema 4.12 el subconjunto w∗-compacto Sn×Ln

n

de Rn × X∗n posee la propiedad (P ). Por el Lema 4.11 el subconjunto w∗-compacto
Wn := {∑n

i=1 tiki : (t1, t2, . . . , tn) ∈ Sn, ki ∈ Ln, i = 1, 2, ..., n} de X∗ también posee la
propiedad (P ). Observemos que si ε > 0 entonces

⋃

n≥1

Wn = [Y ] ⊂
⋃

n≥1

(Wn + εB(X∗)).

Sea 0 < ε0 < δ/2. Como K ⊂ [Y ] ⊂ ⋃
n≥1(Wn +ε0B(X∗)), por la Proposición 4.10 existe

q ∈ N tal que Wq + ε0B(X∗) contiene un esqueleto de Cantor de anchura δ > 2ε0, lo que
contradice el Lema 4.13.

(2) ⇒ (3). Supongamos que existe una w∗-N-familia {ηM,N : M,N subconjuntos
disjuntos de N} de anchura δ > 0 dentro de [Y ]. Por cada σ ∈ C, sea hσ = ηM,N , donde
M := {n ∈ N : σ(n) = 1} y N := {n ∈ N : σ(n) = 0}. Claramente {hσ : σ ∈ C} es un
esqueleto de Cantor de anchura δ > 0 dentro de [Y ], lo que contradice a (2).

(3) ⇒ (4) se sigue de la Proposición 4.8 y (4) ⇒ (1) es obvio. ¥

Corolario 4.15. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X∗ tal que Y =⋃
n≥1 Kn, siendo Kn un subconjunto w∗-compacto de X∗ para cada n ≥ 1. Entonces Y

posee la propiedad (P ) si y sólo si todo subconjunto convexo C de [Y ] tiene 3-control
dentro de X∗.
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Demostración. (a) Si Y verifica la propiedad (P ), entonces [Y ] no posee ninguna w∗-N-
familia por Proposición 4.14. Aśı que por Proposición 3.8 todo subconjunto convexo C
de [Y ] tiene 3-control dentro de X∗.

(b) Sea K un subconjunto w∗-compacto de Y . Entonces co(K) es un subconjunto
convexo cerrado de [Y ] y, por tanto, tiene 3-control dentro de X∗. Este hecho implica
que cow∗(K) = co(K). En consecuencia Y posee la propiedad (P ). ¥

Nota 4.16. Si C es un subconjunto convexo de X∗ con M -control dentro de X∗, para
cierto 1 ≤ M < +∞, C podŕıa carecer de la propiedad (P ). Por ejemplo, B(`∞) es un
subconjunto convexo w∗-compacto de `∞ con 1-control dentro de `∞ (por la Proposición
2.1) pero no posee la propiedad (P ). Y viceversa, un subconjunto convexo C de un espa-
cio de Banach dual X∗ puede tener la propiedad (P ) y, sin embargo, carecer de control
dentro de X∗. En la Proposición 2.13 se dan ejemplos de este tipo de comportamientos.

A continuación vamos a estudiar la relación entre la propiedad (P ) y otras propiedades
como:(1) la propiedad (Q); (2) tener 3-control; (3) ser fragmentable; (4) no contener una
copia de la base de `1(c).

La propiedad (Q)

Si K ⊂ X∗ es un subconjunto w∗-compacto del dual X∗ de un espacio de Ba-
nach X, se define el conjunto Ext(K) de los puntos extremos de K como Ext(K) =
Ext(cow∗(K)), es decir, como el conjunto de los puntos extremos de cow∗(K). Sabemos
que Ext(K) 6= ∅, Ext(K) ⊂ K y que cow∗(Ext(K)) = cow∗(K) (ver [13]). Intentamos in-
vestigar cuándo ocurre que co(Ext(K)) = cow∗(K). Puesto que co(Ext(K)) ⊂ co(K) ⊂
cow∗(K), si co(Ext(K)) = cow∗(K), entonces co(K) = cow∗(K), pero el rećıproco puede
ser falso. Si X es un espacio de Banach, decimos que un subconjunto Y ⊂ X∗ veri-
fica la propiedad (Q) sii para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ Y se verifica que
co(Ext(K)) = cow∗(K).

Proposición 4.17. Sean X un espacio de Banach e Y ⊂ X∗ un subconjunto de su dual
X∗. Son equivalentes

(1) Y posee la propiedad (P ).
(2) Y posee la propiedad (Q).

Demostración. (2) ⇒ (1). Esta implicación es obvia por lo que se acaba de decir en el
párrafo anterior.

(1) ⇒ (2). Supongamos que Y no verifica la propiedad (Q), es decir, que existe un
subconjunto w∗-compacto K ⊂ Y tal que co(Ext(K)) es distinto de cow∗(K) (aunque
evidentemente co(Ext(K)) ⊂ cow∗(K)). Por la prueba de [30, 3.1.Proposition] sabemos
que existen ϕ ∈ S(X∗∗), un subconjunto no-vaćıo S ⊂ Ext(K) y dos números reales
r, δ > 0 tales que si V es un subconjunto w∗-abierto de X∗ con V ∩ S 6= ∅, entonces se
pueden hallar dos vectores ξ, η ∈ cow∗(V ∩ S) tales que ϕ(ξ) > r + δ y ϕ(η) < r. Por la
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prueba de [30, 2.LEMMA] (ver Lema 2.3) existe una secuencia {xn : n ≥ 1} ⊂ S(X) tal
que para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M, N ⊂ N se verifica

∅ 6= (
⋂

m∈M

{ξ ∈ S : ξ(xn) > r + δ}) ∩ (
⋂

n∈N

{η ∈ S : η(xn) < r}).

Por tanto si ponemos

An = {ξ ∈ K : ξ(xn) ≥ r + δ}, Bn = {η ∈ K : η(xn) ≤ r}, ∀n ≥ 1,

entonces para todo par de subconjuntos finitos disjuntos M,N ⊂ N el subconjunto w∗-
compacto (

⋂
m∈M Am) ∩ (

⋂
n∈N Bn) de K es no vaćıo. Puesto que K es w∗-compacto

concluimos que para todo par de subconjuntos disjuntos (finitos ó infinitos) M,N ⊂ N

∅ 6= (
⋂

m∈M

Am) ∩ (
⋂

n∈N

Bn) ⊂ K.

Finalmente por cada par de subconjuntos disjuntos (finitos ó infinitos) M, N ⊂ N elegi-
mos ηM,N ∈ (

⋂
m∈M Am) ∩ (

⋂
n∈N Bn). Obviamente se verifica

ηM,N (xm) ≥ r + δ, ∀m ∈ M, y ηM,N (xn) ≤ r, ∀n ∈ N,

es decir, que K posee una w∗-N-familia, lo que no es posible por Proposición 4.8 y porque
Y tiene la propiedad (P ). ¥

Corolario 4.18. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X∗ tal que Y =⋃
n≥1 Kn, siendo Kn un subconjunto w∗-compacto de X∗ para cada n ≥ 1. Entonces son

equivalentes:
(1) Y posee la propiedad (Q).
(2) [Y ] posee la propiedad (Q).

Demostración. El enunciado es consecuencia de la Proposición 4.17 y de la Proposición
4.14. ¥

La propiedad (P ) versus “tener 3-control”

Si C ⊂ X∗ es un subconjunto convexo que tiene control en X∗, no por ello C ha
de poseer la propiedad (P ). En efecto, basta considerar los subconjuntos convexos w∗-
compactos de un espacio de Banach dual. Estos subconjuntos siempre tienen 1-control
y, sin embargo, no siempre tienen la propiedad (P ). Por ejemplo, K = B(`∞) no tiene
la propiedad (P ) aunque tiene 1-control en `∞. También ocurre que si un subconjunto
convexo C ⊂ X∗ tiene la propiedad (P ) no por ello ha de poseer control en X∗. Basta
considerar el ejemplo de Corolario 2.14 en donde se toma C = `1(J) con J incontable.
Los siguiente corolarios nos dan una visión de la relación entre la propiedad (P ) y la
propiedad “tener 3-control”.
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Corolario 4.19. Sean X un espacio de Banach y K ⊂ X∗ un subconjunto w∗-compacto
de X∗. Son equivalentes

(1) K posee la propiedad (P ).
(2) Todo subconjunto convexo C ⊂ cow∗(K) tiene 3-control dentro de X∗.
(3) Todo subconjunto convexo C ⊂ co(K) tiene 3-control dentro de X∗.
(4) Todo subconjunto convexo C ⊂co(K) tiene 3-control dentro de X∗.

Demostración. (1) ⇒ (2). Si algún subconjunto convexo C ⊂ cow∗(K) no tuviera 3-
control dentro de X∗, por Proposición 3.8 existiŕıa en C, y por tanto en cow∗(K), una
w∗-N-familia, lo que contradice (1) por Proposición 4.14.

(2) ⇒ (3) ⇒ (4). Obvio.

(4) ⇒ (1). Sea H ⊂ K un subconjunto w∗-compacto. Como co(H) ⊂co(K), se tiene
que co(H) (y también co(H)) tiene 3-control dentro de X∗, por lo que cow∗(H) ⊂ co(H),
es decir, cow∗(H) = co(H), y, por tanto, K tiene la propiedad (P ). ¥

Corolario 4.20. Sean X un espacio de Banach y C ⊂ X∗ un subconjunto convexo de
X∗. Son equivalentes

(1) C posee la propiedad (P ).
(2) Para todo subconjunto w∗-compacto H ⊂ C ocurre que todo subconjunto convexo

F ⊂ cow∗(H) tiene 3-control en X∗.
(3) Para todo subconjunto w∗-compacto H ⊂ C ocurre que todo subconjunto convexo

F ⊂ co(H) tiene 3-control en X∗.
(3’) Para todo subconjunto w∗-compacto H ⊂ C ocurre que co(H) tiene 3-control en

X∗.
(4) Para todo subconjunto w∗-compacto H ⊂ C ocurre que todo subconjunto convexo

F ⊂co(H) tiene 3-control en X∗.
(4’) Para todo subconjunto w∗-compacto H ⊂ C ocurre que co(H) tiene 3-control en

X∗.

Demostración. (1) ⇒ (2). Si H ⊂ C es un subconjunto w∗-compacto, entonces H tiene
la propiedad (P ) y por Corolario 4.19 todo subconjunto convexo F ⊂ cow∗(H) tiene
3-control dentro de X∗.

(2) ⇒ (3) ⇒ (4). Obvio

(4) ⇒ (1). Esta implicación sale de Corolario 4.19.

(3) ⇒ (3′) ⇔ (4′). Obvio.

(4′) ⇒ (1). Si H ⊂ C es un subconjunto w∗-compacto, entonces, por (4’), co(H) (y
también co(H)) tiene 3-control dentro de X∗, es decir, cow∗(H) ⊂ co(H), por lo que
cow∗(H) = co(H). Esto prueba que C ∈ (P ). ¥

La propiedad (P ) y la fragmentabilidad

Pasemos a tratar la fragmentabilidad. Aqúı consideramos la fragmentabilidad en
espacios de Banach duales X∗, que involucra a la w∗-topoloǵıa y a la norma de X∗.
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Decimos que un subconjunto Y ⊂ X∗ de un espacio de Banach dual X∗ está fragmentado
por la norma si para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ Y y todo ε > 0 existe un
subconjunto w∗-abierto V en X∗ tal que V ∩K 6= ∅ y diam(V ∩K) ≤ ε.

Si todos los subconjuntos w∗-compactos de Y ⊂ X∗ están fragmentados por la
norma, entonces Y posee la propiedad (P ), pero no al revés. De modo que si Y tiene la
propiedad (P ) no todos los subconjuntos w∗-compactos de Y deben estar fragmentados
por la norma. En efecto, sea X = JT2 el espacio árbol de James (ver [35]), que es
separable, no contiene a `1 y su dual no es separable, es decir, X no es Asplund. Por
los resultados de Haydon [30] ocurre que X∗ posee la propiedad (P ), aunque por no ser
Asplund existe un subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗ que no está fragmentado por la
norma, sin llegar a ser uniformemente no-fragmentable porque X∗ tiene la propiedad
(P ). La fragmentabilidad se parece a la propiedad (P ) en que pasa de un subconjunto
Y =

⋃
n≥1 Kn, siendo Kn un subconjunto w∗-compacto de X∗ para cada n ≥ 1, al

subespacio cerrado [Y ] generado por Y . Para comodidad del lector demostramos este
resultado en la siguiente proposición.

Proposición 4.21. Sean X un espacio de Banach e Y =
⋃

n≥1 Kn, siendo Kn un
subconjunto w∗-compacto de X∗ para cada n ≥ 1. Son equivalentes

(1) Y está fragmentado por la norma.
(2) [Y ] está fragmentado por la norma.

Demostración. Como la implicación (2) ⇒ (1) es obvia, pasamos a probar la implicación
(1) ⇒ (2) por reducción al absurdo. Aśı que suponemos que [Y ] no está fragmentado
por la norma, es decir, que existen un subconjunto w∗-compacto H ⊂ [Y ] y un número
real δ > 0 de modo que para todo subconjunto w∗-abierto V de X∗ con V ∩ H 6= ∅
se verifica que diam(V ∩ H) > δ. Por [40, 2.5 Theorem] se tiene que el subconjunto
convexo simétrico w∗-compacto Wn := cow∗(∪n

i=1(Ki ∪ (−Ki)) = co(∪n
i=1(Ki ∪ (−Ki))

está fragmentado por la norma. Además, observemos que si ε > 0, entonces

[Y ] ⊂
⋃

n,m≥1

(mWn + εB(X∗)).

Sea 0 < ε0 < δ/2 y observemos que H ⊂ [Y ] ⊂ ⋃
n,m≥1(mWn + ε0B(X∗)). En conse-

cuencia, por el Teorema de Baire existen n,m ∈ N y un subconjunto w∗-abierto V1 de
X∗ tal que

∅ 6= V1 ∩H ⊂ H ∩ (mWn + ε0B(X∗)).

Por [40, 2.4 Lemma] ocurre que mWn+ε0B(X∗) está δ/2-fragmentado por la norma,
es decir, que existe un subconjunto w∗-abierto V2 en X∗ tal que ∅ 6= V2 ∩ V1 ∩ H y
diam(V2 ∩ V1 ∩H) ≤ δ/2. Hemos llegado a una contradicción, que prueba el enunciado.

¥

La propiedad (P ) versus “no contener una copia de la base de `1(c)”
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Pasemos a estudiar la propiedad “no contener una copia de la base de `1(c)”. Como
hemos visto (Proposición 3.8 y Corolario 3.12), si un subconjunto Y ⊂ X∗ no posee
copia de la base de `1(c), entonces [Y ] tiene la propiedad (P ). El rećıproco no es cierto.
Basta considerar Y = X∗ con X = c0(c).

Proposición 4.22. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X∗. Son equiv-
alentes:

(i) Y no posee copia de la base de `1(c).

(ii) El espacio [Y ] posee universalmente la propiedad (P ), es decir, [Y ] es univer-
salmente Krein-Šmulian.

Demostración. (i) ⇒ (ii). Por la Proposición 3.11 el espacio [Y ] carece de una copia de
`1(c). Ahora basta aplicar la Proposición 2.11.

(ii) ⇒ (i). Esta implicación sale aplicando la Proposición 2.11. ¥
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Caṕıtulo 5

Sumas directas 1-incondicionales
y la extensión del Teorema de
Krein-Šmulian

En el Caṕıtulo 1 vimos que hay muchos espacios de Banach X que tienen 1-control en
su bidual X∗∗. Este es el caso de los espacios WLD, de `1(I), etc. En [24] se prueba que
si I es un conjunto infinito y ϕ es una función de Orlicz, entonces el espacio de Orlicz
`ϕ(I) tiene 1-control en su bidual si y solo si la función ϕ verifica la condición ∆2 en
0, es decir, si `ϕ(I) tiene base 1-simétrica. A la vista de este resultado parece natural
investigar qué tipo de control tiene un espacio de Banach X en su bidual cuando: (i)
X tiene base 1-simétrica; (ii) X tiene base 1-incondicional; (iii) X es suma directa 1-
incondicional de espacios con buenas propiedades (vg., espacios WCG); (iv) X es un
ret́ıculo de Banach; etc.

En este Caṕıtulo nos ocupamos de este tipo de cuestiones. Para ello comenzaremos
estudiando el comportamiento de los espacios de Banach X, que son suma directa 1-
incondicional de espacios con buenas propiedades (vg., espacios WCG). Vamos a probar
que estos espacios de Banach X tienen siempre, al menos, 2-control en su bidual X∗∗,
aunque hay numerosos casos (v.g., si X no tiene copias de `1(ℵ1), si X tiene base
1-simétrica) en que X tiene 1-control. Entre estos espacios, que son suma directa 1-
incondicional de “buenos” espacios, destacan los ret́ıculos de Banach orden-continuos
(abrev. o-continuos). En todo lo relativo a las nociones de ret́ıculo de Banach y sus
propiedades nos remitimos a [37] y [39].

Vamos a estudiar la estructura de X, X∗ y X∗∗ cuando X es una suma directa
1-incondicional de una familia de subespacios de Banach {Xα : α ∈ A} de X.

Definición 5.1. Un espacio de Banach X es suma directa 1-incondicional de una
familia de subespacios de Banach {Xα : α ∈ A} de X, abrev. X =

∑
α∈A⊕Xα 1-

incondicional, cuando X = [∪α∈AXα] y, si xα ∈ Xα, εα = ±1, α ∈ A, y A es un
subconjunto finito de A, entonces ‖∑

α∈A εαxα‖ ≤ ‖∑
α∈A xα‖.
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Si X =
∑

α∈A⊕Xα 1-incondicional, entonces

(i) Por cada subconjunto A ⊂ A existe una proyección PA : X → X tal que ‖PA‖ = 1
y PA(X) =

∑
α∈A⊕Xα.

(ii) Cada x ∈ X admite una única representación de la forma x =
∑

α∈A xα con
xα ∈ Xα y sólo un número contable de coordenadas xα no nulas, de modo que la serie
anterior converge incondicionalmente y ‖∑

α∈A εαxα‖ = ‖x‖ siendo εα = ±1, ∀α ∈ A.

(iii) Si u ∈ X∗, a la restricción uα := u ¹ Xα ∈ X∗
α la denominaremos la coordenada

α-ésima de u. Identificaremos u con el conjunto (uα)α∈A de sus coordenadas.

Cada dual X∗
α se considera sumergido canónica e isométricamente en X∗ de la sigu-

iente forma. Si Pα : X → Xα es la proyección canónica con norma ‖Pα‖ = 1, entonces
P ∗

α(X∗
α) es un subespacio de X∗ isométrico a X∗

α. Pues bien, consideraremos a X∗
α

sumergido en X∗ ocupando la posición de P ∗
α(X∗

α). Dentro de X∗ disponemos del sube-
spacio cerrado Y0 := [∪α∈AX∗

α], que, en realidad, es la suma directa 1-incondicional de
los subespacios cerrados {X∗

α : α ∈ A}, es decir, Y0 =
∑

α∈A⊕X∗
α 1-incondicional. Sea

Y ∗
0 el dual de Y0.

Aserto 1. Y ∗
0 se sumerge canónica e isométricamente en X∗∗.

En efecto, si z ∈ Y ∗
0 , para cada α ∈ A definimos zα := z ¹ X∗

α, que verifica zα ∈ X∗∗
α ,

e identificamos z con el conjunto de sus coordenadas (zα)α∈A. Para sumergir Y ∗
0 en X∗∗,

definimos la aplicación h : Y ∗
0 → X∗∗ del siguiente modo

∀z ∈ Y ∗
0 , ∀u ∈ X∗, h(z)(u) =

∑

α∈A
zα(uα).

La definición de h precisa de varias aclaraciones y comprobaciones, a saber:
(A) En primer término hay que cerciorarse de que el anterior sumatorio es con-

vergente. Si A0 ⊂ A es un subconjunto finito, entonces
∑

α∈A0
uα ∈ Y0 y además si

εα = ±1, ∀α ∈ A
∑

α∈A0

zα(εαuα) = z(
∑

α∈A0

εαuα) ≤ ‖z‖ · ‖
∑

α∈A0

εαuα‖ ≤ ‖z‖ · ‖u‖.

De aqúı deducimos que: (i) |{α ∈ A : zα(uα) 6= 0}| ≤ ℵ0; (ii) la serie
∑

α∈A zα(uα)
converge absolutamente y, además,

∑
α∈A zα(uα) ≤ ‖z‖ · ‖u‖. En consecuencia, h(z) ∈

X∗∗ con ‖h(z)‖ ≤ ‖z‖, ∀z ∈ Y ∗
0 , y h es una aplicación lineal y continua que verifica

‖h‖ ≤ 1.

(B) Veamos que h es una isometŕıa. En efecto, como h(z) ¹ Y0 = z, ∀z ∈ Y ∗
0 , se tiene

que

‖h(z)‖ = sup{〈h(z), u〉 : u ∈ B(X∗)} ≥ sup{〈z, u〉 : u ∈ B(Y0)} = ‖z‖.
Por otra parte ‖h(z)‖ ≤ ‖z‖. En consecuencia, h es una isometŕıa.

Sabemos que el subespacio Y ⊥
0 := {z ∈ X∗∗ : 〈z, y〉 = 0, ∀y ∈ Y0} de X∗∗ es

isométricamente isomorfo al dual (X∗
Y0

)∗.
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Aserto 2. X∗∗ = h(Y ∗
0 )

m⊕Y ⊥
0 , es decir, X∗∗ es la suma directa monótona de h(Y ∗

0 ) y
de Y ⊥

0 , lo que quiere decir que todo z ∈ X∗∗ admite una única descomposición z = z1+z2

con z1 ∈ h(Y ∗
0 ) y z2 ∈ Y ⊥

0 de modo que ‖z‖ ≥ ‖z1‖
∨ ‖z2‖.

En efecto, es inmediato que h(Y ∗
0 )∩Y ⊥

0 = {0}. Sea z ∈ X∗∗ y denotemos w1 := z ¹ Y0.
Veamos que z − h(w1) ∈ Y ⊥

0 . Para todo α ∈ A y todo v ∈ X∗
α se tiene

〈z − h(w1), v〉 = 〈z, v〉 − 〈h(w1), v〉 =
= 〈z ¹ X∗

α, v〉 − 〈w1α, v〉 = 〈z ¹ X∗
α, v〉 − 〈z ¹ X∗

α, v〉 = 0.

En consecuencia, X∗∗ = h(Y ∗
0 )⊕Y ⊥

0 . Además la anterior suma directa es monótona,
pues si z = z1 + z2 ∈ X∗∗ con z1 ∈ h(Y ∗

0 ) y z2 ∈ Y ⊥
0 , se tiene, por una parte, que

‖z‖ ≥ sup{〈z1 + z2, u〉 : u ∈ B(Y0)} = sup{〈z1, u〉 : u ∈ B(Y0)} = ‖z1‖.

Por otra parte, dado ε > 0, elijamos v ∈ B(X∗) tal que ‖z2‖− ε
2 ≤ 〈z2, v〉. Sabemos que

〈z1, v〉 =
∑

α∈A z1α(vα) (donde z1α := z ¹ X∗
α) de modo que existe un subconjunto finito

A0 ⊂ A tal que |∑α∈A\A0
z1α(vα)| ≤ ε

2 . Por tanto, si u = v −∑
α∈A0

vα, se tiene que
u ∈ B(X∗), 〈z2, u〉 = 〈z2, v〉 y

|〈z1, u〉| = |
∑

α∈A
z1α(uα)| = |

∑

α∈A\A0

z1α(vα)| ≤ ε
2 ,

de donde

‖z2‖ − ε
2 ≤ 〈z2, v〉 = 〈z2, u〉 ≤ 〈z1 + z2, u〉+ ε

2 = 〈z, u〉+ ε
2 ≤ ‖z‖+ ε

2 .

Como ε > 0 es arbitrario, obtenemos que ‖z2‖ ≤ ‖z‖. Aśı que la suma directa X∗∗ =

h(Y ∗
0 )

m⊕ Y ⊥
0 es monótona.

Por último, observemos que la copia canónica J(X) de X en X∗∗ está dentro de
h(Y ∗

0 ) aunque, en general, J(X) 6= h(Y ∗
0 ).

Lema 5.2. Sea X un espacio de Banach y K ⊂ X∗ un subconjunto w-compacto. Dados
z ∈ B(X∗∗) y ε > 0, existe x ∈ X tal que ‖x‖ ≤ 1 + ε y

∀k ∈ K, z(k)− ε ≤ x(k) ≤ z(k) + ε.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que K es convexo y simétri-
co respecto del origen (tomando co(K ∪ −K) en lugar de K). Consideremos el es-
pacio de Banach Z = X ⊕1 R. Entonces Z∗ = X∗ ⊕∞ R y Z∗∗ = X∗∗ ⊕1 R. Sean
H1 := {(k, z(k) − ε

2) : k ∈ K} y H2 := {(k, z(k) + ε
2) : k ∈ K} dos subconjuntos

disjuntos convexos w-compactos de Z∗ tales que, si H = H2 −H1, entonces H ⊂ Z∗ es
un subconjunto convexo w-compacto, y por tanto w∗-compacto, de Z∗ verificando que

H ∩
◦
B(0; ε

2) = ∅. Por tanto, si cogemos 2
2+ε ≤ ρ < 1, entonces H ∩ B(0; ρε

2 ) = ∅ y por
el teorema de Hahn-Banach existe un vector ϕ ∈ B(Z) tal que 〈h, ϕ〉 ≥ ρε

2 , ∀h ∈ H.
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Si ϕ = x0 + t0, con x0 ∈ X, t0 ∈ R y ‖ϕ‖ = ‖x0‖ + |t0| ≤ 1, resulta que para todo
(k1, z(k1)− ε

2) ∈ H1 y todo (k2, z(k2) + ε
2) ∈ H2 se tiene que

ϕ((k2, z(k2) + ε
2))− ϕ((k1, z(k1)− ε

2)) ≥ ρε
2 ,

es decir

x0(k2) + t0z(k2) + t0
ε
2 ≥ x0(k1) + t0z(k1)− t0

ε
2 + ρε

2 , (5.1)

de donde, tomando k1 = k2 en (5.1), obtenemos t0ε ≥ ρε
2 , es decir, ρ

2 ≤ t0 ≤ 1, por lo
que ‖x0‖ ≤ 1− ρ

2 . Haciendo k1 = 0 en (5.1) obtenemos

∀k ∈ K, x0(k) + t0z(k) + t0
ε
2 ≥ −t0

ε
2 + ρε

2 ,

es decir
∀k ∈ K, − 1

t0
x0(k) ≤ z(k) + ε

2
2t0−ρ

t0
≤ z(k) + ε.

Por otra parte, haciendo k2 = 0 en (5.1) obtenemos

∀k ∈ K, t0
2 ε ≥ x0(k) + t0z(k)− t0

ε
2 + ρε

2 ,

es decir
∀k ∈ K, z(k)− ε ≤ z(k)− ε

2
2t0−ρ

t0
≤ − 1

t0
x0(k).

Por tanto, tomando x = − 1
t0

x0, que verifica ‖x‖ ≤ 1 + ε, se satisface el enunciado del
Lema. ¥

Proposición 5.3. Sea X un espacio de Banach, que es suma directa 1-incondicional
de una familia {Xα : α ∈ A} de espacios de Banach WCG, digamos, X =

∑
α∈A⊕Xα.

Entonces

(A) X tiene 2-control en su bidual X∗∗.

(B) Si los espacios Xα son reflexivos y X :=
∑

α∈A⊕`1Xα (es decir, X es la `1-suma
directa de la familia {Xα : α ∈ A}), entonces X tiene 1-control en su bidual X∗∗.

Demostración. Adoptamos la notación de los párrafos precedentes. Aśı que sean Y0 =∑
α∈A⊕X∗

α, X∗∗ = h(Y ∗
0 )

m⊕ Y ⊥
0 , etc. Observemos que en el caso (B) se verifica que

Y0 =
∑

α∈A⊕c0X
∗
α, es decir, Y0 es la c0-suma directa de los subespacios {X∗

α : α ∈ A}.
Sea Kα un subconjunto w-compacto de Xα tal que 0 ∈ Kα y Xα = [Kα], α ∈ A. En el
caso (B) cogemos Kα := B(Xα). Supongamos que existe un subconjunto w∗-compacto
K ⊂ B(X∗∗) tal que para ciertos a, b > 0 se verifica

(1) d̂(cow∗(K), X) > b > 2a > 2d̂(K, X) > 0 en el caso (A).

(2) d̂(cow∗(K), X) > b > a > d̂(K, X) > 0 en el caso (B).

Por el Lema 1.7 se tiene:



65

Hecho. Existen ψ ∈ S(X∗∗∗)∩X⊥ y un subconjunto w∗-compacto ∅ 6= H ⊂ K tales
que para todo subconjunto w∗-abierto V con V ∩ H 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩ H) con
〈ψ, ξ〉 > b.

Etapa 1. Por el Hecho existe un vector ξ1 ∈ cow∗(H) tal que 〈ψ, ξ1〉 > b. Puesto
que B(X∗) es w∗-denso en B(X∗∗∗), podemos hallar un vector x∗1 ∈ B(X∗) tal que
〈ξ1, x

∗
1〉 > b, aśı como otro vector η1 ∈ H de modo que 〈η1, x

∗
1〉 > b. Sea η1 = v1 + w1

con v1 ∈ h(Y ∗
0 ) y w1 ∈ Y ⊥

0 . Entonces a > d(η1, X) ≥ d(η1, h(Y ∗
0 )) = ‖w1‖, de donde

〈v1, x
∗
1〉 = 〈η1, x

∗
1〉 − 〈w1, x

∗
1〉 > b− a.

Como 〈v1, x
∗
1〉 =

∑
α∈A v1α(x∗1α) > b− a, podemos hallar un subconjunto finito A1 ⊂ A

tal que, si y1 es la restricción de x∗1 a
∑

α∈A1
⊕Xα (por lo tanto y1 =

∑
α∈A1

x∗1α ∈
B(

∑
α∈A1

⊕X∗
α) ⊂ B(Y0)), entonces 〈η1, y1〉 = 〈v1, y1〉 > b− a.

Etapa 2. Sea V1 = {u ∈ X∗∗ : 〈u, y1〉 > b − a}, que es un subconjunto w∗-abierto
de X∗∗ con V1 ∩H 6= ∅, porque η1 ∈ V1 ∩H. Por el Hecho existe ξ2 ∈ cow∗(V1 ∩H) con
〈ψ, ξ2〉 > b. Sea 0 < 2ε1 < 2−1 ∧ (〈ψ, ξ2〉 − b) ∧ (a(d̂(K, X))−1 − 1). Consideremos en
X∗∗ el subconjunto L1 := {ξ2} ∪

( ∑
α∈A1

Kα

)
. Observemos que L1 es un subconjunto

w-compacto de X∗∗ y que, en el caso (B), se tiene B(
∑

α∈A1
⊕1Xα) ⊂ L1. Por el Lema

5.2 existe un vector x∗2 ∈ X∗ tal que ‖x∗2‖ ≤ 1 + ε1 y

∀k ∈ L1, 〈ψ, k〉 − ε1 < 〈k, x∗2〉 < 〈ψ, k〉+ ε1.

En particular, 〈ξ2, x
∗
2〉 > b + ε1 y |〈x∗2, k〉| ≤ ε1 ≤ 2−2, ∀k ∈ ∑

α∈A1
Kα. Puesto que

〈ξ2, x
∗
2〉 > b + ε1, podemos elegir η2 ∈ V1 ∩ H tal que 〈η2, x

∗
2〉 > b + ε1 y también

〈η2, y1〉 > b−a porque η2 ∈ V1. Sea η2 = v2+w2 con v2 ∈ h(Y ∗
0 ) y w2 ∈ Y ⊥

0 . Observemos
que ‖w2‖ = d(η2, h(Y ∗

0 )) ≤ d(η2, X) ≤ d̂(K, X) < a y |〈w2, x
∗
2〉| ≤ (1 + ε1)d̂(K,X) ≤ a.

A continuación procedemos en los casos (A) y (B) a la elección de y2 y A2:

Caso A. Se tiene que

〈v2, x
∗
2〉 = 〈η2, x

∗
2〉 − 〈w2, x

∗
2〉 ≥ 〈η2, x

∗
2〉 − |〈w2, x

∗
2〉| > b− a.

Por lo tanto como 〈v2, x
∗
2〉 =

∑
α∈A〈v2α, x∗2α〉 > b − a, podemos hallar un subconjun-

to finito A2 de A verificando A1 ⊂ A2 ⊂ A tal que, si y2 es la restricción de x∗2 a∑
α∈A2

⊕Xα (por lo tanto y2 =
∑

α∈A2
x∗2α ∈ ∑

α∈A2
⊕X∗

α ⊂ Y0 con ‖y2‖ ≤ 1 + ε1),
entonces 〈η2, y2〉 = 〈v2, y2〉 > b − a. Observemos que para todo k ∈ ⋃

α∈A1
Kα ocurre

que ψ(k) = 0 por lo que

|〈y2, k〉| = |〈x∗2, k〉| ≤ ε1 ≤ 2−2.

Caso B. Sean γ21 := x∗2 ¹
∑

α∈A1
⊕1Xα =

∑
α∈A1

x∗2α y γ22 = x∗2 − γ21. Puesto
que |〈x∗2, k〉| ≤ ε1, ∀k ∈ ∑

α∈A1
Kα, y B(

∑
α∈A1

⊕1Xα) ⊂ ∑
α∈A1

Kα, se tiene que
‖γ21‖ ≤ ε1. Por tanto

〈v2, γ22〉 = 〈η2, x
∗
2〉 − 〈w2, x

∗
2〉 − 〈v2, γ21〉 ≥ 〈η2, x

∗
2〉 − ε1 − a > b− a.
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Puesto que 〈v2, γ22〉 =
∑

α∈A\A1
〈v2α, x∗2α〉 > b − a, podemos hallar un subconjunto

finito A2 ⊂ A\A1 tal que, si y2 es la restricción de x∗2 a
∑

α∈A2
⊕Xα (por lo tanto y2 =∑

α∈A2
x∗2α ∈

∑
α∈A2

⊕X∗
α ⊂ Y0 con ‖y2‖ ≤ 1 + ε1), entonces 〈η2, y2〉 = 〈v2, y2〉 > b− a.

Etapa 3. Sea V2 = {u ∈ X∗∗ : 〈u, yj〉 > b − a, j = 1, 2}, que es un subconjunto
w∗-abierto de X∗∗ tal que V2 ∩ H 6= ∅, porque η2 ∈ V2 ∩ H. Por el Hecho existe
ξ3 ∈ cow∗(V2 ∩H) con 〈ψ, ξ3〉 > b. Sea 0 < 2ε2 < 2−2 ∧ (〈ψ, ξ3〉− b)∧ (a(d̂(K, X))−1− 1)
y consideremos en X∗∗ el subconjunto w-compacto L2 := {ξ3} ∪

( ∑
α∈A1∪A2

Kα

)
. Por

el Lema 5.2 existe un vector x∗3 ∈ X∗ tal que ‖x∗3‖ ≤ 1 + ε2 y

∀k ∈ L3, 〈ψ, k〉 − ε2 < 〈k, x∗3〉 < 〈ψ, k〉+ ε2.

En particular, 〈ξ3, x
∗
3〉 > b + ε2 y |〈x∗3, k〉| ≤ ε2 ≤ 2−3, ∀k ∈ ∑

α∈A1∪A2
Kα. Puesto que

〈ξ3, x
∗
3〉 > b+ε2, podemos elegir η3 ∈ V2∩H tal que 〈η3, x

∗
3〉 > b+ε2 y también 〈η3, yj〉 >

b−a, j = 1, 2, porque η3 ∈ V2. Sea η3 = v3 +w3 con v3 ∈ h(Y ∗
0 ) y w3 ∈ Y ⊥

0 . Observemos
que ‖w3‖ = d(η3, h(Y ∗

0 )) ≤ d(η3, X) ≤ d̂(K, X) < a y |〈w3, x
∗
3〉| ≤ (1 + ε2)d̂(K, X) ≤ a.

A continuación procedemos en los casos (A) y (B) a la elección de y3 y A3:

Caso A. Se tiene que

〈v3, x
∗
3〉 = 〈η3, x

∗
3〉 − 〈w3, x

∗
3〉 ≥ 〈η3, x

∗
3〉 − |〈w3, x

∗
3〉| > b− a.

Por lo tanto como 〈v3, x
∗
3〉 =

∑
α∈A〈v3α, x∗3α〉 > b − a, podemos hallar un subconjun-

to finito A3 de A verificando A2 ⊂ A3 ⊂ A tal que, si y3 es la restricción de x∗3 a∑
α∈A3

⊕Xα (por lo tanto y3 =
∑

α∈A3
x∗3α ∈ ∑

α∈A3
⊕X∗

α ⊂ Y0 con ‖y3‖ ≤ 1 + ε2),
entonces 〈η3, y3〉 = 〈v3, y3〉 > b − a. Observemos que para todo k ∈ ⋃

α∈A2
Kα ocurre

que ψ(k) = 0 por lo que

|〈y3, k〉| = |〈x∗3, k〉| ≤ ε2 ≤ 2−3.

Caso B. Sean γ31 := x∗3 ¹
∑

α∈A1∪A2
⊕1Xα =

∑
α∈A1∪A2

x∗3α y γ32 = x∗3 − γ31.
Puesto que |〈x∗3, k〉| ≤ ε2, ∀k ∈

∑
α∈A1∪A2

Kα, y B(
∑

α∈A1∪A2
⊕1Xα) ⊂ ∑

α∈A1∪A2
Kα,

se tiene que ‖γ31‖ ≤ ε2. Por tanto

〈v3, γ32〉 = 〈η3, x
∗
3〉 − 〈w3, x

∗
3〉 − 〈v3, γ31〉 ≥ 〈η3, x

∗
3〉 − ε2 − a > b− a.

Puesto que 〈v3, γ32〉 =
∑

α∈A\(A1∪A2)〈v3α, x∗3α〉 > b− a, podemos hallar un subconjunto
finito A3 ⊂ A\(A1∪A2) tal que, si y3 es la restricción de x∗3 a

∑
α∈A3

⊕Xα (por lo tanto
y3 =

∑
α∈A3

x∗3α ∈
∑

α∈A3
⊕X∗

α ⊂ Y0 con ‖y3‖ ≤ 1 + ε2), entonces 〈η3, y3〉 = 〈v3, y3〉 >
b− a.

A continuación reiteramos hasta el infinito. Obtenemos de este modo las secuencias
{yk : k ≥ 1} ⊂ Y0, {ηk : k ≥ 1} ⊂ K y {Ak : k ≥ 1}, Ak ⊂ A, verificando las siguientes
condiciones

Caso A. En este caso se tiene que:

(i) Los Ak son subconjuntos finitos de A con Ak ⊂ Ak+1 para k ≥ 1.
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(ii) yk ∈
∑

α∈Ak
⊕X∗

α ⊂ Y0, ‖yk‖ ≤ 1 + εk−1, k ≥ 2, y 〈ηj , yk〉 > b − a para j ≥ k
con j, k ∈ N.

(iii) Para todo h ∈ ⋃
α∈Ak

Kα ocurre que |〈yk+1, h〉| ≤ 2−k−1, ∀k ≥ 1.

Sean A0 := ∪n≥1An, X0 :=
∑

α∈A0
⊕Xα y P0 : X → X0 la proyección canónica

sobre X0, cuya norma es ‖P0‖ = 1. El espacio X admite la descomposición monótona

X = X0

m⊕X1 siendo X1 :=
∑

α∈A\A0

Xα.

De aqúı se obtienen las descomposiciones monótonas

X∗ = X∗
0

m⊕X∗
1 , X∗∗ = X∗∗

0

m⊕X∗∗
1 , X∗∗∗ = X∗∗∗

0

m⊕X∗∗∗
1 , etc,

con proyecciones P0 : X → X0, P ∗
0 : X∗ → X∗

0 , P ∗∗
0 : X∗∗ → X∗∗

0 , P ∗∗∗
0 : X∗∗∗ → X∗∗∗

0 ,
etc. Observemos que P ∗

0 (yk) = yk, ∀k ≥ 1, es decir, yk ∈ X∗
0 = P ∗

0 (X∗), ∀k ≥ 1. Sea η0

un punto w∗-ĺımite de la secuencia {ηk : k ≥ 1} en X∗∗. Obviamente η0 ∈ K. Además,
puesto que 〈ηj , yk〉 > b− a, ∀j ≥ k, obtenemos que 〈η0, yk〉 ≥ b− a, ∀k ≥ 1. Sea ϕ0 un
punto w∗-ĺımite de {yk : k ≥ 1} en X∗∗∗. Entonces

(i) ϕ0 ∈ B(X∗∗∗). En realidad ϕ0 está en P ∗∗∗
0 (X∗∗∗) = X∗∗∗

0 , es decir, P ∗∗∗
0 (ϕ0) =

ϕ0.

(ii) Por construcción ϕ0¹Kα
= 0, ∀α ∈ A0, por lo que ϕ0 ∈ X⊥

0 , ya que el conjunto⋃
α∈A0

Kα genera X0.

(iii) 〈ϕ0, η0〉 ≥ b− a porque 〈η0, yk〉 ≥ b− a, ∀k ≥ 1.

Sean W := P ∗∗
0 (K) ⊂ B(X∗∗

0 ), que es un subconjunto w∗-compacto de X∗∗
0 , y

w0 = P ∗∗
0 (η0). Obviamente w0 ∈ W .

Aserto 1. d(w0, X0) < a.

En efecto, sea x ∈ X arbitrario. Entonces

d(w0, X0) ≤ ‖w0 − P ∗∗
0 x‖ = ‖P ∗∗

0 (η0)− P ∗∗
0 x‖ ≤ ‖η0 − x‖.

Es decir, d(w0, X0) ≤ d(η0, X) ≤ d̂(K, X) < a.

Aserto 2. d(w0, X0) ≥ b− a.

En efecto, como ϕ0 ∈ B(X∗∗∗) ∩X⊥
0 y

〈ϕ0, wo〉 = 〈ϕ0, P
∗∗
0 η0〉 = 〈P ∗∗∗

0 ϕ0, η0〉 = 〈ϕ0, η0〉 ≥ b− a,

concluimos que d(w0, X0) ≥ b− a.

Como a < b− a llegamos a una contradicción que prueba el enunciado (A).

Caso B. En este caso se tiene que:
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(i) Los Ak son subconjuntos finitos disjuntos de A para k ≥ 1.

(ii) yk ∈
∑

α∈Ak
⊕0X

∗
α ⊂ Y0, ‖yk‖ ≤ 1 + εk−1, k ≥ 2, y 〈ηj , yk〉 > b − a para j ≥ k

con j, k ∈ N.

(iii) Para todo n ∈ N se tiene que ‖∑n
i=1 yi‖ ≤ 2.

Sea η0 un punto w∗-ĺımite de la secuencia {ηk : k ≥ 1} en X∗∗. Obviamente η0 ∈ K.
Además, puesto que 〈ηj , yk〉 > b−a, ∀j ≥ k, obtenemos que 〈η0, yk〉 ≥ b−a > 0, ∀k ≥ 1.
Por tanto 〈η0,

∑n
i=1 yi〉 ≥ n(b− a), ∀n ≥ 1. Puesto que ‖∑n

i=1 yi‖ ≤ 2, ∀n ≥ 1, hemos
llegado a una contradicción que prueba el enunciado (B). ¥

Nota. Observemos que la Proposición 5.3 generaliza a la Proposición 1.11.

Proposición 5.4. Sea X un espacio de Banach, que es suma directa X =
∑

α∈A⊕Xα

1-incondicional de una familia {Xα : α ∈ A} de espacios de Banach WCG. Si K ⊂
X∗∗ es un subconjunto w∗-compacto tal que K ∩ X es w∗-denso en K, se tiene que
d̂(cow∗(K), X) = d̂(K, X).

Demostración. La prueba es análoga a la de la Proposición 5.3. Por razones de claridad
y para comodidad del lector damos todos los detalles de la demostración. Comenzamos
suponiendo que existe un subconjunto w∗-compacto K ⊂ B(X∗∗) tal que

d̂(cow∗(K), X) > b > a > d̂(K, X) > 0.

Por el Lema 1.7 se tiene:

Hecho. Existen ψ ∈ S(X∗∗∗)∩X⊥ y un subconjunto w∗-compacto ∅ 6= H ⊂ K tales
que para todo subconjunto w∗-abierto V con V ∩ H 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩ H) con
〈ψ, ξ〉 > b.

Etapa 1. Por el Hecho existe un vector ξ1 ∈ cow∗(H) tal que 〈ψ, ξ1〉 > b. Puesto
que B(X∗) es w∗-denso en B(X∗∗∗), podemos hallar un vector x∗1 ∈ B(X∗) tal que
〈ξ1, x

∗
1〉 > b. Sea V1 = {u ∈ X∗∗ : 〈u, x∗1〉 > b}, que es un subconjunto w∗-abierto de X∗∗,

que verifica V1 ∩H 6= ∅ y, también por razones de densidad, V1 ∩K ∩X 6= ∅. Aśı que
existe un vector η1 ∈ K ∩X de modo que 〈η1, x

∗
1〉 > b. Puesto que η1 ∈ X, el soporte

A1 :=supp(η1) = {α ∈ A : η1α 6= 0} de η1 es contable, digamos A1 = {α1n : n ≥ 1}.
Etapa 2. Como V1 ∩ H 6= ∅, por el Hecho existe un vector ξ2 ∈ cow∗(V1 ∩ H) tal

que 〈ψ, ξ2〉 > b. Sean L1 :=
⋃1

i,j=1 Kαij y ε1 := 2−1 ∧ (ψ(ξ2) − b). Como L1 ∪ {ξ2} es
un subconjunto w-compacto de X∗∗, por el Lema 5.2 existe un vector x∗2 ∈ X∗ tal que
‖x∗2‖ ≤ 1 + ε1 y

∀k ∈ L1 ∪ {ξ2}, 〈ψ, k〉 − ε1 < 〈k, x∗2〉 < 〈ψ, k〉+ ε1.

En particular 〈ξ2, x
∗
2〉 > b y |〈x∗2, k〉| ≤ 2−1, ∀k ∈ L1. Como 〈ξ2, x

∗
2〉 > b y ξ2 ∈ cow∗(V1∩

H), si ponemos W2 := {u ∈ X∗∗|〈u, x∗2〉 > b}, entonces W2 ∩ V1 ∩ H 6= ∅ y, también
por razones de densidad, W2 ∩ V1 ∩K ∩X 6= ∅. Denotamos V2 := W2 ∩ V1 y elegimos
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η2 ∈ V2 ∩ K ∩ X, que verifica x∗i (η2) > b, i = 1, 2. Puesto que η2 ∈ X, el soporte
A2 :=supp(η2) = {α ∈ A : η2α 6= 0} de η2 es contable, digamos A2 = {α2n : n ≥ 1}.

El proceso se reitera hasta el infinito. Obtenemos de este modo las secuencias {x∗k :
k ≥ 1} ⊂ X∗, {ηk : k ≥ 1} ⊂ K ∩X, {Lk : k ≥ 1} y {Ak : k ≥ 1} , tales que

(a) Ak :=supp(ηk) = {α ∈ A : ηkα 6= 0} es el soporte de ηk y es contable, digamos
Ak = {αkn : n ≥ 1}, ∀k ≥ 1.

(b) Los Lk =
⋃k

i,j=1 Kαij son subconjuntos w-compactos de B(X), ∀k ≥ 1.

(c) ‖x∗k+1‖ ≤ 1 + εk, 〈ηj , x
∗
k〉 > b, j ≥ k ≥ 1, y para todo h ∈ Lk ocurre que

|〈x∗k+1, h〉| ≤ 2−k, ∀k ≥ 1.

Sean A0 :=
⋃

n≥1An, X0 :=
∑

α∈A0
⊕Xα y P0 : X → X0 la proyección canónica,

cuya norma es ‖P0‖ = 1. Observemos que X0 es WCG porque es suma contable de
espacios WCG. El espacio X admite la descomposición monótona

X = X0

m⊕X1 siendo X1 :=
∑

α∈A\A0

Xα.

De aqúı se obtienen las descomposiciones monótonas

X∗ = X∗
0

m⊕X∗
1 , X∗∗ = X∗∗

0

m⊕X∗∗
1 , X∗∗∗ = X∗∗∗

0

m⊕X∗∗∗
1 , etc,

con proyecciones P0 : X → X0, P ∗
0 : X∗ → X∗

0 , P ∗∗
0 : X∗∗ → X∗∗

0 , P ∗∗∗
0 : X∗∗∗ → X∗∗∗

0 ,
etc. Observemos que P0(ηk) = ηk ∈ X0, ∀k ≥ 1. Sea η0 un punto w∗-ĺımite de la
secuencia {ηk : k ≥ 1} en X∗∗. Obviamente η0 ∈ X∗∗

0 ∩K porque X∗∗
0 es w∗-cerrado en

X∗∗ (de hecho X∗∗
0 = X0

w∗) y {ηk : k ≥ 1} ⊂ X0 ∩K. Puesto que 〈x∗i , ηk〉 > b, ∀i ≤ k,
obtenemos que 〈η0, x

∗
i 〉 ≥ b, ∀i ≥ 1, y también 〈η0, P

∗
0 x∗i 〉 ≥ b, ∀i ≥ 1, pues 〈η0, P

∗
0 x∗i 〉 =

〈P ∗∗
0 η0, x

∗
i 〉 = 〈η0, x

∗
i 〉 ≥ b. Sea ϕ0 un punto w∗-ĺımite de {P ∗

0 x∗k : k ≥ 1} en X∗∗∗.
Entonces

(i) ϕ ∈ B(X∗∗∗). De hecho ϕ0 está en P ∗∗∗
0 (X∗∗∗) = X∗∗∗

0 , (es decir, P ∗∗∗
0 (ϕ0) = ϕ0)

porque X∗∗∗
0 es w∗-cerrado en X∗∗∗ y {P ∗

0 x∗k : k ≥ 1} ⊂ X∗
0 ⊂ X∗∗∗

0 .

(ii) Puesto que para todo k ≥ 1 y todo h ∈ Lk se verifica que

|〈P ∗
0 (x∗k+1), h〉| = |〈x∗k+1, P0(h)〉| = |〈x∗k+1, h〉| ≤ 2−k,

obtenemos que ϕ0 ∈ X⊥
0 .

(iii) 〈ϕ0, η0〉 ≥ b porque 〈η0, P
∗
0 (x∗k)〉 ≥ b, ∀k ≥ 1.

Sea W := P ∗∗
0 (K) ⊂ B(X∗∗

0 ). W es claramente un subconjunto w∗-compacto de X∗∗
0 .

Sea w0 = P ∗∗
0 (η0). Obviamente w0 ∈ W .

Aserto 1. d(w0, X0) < a.

En efecto, en primer término, como W = P ∗∗
0 (K), X0 = P ∗∗

0 (X) y ‖P ∗∗
0 ‖ = 1, se

tiene que d̂(W,X0) ≤ ‖P ∗∗
0 ‖d̂(K, X) < a. Ahora basta observar que w0 ∈ W .
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Aserto 2. d(w0, X0) ≥ b.

En efecto, puesto que ϕ0 ∈ B(X∗∗∗) ∩X⊥
0 y

〈ϕ0, w0〉 = 〈ϕ0, P
∗∗
0 η0〉 = 〈P ∗∗∗

0 ϕ0, η0〉 = 〈ϕ0, η0〉 ≥ b,

concluimos que d(w0, X0) ≥ b.

Como a < b llegamos a una contradicción que prueba el enunciado. ¥

A continuación mostramos que, si X es un ret́ıculo de Banach o-continuo, entonces
X es una suma directa 1-incondicional de subret́ıculos que son WCG.

Lema 5.5. Sea X un ret́ıculo de Banach o-continuo con unidad débil e > 0. Entonces
X es WCG.

Demostración. Sabemos (ver [36, p. 28]) que el intervalo [0, e] := {x ∈ X : 0 ≤ x ≤ e}
es un subconjunto w-compacto de X. Queremos probar que X = [[0, e]], es decir, que
X es el cierre del subespacio generado por [0, e]. Cojamos un elemento positivo x ∈
X+. Entonces ne ∧ x ↑ x para n → ∞, por lo que, al ser X o-continuo, se tiene que
‖x − ne ∧ x‖ ↓ 0. Aśı que

⋃
n≥1[0, ne] =

⋃
n≥1 n[0, e] es denso en el cono positivo X+.

Como X = X+ −X+, concluimos que X es el cierre del subespacio generado por [0, e].
¥

Lema 5.6. Si X es un ret́ıculo de Banach o-continuo entonces X es la suma directa
1-incondicional X =

∑
α∈A⊕Xα de una familia de ideales {Xα : α ∈ A} mutuamente

disjuntos, cada uno de ellos con unidad débil y, por tanto, WCG.

Demostración. Por [37, 1.a.9] X admite la expresión X =
∑

α∈A⊕Xα como suma di-
recta de los ideales cerrados mutuamente disjuntos {Xα : α ∈ A} (por tanto como suma
directa 1-incondicional), de modo que cada ideal Xα tiene unidad débil. Aplicando el
Lema 5.5 se concluye el resultado. ¥

Corolario 5.7. Sea X un ret́ıculo de Banach o-continuo. Si K ⊂ X∗∗ es un subcon-
junto w∗-compacto, entonces d̂(cow∗(K), X) ≤ 2d̂(K, X) y, si K ∩X es w∗-denso en K,
entonces d̂(cow∗(K), X) = d̂(K,X).

Demostración. El resultado es consecuencia del Lema 5.6, la Proposición 5.3 y la Proposi-
ción 5.4.

¥

NOTA. Observemos que si X es un ret́ıculo de Banach que no es o-continuo, el
control de X en su bidual X∗∗ puede ser peor que el 2-control del Corolario 5.7. El
ejemplo nos lo ofrece la Proposición 1.12, en donde se construyen contraejemplos, que
son ret́ıculos de Banach no o-continuos, que tienen 3-control como mucho.
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Sea X un espacio de Banach que admite una descomposición X =
∑

α∈A⊕Xα como
suma directa 1-incondicional de subespacios cerrados Xα. Decimos que la descomposición
X =

∑
α∈A⊕Xα es de tipo contable si para todo u ∈ X∗ el conjunto soporte supp(u) :=

{α ∈ A : uα 6= 0} es contable, siendo (uα)α∈A el conjunto de las coordenadas de
u, es decir, uα := u¹Xα = u ◦ Pα, donde Pα : X → Xα es la proyección canónica.
Por ejemplo, si I es un conjunto infinito, M : R → [0,+∞] una función de Orlicz
tal que su complementaria M∗ (ver [36, Chapter 4]) verifica M∗(t) > 0 para t > 0,
entonces el espacio de Orlicz hM (I) := {f ∈ RI :

∑
i∈I M(fi/λ) < ∞, ∀λ > 0} tiene

descomposición contable respecto de su base canónica, porque todo elemento de su dual
(que es hM (I)∗ := `M∗(I)) tiene soporte contable.

Lema 5.8. Sea X un espacio de Banach que admite una descomposición X =
∑

α∈A⊕Xα

como suma directa 1-incondicional de subespacios cerrados Xα. Son equivalentes

(1) La descomposición X =
∑

α∈A⊕Xα no es de tipo contable.

(2) Existe en X una copia de `1(ℵ1) dispuesta disjuntamente respecto de la descom-
posición X =

∑
α∈A⊕Xα, es decir, existe un subconjunto A1 ⊂ A con cardinal |A1| = ℵ1

y por cada α ∈ A1 un elemento vα ∈ Xα de modo que la familia {vα : α ∈ A1} es equiv-
alente a la base canónica de `1(ℵ1).

Demostración. (1) ⇒ (2). Si la descomposición no es de tipo contable, existe un cierto
u ∈ X∗ tal que el conjunto A0 := {α ∈ A : uα 6= 0} verifica |A0| ≥ ℵ1, siendo
uα := u¹Xα = u ◦ Pα, donde Pα : X → Xα es la proyección canónica. Pasando a un
subconjunto si es preciso, se puede encontrar un número real ε > 0, un subconjunto
A1 ⊂ A0 con |A1| = ℵ1 y una familia {vα : α ∈ A1} con vα ∈ B(Xα) de modo
que 〈u, vα〉 = 〈uα, vα〉 > ε. En estas condiciones, es inmediato probar que la familia
{vα : α ∈ A1} es equivalente a la base canónica de `1(ℵ1) y genera una copia de `1(ℵ1)
que está disjuntamente dispuesta respecto de la descomposición X =

∑
α∈A⊕Xα.

(2) ⇒ (1). Sea A1 ⊂ A un subconjunto con cardinal |A1| = ℵ1 y por cada α ∈ A1

sea vα un elemento de Xα de modo que la familia {vα : α ∈ A1} sea equivalente a la
base canónica {eα : α ∈ A1} de `1(A1). Sea T : `1(A1) → X el isomorfismo entre `1(A1)
y el espacio cerrado generado por {vα : α ∈ A1} de modo que T (eα) = vα. Puesto que
T ∗ : X∗ → `∞(A1) es un cociente y, por tanto, T ∗(X∗) = `∞(A1), si w0 ∈ `∞(A1) es tal
que w0(α) = 1, ∀α ∈ A1, existe un vector u ∈ X∗ tal que T ∗(u) = w0. Entonces para
todo α ∈ A1 se tiene

〈u, vα〉 = 〈u, Teα〉 = 〈T ∗u, eα〉 = 〈w0, eα〉 = 1,

lo que prueba que u es un elemento de X∗ que no tiene soporte contable respecto de la
descomposición X =

∑
α∈A⊕Xα. ¥

NOTA. Es claro que si X es un ret́ıculo de Banach o-continuo que no contiene copias
de `1(ℵ1), entonces X admite una descomposición de tipo contable X =

∑
α∈A⊕Xα

como suma directa disjunta 1-incondicional de ideales cerrados Xα que poseen unidad
débil cada uno.
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Proposición 5.9. Sea X un espacio de Banach que admite una descomposición de
tipo contable X =

∑
i∈I ⊕Xi como suma directa 1-incondicional de subespacios cerrados

{Xi : i ∈ I} que son WCG. Entonces X tiene 1-control en su bidual X∗∗.

Demostración. Si I es un conjunto contable, el enunciado es cierto porque X seŕıa
WCG (por ser suma contable de espacios WCG) y sabemos que los espacios WCG
tienen 1-control en su bidual (ver Corolario 1.5). Aśı que supondremos en lo que sigue
que I es incontable. Supongamos que el enunciado es falso e intentemos deducir de
aqúı una contradicción. Admitamos que existen un subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗

y un vector z0 ∈ cow∗(K) tales que d(z0, X) > b > a > d̂(K,X). Elegimos un vector
ψ ∈ B(X∗∗∗)∩X⊥ tal que 〈ψ, z0〉 > b. Adoptamos la siguiente notación. Por cada i ∈ I
sea Ki ⊂ Xi un subconjunto w-compacto que genera Xi. Si J ⊂ I es un subconjunto,
denotamos por X(J) al subespacio X(J) :=

∑
i∈J ⊕Xi (aśı que X = X(I)) y por PJ a la

proyección canónica PJ : X → X(J) de norma ‖PJ‖ = 1. En el dual X∗ identificaremos
el subespacio P ∗

J (X∗) con X(J)∗.

Etapa 1. Puesto que 〈ψ, z0〉 > b, existe x∗1 ∈ B(X∗) tal que 〈z0, x
∗
1〉 > b (porque

B(X∗) es w∗-denso en B(X∗∗∗)). Por hipótesis el conjunto soporte supp(x∗1) = {α ∈ I :
0 6= x∗1α} := J1 de x∗1 es contable. Denotemos J1 = {α1j : j ≥ 1} y pongamos I1 := J1.
Por tanto, si PI1 : X → ∑

i∈I1
⊕Xi es la correspondiente proyección canónica, se tiene

que P ∗
I1

(x∗1) = x∗1 (esto es, x∗1 ∈ X(I1)∗) y además

〈P ∗∗
I1 (z0), x∗1〉 = 〈z0, P

∗
I1(x

∗
1)〉 = 〈z0, x

∗
1〉 > b.

Etapa 2. Sea Kα11 el subconjunto w-compacto que genera Xα11 y pongamos L2 :=
{z0} ∪ Kα11 , que es un subconjunto w-compacto de X∗∗. Sea ε2 = 2−2 ∧ (〈ψ, z0〉 − b).
Por el Lema 5.2 existe un vector x∗2 ∈ X∗ tal que ‖x∗2‖ ≤ 1 + ε2 y

∀k ∈ L2, 〈ψ, k〉 − ε2 < 〈k, x∗2〉 < 〈ψ, k〉+ ε2.

En particular, 〈z0, x
∗
2〉 > b y |〈k, x∗2〉| ≤ 2−2, ∀k ∈ Kα11 . Sea J2 :=supp(x∗2) el soporte

de x∗2, que por hipótesis es contable. Denotemos J2 := {α2j : j ≥ 1} e I2 := J1 ∪ J2.
Entonces P ∗

I2
(x∗i ) = x∗i ∈ X(I2)∗, i = 1, 2, y además

〈P ∗∗
I2 (z0), x∗i 〉 = 〈z0, P

∗
I2(x

∗
i )〉 = 〈z0, x

∗
i 〉 > b, i = 1, 2.

Etapa 3. Sea L3 := {z0} ∪
( ⋃{Kαij : 1 ≤ i, j ≤ 2}), que es un subconjunto w-

compacto de X∗∗. Sea ε3 = 2−3∧ (〈ψ, z0〉− b). Por el Lema 5.2 existe un vector x∗3 ∈ X∗

tal que ‖x∗3‖ ≤ 1 + ε3 y

∀k ∈ L3, 〈ψ, k〉 − ε3 < 〈k, x∗3〉 < 〈ψ, k〉+ ε3.

En particular, 〈z0, x
∗
3〉 > b y |〈k, x∗3〉| ≤ 2−3, ∀k ∈ Kαij , 1 ≤ i, j ≤ 2. Sea J3 :=supp(x∗3)

el soporte de x∗3, que por hipótesis es contable, y denotemos J3 := {α3j : j ≥ 1} e
I3 := J1 ∪ J2 ∪ J3. Entonces P ∗

I3
(x∗i ) = x∗i ∈ X(I3)∗, i = 1, 2, 3, y además

〈P ∗∗
I3 (z0), x∗i 〉 = 〈z0, P

∗
I3(x

∗
i )〉 = 〈z0, x

∗
i 〉 > b, i = 1, 2, 3.
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A continuación reiteramos hasta el infinito. Sea I0 :=
⋃

n≥1 In. Observemos que I0 es
un subconjunto contable de I tal que P ∗

I0
(x∗i ) = x∗i ∈ X(I0)∗, i ≥ 1. Sea ψ0 ∈ B(X∗∗∗)

un punto w∗-ĺımite de la familia {x∗n : n ≥ 1} en X∗∗∗. Entonces

(α) Puesto que X(I0)∗∗∗ es un subconjunto w∗-cerrado en X∗∗∗ y x∗n ∈ B(X(I0)∗) ⊂
B(X(I0)∗∗∗), n ≥ 1, concluimos que ψ0 ∈ B(X(I0)∗∗∗) y, por tanto, P ∗∗∗

I0
(ψ0) = ψ0.

(β) Puesto que |〈u, x∗n+1〉| ≤ 2−n−1, ∀u ∈ Kαij , 1 ≤ i, j ≤ n, y el conjunto⋃
i,j≥1 Kαij genera el espacio X(I0), concluimos que ψ0¹X(I0) ≡ 0, esto es, ψ0 ∈ B(X(I0)⊥).

(γ) Puesto que 〈z0, x
∗
k〉 > b, ∀k ≥ 1, deducimos que 〈ψ0, z0〉 ≥ b.

Sea H := P ∗∗
I0

(K) y w0 := P ∗∗
I0

(z0). Es claro que H es un subconjunto w∗-compacto
de X(I0)∗∗ (con respecto a la topoloǵıa σ(X(I0)∗∗, X(I0)∗) y que w0 ∈ cow∗(H).

Aserto 1. d̂(H, X(I0)) < a y d(w0, X(I0)) < a.

En efecto

d̂(H, X(I0)) = d̂(P ∗∗
I0 (K), P ∗∗

I0 (X)) ≤ ‖P ∗∗
I0 ‖d̂(K, X) < a.

De aqúı por Corolario 1.5 deducimos que d(w0, X(I0)) < a, porque X(I0) es WCG (por
ser suma contable de espacios WCG).

Aserto 2. d(w0, X(I0)) ≥ b.

En efecto, aplicando (γ) (ver más arriba) se tiene que

〈ψ0, w0〉 = 〈ψ0, P
∗∗
I0 (z0)〉 = 〈P ∗∗∗

I0 (ψ0), z0〉 = 〈ψ0, z0〉 ≥ b.

Como ψ0 ∈ X(I0)⊥ y ‖ψ0‖ ≤ 1, obtenemos que d(w0, X(I0)) ≥ b.

Puesto que b > a, hemos llegado a una contradicción, que prueba la proposición. ¥

Corolario 5.10. Sea X un ret́ıculo de Banach o-continuo que no contiene una copia
de `1(ℵ1). Entonces X tiene 1-control en su bidual.

Demostración. El resultado sale de Proposición 5.9, Lema 5.8 y Lema 5.6. ¥

Proposición 5.11. Sea X un espacio de Banach que posee una base transfinita {eα :
1 ≤ α < ω1} de constante 1 (es decir, si 1 ≤ α1 < α2 < · · · < αn+m < ω1 y (λi)n+m

i=1 ∈
Rn+m, se tiene ‖∑n

i=1 λieαi‖ ≤ ‖∑n+m
i=1 λieαi‖) de modo que todo z ∈ X∗ tiene soporte

contable. Entonces X tiene 1-control en su bidual X∗∗.

Demostración. La prueba es totalmente análoga a la de la Proposición 5.9. Supongamos
que el enunciado es falso e intentemos deducir de aqúı una contradicción. Admitamos
que existen un subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ y un vector z0 ∈ cow∗(K) tales que
d(z0, X) > b > a > d̂(K, X). Elegimos un vector ψ ∈ B(X∗∗∗) ∩X⊥ tal que 〈ψ, z0〉 > b.
Adoptamos la siguiente notación: si β < ω1, denotamos por X(β) al subespacio X(β) :=
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∑
i<β ⊕[ei] (aśı que X = X(ω1)) y por Pβ a la proyección canónica Pβ : X → X(β) de

norma ‖Pβ‖ = 1. En el dual X∗ identificaremos el subespacio P ∗
β (X∗) con X(β)∗.

Etapa 1. Puesto que 〈ψ, z0〉 > b, existe x∗1 ∈ B(X∗) tal que 〈z0, x
∗
1〉 > b (porque

B(X∗) es w∗-denso en B(X∗∗∗)). Por hipótesis el conjunto soporte de x∗1 es contable,
por lo que existe β1 < ω1 tal que supp(x∗1) ⊂ [1, β1). Por tanto, P ∗

β1
(x∗1) = x∗1 (esto es,

x∗1 ∈ X(β1)∗) y además

〈P ∗∗
β1

(z0), x∗1〉 = 〈z0, P
∗
β1

(x∗1)〉 = 〈z0, x
∗
1〉 > b.

Etapa 2. Sea [1, β1) = {α1j : j ≥ 1}. Puesto que 〈ψ, z0〉 > b y 〈ψ, eα11〉 = 0, existe
x∗2 ∈ B(X∗) tal que 〈z0, x

∗
2〉 > b y 〈x∗2, eα11〉 = 0. Por hipótesis el conjunto soporte de x∗2

es contable, por lo que existe β1 < β2 < ω1 tal que supp(x∗2) ⊂ [1, β2). Por tanto, para
i = 1, 2, se tiene P ∗

β2
(x∗i ) = x∗i (esto es, x∗i ∈ X(β2)∗) y además

〈P ∗∗
β2

(z0), x∗i 〉 = 〈z0, P
∗
β2

(x∗i )〉 = 〈z0, x
∗
i 〉 > b.

Etapa 3. Sea [1, β2) = {α2j : j ≥ 1}. Puesto que 〈ψ, z0〉 > b y 〈ψ, eαij 〉 = 0, i, j =
1, 2, existe x∗3 ∈ B(X∗) tal que 〈z0, x

∗
3〉 > b y 〈x∗3, eαij 〉 = 0, i, j = 1, 2. Por hipótesis el

conjunto soporte de x∗3 es contable, por lo que existe β2 < β3 < ω1 tal que supp(x∗3) ⊂
[1, β3). Por tanto, para i = 1, 2, 3, se tiene P ∗

β3
(x∗i ) = x∗i (esto es, x∗i ∈ X(β3)∗) y además

〈P ∗∗
β3

(z0), x∗i 〉 = 〈z0, P
∗
β3

(x∗i )〉 = 〈z0, x
∗
i 〉 > b.

A continuación reiteramos hasta el infinito. Sea β0 := sup{βn : n ≥ 1}, que verifica
β0 < ω1 y P ∗

β0
(x∗i ) = x∗i y, por tanto, x∗i ∈ X(β0)∗, i ≥ 1. Sea ψ0 ∈ B(X∗∗∗) un punto

w∗-ĺımite de la familia {x∗n : n ≥ 1} en X∗∗∗. Entonces

(α) Puesto que X(β0)∗∗∗ es un subconjunto w∗-cerrado en X∗∗∗ y x∗n ∈ B(X(β0)∗) ⊂
B(X(β0)∗∗∗), n ≥ 1, concluimos que ψ0 ∈ B(X(β0)∗∗∗) y, por tanto, P ∗∗∗

β0
(ψ0) = ψ0.

(β) Puesto que 〈x∗n+1, eαij 〉 = 0, ∀1 ≤ i, j ≤ n, y el conjunto {eαij : 1 ≤ i, j} genera
el espacio X(β0), concluimos que ψ0¹X(β0) ≡ 0, esto es, ψ0 ∈ B(X(β0)⊥).

(γ) Puesto que 〈z0, x
∗
k〉 > b, ∀k ≥ 1, deducimos que 〈ψ0, z0〉 ≥ b.

Sea H := P ∗∗
β0

(K) y w0 := P ∗∗
β0

(z0). Es claro que H es un subconjunto w∗-compacto
de X(β0)∗∗ y que w0 ∈ cow∗(H).

Aserto 1. d̂(H,X(β0)) < a y d(w0, X(β0)) < a.

En efecto

d̂(H, X(β0)) = d̂(P ∗∗
β0

(K), P ∗∗
β0

(X)) ≤ ‖P ∗∗
β0
‖d̂(K,X) < a.

De aqúı por Corolario 1.5 deducimos que d(w0, X(β0)) < a, porque X(β0) es WCG ya
que es separable.
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Aserto 2. d(w0, X(β0)) ≥ b.

En efecto, aplicando (γ) (ver más arriba) se tiene que

〈ψ0, w0〉 = 〈ψ0, P
∗∗
β0

(z0)〉 = 〈P ∗∗∗
β0

(ψ0), z0〉 = 〈ψ0, z0〉 ≥ b.

Como ψ0 ∈ X(β0)⊥ y ‖ψ0‖ ≤ 1, obtenemos que d(w0, X(β0)) ≥ b.

Puesto que b > a, hemos llegado a una contradicción, que prueba la proposición. ¥

Proposición 5.12. Sea X un espacio de Banach que es suma directa transfinita de una
familia {Xα : 1 ≤ α < ω1} de subespacios WCG de X, digamos X =

∑
α<ω1

⊕Xα, de
constante 1 (es decir, si 1 ≤ α1 < α2 < · · · < αn+m < ω1, xαi ∈ Xαi y (λi)n+m

i=1 ∈
Rn+m, se tiene ‖∑n

i=1 λixαi‖ ≤ ‖∑n+m
i=1 λixαi‖) de modo que todo z ∈ X∗ tiene soporte

contable. Entonces X tiene 1-control en su bidual X∗∗.

Demostración. La prueba es totalmente análoga a la de la Proposición 5.11 utilizando
adecuadamente los subconjuntos w-compactos Kα ⊂ Xα que generan Xα, α < ω1, y el
Lema 5.2, como en la Proposición 5.9. ¥

Proposición 5.13. Sea X un espacio de Banach con una base 1-incondicional {ei : i ∈
I} equivalente a la base canónica de `1(I). Entonces X tiene 1-control en su bidual X∗∗.

Demostración. La demostración es análoga a la de la parte (B) de la Proposición 5.3,
haciendo Xi = [ei], i ∈ I, y teniendo en cuenta que X∗ y el subespacio Y0 de X∗ (ver
notación de Proposición 5.3) son canónicamente isomorfos a `∞(I) y c0(I), respectiva-
mente. ¥

Se dice que {ei : i ∈ I} es base 1-simétrica del espacio de Bnach X (ver [50, p. 811])
si {ei : i ∈ I} es base 1-incondicional de X (por tanto X es suma directa 1-incondicional
de los subespacios {[ei] : i ∈ I}) y además {ei : i ∈ I} es base simétrica, es decir, para
cualquier par de sucesiones {in : n ≥ 1} y {jn : n ≥ 1} de I, las secuencias básicas
{ein : n ≥ 1} y {ejn : n ≥ 1} son equivalentes. Naturalmente, las bases canónicas de los
espacios de Orlicz `ϕ(I), Lorentz, Lorentz-Orlicz, etc., son bases 1-simétricas.

Proposición 5.14. Sea X un espacio de Banach con base 1-simétrica. Entonces X
tiene 1-control en su bidual X∗∗.

Demostración. Caso 1. Supongamos que todo elemento del dual X∗ tiene soporte con-
table. En este caso el resultado sale aplicando la Proposición 5.9.

Caso 2. Supongamos que existe un vector u ∈ B(X∗) con soporte incontable. Por
la Proposición 5.13 basta probar el siguiente Aserto.

Aserto. Si existe un vector u ∈ B(X∗) con soporte incontable, la base 1-simétrica
{ei : i ∈ I} de X es equivalente a la base canónica de `1(I).
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En efecto, puesto que supp(u) := {i ∈ I : u(ei) 6= 0} es incontable, podemos hallar
un número positivo ε > 0 y un subconjunto incontable J ⊂supp(u) tal que |u(ei)| >
ε, ∀i ∈ J . Probemos que en estas condiciones la familia {ei : i ∈ J} es equivalente
a la base de `1(J). Supongamos que la base {ei : i ∈ J} está normalizada y cojamos
un vector de la forma

∑
1≤k≤n λkeik , ik ∈ J . Sea εk = ±1 de modo que u(λkεkeik) =

|λku(eik)| ≥ ε|λk|, 1 ≤ k ≤ n. Entonces
∑

1≤k≤n

|λk| ≥ ‖
∑

1≤k≤n

λkeik‖ = ‖
∑

1≤k≤n

λkεkeik‖ ≥ |u( ∑

1≤k≤n

λkεkeik

)| ≥ ε
∑

1≤k≤n

|λk|,

de donde obtenemos que la familia {ei : i ∈ J} es equivalente a la base de `1(J). Como
la base de X es simétrica, finalmente deducimos que dicha base es equivalente a la base
canónica de `1(I), lo que prueba el Aserto y completa la demostración de la proposición.
¥

A continuación consideramos el problema del control de X = (`∞(I), ‖ · ‖∞) en su
bidual. En [25] se pregunta si `∞(I) tiene 1-control en su bidual. La respuesta es negativa
y aparece en [24], en donde se construye un subconjunto w∗-compacto K ⊂ B(X∗∗) tal
que d̂(K, X) ≤ 1

3 pero d̂(cow∗(K), X) ≥ 2
3 . Basándonos en la Proposición 1.12, hacemos

a continuación otra construcción más asequible y sencilla que la de [24].

Proposición 5.15. Sean Γ un conjunto infinito y X = (`∞(Γ), ‖ · ‖∞). Entonces existe
un subconjunto w∗-compacto K ⊂ B(X∗∗) tal que d̂(K, X) ≤ 1

3 pero d̂(cow∗(K), X) ≥ 2
3 .

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supondremos que Γ = N. Vamos a utilizar
la construcción efectuada en la Proposición 1.12. En esta proposición se construye un
conjunto contable infinito I, un compacto

O =
⋂

σ∈C
O(σ)

βI

tal que ∅ 6= O ⊂ βI \ I := I∗ y una aplicación ψ : C → {0, +1}I ⊂ B(`∞(I)) inyectiva
y continua, cuando se considera en {0, +1}I la w∗-topoloǵıa de `∞(I), que coincide
con la topoloǵıa producto de {0, +1}I . Sea D := ψ(C) ⊂ {0, +1}I ⊂ B(`∞(I)) un
compacto homeomorfo a C tal que ď¹O = 0, ∀d ∈ D. Sean µ := ψ(λ) la probabilidad de
Radon sobre D, imagen de la probabilidad de Haar λ sobre C = {0, +1}I por la función
continua ψ y r(µ) =: z0 ∈ cow∗(D) el baricentro de µ, que verifica ž0(p) = +1, para todo
p ∈ I∗ := I

βI \ I. En particular, ž0¹ O = +1. Recordemos que si f ∈ `∞(I), denotamos
por f̌ ∈ C(βI) a la extensión continua de Stone-Čech de f a todo βI.

El dual X∗ de X := `∞(I) es X∗ = `1(I) ⊕1 MR(I∗) y su bidual X∗∗ = `∞(I) ⊕∞
MR(I∗)∗, donde MR(I∗) es el espacio de las medidas de Radon sobre I∗. Denotemos por
π1 : X∗∗ → `∞(I) y π2 : X∗∗ → MR(I∗)∗ las correspondientes proyecciones canónicas
de modo que, si u ∈ X∗∗, entonces u = (u1, u2) con u1 = π1(u) y u2 = π2(u). Por
tanto, si J : X → X∗∗ es la inmersión canónica y f ∈ X, se tiene J(f) = (f1, f2) con
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f1 = π1 ◦J(f) = f y f2 = π2 ◦J(f) = f̌|I∗ , donde f̌|I∗ se considera como un elemento de
MR(I∗)∗. Sea φ : `∞(I) → X∗∗ tal que, ∀f ∈ `∞(I), φ(f) = (f, 0), que es una aplicación
lineal w∗-w∗-continua y ‖ · ‖-continua. Considerando 1

31I∗\O y 1
31O como elementos de

MR(I∗)∗, sea

K = φ(D) + (0, 1
31I∗\O − 1

31O) = {(d, 1
31I∗\O − 1

31O) : d ∈ D} ⊂ B(X∗∗),

que es un subconjunto w∗-compacto de X∗∗ af́ınmente homeomorfo a D. Notemos que
(z0,

1
31I∗\O − 1

31O) ∈ cow∗(K).

Aserto 1. d̂(K,J(X)) ≤ 1
3 .

En efecto, sea (d, 1
31I∗\O − 1

31O) ∈ K con d ∈ D. Puesto que ď|O = 0 se tiene :

‖(d, 1
31I∗\O − 1

31O)− 2
3J(d)‖ = sup{‖1

3d‖, ‖(1
3 − 2

3 ď) · 1I∗\O‖, 1
3} = 1

3 .

Aserto 2. d((z0,
1
31I∗\O − 1

31O), J(X)) = 2
3 .

En efecto, sabemos que ž0 = 1 sobre I∗, de donde

‖(z0,
1
31I∗\O − 1

31O)− 1
3J(z0)‖ = ‖(2

3z0,−2
31O)‖ = 2

3 .

Por otra parte, si p ∈ O y f ∈ `∞(I), entonces

‖(z0,
1
31I∗\O − 1

31O)− J(f)‖ = ‖(z0 − f, 1
31I∗\O − 1

31O − f̌¹I∗)‖ =

= ‖z0 − f‖ ∨ ‖1
31I∗\O − 1

31O − f̌¹I∗‖ ≥ |(z0 − f )̌ (p)| ∨ |(1
31I∗\O − 1

31O − f̌¹I∗)(p)| =
= |1− f̌(p)| ∨ |13 + f̌(p)| ≥ 2

3 .

¥

La proposición anterior nos permite obtener los siguientes resultados.

Corolario 5.16. Sea X un espacio de Banach que posee una copia de `∞. Entonces
para todo ε > 0 existe un subconjunto w∗-compacto Kε ⊂ X∗∗ tal que d̂(cow∗(Kε), X) ≥
(2− ε)d̂(Kε, X) > 0.

Demostración. En [43] se prueba que todo espacio de Banach isomorfo a `∞ contiene
subespacios arbitrariamente próximos a (`∞, ‖ · ‖∞) en la distancia de Banach-Mazur.
Por tanto, en este caso, para todo δ > 0 existe en X un subespacio Yδ que es (1 + δ)-
isométrico a (`∞, ‖ · ‖∞). Aśı que existe un isomorfismo i : `∞ → Yδ tal que ‖i‖ = 1 y
‖i−1‖ ≤ 1 + δ y además Yδ es complementado en X con proyección Pδ : X → Yδ tal
que ‖Pδ‖ ≤ 1 + δ. Sea K ⊂ `∗∞ el compacto construido en Proposición 5.15, que verifica
d̂(cow∗(K), `∞) ≥ 2d̂(K, `∞) > 0. Sea i∗∗(K) =: W ⊂ Y ∗∗

δ ⊂ X∗∗. Claramente W es
un subconjunto w∗-compacto de X∗∗, que tras un pequeño cálculo se comprueba que
verifica d̂(cow∗(W ), X) ≥ 2

(1+δ)2
d̂(W,X) > 0. ¥
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El corolario siguiente se refiere a espacios de Orlicz secuenciales (ver [12],[34],[36]).
Si ϕ es una función de Orlicz, entonces

(i) La expresión ϕ ∈ ∆o
2 indica que ϕ verifica la propiedad ∆2 en 0.

(ii) Si I es un conjunto, definimos el espacio secuencial de Orlicz `ϕ(I) como

`ϕ(I) := {f ∈ RI :
∑

i∈I

ϕ(λfi) < +∞ para algún λ > 0}.

(iii) Consideraremos en `ϕ(I) la norma de Luxemburg ‖ · ‖L definida por

∀f ∈ `ϕ(I), ‖f‖L := inf{λ > 0 :
∑

i∈I

ϕ(fi/λ) ≤ 1}

y la norma Amemiya-Orlicz ‖ · ‖o definida por

∀f ∈ `ϕ(I), ‖f‖o := inf
λ>0

{ 1
λ(1 +

∑

i∈I

ϕ(λfi))}.

Por `L
ϕ(I) y `o

ϕ(I) se denota al espacio de Orlicz `ϕ(I) dotado de la norma Luxemburg
‖ · ‖L y de la norma Amemiya-Orlicz ‖ · ‖o, respectivamente.

Corolario 5.17 ([24]). Sean I un conjunto infinito y ϕ una función de Orlicz. Entonces
(1) Si ϕ ∈ ∆o

2 y ó bien X = `L
ϕ(I) ó bien X = `o

ϕ(I), se tiene que d̂(cow∗(K), X) =
d̂(K, X), para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗.

(2) Si ϕ /∈ ∆o
2 y X = `L

ϕ(I), existe un subconjunto w∗-compacto K ⊂ B(X∗∗) tal que
d̂(cow∗(K), X) ≥ 2d̂(K, X) > 0.

(3) Si ϕ /∈ ∆o
2 y X = `o

ϕ(I), se tiene que para todo ε > 0 existe un subconjunto
w∗-compacto Kε ⊂ B(X∗∗) tal que d̂(cow∗(Kε), X) ≥ (2− ε)d̂(Kε, X) > 0.

Demostración. (1) Basta aplicar la Proposición 5.14 porque si ϕ ∈ ∆o
2 entonces `ϕ(I)

tiene base 1-simétrica.

(2) En este caso es conocido que existe en X un subespacio Y isométrico a `∞, que
está complementado en X, con proyección P : X → Y tal que ‖P‖ = 1. Por tanto, si
se considera a Y ∗∗ = Y

w∗ como subespacio de X∗∗ y K ⊂ Y ∗∗ es el subconjunto w∗-
compacto construido en la Proposición 5.15, entonces d̂(cow∗(K), X) ≥ 2d̂(K, X) > 0,
porque para todo u ∈ Y ∗∗ se tiene que d(u, Y ) = d(u, X).

(3) Puesto que ϕ /∈ ∆o
2, es bien conocido que existe en `o

ϕ(I) una copia isomórfica
de `∞. Ahora basta aplicar el Corolario 5.16. Notemos que si la función de Orlicz ϕ es
estrictamente convexa y (ϕ(t)/t) → 0 para t → 0, entonces la norma de Orlicz de `o

ϕ(I)
es estrictamente convexa (ver [12, p. 55]) y `o

ϕ(I) no puede contener una copia isométrica
de (`∞, ‖ · ‖∞), aunque śı contiene copias isomórficas de `∞, si ϕ /∈ ∆o

2. ¥
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Caṕıtulo 6

Distancias y oscilación

Comenzaremos este Caṕıtulo con ciertos hechos auxiliares, que se utilizarán más tarde.
Sean I un conjunto, (H, TH) un espacio topológico y ϕ : I → H una aplicación tal
que ϕ(I) = H. En todo este caṕıtulo supondremos que los espacios topológicos son
Hausdorf y completamente regulares. Adoptamos la siguiente notación:

C(H) = {f : H → R : f continua}, C(H)ϕ = {f ◦ ϕ : f ∈ C(H)},
C∗(H) = {f : H → R : f continua y acotada} y

C∗(H)ϕ = {f ◦ ϕ : f ∈ C∗(H)}.

Nuestro propósito es estudiar el control de C∗(H)ϕ dentro de `∞(I) y para ello vamos
a relacionar la distancia d(f, C∗(H)ϕ), f ∈ `∞(I), con la oscilación de f en H.

Denotemos por Vk a la familia de los entornos abiertos de k ∈ H. Para f ∈ RI y
k ∈ H, definamos:

f1(k) = inf{sup(f(ϕ−1(V ))) : V ∈ Vk} y

f2(k) = sup{inf(f(ϕ−1(V ))) : V ∈ Vk}.

Obviamente −∞ ≤ f2(k) ≤ f1(k) ≤ +∞, ∀k ∈ H. Definimos la ϕ-oscilación
Oscϕ(f, k) de f en k ∈ H como:

Oscϕ(f, k) = ĺım
V ∈Vk

sup{f(i)− f(j) : f(i), f(j) ∈ V } =

= ĺım
V ∈Vk

(
sup f(ϕ−1(V ))− inf f(ϕ−1(V ))

)
= ĺım

V ∈Vk
diam(f(ϕ−1(V ))).

Observemos que
(i) Oscϕ(f, k) = +∞ sii f1(k) = ±∞ ó f2(k) = ±∞ y
(ii) si f1(k), f2(k) son finitos, entonces Oscϕ(f, k) = f1(k)− f2(k).

Definimos la ϕ-oscilación Oscϕ(f) de f en H como:

Oscϕ(f) = sup{Oscϕ(f, k) : k ∈ H}.
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Si I = H y ϕ es la identidad entre I y H, en lugar de Oscϕ(f, k) y Oscϕ(f) ponemos
Osc(f, k) y Osc(f), respectivamente.

Lema 6.1. Con la anterior notación, se tiene que f1 es semicontinua superiormente
(abrev., usc) y f2 es semicontinua inferiormente (abrev., lsc) sobre H.

Demostración. Veamos que f1 es usc sobre H. Supongamos que a ∈ R∪{±∞} y probe-
mos que Ua = {k ∈ H : f1(k) < a} es abierto en H. Si a = −∞, entonces Ua = ∅ y
hemos terminado. Sea a ∈ R ∪ {+∞} y cojamos k ∈ Ua. Entonces existe un entorno
abierto W ∈ Vk tal que sup f(ϕ−1(W )) < a. Aśı que para h ∈ W tenemos que W ∈ Vh,
de donde obtenemos que f1(h) < a y, por tanto, W ⊂ Ua. En consecuencia Ua es abierto.

De modo análogo se prueba que f2 es lsc. ¥

Si I es un conjunto y f, g ∈ RI , definimos la “distancia” d(f, g) de f a g como
sup{|f(i) − g(i)| : i ∈ I}, en el entendimiento de que puede ser +∞. En la siguiente
proposición se maneja esta es “distancia”.

Proposición 6.2. Sean (H, TH) un espacio topológico normal, I un conjunto y ϕ : I →
H una aplicación tal que ϕ(I) = H. Entonces, si C(H)ϕ = {g ◦ ϕ : g ∈ C(H)} ⊂ RI y
f ∈ RI , se tiene que:

d(f, C(H)ϕ) =
1
2
Oscϕ(f).

Demostración. (A) Veamos que d(f, C(H)ϕ) ≥ 1
2Oscϕ(f). Si d(f, C(H)ϕ) = +∞, lo an-

terior es obvio. En caso contrario, sean 0 < ε < +∞ y h ∈ C(H) tales que d(f, C(H)ϕ) <
ε y sup{|f(x) − h ◦ ϕ(x)| : x ∈ I} < ε. Entonces para todo k ∈ H se verifica que
f1(k), f2(k) (ver más arriba la definición de f1, f2) son finitos y f1(k) − f2(k) < 2ε, es
decir, 1

2Oscϕ(f) < ε. De aqúı concluimos que d(f, C(H)ϕ) ≥ 1
2Oscϕ(f).

(B) Veamos que d(f, C(H)ϕ) ≤ 1
2Oscϕ(f). Si 1

2Oscϕ(f) = +∞, la anterior desigual-
dad es obvia. Supongamos que 1

2Oscϕ(f) = δ < +∞. Sean f1, f2 : H → R las funciones
usc y lsc, respectivamente, definidas más arriba a partir de f . Se tiene que f1, f2 son
finitas y f1− δ ≤ f2 + δ sobre H. Aśı que por [18, Ex. 1.7.15 (b), p.88 ] existe h ∈ C(H)
tal que f1 − δ ≤ h ≤ f2 + δ sobre H. Puesto que f(i) ∈ [f2(ϕ(i)), f1(ϕ(i))], ∀i ∈ I,
concluimos que:

f(i)− δ ≤ f1 ◦ ϕ(i)− δ ≤ h ◦ ϕ(i) ≤ f2 ◦ ϕ(i) + δ ≤ f(i) + δ,

es decir, sup{|f(i)− h ◦ ϕ(i)| : i ∈ I} ≤ δ, lo que implica que

d(f, C(H)ϕ) ≤ 1
2
Oscϕ(f).

¥
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Proposición 6.3. Sean (H, TH) un espacio topológico normal, I un conjunto y ϕ : I →
H una aplicación tal que ϕ(I) = H. Entonces, si C∗(H)ϕ = {g◦ϕ : g ∈ C∗(H)} ⊂ `∞(I)
y f ∈ `∞(I), se tiene que:

d(f, C(H)ϕ) = d(f, C∗(H)ϕ) =
1
2
Oscϕ(f).

Demostración. Como f es acotada se verifica que d(f, C(H)ϕ) = d(f, C∗(H)ϕ). Ahora
basta aplicar la Proposición 6.2. ¥

Sea (X, d) un espacio métrico. Para f, g ∈ XI (esto es, f, g : I → X) consideramos
la “distancia” d(f, g) = sup{d((i), g(i)) : i ∈ I}, que puede ser +∞. Denotemos por
C(H, X)ϕ al subconjunto de XI definido por

C(H, X)ϕ = {g ◦ ϕ : g ∈ C(H, X)}.

Si f ∈ XI , definimos las oscilaciones:

∀k0 ∈ H, Oscϕ(f, k0) = ĺım
V ∈Vk0

diam(f(ϕ−1(V ))) y Oscϕ(f) = sup
k∈H

Oscϕ(f, k).

Observemos que estas definiciones coinciden con las anteriores definiciones para X = R.

Proposición 6.4. Sean I un conjunto, H un espacio topológico, ϕ : I → H una apli-
cación tal que ϕ(I) = H, (Z, ‖ · ‖) un espacio normado, X ⊂ Z un subconjunto convexo
de Z y d la distancia asociada a la norma ‖ · ‖. Entonces

(1) Para todo f ∈ XI se tiene que Oscϕ(f) ≤ 2d(f, C(H, X)ϕ).

(2) Si además H es paracompacto, para todo f ∈ XI se verifica:

d(f, C(H,X)ϕ) ≤ Oscϕ(f).

Demostración. (1) Para probar que Oscϕ(f) ≤ 2d(f, C(H, X)ϕ), supongamos que
d(f, C(H, X)ϕ) < b < +∞ y cojamos g ∈ C(H,X) tal que para cierto 0 < ε < b se
verifique d(f, g ◦ϕ) < b− ε. Fijemos k0 ∈ H y cojamos V ∈ Vk0 tal que diam(g(V )) < ε.
Entonces para todo i, j ∈ ϕ−1(V ) se tiene que:

d(f(i), f(j)) ≤ d(f(i), g ◦ ϕ(i)) + d(g ◦ ϕ(i), g ◦ ϕ(j)) + d(g ◦ ϕ(j), f(j)) < 2b.

De aqúı que diam(f(ϕ−1(V ))) ≤ 2b y, por tanto, Oscϕ(f, k0) ≤ 2b. En consecuencia
Oscϕ(f) ≤ 2b y Oscϕ(f) ≤ 2d(f, C(H,X)ϕ).

(2) Sea f ∈ XI . Si Oscϕ(f) = +∞, hemos terminado. Supongamos que Oscϕ(f) <
b < +∞. Entonces por cada k ∈ H podemos elegir un entorno abierto Vk de k tal que
diam(f(ϕ−1(Vk))) < b. Sea {Vα : α ∈ A} un refinamiento abierto localmente finito de
{Vk : k ∈ H} y {pα : α ∈ A} una partición continua de la identidad subordinada a
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{Vα : α ∈ A}. Por cada α ∈ A elegimos un punto iα ∈ ϕ−1(Vα). Si yα = f(iα), sea
g ∈ C(H, X) tal que

g(x) =
∑

α∈A

pα(x)yα, ∀x ∈ H.

Fijemos j ∈ I y sea {α1, · · · , αn} = {α ∈ A : ϕ(j) ∈ Vα}. Puesto que

f(j) ∈ f(ϕ−1(Vαr)), yαr ∈ f(ϕ−1(Vαr)) y diam(f(ϕ−1(Vαr))) < b, r = 1, 2, · · · , n,

tenemos que
d(yαr , f(j)) ≤ diam(f(ϕ−1(Vαr))) < b, r = 1, · · · , n.

Aśı que

d(g ◦ ϕ(j), f(j)) = d(
n∑

r=1

pαr(ϕ(j))yαr ,
n∑

r=1

pαr(ϕ(j))f(j)) ≤

≤
n∑

r=1

pαr(ϕ(j))d(yαr , f(j)) < b.

En consecuencia d(f, g ◦ ϕ) ≤ b, lo que prueba que d(f, C(H, X)ϕ) ≤ Oscϕ(f). ¥

Sea X un espacio normado y denotemos por `∞(I,X) al espacio normado de las
funciones f : I → X tales que (‖f(i)‖)i∈I ∈ `∞(I) con la norma ‖f‖ = sup{‖f(i)‖; i ∈
I}. Sean K, K0 dos espacios topológicos, ϕ : I → K una aplicación tal que ϕ(I) = K,
q : K → K0 una aplicación continua sobreyectiva y ψ = q ◦ ϕ. Los espacios

C(K0, X)ψ = {f ◦ ψ : f ∈ C(K0)} y C(K,X)ϕ = {f ◦ ϕ : f ∈ C(K)}

son subespacios de `∞(I, X) de modo que:

C(K0, X)ψ ⊂ C(K, X)ϕ ⊂ `∞(I, X) ⊂ XI .

Si X = R, ponemos `∞(I), C(K), C(K)ϕ, etc., en lugar de `∞(I,R), C(K,R),C(K,R)ϕ,
etc. Observemos que en los subconjuntos acotados de `∞(I) la topoloǵıa de la conver-
gencia puntual sobre I coincide con la w∗-topoloǵıa σ(`∞(I), `1(I)).

Lema 6.5. Sean I un conjunto, K un espacio topológico numerablemente compacto,
ϕ : I → K una aplicación tal que ϕ(I) = K, K0 un espacio métrico, q : K → K0 una
aplicación continua con q(K) = K0, ϕ1 = q◦ϕ : I → K0 y X un espacio normado. Con-
sideremos a los espacios C(K, X)ϕ y C(K0, X)ϕ1 como subespacios del espacio `∞(I,X)
de modo que C(K0, X)ϕ1 ⊂ C(K,X)ϕ ⊂ `∞(I,X). Si τ es la topoloǵıa en `∞(I,X) de
la convergencia puntual sobre I y la convergencia sobre cierto subconjunto F ⊂ X∗, que
separa puntos en X, para toda f ∈ C(K0, X)ϕ1

τ
se tiene que

Oscϕ(f) ≤ Oscϕ1(f) ≤ 2Oscϕ(f).
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Demostración. Fijemos la función f ∈ C(K0, X)ϕ1

τ
y observemos que f es constante en

cada subconjunto ϕ−1
1 (k) ⊂ I, ∀k ∈ K0, esto es, existe h : K0 → X tal que f = h ◦ ϕ1.

Puesto que q−1(Vq(k)) ⊂ Vk, ∀k ∈ K, se tiene que Oscϕ(f, k) ≤ Oscϕ1(f, q(k)), de donde
obtenemos que Oscϕ(f) ≤ Oscϕ1(f).

Probemos que Oscϕ1(f) ≤ 2Oscϕ(f). Si Oscϕ1(f) = 0, claramente Oscϕ1(f) ≤
2Oscϕ(f). Supongamos que Oscϕ1(f) > δ > 0. Entonces podemos hallar un punto
k0 ∈ K0 y dos secuencias in, jn ∈ I, n ≥ 1, tales que ϕ1(in) → k0, ϕ1(jn) → k0, para
n → ∞, y ‖f(in) − f(jn)‖ > δ, para todo n ≥ 1. Puesto que K es numerablemente
compacto, podemos hallar puntos x0, y0 ∈ K tales que

x0 ∈ q−1(k0) ∩ {ϕ(in) : n ≥ 1} y y0 ∈ q−1(k0) ∩ {ϕ(jn) : n ≥ 1}.

Aserto. O bien Oscϕ(f, x0) ≥ δ
2 ó bien Oscϕ(f, y0) ≥ δ

2 .

En efecto, sean i0, j0 ∈ I tales que ϕ(i0) = x0 y ϕ(j0) = y0. Puesto que f es constante
sobre ϕ−1

1 (k0) e i0, j0 ∈ ϕ−1
1 (k0), tenemos que f(i0) = f(j0). Aśı que

δ < ‖f(in)− f(jn)‖ = ‖f(in)− f(i0) + f(j0)− f(jn)‖ ≤
≤ ‖f(in)− f(i0)‖+ ‖f(j0)− f(jn)‖.

Por tanto ó bien ‖f(in) − f(i0)‖ > δ
2 ó bien ‖f(j0) − f(jn)‖ > δ

2 . Aśı que existe un
subconjunto infinito N ⊂ N tal que

ó bien ‖f(in)− f(i0)‖ >
δ

2
, ∀n ∈ N, ó bien ‖f(j0)− f(jn)‖ >

δ

2
, ∀n ∈ N,

y esto prueba el Aserto.

Finalmente, del Aserto concluimos que Oscϕ(f) ≥ δ/2 y de aqúı obtenemos que
Oscϕ1(f) ≤ 2Oscϕ(f). ¥

Corolario 6.6. Sean I un conjunto, K un espacio numerablemente compacto , ϕ : I →
K una aplicación tal que ϕ(I) = K, K0 un espacio métrico, q : K → K0 una aplicación
continua con q(K) = K0 y ϕ1 = q ◦ ϕ : I → K0. Consideremos a los espacios C(K)ϕ y
C(K0)ϕ1 como subespacios del espacio `∞(I) de modo que C(K0)ϕ1 ⊂ C(K)ϕ ⊂ `∞(I).

Entonces, si f ∈ C(K0)ϕ1

w∗
, tenemos que:

d(f, C(K)ϕ) ≤ d(f, C(K0)ϕ1) ≤ 2d(f, C(K)ϕ).

Demostración. En primer término es obvio que d(f, C(K)ϕ) ≤ d(f, C(K0)ϕ1) porque
C(K0)ϕ1 es un subespacio de C(K)ϕ dentro de `∞(I). Veamos que d(f, C(K0)ϕ1) ≤
2d(f, C(K)ϕ). Puesto que K0 es un espacio métrico, de Proposición 6.3 obtenemos que
d(f, C(K0)ϕ1) = 1

2Oscϕ1(f) y del Lema 6.5 que 1
2Oscϕ1(f) ≤ Oscϕ(f). Finalmente por

Proposición 6.4 se tiene Oscϕ(f) ≤ 2d(f, C(K)ϕ). ¥
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Lema 6.7. Sean K, K0 dos espacios compactos Hausdorff, I un conjunto, ϕ : I → K una
aplicación tal que ϕ(I) = K, q : K → K0 una aplicación continua sobreyectiva, ψ = q◦ϕ
y X un espacio normado. Consideremos a los espacios C(K,X)ϕ y C(K0, X)ψ como
subespacios del espacio `∞(I, X) de modo que C(K0, X)ψ ⊂ C(K,X)ϕ ⊂ `∞(I, X). En-
tonces, si τ es la topoloǵıa en `∞(I,X) de la convergencia puntual sobre I y la convergen-
cia sobre un subconjunto F ⊂ X∗, que separa puntos de X, para todo f ∈ C(K0, X)ψ

τ

tenemos que
Oscϕ(f) ≤ Oscψ(f) ≤ 2Oscϕ(f).

Demostración. La demostración es análoga a la del Lema 6.5, con una pequeña diferen-
cia, que consiste en que ahora trabajamos con redes en lugar de sucesiones.

Sea f ∈ C(K0, X)ψ
τ
. Entonces f es constante sobre cada subconjunto ψ−1(k), ∀k ∈

K0, por lo que existe h : K0 → X tal que f = h ◦ ψ. Como en Lema 6.5 se tiene que
Oscϕ(f, k) ≤ Oscψ(f, q(k)), para todo k ∈ K, y de aqúı obtenemos que Oscϕ(f) ≤
Oscψ(f).

Probemos que Oscψ(f) ≤ 2Oscϕ(f). Si Oscψ(f) = 0, claramente Oscψ(f) ≤ 2Oscϕ(f).
Supongamos que Oscψ(f) > δ > 0. Entonces podemos hallar un punto k0 ∈ K0 y
dos redes iα, jα ∈ I, α ∈ A, tales que ψ(iα) → k0, ψ(jα) → k0, para α ∈ A, y
‖f(iα) − f(jα)‖ > δ, para todo α ∈ A. Puesto que K es compacto, existe una sub-
red A0 y dos puntos x0, y0 ∈ K tales que ϕ(iα) → x0 y ϕ(jα) → y0 cuando α ∈ A0.
Claramente, x0, y0 ∈ q−1(k0).

Aserto. O bien Oscϕ(f, x0) ≥ δ
2 ó bien Oscϕ(f, y0) ≥ δ

2 .

En efecto, sean i0, j0 ∈ I tales que ϕ(i0) = x0 y ϕ(j0) = y0. Puesto que f es constante
sobre ψ−1(k0) e i0, j0 ∈ ψ−1(k0), tenemos que f(i0) = f(j0). Entonces, para todo α ∈ A0

tenemos

δ < ‖f(iα)− f(jα)‖ = ‖f(iα)− f(i0) + f(j0)− f(jα)‖ ≤
≤ ‖f(iα)− f(i0)‖+ ‖f(j0)− f(jα)‖.

Por tanto ó bien ‖f(iα) − f(i0)‖ > δ
2 ó bien ‖f(j0) − f(jα)‖ > δ

2 , ∀α ∈ A0. Aśı que
existe otra subred A1 tal que

ó bien ‖f(iα)− f(i0)‖ >
δ

2
, ∀α ∈ A1, ó bien ‖f(j0)− f(jα)‖ >

δ

2
, ∀α ∈ A1,

y esto prueba el Aserto.

Finalmente, concluimos que Oscϕ(f) ≥ δ/2, de donde obtenemos que Oscψ(f) ≤
2Oscϕ(f). ¥

Corolario 6.8. Sean K, K0 dos espacios compactos Hausdorff, I un conjunto, ϕ : I →
K una función tal que ϕ(I) = K, q : K → K0 una aplicación continua suprayectiva y
ψ = q ◦ ϕ. Entonces, si f ∈ C(K0)ψ

w∗
, se tiene que:

d(f, C(K)ϕ) ≤ d(f, C(K0)ψ) ≤ 2d(f, C(K)ϕ).
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Demostración. La prueba sale del Lema 6.7 y de la Proposición 6.3. ¥

Corolario 6.9. Sean K, K0 dos espacios compactos Hausdorff, I un conjunto, ϕ : I →
K una función tal que ϕ(I) = K, q : K → K0 una aplicación continua sobreyectiva, ψ =
q ◦ϕ y X un espacio normado. Consideremos a los espacios C(K, X)ϕ y C(K0, X)ψ co-
mo subespacios del espacio `∞(I,X) de modo que C(K0, X)ψ ⊂ C(K, X)ϕ ⊂ `∞(I, X).
Entonces, si τ es la topoloǵıa en `∞(I,X) de la convergencia puntual sobre I y la conver-
gencia sobre un subconjunto F ⊂ X∗, que separa puntos de X, para todo f ∈ C(K0, X)ψ

τ

se tiene que

d(f, C(K,X)ϕ) ≤ d(f, C(K0, X)ψ) ≤ 4d(f, C(K, X)ϕ).

Demostración. Es obvio que d(f, C(K, X)ϕ) ≤ d(f, C(K0, X)ψ), porque C(K0, X)ψ ⊂
C(K, X)ϕ. La desigualdad

d(f, C(K0, X)ψ) ≤ 4d(f, C(K,X)ϕ)

sale del Lema 6.7 y de la Proposición 6.4. ¥

6.1 Espacios C∗(H)ϕ con 1-control dentro de `∞(I)

Vamos a estudiar en esta Sección una clase de espacios topológicos (H,TH) tal que
C∗(H)ϕ tiene 1-control dentro de `∞(I), esto es, d̂(cow∗(W ), C∗(H)ϕ) = d̂(W,C∗(H)ϕ),
para todo subconjunto w∗-compacto W ⊂ `∞(I). Un espacio topológico (H, TH) se dice
que tiene la propiedad F si para todo subconjunto A ⊂ H × H tal que A ∩ ∆ 6= ∅
(∆ := {(h, h) : h ∈ H} es la diagonal de H × H) existen d0 ∈ ∆ y una secuencia
αn ∈ A, n ≥ 1, tales que αn → d0. Por tanto H tiene la propiedad F cuando: (1) H es
metrizable; (2) H es primer axioma; (3) H ×H es un espacio de Frechet-Urysohn, etc.

Proposición 6.10. Sean H un espacio topológico normal con H ∈ F, I un conjunto,
ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H y W ⊂ `∞(I) un subconjunto w∗-compacto.
Entonces

d̂(cow∗(W ), C∗(H)ϕ) = d̂(W,C∗(H)ϕ).

Demostración. Supongamos que existen un subconjunto w∗-compacto W ⊂ B(`∞(I)) y
dos números reales a, b > 0 tales que

d̂(cow∗(W ), C∗(H)ϕ) > b > a > d̂(W,C∗(H)ϕ).

Cojamos f0 ∈ cow∗(W ) con d(f0, C
∗(H)ϕ) > b. Por la Proposición 6.3 existe k0 ∈ H tal

que 1
2Oscϕ(f0, k0) > b. De aqúı deducimos que existen ε > 0 y, por cada V ∈ Vk0 , dos

puntos iV , jV ∈ ϕ−1(V ) tales que

f0(iV )− f0(jV ) > 2b + ε.

En particular, (k0, k0) ∈ ∆ ∩ {(ϕ(iV ), ϕ(jV )) : V ∈ Vk0}. Puesto que H ∈ F existe una
secuencia {(in, jn) : n ≥ 1} ⊂ {(iV , jV ) : V ∈ Vk0} y un punto (h0, h0) ∈ ∆ tales que
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(ϕ(in), ϕ(jn)) → (h0, h0). Sea µ una probabilidad de Radon sobre W tal que f0 = r(µ)(=
baricentro de µ). Sea Tn : `∞(I) → R, n ≥ 1, una aplicación tal que Tn(f) = f(in) −
f(jn), ∀f ∈ `∞(I). Claramente Tn es un operador lineal ‖ · ‖-continuo y w∗-continuo.
Por tanto se tiene que

2b + ε < Tn(f0) = Tn(r(µ)) =
∫

W
Tn(f)dµ.

Sea An = {f ∈ W : Tn(f) > 2b + ε
2}, ∀n ≥ 1.

Aserto. µ(An) ≥ ε
4 , ∀n ≥ 1.

En efecto, tenemos que

2b + ε <

∫

W
Tn(f)dµ =

∫

An

Tn(f)dµ +
∫

W\An

Tn(f)dµ ≤ 2µ(An) + (2b +
ε

2
),

de donde obtenemos que µ(An) ≥ ε
4 .

Por Lema 1.1 existe una subsucesión {ni : i ≥ 1} ⊂ N tal que
⋂

i≥1 Ani 6= ∅. Sea
g ∈ ⋂

i≥1 Ani . Entonces g(ini) − g(jni) > 2b + ε
2 , ∀i ≥ 1, de donde obtenemos que

Oscϕ(g, h0) ≥ 2b + ε
2 , es decir, d(g, C∗(H)ϕ) > b, lo que contradice el hecho de que

g ∈ W . ¥

Corolario 6.11. Sea K un espacio Hausdorf compacto disperso tal que K(2) = ∅ y
ϕ : I → K una aplicación tal que ϕ(I) = K. Entonces se tiene d̂(W,C(K)ϕ) =
d̂(cow∗(W ), C(K)ϕ) para todo subconjunto w∗-compacto W de `∞(I).

Demostración. Por la Proposición 6.10 basta probar que K ∈ F. Como K(2) = ∅, en-
tonces K es la suma topológica de un número finito de subconjuntos disjuntos “clopen”,
digamos K = ⊕n

i=1Ki, siendo cada Ki la compactificación de Alexandroff Ki = αJi de
cierto conjunto discreto Ji. Por tanto, K tiene la propiedad F sii cada αJi la tiene. Final-
mente se prueba fácilmente que la compactificación de Alexandroff αJ de un conjunto
discreto J tiene la propiedad F. ¥

6.2 El control de C(K) dentro de `∞(K) cuando K es com-
pacto

Cascales, Marciszewski y Raja prueban en [8] que, si H es un espacio topológico nor-
mal numerablemente compacto y W ⊂ `∞(I) es un subconjunto w∗-compacto, entonces
d̂(cow∗(W ), C(H)) ≤ 5d̂(W,C(H)) y, si además W ∩ C(H) es w∗-denso en W , se veri-
fica que d̂(cow∗(W ), C(H)) ≤ 2d̂(W,C(H)). En [8] se utiliza la técnica del intercambio
de ĺımites dobles. En lo que sigue llegamos a los resultados citados para un espacio
topológico H numerablemente compacto (no precisamos que sea normal), pero utilizan-
do la técnica del cálculo baricéntrico, el Teorema de Weierstrass y el Corolario 6.6.
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Proposición 6.12. Sean I un conjunto, H un espacio numerablemente compacto y
ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H. Entonces toda sub-álgebra multiplicativa
Z ⊂ C(H)ϕ con 1I ∈ Z tiene 5-control dentro de `∞(I).

Demostración. Supongamos que Z no tiene 5-control dentro de `∞(I). Entonces existen
un subconjunto w∗-compacto W ⊂ B(`∞(I)) y dos números reales a, b > 0 tales que

d̂(cow∗(W ), Z) > b > 5a > 5d̂(W,Z).

Por el Lema 1.7 tenemos el siguiente Hecho:

Hecho. Existe un funcional ψ ∈ S(Z⊥) y un subconjunto w∗-compacto ∅ 6= K ⊂ W
tal que para todo subconjunto w∗-abierto V con V ∩K 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩K) con
ψ(ξ) > b.

Etapa 1. Cogiendo V0 = `∞(I) y aplicando el Hecho, hallamos ξ1 ∈ cow∗(K) tal
que ψ(ξ1) > b. Puesto que B(`1(I)) es un conjunto w∗-denso en B(`∞(I)∗), existe
x∗1 ∈ S(`1(I)) tal que x∗1(ξ1) > b. Por tanto ξ1 ∈ {u ∈ `∞(I) : u(x∗1) > b} ∩ cow∗(K),
lo que implica que, si definimos V1 := {u ∈ `∞(I) : u(x∗1) > b}, entonces V1 ∩ K 6= ∅.
Elegimos η1 ∈ V1 ∩K. Puesto que d(η1, Z) < a, tenemos la descomposición η1 = η1

1 + η2
1

con η1
1 = f1 ◦ ϕ ∈ Z (para cierto f1 ∈ C(H)) y η2

1 ∈ aB(`∞(I)). Sea F1 = {1H} ∪ {f1}
y P1 la familia de productos finitos de elementos de F1. Denotemos P1 = {g1n : n ≥ 1}.

Etapa 2. Sea Y1 = [{f ◦ϕ : f ∈ {g11}}] ⊂ Z ⊂ C(H)ϕ. Como V1 es un subconjunto
w∗-abierto de `∞(I) tal que V1 ∩K 6= ∅, por el Hecho existe ξ2 ∈ cow∗(V1 ∩K) tal que
ψ(ξ2) > b. Puesto que dim(Y1) < ∞, ψ(ξ2) > b y ψ ∈ Y ⊥

1 , existe x∗2 ∈ S(`1(I)) tal que
x∗2(ξ2) > b y x∗2¹Y1

= 0. Por tanto ξ2 ∈ {u ∈ `∞(I) : u(x∗2) > b} ∩ cow∗(V1 ∩K), lo que
implica que, si definimos V2 := {u ∈ `∞(I) : u(x∗i ) > b, i = 1, 2}, entonces V2 ∩K 6= ∅.
Elegimos η2 ∈ V2 ∩K. Puesto que d(η2, Z) < a, tenemos la descomposición η2 = η1

2 + η2
2

con η1
2 = f2 ◦ ϕ ∈ Z (para cierto f2 ∈ C(H)) y η2

2 ∈ aB(`∞(I)). Sea F2 = F1 ∪ {f2} y
P2 la familia de productos finitos de elementos de F2. Denotemos P2 = {g2n : n ≥ 1}.

Etapa 3. Sea Y2 = [{f ◦ ϕ : f ∈ {gij : i, j ≤ 2}}] ⊂ Z ⊂ C(H)ϕ. Como V2 es un
subconjunto w∗-abierto de `∞(I) tal que V2∩K 6= ∅, por el Hecho existe ξ3 ∈ cow∗(V2∩K)
tal que ψ(ξ3) > b. Puesto que dim(Y2) < ∞, ψ(ξ3) > b y ψ ∈ Y ⊥

2 , existe x∗3 ∈ S(`1(I))
tal que x∗3(ξ3) > b y x∗3¹Y2

= 0. Por tanto ξ3 ∈ {u ∈ `∞(I) : u(x∗3) > b} ∩ cow∗(V2 ∩K),
lo que implica que, si definimos V3 := {u ∈ `∞(I) : u(x∗i ) > b, i = 1, 2, 3}, entonces
V3 ∩K 6= ∅. Elegimos η3 ∈ V3 ∩K. Puesto que d(η3, Z) < a, tenemos la descomposición
η3 = η1

3 + η2
3 con η1

3 = f3 ◦ ϕ ∈ Z (para cierto f3 ∈ C(H)) y η2
3 ∈ aB(`∞(I)). Sean

F3 = F2 ∪ {f3} y P3 la familia de productos finitos de elementos de F3. Denotemos
P3 = {g3n : n ≥ 1}.

A continuación procedemos por reiteración.

Sean Y =
⋃

k≥1 Yk ⊂ `∞(I) y P0 =
⋃

n≥1 Pn ⊂ C(H). Observemos que Y es un
subespacio cerrado separable de `∞(I) y P0 es un subconjunto contable de C(H). Sea
H0 = H/P0 el conjunto de clases de equivalencias obtenido de H mediante la equiv-
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alencia ∼ tal que, si h1, h2 ∈ H, entonces h1 ∼ h2 sii f(h1) = f(h2), ∀f ∈ P0. Sean
q : H → H0 la aplicación cociente y ϕ1 = q ◦ ϕ. En H0 ponemos la topoloǵıa final
con respecto a q. Con esta topoloǵıa H0 es un espacio métrico compacto, porque P0 es
contable y H es numerablemente compacto.

Aserto 1. [P0] es el subespacio de C(H) tal que [P0] = {g◦q : g ∈ C(H0)} = C(H0)q.
Además se tiene que Y =

(
[P0]

)
ϕ

= C(H0)ϕ1 .

En efecto, es claro que, si f ∈ P0, existe g ∈ C(H0) tal que g ◦ q = f . Sea Q0 = {g ∈
C(H0) : g◦q ∈ P0} y observemos que P0 = {g◦q : g ∈ Q0} =: (Q0)q y [P0] = ([Q0])q. Por
otra parte, [Q0] es un sub-álgebra multiplicativa de C(H0) con 1H0 ∈ Q0 y [Q0] separa
puntos en H0, de donde deducimos que [Q0] = C(H0) por el teorema de Weierstrass.
Por tanto

C(H0)q =
(
[Q0]

)
q

= ([Q0])q = [P0].

Finalmente, observemos que Y = [{f ◦ ϕ : f ∈ P0}] =
(
[P0]

)
ϕ
, de donde obtenemos

Y = C(H0)ϕ1 , porque ϕ1 = q ◦ ϕ y [P0] = C(H0)q.

Sea K1 = (K + aB(`∞(I))) ∩ Y
w∗ , que es un subconjunto w∗-compacto de Y

w∗ .
Observemos que {η1

i : i ≥ 1} ⊂ K1 y que d̂(K1, Z) ≤ 2a.

Aserto 2. d̂(K1, Y ) ≤ 4a.

En efecto, se tiene que d̂(K1, C(H)ϕ) ≤ d̂(K1, Z) ≤ 2a. Como Y = C(H0)ϕ1 y
K1 ⊂ Y

w∗ , del Corolario 6.6 obtenemos d̂(K1, Y ) ≤ 4a.

Sea η0 ∈ B(`∞(I)) un punto w∗-ĺımite de {ηk}k≥1.

Aserto 3. d(η0, Y ) ≤ 5a.

En efecto, es claro que η0 ∈ K ⊂ K1 + aB(`∞(I)), de donde d(η0, Y ) ≤ 5a.

Aserto 4. d(η0, Y ) ≥ b.

En efecto, sea φ ∈ B(`∗∞(I)) un punto w∗-ĺımite de {x∗n}n≥1. Puesto que x∗n(ηk) > b,
si k ≥ n, entonces x∗n(η0) ≥ b, ∀n ≥ 1, de donde φ(η0) ≥ b. Aún más, φ ∈ Y ⊥ porque
x∗n+1|Yn

= 0 e Yn ⊂ Yn+1. De aqúı que d(η0, Y ) ≥ φ(η0) ≥ b.

Puesto que b > 5a obtenemos una contradicción y esto completa la prueba. ¥

Proposición 6.13. Sean I un conjunto, H un espacio numerablemente compacto y
ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H. Entonces toda sub-álgebra multiplicativa
Z ⊂ C(H)ϕ con 1I ∈ Z y todo subconjunto w∗-compacto W de `∞(I) tal que W ∩ Z

w∗ =
W verifican d̂(cow∗(W ), Z) ≤ 2d̂(W,Z).

Demostración. En caso contrario existe un subconjunto w∗-compacto W ⊂ B(`∞(I))
con Z ∩ W w∗-denso en W tal que d̂(cow∗(W ), Z) > 2d̂(W,Z). Por tanto podemos
hallar a, b > 0 tales que d̂(cow∗(W ), Z) > b > 2a > 2d̂(W,Z). Por el Hecho (ver prueba
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de Proposición 6.12) existe un funcional ψ ∈ S(Z⊥) y un subconjunto w∗-compacto
∅ 6= K ⊂ W tal que, para todo subconjunto w∗-abierto V de `∞(I) con V ∩ K 6= ∅,
existe ξ ∈ cow∗(V ∩K) con ψ(ξ) > b. Ahora seguimos la argumentación de la Proposición
6.12 con los siguientes cambios:

(i) Como ∅ 6= Vk ∩ K ⊂ Vk ∩ Z ∩W
w∗ , elegimos el vector ηk en Vk ∩ Z ∩ W . A

continuación hacemos la descomposición ηk = η1
k + η2

k con η1
k = ηk y η2

k = 0.
(ii) Definimos

K1 = w∗-cl({ηi : i ≥ 1}) ⊂ Y
w∗ ∩W.

Claramente d̂(K1, Z) ≤ d̂(W,Z) < a, de donde d̂(K1, Y ) ≤ 2d̂(K1, C(H)ϕ)
≤ 2d̂(K1, Z) ≤ 2a. Finalmente todo punto η0 w∗-ĺımite de {ηk}k≥1 en `∞(I) satisface
η0 ∈ K1, d(η0, Y ) ≤ 2a y d(η0, Y ) ≥ b, una contradicción. ¥

Contraejemplo. Si I es un conjunto infinito, (H, TH) un espacio compacto Haus-
dorff y ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H pero ϕ(I) 6= H, puede ocurrir que
C(H)ϕ no tenga control dentro de `∞(I). A continuación construimos un contraejemplo.

Vamos a utilizar la construcción de la Proposición 1.12. Sean C = {0, 1}N el compacto
de Cantor y λ la probabilidad de Haar sobre {0, 1}N. Si A ⊂ {0, 1}n, sea fA : C → {0, 1}
la función continua

∀σ ∈ C, fA(σ) =

{
1, si σ¹n ∈ A,

0, si σ¹n /∈ A,

que verifica 0 ≤ ∫
C fAdλ ≤ 1. Sea

I+ = {(fA, +) : A ⊂ {0, 1}n con |A| = 2n − n y n ∈ N},
I− = {(fA,−) : A ⊂ {0, 1}n con |A| = 2n − n y n ∈ N}

e I = I+ ] I−, que satisface |I| = ℵ0. Observemos que

(1) La familia contable {fA : (fA, +) ∈ I+} separa puntos en C.
(2) Para todo k ∈ N, el conjunto {i = (fA, +) ∈ I+ :

∫
C fAdλ ≤ 1− 1

k} es finito.

(3) Sea O(σ) = {i = (fA,±) ∈ I : fA(σ) = 0} para σ ∈ C. Dada una familia
finita σ(1), σ(2), . . . σ(p) ∈ C, es fácil ver que |⋂p

i=1 εiO(σ(i))| = ℵ0, donde εi = ±1,
(+1)O(σ(i)) = O(σ(i)) y (−1)O(σ(i)) = I \ O(σ(i)).

(4) Para todo i = (fA,±) ∈ I existe σ ∈ C tal que fA(σ) = 1.

De (3) y (4) obtenemos que el compacto

D =
⋂

σ∈C
O(σ)

βI

satisface ∅ 6= D ⊂ βI \ I. Denotemos D = D+ ] D−, donde ∅ 6= D+ = D ∩ I+
βI y

∅ 6= D− = D∩ I−
βI . Sea H el compacto obtenido a partir de βI identificando el cerrado
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D en un punto, digamos d0, y sea ϕ : I → H la aplicación que es la identidad sobre I.
Claramente ϕ(I) = H pero ϕ(I) 6= H. Vamos a ver que el subespacio C(H)ϕ de `∞(I)
no tiene control en `∞(I). Consideremos la función ψ : C → {−1, 0, +1}I ⊂ B(`∞(I))
tal que

∀i ∈ I, ∀σ ∈ C, ψ(σ)(i) =

{
fA(σ), si i = (fA, +),
−fA(σ), si i = (fA,−).

Observemos que ψ es una función inyectiva continua, cuando se considera en {−1, 0, +1}I

la w∗-topoloǵıa de `∞(I), que coincide con la topoloǵıa producto de {−1, 0, +1}I . Sea
K := ψ(C) ⊂ {−1, 0,+1}I , que es un subconjunto compacto homeomorfo a C tal que
ǩ¹D = 0, ∀k ∈ K. Por tanto, podemos suponer que K ⊂ C(H)ϕ. Sea µ := ψ(λ) la
probabilidad de Radon sobre K, imagen de λ por la función continua ψ, y r(µ) =: z0 ∈
cow∗(K) el baricentro de µ. Por (2) se tiene que ž0(p) = +1, para todo p ∈ I+

βI \ I, y
ž0(p) = −1, para todo p ∈ I−

βI \ I. Por tanto ž0¹ D+ = +1 y ž0¹ D− = −1, de donde
z0 /∈ C(H)ϕ.

6.3 Puntos y conjuntos de control en βI

Si I es un conjunto infinito y D ⊂ βI un subconjunto cerrado de βI ponemos

C(βI,D) := {f ∈ `∞(I) : f̌ es constante en D},

y
C0(βI, D) := {f ∈ `∞(I) : f̌¹D = 0}.

Pretendemos estudiar el control de C(βI, D) y C0(βI, D) dentro de `∞(I). Vemos, en
primer término, un hecho elemental concerniente a las distancias a C(βI, D) y C0(βI,D).

Proposición 6.14. Sean I un conjunto infinito, D ⊂ βI un subconjunto cerrado no-
vaćıo de βI y z ∈ `∞(I). Las distancias d(z, C0(βI,D)) y d(z, C(βI,D)) satisfacen

(1) d(z, C0(βI, D)) = ‖ž¹D‖ := sup{|ž(d)| : d ∈ D};
(2) d(z, C(βI, D)) = 1

2 sup{ž(d)− ž(d′) : d, d′ ∈ D} = 1
2(ž(d1)− ž(d2)),

para ciertos puntos d1, d2 ∈ D tales que ž(d1) = máx{ž(d) : d ∈ D} y ž(d2) =
mı́n{ž(d) : d ∈ D}.
Demostración. (1) Consideremos la restricción r : C(βI) → C(D) tal que r(f) =
f¹D, ∀f ∈ C(βI). Observemos que r es una aplicación cociente tal que r(B(C(βI))) =
B(C(D)) (por el teorema de extensión de Tietze) y Ker(r) = C0(βI, D). Aśı que para
todo f ∈ C(βI) se tiene

‖f¹D‖ = ‖r(f)‖ = d(f, C0(βI, D)).

(2) Sea H el espacio topológico obtenido a partir de βI por identificación de D
en un punto, digamos d0. Por tanto H = (βI \ D) ∪ {d0} como conjunto y C(H) es
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isométricamente isomorfo a C(βI, D). Sea ϕ : βI → H la aplicación cociente corre-
spondiente. Considerando a C(H)ϕ y C(βI) como subespacios de `∞(βI), ocurre que
C(H)ϕ ⊂ C(βI) ⊂ `∞(βI). Aún más, C(H)ϕ como subespacio de C(βI) es exactamente
C(βI,D). Por la Proposición 6.2, d(f, C(H)ϕ) = 1

2Oscϕ(f) para todo f ∈ `∞(βI).
Tomemos f ∈ C(βI). Es claro que Oscϕ(f, h) = 0 para todo h ∈ βI \ D, porque f es
continua sobre βI y βI \D es abierto en βI. Por tanto

1
2Oscϕ(f) = 1

2Oscϕ(f, d0) = 1
2 ĺım

V ∈Vd0

(
sup{f(i)− f(j) : i, j ∈ ϕ−1(V )}),

donde Vd0 denota la red de entornos abiertos de d0 en H. Puesto que D es compacto y
f es continua sobre βI, es fácil ver que

1
2 ĺım

V ∈Vd0

(
sup{f(i)− f(j) : i, j ∈ ϕ−1(V )}) =

= 1
2 sup{f(d)− f(d′) : d, d′ ∈ D} = 1

2(f(d1)− f(d2)),

para ciertos d1, d2 ∈ D tales que f(d1) = máx{f(d) : d ∈ D} y f(d2) = mı́n{f(d) : d ∈
D}. ¥

En la siguiente proposición mostramos una situación elemental en la que hay 1-
control.

Proposición 6.15. Si I es un conjunto infinito y D ⊂ βI es un subconjunto cerrado
tal que D = A

βI para cierto subconjunto A ⊂ I, entonces C0(βI, D) y C(βI,D) tienen
1-control dentro de `∞(I).

Demostración. Como D = A
βI con A ⊂ I, entonces

C0(βI,D) = {f ∈ `∞(I) : f(a) = 0, ∀a ∈ A} y
C(βI, D) = {f ∈ `∞(I) : f(a) = f(b), ∀a, b ∈ A}.

Por tanto, C0(βI, D) y C(βI, D) son subespacios w∗-cerrados de `∞(I). Aśı que tienen
1-control porque todo subconjunto convexo w∗-cerrado de un espacio de Banach dual
X∗ tiene 1-control dentro de X∗ por Proposición 2.1. ¥

Proposición 6.16. Sean I un conjunto infinito y D ⊂ βI un subconjunto cerrado de
βI. Los siguientes asertos son equivalentes

(a) Para todo subconjunto w∗-compacto K de `∞(I) tal que K ⊂ C0(βI,D) se verifica
que cow∗(K) ⊂ C0(βI,D).

(b) C0(βI,D) tiene 1-control dentro de `∞(I).

(c) C0(βI,D) tiene control dentro de `∞(I).
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Demostración. (b)⇒ (c) es obvio.

(c)⇒ (a) es inmediato porque C0(βI,D) es un subespacio de `∞(I) cerrado para la
norma.

(a)⇒ (b). Supongamos que existen un subconjunto w∗-compacto K ⊂ B(`∞(I)) y
dos números reales a, b > 0 tales que:

d̂(K, C0(βI, D)) < a < b < d̂(cow∗(K), C0(βI, D)).

Consideremos la aplicación B(`∞(I)) 3 f → φ(f) ∈ B(`∞(I)) tal que φ(f) = (f−a)
∨

0.
Observemos que φ es una aplicación w∗-w∗-continua tal que φ(K) es un subconjunto
w∗-compacto de B(`∞(I)) y que φ(K) ⊂ B(C0(βI, D)). Sea z0 ∈ cow∗(K) tal que
d(z0, C0(βI, D)) > b. Entonces |ž0(p)| > b para cierto p ∈ D. Supongamos, por ejemplo,
que ž0(p) > b (el caso ž0(p) < −b es análogo). Cojamos una red {zα}α∈A ⊂ co(K), zα =∑nα

i=1 λαifαi, fαi ∈ K, λαi ≥ 0,
∑nα

i=1 λαi = 1, tal que zα
w∗→

α∈A
z0. Claramente φ(zα) w∗→

α∈A
φ(z0). Sea

wα =
nα∑

i=1

λαiφ(fαi) ∈ co(φ(K))

y observemos que φ(zα) ≤ wα, α ∈ A, en el orden parcial natural “ ≤ ” de `∞(I). Por
compacidad, existe una subred {wα}α∈B y un vector w0 ∈ cow∗(φ(K)) tal que wα

w∗→
α∈B

w0

y también φ(zα) w∗→
α∈B

φ(z0).

Aserto. w̌0(p) ≥ b− a > 0.
En efecto, puesto que (φ(z0))̌ (p) > b − a, existe un entorno V de p en βI tal que

(φ(z0))̌ (q) > b − a, ∀q ∈ V . De aqúı que para todo i ∈ V ∩ I existe αi ∈ B tal
que φ(zα)(i) > b − a, ∀α ≥ αi, α ∈ B. Aśı que para todo i ∈ V ∩ I se tiene que
wα(i) > b − a, ∀α ≥ αi, α ∈ B, de donde obtenemos que w0(i) ≥ b − a, ∀i ∈ V ∩ I, y
w̌0(p) ≥ b− a.

Finalmente como p ∈ D y w̌0(p) ≥ b−a > 0 obtenemos d(w0, C0(βI, D)) ≥ b−a > 0,
una contradicción porque w0 ∈ cow∗(φ(K)) y, ya que φ(K) ⊂ B(C0(βI, D)), entonces
cow∗(φ(K)) ⊂ C0(βI,D) por (a). ¥

Un subconjunto cerrado D ⊂ βI se dice que es un conjunto de control en βI si
para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ `∞(I) tal que K ⊂ C0(βI, D) se tiene que
cow∗(K) ⊂ C0(βI,D). Por la Proposición 6.16 ello es equivalente a decir que C0(βI,D)
tiene 1-control en `∞(I) ó que, simplemente, C0(βI,D) tiene control en `∞(I). Por la
Proposición 6.15 todo subconjunto cerrado D ⊂ βI tal que D ∩ I sea denso en D es
un conjunto de control. En particular son conjuntos de control los subconjuntos finitos
de I. El conjunto I∗ := βI \ I es también siempre un conjunto de control. De hecho
tanto C0(βI, I∗) = c0(I) como C(βI, I∗) (que es isomorfo a C0(βI, I∗)) tienen 1-control
y gozan de la propiedad (P ) (ver Caṕıtulo 4) en `∞(I) (y dentro de todo espacio de
Banach dual X∗) porque son WCG (ver Proposición 3.17). ¿Hay en I∗ = βI \ I algún
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otro subconjunto ó punto de control? Vamos a ver a continuación algunos resultados en
esta dirección.

Si (X, τ) es un espacio topológico, un subconjunto K ⊂ X se dice que es regular en
X sii int(K) es denso en K.

Proposición 6.17. Si D ⊂ βI\I es un subconjunto compacto regular en βI\I, entonces
C0(βI,D) y C(βI, D) tienen 1-control dentro de `∞(I) y, por tanto, D es un conjunto
de control.

Demostración. (A) En primer lugar consideremos el subespacio C(βI, D). Supongamos
que C(βI, D) no tiene 1-control en `∞(I). Entonces existen un subconjunto w∗-compacto
W ⊂ B(`∞(I)) y dos números reales a, b > 0 tales que:

d̂(W,C(βI, D)) < a < b < d̂(cow∗(W ), C(βI, D)) ≤ 1.

Elijamos f0 ∈ cow∗(W ) tal que b < d(f0, C(βI, D)), es decir, que f̌0(d)− f̌0(e) > 2b + ε
para ciertos puntos d, e ∈ D y cierto ε > 0. Puesto que D es regular, existen d0, e0 ∈
int(D) (aqúı el interior int(D) es el interior relativo a I∗) tales que f̌0(d0)−f̌0(e0) > 2b+ε.
Aśı que podemos hallar puntos dn, en ∈ I, n ≥ 1, diferentes dos a dos tales que

(1) {dn : n ≥ 1}βI \ I ⊂ D y {en : n ≥ 1}βI \ I ⊂ D, y

(2) f0(dn)− f0(em) > 2b + ε para todo n,m ≥ 1.

A continuación usamos un argumento parecido al de la Proposición 6.10. Fijemos
una probabilidad de Radon µ sobre W tal que f0 = r(µ)(= baricentro de µ) y para
todo n ≥ 1 sea Tn : `∞(I) → R la aplicación tal que Tn(f) = f(dn) − f(en) para todo
f ∈ `∞(I). Claramente Tn es a linear, ‖ · ‖-continua y w∗-continua. Además

2b + ε < Tn(f0) = Tn(r(µ)) =
∫

W
Tn(f)dµ.

Por tanto, si definimos An = {f ∈ W : Tn(f) > 2b + ε
2}, entonces µ(An) ≥ ε

4 para
todo n ≥ 1, como en la Proposición 6.10. Sea Bn :=

⋃
m≥n Am para todo n ≥ 1. La

secuencia {Bn}n≥1 es decreciente y verifica µ(Bn) ≥ ε
4 para todo n ≥ 1. De aqúı que

µ(
⋂

n≥1 Bn) ≥ ε
4 y por tanto

⋂
n≥1 Bn 6= ∅. Elijamos g ∈ ⋂

n≥1 Bn e, inductivamente,
la secuencia {Ani}i≥1, ni < ni+1, tal que g ∈ Ani para todo i ≥ 1. Entonces g(dni) −
g(eni) > 2b + ε

2 , ∀i ≥ 1. Sea (u, v) ∈ βI × βI un punto de acumulación del subconjunto

{(dni , eni) : i ≥ 1}. Entonces ǧ(u) − ǧ(v) ≥ 2b + ε
2 , u ∈ {dni : i ≥ 1}βI \ I y v ∈

{eni : i ≥ 1}βI \ I. Por tanto como {dni : i ≥ 1}βI \ I ⊂ D y {eni : i ≥ 1}βI \ I ⊂ D,
obtenemos d(g, C(βI, D)) > b, lo que contradice que g ∈ W .

(B) La prueba para el subespacio C0(βI,D) es similar a la del caso (A): si el enun-
ciado es falso, existen un subconjunto w∗-compacto W ⊂ B(`∞(I)), dos números reales
a, b > 0 y un punto f0 ∈ cow∗(W ) tales que d̂(W,C0(βI, D)) < a < b < d(f0, C0(βI,D)).
Esto significa que |f̌0(d)| > b + ε para algún d ∈ D y cierto ε > 0. Supongamos, por
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ejemplo, que f̌0(d) > b+ε (el caso f̌0(d) < −(b+ε) es análogo). Como D es regular, existe
d0 ∈ int(D) (aqúı el interior int(D) es relativo a I∗) tal que f̌0(d0) > b+ε. Por tanto pode-
mos hallar puntos dn ∈ I, n ≥ 1, diferentes dos a dos tales que {dn : n ≥ 1}βI \ I ⊂ D
y f0(dn) > b + ε para todo n ≥ 1. Fijemos una probabilidad de Radon µ sobre W tal
que f0 = r(µ)(= baricentro de µ) y para todo n ≥ 1 sea Tn : `∞(I) → R la aplicación
tal que Tn(f) = f(dn), para todo f ∈ `∞(I). Claramente Tn es lineal ‖ · ‖-continua y
w∗-continua. Por tanto se tiene

b + ε < Tn(f0) = Tn(r(µ)) =
∫

W
Tn(f)dµ.

Si definimos An = {f ∈ W : Tn(f) > b + ε
2} para todo n ≥ 1, entonces µ(An) ≥ ε

2 para
todo n ≥ 1, como en el caso (A). Sea Bn :=

⋃
m≥n Am para todo n ≥ 1. La secuencia

{Bn}n≥1 es decreciente y µ(Bn) ≥ ε
2 para todo n ≥ 1. De aqúı que µ(

⋂
n≥1 Bn) ≥

ε
2 y por tanto

⋂
n≥1 Bn 6= ∅. Elijamos g ∈ ⋂

n≥1 Bn e, inductivamente, la secuencia
{Ani}i≥1, ni < ni+1, tal que g ∈ Ani para todo i ≥ 1. Entonces g(dni) > b + ε

2 ,

de donde deducimos que ǧ(u) ≥ b + ε
2 , para todo u ∈ {dni : i ≥ 1}βI \ I. Puesto que

∅ 6= {dni : i ≥ 1}βI \I ⊂ D, obtenemos d(g, C0(βI, D)) > b, lo que contradice que g ∈ W .
¥

Corolario 6.18. Si I es un conjunto infinito y D ⊂ I∗ es un subconjunto Gδ cerrado,
entonces C(βI, D) y C0(βI, D) tienen 1-control en `∞(I).

Demostración. La prueba se sigue de la Proposición 6.17 y de que todo subconjunto Gδ

de I∗ es regular en I∗ (ver [54, p.78]). ¥

Indicamos por CH la hipótesis del continuo, por ¬CH la negación de la hipótesis
del continuo y por MA el Axioma de Martin. Si K es un espacio compacto Hausdorff
entonces

(a) Se dice que K es un compacto de Corson sii existe un conjunto I tal que K
es homeomorfo a un subconjunto compacto de Σ([−1, 1]I) := {x ∈ [−1, 1]I : supp(x)
es contable} (ver [2],[16],[19]).

(b) Se dice que K tiene la propiedad (M) si toda medida de Radon en K tiene
soporte separable.

Si I es un conjunto infinito, sean

(i) I∗c =
⋃{AβI : A ⊂ I, |A| = ℵ0} \ I e I∗u = I∗ \ I∗c.

(ii) Si κ es un cardinal infinito, sea

I∗(κ) = I∗ \
⋃
{AβI : A ⊂ I, |A| < κ}.

Observemos que I∗c es denso y abierto en I∗, que I∗ = I∗(ℵ0), I∗u = I∗(ℵ1) y que
I∗(κ) es un cerrado de I∗ con interior vaćıo en I∗, para κ ≥ ℵ1. Denotemos `c∞(I) =
{f ∈ `∞(I) : | supp(f)| ≤ ℵ0} y recordemos que:
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(1) Si D = I∗u, entonces C0(βI, D) = `c∞(I) y

(2) d(f, `c∞(I)) = ‖f̌¹I∗u‖ = sup{|f̌(p)| : p ∈ I∗u}, para todo f ∈ `∞(I).

Vamos a examinar el control de C0(βI, D) y C(βI, D) dentro de `∞(I) cuando I es
un conjunto incontable y D = I∗u. Mostramos que depende de la axiomática adoptada.

Proposición 6.19. Si I es un conjunto incontable y D = I∗u, entonces C0(βI, D) y
C(βI,D) tienen 1-control dentro de `∞(I), bajo ¬CH + MA.

Demostración. (A) Consideremos, en primer lugar, el subespacio C0(βI, D). Sea K ⊂
C0(βI,D) = `c∞(I) un subconjunto w∗-compacto. Entonces K es un compacto de Corson
y tiene la propiedad (M), pues estamos aceptando ¬CH + MA (ver [2, p. 215], [14,
p. 201 y p. 205]). Cojamos z0 ∈ cow∗(K) y µ una probabilidad de Radon en K tal
que r(µ) = z0. Puesto que K tiene la propiedad (M), existe un subconjunto contable
J ⊂ I tal que supp(µ) =: H ⊂ `J∞(I) = {x ∈ `∞(I) : supp(x) ⊂ J}. Claramente
z0 = r(µ) ∈ cow∗(H) ⊂ `J∞(I) ⊂ `c∞(I). Ahora basta aplicar la Proposición 6.16.

(B) Consideremos a continuación el subespacio C(βI,D). Supongamos que C(βI,D)
no tiene 1-control en `∞(I), esto es, que existen un subconjunto w∗-compacto K ⊂
B(`∞(I)), un punto z0 ∈ cow∗(K) y dos números reales a, b > 0 tales que:

d̂(K, C(βI,D)) < a < b < d(z0, C(βI,D)).

Como b < d(z0, C(βI, D)), podemos elegir dos puntos d1, d2 ∈ D tales que ž0(d1) −
ž0(d2) > 2b + η0 para cierto η0 > 0. Como d1 6= d2, existe en βI un entorno Vi de
di, i = 1, 2, tal que V1 ∩ V2 = ∅ y ž0(p) − ž0(q) > 2b + η0 para todo p ∈ V1 y q ∈ V2.
Cojamos {iξ : ξ < ω1} ⊂ V1 ∩ I y {jξ : ξ < ω1} ⊂ V2 ∩ I tales que iρ 6= iξ y jρ 6= jξ

para ρ < ξ < ω1. Observemos que estas elecciones pueden llevarse a cabo porque, como
di ∈ D = I∗u, entonces |Vi ∩ I| ≥ ℵ1, i = 1, 2.

Sea J = {(iξ, jξ) : ξ < ω1} y consideremos la aplicación T : `∞(I) → `∞(J) tal que
T (f)(iξ, jξ) = f(iξ)− f(jξ). Claramente T es una aplicación lineal ‖ · ‖-continua tal que
‖T‖ ≤ 2. Aún más, T es w∗-w∗-continua.

Aserto 1. T (C(βI,D)) ⊂ `c∞(J) = C0(βJ, J∗u).

En efecto, sea f ∈ C(βI, D) y tf = f̌¹D. Entonces existe un subconjunto contable
If ⊂ I tal que f(i) = tf para todo i ∈ I \ If . Por construcción existe α0 < ω1 tal que
iξ, jξ ∈ I \ If para todo α0 < ξ < ω1. Aśı que para todo α0 < ξ < ω1 obtenemos

T (f)(iξ, jξ) = f(iξ)− f(jξ) = tf − tf = 0,

es decir, T (f) ∈ `c∞(J).

Sean W := T (K) y w0 := T (z0). Claramente W es un subconjunto w∗-compacto de
`∞(J) y w0 ∈ cow∗(W ).

Aserto 2. d̂(W, `c∞(J)) < 2a.
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En efecto, sea ε > 0 tal que d̂(K, C(βI,D)) < a − ε. Fijemos un punto k ∈ K y
cojamos f ∈ C(βI,D) tal que ‖k − f‖ < a− ε. Entonces ‖Tk − Tf‖ < 2(a− ε). Como
Tf ∈ `c∞(J), obtenemos d(Tk, `c∞(J)) < 2(a−ε), de donde d̂(W, `c∞(J)) ≤ 2(a−ε) < 2a.

Aserto 3. d(w0, `
c∞(J)) > 2b.

En efecto, para todo ξ < ω1 tenemos

w0(iξ, jξ) = z0(iξ)− z0(jξ) > 2b + η0.

Por tanto d(w0, `
c∞(J)) ≥ 2b + η0.

Aśı que teniendo en cuenta la parte (A), llegamos a una contradicción, que completa
la prueba. ¥

Proposición 6.20. Sean I un conjunto incontable y D = I∗u. Entonces bajo CH ni
C0(βI,D) ni C(βI,D) tienen control dentro de `∞(I).

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I = ω1. Vamos a usar
como base de nuestra construcción el compacto de Corson sin la propiedad (M) descrito
por Argyros, Mercourakis y Negrepontis en [2, p. 219]. Sea Ω el espacio de Erdös, esto
es, el espacio de Stone del álgebra cociente Mλ/Nλ, donde λ es la medida de Lebesgue
en [0, 1], Mλ es el álgebra de los subconjuntos λ-medibles de [0, 1] y Nλ es el ideal de
los subconjuntos λ-nulos de [0, 1]. Ω es un espacio compacto extremadamente disconexo
(porque Mλ/Nλ es completo) tal que el álgebra de Boole de los subconjuntos clopen de
Ω es isomorfa al álgebra cociente Mλ/Nλ. Además existe una probabilidad Borel regular
estrictamente positiva normal λ̃ en Ω, definida por la condición λ̃(V ) = λ(U), siendo V
cualquier subconjunto clopen de Ω y U un subconjunto λ-medible de [0, 1] con λ(U) > 0
tal que la clase U + Nλ ∈ Mλ/Nλ es la imagen de V por el anterior isomorfismo.

Por la hipótesis CH podemos escribir [0, 1] = {xξ : ξ < ω1} y podemos enumerar
como {Fξ : ξ < ω1} a la familia de los subconjuntos Borel de [0, 1] con medida de
Lebesgue λ(K) ≥ 0, 5. Por cada ξ < ω1 elegimos un subconjunto compacto Kξ tal que

(i) Kξ ⊂ Fξ ∩ {xρ : ξ < ρ < ω1} y λ(Kξ) > 0, 4.

(ii) si λ(Fξ) < 1, entonces Kξ satisface λ(Fξ \Kξ) < 1− λ(Fξ).

Puesto que Kξ ⊂ {xρ : ξ < ρ < ω1}, la familia {Kξ : ξ < ω1} tiene calibre ℵ1, esto es,⋂
ξ∈A Kξ = ∅, si A ⊂ ω1 y |A| = ℵ1. Sea Vξ un subconjunto clopen de Ω correspondiente

a la clase Kξ + Nλ ∈ Mλ/Nλ en el isomorfismo entre el álgebra cociente Mλ/Nλ y el
álgebra de los subconjuntos clopen de Ω. Observemos que λ̃(Vξ) = λ(Kξ) > 0, 4 para
todo ξ < ω1.

Aserto. Se tiene que: (a) la familia {Vξ : ξ < ω1} tiene calibre ℵ1, esto es, si
A ⊂ ω1 y |A| = ℵ1, entonces

⋂
ξ∈A Vξ = ∅; (b) por la elección de los Kξ se verifica que

|{ξ < ω1 : λ̃(Vξ) ≤ 0,5}| = ℵ1 y |{ξ < ω1 : λ̃(Vξ) > t}| = ℵ1 para todo 0 < t < 1.

En efecto: (a) Supongamos que
⋂

ξ∈A Vξ 6= ∅ para cierto subconjunto A ⊂ ω1 con
|A| = ℵ1. Entonces, para todo subconjunto finito F ⊂ A,

⋂
ξ∈F Vξ es un subconjunto
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clopen no-vaćıo de Ω. Incluso λ̃(
⋂

ξ∈F Vξ) > 0 porque λ̃ es una probabilidad estrictamente
positiva sobre Ω. Observemos que

⋂
ξ∈F Kξ + Nλ ∈ Mλ/Nλ es la clase correspondiente

a
⋂

ξ∈F Vξ en el isomorfismo entre el álgebra cociente Mλ/Nλ y el álgebra de los sub-
conjuntos clopen de Ω. Por tanto λ(

⋂
ξ∈F Kξ) = λ̃(

⋂
ξ∈F Vξ) > 0 para todo subconjunto

finito de F ⊂ A. Puesto que los conjuntos Kξ son compactos, obtenemos
⋂

ξ∈A Kξ 6= ∅,
una contradicción porque la familia {Kξ : ξ < ω1} tiene calibre ℵ1.

(b) Observemos que existe una familia incontable de subconjuntos Borel Fξ de [0, 1]
tales que λ(Fξ) = 0, 5. En consecuencia los correspondientes subconjuntos compactos
Kξ y los clopen Vξ asociados verifican 0, 4 < λ(Kξ) = λ̃(Vξ) ≤ 0, 5. Por tanto |{ξ <
ω1 : λ̃(Vξ) ≤ 0,5}| = ℵ1. También, para todo 0 < t < 1, se tiene que la familia
Lt := {ξ < ω1 : 1 + t < 2λ(Fξ) < 2} es incontable. De aqúı que, como λ(Kξ) = λ̃(Vξ) y
para ξ ∈ Lt los Kξ se eligen de modo que λ(Fξ \Kξ) < 1 − λ(Fξ), un pequeño cálculo
nos lleva a concluir que para todo ξ ∈ Lt se verifica que λ̃(Vξ) > t. Y esto completa la
prueba del Aserto.

Consideremos A = {A ⊂ ω1 :
⋂

ξ∈A Vξ 6= ∅} ∪ {∅}. Claramente cada elemento de A
es un subconjunto contable de ω1 y A es una familia adecuada (ver [41, p. 1116]), es
decir:

(i) si B ⊂ A y A ∈ A, entonces B ∈ A;

(ii) A ∈ A si A ⊂ ω1 y B ∈ A para todo subconjunto finito B ⊂ A, y

(iii) {ξ} ∈ A para todo ξ < ω1.

Como A es familia adecuada y sus elementos son contables, K := {1A : A ∈ A} es un
subconjunto w∗-compacto de `c∞(ω1). De aqúı que K es un compacto de Corson (ver [41,
p. 1116]) con respecto a la w∗-topoloǵıa σ(`∞(ω1), `1(ω1)). En particular, todo elemento
k ∈ K ⊂ `∞(I) (recordemos que I = ω1) satisface ǩ¹I∗u ≡ 0, esto es, K ⊂ C0(βI, I∗u). Si
x ∈ Ω y Ax = {ξ ∈ ω1 : x ∈ Vξ}, entonces Ax ∈ A. Aśı que podemos definir la aplicación
T : Ω → K de modo que, para todo x ∈ Ω, T (x) = 1Ax . Se ve fácilmente que T es
una aplicación continua. Sea µ := T (λ̃) la imagen de λ̃ por T y z0 = r(µ) ∈ cow∗(K)
el baricentro de µ. Si ξ ∈ I = ω1 (esto es, ξ < ω1), definimos πξ : `∞(I) → R como
πξ(f) = f(ξ), para todo f ∈ `∞(I). Observemos que πξ es una aplicación lineal w∗-
continua sobre `∞(I). Por tanto

1 ≥ z0(ξ) = πξ(z0) = πξ(r(µ)) =
∫

K
πξ(k)dµ(k) =

∫

T (Ω)
k(ξ)d(T (λ̃))(k) =

=
∫

Ω
1Ax(ξ)dλ̃(x) = λ̃(Vξ) = λ(Kξ) > 0, 4.

Por el Aserto |{ξ < ω1 : λ̃(Vξ) > t}| = ℵ1, para todo 0 < t < 1, y esto, junto a que
1 ≥ z0(ξ) = λ̃(Vξ), implica que existe un punto p ∈ I∗u tal que ž0(p) = 1 y, por tanto,
1 = d(z0, `

c∞(I)) = d(z0, C0(βI, I∗u)). Por otra parte, |{ξ < ω1 : λ̃(Vξ) ≤ 0,5}| = ℵ1, lo
que implica que existe otro punto q ∈ I∗u tal que ž0(q) ≤ 0,5. En consecuencia

d(z0, C(βI, I∗u)) ≥ 1
2(ž0(p)− ž0(q)) ≥ 1

2(1− 0,5) = 0,25,
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y esto completa la prueba. ¥

Corolario 6.21. Si I es un conjunto con |I| = ℵ1, entonces bajo (CH) ningún punto
de I∗u es punto de control en `∞(I).

Demostración. Hacemos uso de la construcción de la precedente Proposición. Observe-
mos que el compacto K verifica K ⊂ `c∞(I) y que el punto z0 ∈ cow∗(K) satisface, sin
embargo, z0(ξ) > 0, 4 para todo ξ < ω1, de donde ž0(u) ≥ 0, 4 para todo u ∈ I∗u. Por
tanto ningún punto de I∗u es punto de control en `∞(I). ¥

Si I es un conjunto infinito vamos a estudiar el control de los subconjuntos y puntos
de I∗(κ) = I∗\⋃{AβI : A ⊂ I, |A| < κ}, siendo κ un cardinal infinito. Las construcciones
que vamos a efectuar a continuación no tienen requerimientos axiomáticos especiales.
En la siguiente proposición mostramos que, si |I| ≥ κ, existe un subconjunto compacto
D ⊂ I∗(κ) tal que los subespacios cerrados C(βI,D) y C0(βI, D) carecen de control
dentro de `∞(I).

Proposición 6.22. Si κ es un cardinal infinito e I es un conjunto tal que |I| ≥ κ,
existen un subconjunto cerrado D ⊂ I∗(κ) y un subconjunto w∗-compacto K ⊂ `∞(I)
tales que K ⊂ C0(βI,D), pero cow∗(K) * C(βI, D). Por tanto C(βI,D) y C0(βI,D)
carecen de control dentro de `∞(I).

Demostración. Bastará probar el enunciado para un conjunto de cardinal infinito κ.
Consideremos el espacio compacto {0, 1}κ y denotemos por λ a la probabilidad de Haar
en {0, 1}κ. Sea ∅ 6= F ⊂ κ. Si σ = (σ(k))k∈κ ∈ {0, 1}κ, ponemos σ¹F = (σ(k))k∈F ∈
{0, 1}F . Si A ⊂ {0, 1}F , sea fA : {0, 1}κ → {0, 1} la función

∀σ ∈ {0, 1}κ, fA(σ) =

{
1, si σ¹F ∈ A,

0, si σ¹F /∈ A.

Claramente, si F es finito, fA es una aplicación continua tal que 0 <
∫
{0,1}κ fAdλ ≤ 1.

Decimos que un conjunto no vaćıo A es admisible sii existe un subconjunto finito ∅ 6=
F ⊂ κ con |F | = n tal que A ⊂ {0, 1}F y |A| = 2n − n. Observemos que en estas
condiciones

∫
{0,1}κ fAdλ = 1− n2−n. Sean

I+ = {(fA, +) : A admisible}, I− = {(fA,−) : A admisible}

e I = I+ ] I−, que satisface |I| = κ. Observemos que:

(1) La familia {fA : A admisible} separa puntos en {0, 1}κ.

(2) Para todo n ∈ N, se tiene

|{i = (fA, +) ∈ I+ :
∫

{0,1}κ

fAdλ ≥ 1− 1
n}| = κ
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y

|{i = (fA,−) ∈ I+ :
∫

{0,1}κ

fAdλ ≥ 1− 1
n}| = κ.

Para cada σ ∈ {0, 1}κ y n ≥ 1 sea

O(σ, n) = {i = (fA,±) ∈ I : fA(σ) = 0 y |A| ≥ 2n − n}.

Observemos que si (fA,±) ∈ O(σ, n), entonces |A| = 2m −m con m ≥ n por lo que∫
{0,1}κ fAdλ = 1−m2−m ≥ 1− n2−n.

Aserto 1.
⋂{O(σ, n)

βI
: σ ∈ {0, 1}κ, n ≥ 1} ⊂ I∗ y

I∗(κ) ∩ ( ⋂
{O(σ, n)

βI
: σ ∈ {0, 1}κ, n ≥ 1}) 6= ∅.

En efecto, para todo i = (fA,±) ∈ I existe σ ∈ {0, 1}κ tal que fA(σ) = 1, de donde
i /∈ O(σ, n)

βI
, ∀n ≥ 1, y de aqúı que

⋂{O(σ, n)
βI

: σ ∈ {0, 1}κ, n ≥ 1} ⊂ I∗. Por
otra parte, dado un subconjunto finito σ(1), σ(2), . . . σ(p) ∈ {0, 1}κ y números naturales
n1, · · · , np, es fácil ver que |⋂p

i=1O(σ(i), ni)| = κ. De aqúı que I∗(κ) ∩ (⋂{O(σ, n)
βI

:
σ ∈ {0, 1}κ, n ≥ 1}) 6= ∅.

Sea D ⊂ I∗(κ) el compacto

D := I∗(κ) ∩ (⋂
{O(σ, n)

βI
: σ ∈ {0, 1}κ, n ≥ 1})

y denotemos D+ = D ∩ I+
βI y D− = D ∩ I−

βI , que son dos compactos no vaćıos que
verifican D = D+]D−. Consideremos la función ψ : {0, 1}κ → {−1, 0, +1}I ⊂ B(`∞(I))
tal que

∀i ∈ I ∀σ ∈ {0, 1}κ, ψ(σ)(i) =

{
fA(σ), si i = (fA,+),
−fA(σ), si i = (fA,−).

Observemos que ψ es una función continua inyectiva, cuando se considera en {−1, 0, +1}I

la w∗-topoloǵıa de `∞(I), que coincide con la topoloǵıa producto de {−1, 0,+1}I . Aśı que
K := ψ({0, 1}κ) ⊂ {−1, 0,+1}I es un espacio compacto homeomorfo a {0, 1}κ tal que
K ⊂ C0(βI, D). Sea µ := ψ(λ) la probabilidad de Radon en K, imagen de λ por la
función continua ψ, y r(µ) =: z0 ∈ cow∗(K) el baricentro de µ.

Aserto 2. Se tiene que ž0(p) = +1, para todo p ∈ D+, y ž0(p) = −1, para todo
p ∈ D−.

En efecto, si p ∈ D+, entonces p ∈ I+ ∩ O(σ, n)
βI

para todo n ≥ 1 y σ ∈ {0, 1}κ.
Por otra parte, para todo j = (fA,+) ∈ O(σ, n) se tiene

∫

{0,1}κ

fAdλ ≥ 1− n2−n,
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de donde

z0(j) = πj(z0) = πj(r(µ)) =
∫

K
πj(k)dµ =

∫

{0,1}κ

fAdλ ≥ 1− n2−n.

Por tanto, ž0(p) ≥ 1 − n2−n, ∀n ≥ 1, es decir, ž0(p) = +1. Análogamente se
prueba que ž0(p) = −1, para todo p ∈ D−. En consecuencia, K ⊂ C0(βI,D) pero
cow∗(K) * C(βI,D).

La construcción que acabamos de efectuar prueba que todos y cada uno de los puntos
del conjunto D (aśı como los subconjuntos D, D+, D−) no tienen control en βI. Esto
quiere decir que, dado un conjunto infinito I con |I| ≥ κ, los puntos de I∗(κ) que no
tienen control son densos en I∗(κ). ¥

Corolario 6.23. En N∗ son densos los puntos que carecen de control.

Demostración. Basta aplicar la proposición precedente y que N∗ = N∗(ℵ0). ¥

Cuestión. ¿Existe en N∗ algún punto de control? En general, si I es un conjunto
infinito y κ un cardinal tal que |I| ≥ κ ≥ ℵ0, ¿existe en I∗(κ) algún punto de control?

6.4 Distancias, compacidad y convexidad en `∞(I,X)

En las secciones precedentes hemos analizado el control de C∗(H)ϕ dentro de `∞(I),
cuando H es un espacio topológico, I un conjunto y ϕ : I → H una aplicación tal
que ϕ(I) = H. En esta sección en lugar de `∞(I) consideraremos el espacio `∞(I,X),
siendo X un espacio de Banach. Recordemos que `∞(I, X) =

∑
i∈I ⊕∞Xi, donde Xi =

X, ∀i ∈ I, y que si X es un espacio de Banach dual, v.g. X = Y ∗, entonces `∞(I, X) =
(
∑

i∈I ⊕1Yi)∗, siendo Yi = Y, ∀i ∈ I. Cuando X := `∞(J), siendo J un conjunto,
entonces `∞(I, `∞(J)) = `∞(I × J) = (`1(I × J))∗ y la situación es particularmente
asequible. Dentro de `∞(I, `∞(J)) resulta especialmente sencillo el estudio del control
del subespacio C∗(H, (`∞(J), w∗))ϕ de las funciones f ◦ ϕ : I → `∞(J), siendo f :
H → `∞(J) una función acotada y w∗-continua. Observemos que una función acotada
f : H → `∞(J) es w∗-continua si y sólo si πj ◦ f : H → R es continua, ∀j ∈ J , siendo
πj : `∞(J) → R la j-ésima proyección. El primer resultado (casi inmediato) que podemos
enunciar es el siguiente.

Proposición 6.24. Las Proposiciones 6.10,6.12 y 6.13 son ciertas si, en lugar del
espacio `∞(I,R), ponemos el espacio `∞(I, `∞(J)) = `∞(I × J) = (`1(I × J))∗ y, en
lugar del subespacio C∗(H)ϕ, se considera el subespacio C∗(H, (`∞(J), w∗))ϕ.

Demostración. La prueba de este enunciado se basa en los siguientes hechos elementales.
Sean (H, TH) un espacio topológico, I y J conjuntos y ϕ : I → H una aplicación tal
que ϕ(I) = H. Sea πj : `∞(J) → R, j ∈ J, la proyección j-ésima y Aj = πj(A), para
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A ⊂ `∞(J). Si f ∈ `∞(I, `∞(J)) escribimos fj := πj ◦ f ∈ `∞(I), j ∈ J . En estas
condiciones se tiene

(1) Si f ∈ `∞(I, `∞(J)), entonces d(f, C∗(H, (`∞(J), w∗))ϕ) = supj∈J d(fj , C
∗(H,R)ϕ).

(2) Si A ⊂ `∞(I, `∞(J)), de (1) se obtiene que

d̂(A,C∗(H, (`∞(J), w∗)ϕ) = sup
j∈J

d̂(Aj , C
∗(H,R)ϕ).

Además, diam(A) = supj∈Jdiam(Aj).

(3) Si A ⊂ `∞(I, `∞(J))) es un subconjunto acotado (v.g., un subconjunto w∗-
compacto), entonces πj(cow∗(A)) = cow∗(Aj), j ∈ J . ¥

Estudiemos el control dentro de `∞(I, X), cuando X es un espacio de Banach
genérico, del subespacio C∗(H, (X, ‖ · ‖))ϕ de las funciones f ◦ ϕ : I → X, siendo
f : H → (X, ‖ · ‖) una función continua acotada. En `∞(I, X) vamos a comparar, a
la hora de hacer clausuras convexas cerradas, la topoloǵıa de la norma y la topoloǵıa
τpF de la convergencia puntual sobre I y la convergencia sobre un cierto subconjunto
F ⊂ X∗, elegido como se ve en lo que sigue:

(1) Si X es un espacio de Banach dual, digamos X = Y ∗, podemos elegir F = Y .
Entonces τpF es la topoloǵıa τpw∗ de la convergencia puntual sobre I y la w∗-convergencia
en X. De hecho, en este caso `∞(I, X) = (`1(I, Y ))∗. Como sobre los acotados de
`∞(I, X) coinciden la topoloǵıa τpw∗ y la w∗-topoloǵıa, se verifica el teorema de Krein-
Šmulian para la topoloǵıa τpw∗ .

(2) Otra posibilidad es hacer F = X∗. En tal caso τpF es la topoloǵıa τpw de la con-
vergencia puntual sobre I y la w-convergencia en X. Es fácil ver que `∞(I,X) satisface
el Teorema de Krein-Šmulian para la topoloǵıa τpw.

(3) Si X no posee una copia de `1(c) y elegimos como F a un subespacio de X∗

normante sobre X, entonces el espacio `∞(I,X) satisface el Teorema de Krein-Šmulian
para la topoloǵıa τpF . Esto sale fácilmente de la Proposición 2.2 y la Proposición 2.5.

A continuación probamos una proposición análoga a la Proposición 6.10.

Proposición 6.25. Sean I un conjunto, (H,TH) un espacio topológico paracompacto
con H ∈ F, ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H, X un espacio de Banach,
F ⊂ X∗ un subespacio 1-normante sobre X y W ⊂ B(`∞(I, X)) un subconjunto τpF -
compacto. Entonces

d̂(coτpF (W ), C∗(H, X)ϕ) ≤ 2d̂(W,C∗(H, X)ϕ).

Demostración. Comencemos observando que coτpF (W ) puede no ser τpF -compacto, aunque
esto no tiene transcendencia alguna a la hora de hacer la prueba, como vamos a ver.
Si no se verifica el enunciado existirá una función f0 ∈ coτpF (W ) y dos números reales
b > a > 0 tales que

d(f0, C
∗(H,X)ϕ) > 2b > 2a > 2d̂(W,C∗(H,X)ϕ).
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Puesto que H es Hausdorf paracompacto, de Proposición 6.4 obtenemos que 1
2Oscϕ(f0) ≤

d(f0, C
∗(H,X)ϕ) ≤ Oscϕ(f0). Por tanto, existen ε > 0 y un punto k0 ∈ H tales que

Oscϕ(f0, k0) > 2b + ε. Esto quiere decir que

∀V ∈ Vk0 , ∃iV , jV ∈ ϕ−1(V ) tales que ‖f0(iV )− f0(jV )‖ > 2b + ε.

Como H ∈ F, existen una secuencia (in, jn)n≥1 ⊂ {(iV , jV ) : V ∈ Vk0} y un punto
h0 ∈ H tales que (ϕ(in), ϕ(jn)) → (h0, h0) en H×H. Sea JF : `∞(I, X) → `∞(I×B(F ))
el isomorfismo isométrico sobre su imagen tal que

∀f ∈ `∞(I, X), ∀(i, z) ∈ I ×B(F ), JF (f)(i, z) = 〈z, f(i)〉.
Observemos que JF es un τpF -w∗-homeomorfismo sobre los subconjuntos acotados. En
particular, JF (W ) es un subconjunto w∗-compacto de B(`∞(I×B(F ))). Como JF (f0) ∈
cow∗(JF (W )), existe una probabilidad de Radon µ sobre JF (W ) tal que r(µ) = JF (f0).
Por cada n ≥ 1 y z ∈ B(F ) definimos las aplicaciones η(n,z) y Tn de `∞(I ×B(F )) en R
tales que

∀f ∈ `∞(I ×B(F )), η(n,z)(f) := f(in, z)− f(jn, z), Tn(f) := sup
z∈B(F )

η(n, z)(f).

(1) Es claro que η(n,z) es una aplicación lineal ‖ · ‖-continua y w∗-continua sobre
`∞(I × B(F )), mientras que Tn es una aplicación acotada convexa w∗-lsc y, por tanto,
w∗-Borel medible.

(2) Se tiene que

Tn(r(µ)) = sup
z∈B(F )

η(n,z)(r(µ)) = sup
z∈B(F )

∫

JF (W )
η(n,z)(f)dµ ≤

≤
∫

JF (W )
( sup
z∈B(F )

η(n,z)(f))dµ =
∫

JF (W )
Tn(f)dµ.

(3) Observemos que ∀n ≥ 1 y ∀f ∈ `∞(I, X):

Tn(JF (f)) = sup
z∈B(F )

〈z, f(in)− f(jn)〉 = ‖f(in)− f(jn)‖.

En particular Tn(r(µ)) = Tn(JF (f0)) = ‖f0(in)− f0(jn)‖ > 2b + ε, ∀n ≥ 1.

Sea An := {f ∈ JF (W ) : Tn(f) > 2b + ε
2}, n ≥ 1, que es un subconjunto w∗-abierto

de JF (W ).

Aserto. µ(An) ≥ ε
4 , ∀n ≥ 1.

En efecto, para todo n ≥ 1 tenemos que

2b + ε < Tn(r(µ)) ≤
∫

JF (W )
Tn(f) · dµ =

=
∫

An

Tn(f) · dµ +
∫

JF (W )\An

Tn(f) · dµ ≤ 2µ(An) + (2b + ε
2),
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de donde obtenemos µ(An) ≥ ε
4 , ∀n ≥ 1.

Por el Lema 1.1 existe una subsucesión {nr : r ≥ 1} ⊂ N tal que existe un elemento
g̃ ∈ ⋂

r≥1 Anr ⊂ JF (W ). Por tanto, si g ∈ W es tal que JF (g) = g̃, entonces

‖g(inr)− g(jnr)‖ = Tnr(JF (g)) > 2b + ε
2 , ∀r ≥ 1,

lo que implica que Oscϕ(g) ≥ Oscϕ(g, h0) ≥ 2b + ε
2 . Por Proposición 6.4 sabemos que

Oscϕ(g) ≤ 2d(g, C∗(H,X)ϕ). En consecuencia d(g, C∗(H, X)ϕ) ≥ b > a, lo que no puede
ser pues g ∈ W y d̂(W,C∗(H,X)ϕ) < a. ¥

El espacio `∞(I, X) puede sumergirse isomórfica e isométricamente en el espacio
`∞(I × B(X∗)) mediante el isomorfismo j : `∞(I, X) → `∞(I × B(X∗)) tal que
j(f)(i, x∗) = 〈x∗, f(i)〉, para todo f ∈ `∞(I, X) y todo (i, x∗) ∈ I ×B(X∗). Observemos
que j(C∗(H,X)ϕ) ⊂ C∗(H × B(X∗))ψ, siendo ψ : I × B(X∗) → H × B(X∗) tal que
ψ(i, x∗) = (ϕ(i), x∗). Para obtener un resultado análogo a la Proposición 6.12 necesita-
mos probar el lema siguiente.

Lema 6.26. Sean I un conjunto, (H,TH) un espacio topológico, ϕ : I → H una apli-
cación tal que ϕ(I) = H, X un espacio de Banach, ψ : I × B(X∗) → H × B(X∗)
tal que ψ(i, x∗) = (ϕ(i), x∗), ∀(i, x∗) ∈ I × B(X∗), y j : `∞(I, X) → `∞(I × B(X∗))
la inclusión canónica tal que j(f)(i, x∗) = 〈x∗, f(i)〉, para todo f ∈ `∞(I, X) y todo
(i, x∗) ∈ I ×B(X∗). Si f ∈ `∞(I, X), entonces

1
2Oscϕ(f) ≤ 1

2Oscψ(j(f)) ≤ d(j(f), C∗(H ×B(X∗))ψ) ≤
≤ d(j(f), j(C∗(H, X)ϕ)) = d(f, C∗(H, X)ϕ).

Demostración. Ya sabemos (ver Proposición 6.4) que 1
2Oscψ(j(f)) ≤ d(j(f), C∗(H ×

B(X∗))ψ). La desigualdad d(j(f), C∗(H × B(X∗))ψ) ≤ d(j(f), j(C∗(H,X)ϕ)) es in-
mediata pues j(C∗(H,X)ϕ) es subespacio de C∗(H ×B(X∗))ψ. La igualdad

d(j(f), j(C∗(H,X)ϕ)) = d(f, C∗(H, X)ϕ)

es obvia porque j es un isomorfismo isométrico.

Probemos que Oscϕ(f) ≤ Oscψ(j(f)). Si Oscϕ(f) = 0, hemos terminado. Supong-
amos que Oscϕ(f) > b > 0. Entonces existe p ∈ H tal que Oscϕ(f, p) > b, de donde
obtenemos que diam(f(ϕ−1(V ))) > b para todo V ∈ Vp. Aśı que para todo V ∈ Vp

existe x∗V ∈ B(X∗) de modo que diam〈x∗V , f(ϕ−1(V ))〉 > b. Puesto que {x∗V : V ∈ Vp}
es una red de B(X∗), que es w∗-compacto, existen x∗0 ∈ B(X∗) y una cierta subred

{x∗β : β ∈ B} de {x∗V : V ∈ Vp} tales que x∗β
w∗→ x∗0.

Aserto. Para todo V0 ∈ Vp y todo W0 ∈ Vx∗0 (es decir, W0 es entorno w∗-abierto de
x∗0 en B(X∗)) se verifica diam〈W0, f(ϕ−1(V0))〉 > b.

En efecto, como x∗β
w∗→ x∗0 ∈ W0, existe β1 ∈ B tal que si β ∈ B y β ≥ β1, se verifica

que x∗β ∈ W0. Sea x∗β1
= x∗V1

con V1 ∈ Vp y U := V1 ∩ V0, que verifica U ∈ Vp. Puesto
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que {x∗β : β ∈ B} es una subred de {x∗V : V ∈ Vp}, podemos hallar β2 ∈ B, β2 ≥ β1, tal
que si x∗β2

= x∗V2
, entonces V2 ∈ Vp y V2 ⊂ U . Por tanto se verifica

diam〈W0, f(ϕ−1(V0))〉 ≥ diam〈x∗V2
, f(ϕ−1(V2))〉 > b.

Aśı que hemos probado que existe un punto (p, x∗0) ∈ H × B(X∗) tal que para to-
do entorno abierto G0 = V0 × W0 de (p, x∗0) se verifica que diam(j(f)(ψ−1(G0)) =
diam〈W0, f(ϕ−1(V0))〉 > b, es decir, Oscψ(j(f), (p, x∗0)) ≥ b. Por tanto Oscϕ(f) ≤
Oscψ(j(f)). ¥

Proposición 6.27. Sean I un conjunto, (H, TH) un espacio topológico Hausdorf com-
pacto, ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H, X un espacio de Banach, F = X∗

y W ⊂ B(`∞(I,X)) un subconjunto acotado τpF -compacto. Entonces

d̂(coτpF (W ), C(H,X)ϕ) ≤ 10d̂(W,C(H, X)ϕ).

Además, si W ∩ C(H,X)ϕ es τpF -denso en W , entonces

d̂(coτpF (W ), C(H, X)ϕ) ≤ 4d̂(W,C(H,X)ϕ).

Demostración. Adoptamos la notación del Lema 6.26 y consideramos el isomorfismo
isométrico j : `∞(I,X) → `∞(I ×B(X∗)) tal que j(f)(i, x∗) = 〈x∗, j(i)〉,∀f ∈ `∞(I,X)
y ∀(i, x∗) ∈ I ×B(X∗). Observemos que sobre los subconjuntos acotados j es un home-
omorfismo, cuando en `∞(I,X) se considera la τpX∗-topoloǵıa y en `∞(I × B(X∗)) la
w∗-topoloǵıa. Por tanto j(W ) es un subconjunto w∗-compacto de B(`∞(I × B(X∗))).
Teniendo en cuenta que H×B(X∗) es Hausdorf compacto, de Proposición 6.12 y Proposi-
ción 6.13 concluimos que

d̂(cow∗(j(W )), C(H ×B(X∗))ψ) ≤ 5d̂(j(W ), C(H ×B(X∗))ψ),

y, si j(W ) ∩ C(H ×B(X∗))ψ es w∗-denso en j(W ), entonces

d̂(cow∗(j(W )), C(H ×B(X∗))ψ) ≤ 2d̂(j(W ), C(H ×B(X∗))ψ).

Ahora basta aplicar el Lema 6.26 y la Proposición 6.4. ¥
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Caṕıtulo 7

Funciones 1-Baire y distancias

Sea B1b(X) el espacio de las funciones reales acotadas f : X → R de la primera clase
de Baire sobre un espacio topológico (X, TX) y consideremos a B1b(X) canónicamente
sumergido en `∞(X). En [6] se prueba que si X es un espacio métrico completo y K un
subconjunto w∗-compacto de `∞(X) tal que K ⊂ B1b(X), entonces cow∗(K) ⊂ B1b(X).
Por tanto el subespacio B1b(X) es un buen candidato a disfrutar de control dentro de
`∞(X). En este Caṕıtulo caracterizamos la distancia d(f,B1b(X)), f ∈ `∞(X), mediante
un adecuado ı́ndice de fragmentación y, usando las técnicas de [6], probamos que B1b(X)
tiene 2-control en `∞(X).

Sean (X, τ) un espacio topológico, I un conjunto, ϕ : I → X una función tal que
ϕ(I) = X, f : I → R una función real y ε ≥ 0. Decimos que (I, X, τ) está ε-fragmentado
por f si para todo η > ε y todo subconjunto cerrado no vaćıo F ⊂ X existe un abierto
V ⊂ X tal que V ∩ F 6= ∅ y diam(f(ϕ−1(V ∩ F ))) ≤ η, en el entendimiento de que
diam(∅) = 0. Definimos el ı́ndice de fragmentación Frag(f, I, X) de f con respecto a
(I, X, τ) como

Frag(f, I,X) = inf{ε ≥ 0 : (I,X, τ) está ε-fragmentado por f}.

Denotemos por

B
(ε)
1 (I,X) := {f : I → R : Frag(f, I, X) ≤ ε} y B

(ε)
1b (I, X) := B

(ε)
1 (I,X) ∩ `∞(I).

Cuando I = X y ϕ es la identidad escribimos simplemente B
(ε)
1 (X) y B

(ε)
1b (X). Observe-

mos que

(a) Si ε1, ε2 ≥ 0, entonces B
(ε1)
1 (I, X) + B

(ε2)
1 (I, X) ⊂ B

(ε1+ε2)
1 (I, X).

(b) Para todo λ > 0 y ε ≥ 0 se tiene λB
(ε)
1 (I, X) = B

(λε)
1 (I,X). Por tanto B

(ε)
1 (I,X)

es un subconjunto de RI convexo y simétrico respecto del 0. En particular, B
(0)
1 (I,X)

es un subespacio de RI .

(c) B
(ε)
1 (I, X) es un subconjunto τu-cerrado de RI , siendo τu la topoloǵıa de la

convergencia uniforme sobre I. En efecto, sean f ∈ B
(ε)
1 (I, X)

τu

, ε < η < ∞ y F ⊂ X un
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subconjunto cerrado no vaćıo. Queremos ver que existe un subconjunto abierto V ⊂ X

tal que V ∩F 6= ∅ y diam(f(ϕ−1(V ∩F ))) ≤ η. Sea g ∈ B
(ε)
1 (I,X) tal que ‖f−g‖∞ ≤ η−ε

4 .
Puesto que g ∈ B

(ε)
1 (I, X), existe un subconjunto abierto V ⊂ X con V ∩ F 6= ∅ y

diam(g(ϕ−1(V ∩ F ))) ≤ ε + η−ε
2 . De aqúı que diam(f(ϕ−1(V ∩ F ))) ≤ 2‖f − g‖∞+

diam(g(ϕ−1(V ∩ F ))) ≤ η.

Un espacio topológico (X, τ) es hereditariamente Baire si todo subconjunto cerrado
de X es Baire en su topoloǵıa relativa. Denotemos por B1(X) ⊂ RX al espacio de
las funciones reales de clase Baire 1 sobre un cierto espacio topológico (X, τ), esto es,
B1(X) = {f : X → R : f−1(TR) ⊂ Σ0

2(X)}, donde Σ0
2(X) es la clase de los subconjuntos

Fσ de X (ver [33, pg. 190],[6, 1A]) y TR es la topoloǵıa natural de R. Es bien conocido
que, si (X, τ) es hereditariamente Baire, entonces B1(X) ⊂ B

(0)
1 (X) y que B1(X) =

B
(0)
1 (X), si X es un espacio métrico completo [6, 1E, 1C]. Sin embargo, aún cuando X

sea un espacio métrico, puede ocurrir que B1(X) y B
(0)
1 (X) sean distintos. Veamos un

contraejemplo sencillo de este hecho. Sea X := X1 ∪ X2 siendo X1 = [0, 1] ∩ Q y X2

un subconjunto contable de irracionales denso en [0, 1]. Definamos f : X → R tal que
f ¹ X1 = 0 y f ¹ X2 = 1. Entonces f ∈ B1(X), f ∈ B

(1)
1 (X) pero f /∈ B

(ε)
1 (X) para

0 ≤ ε < 1.

Si f ∈ RI y α ∈ R, denotamos {f ≤ α} = {i ∈ I : f(i) ≤ α}, {f ≥ α} = {i ∈ I :
f(i) ≥ α}, etc.

Proposición 7.1. Sean I conjunto, (X, τ) un espacio hereditariamente Baire, ϕ : I →
X aplicación tal que ϕ(I) = X, ε ≥ 0 y f ∈ `∞(I). Los siguientes asertos son equiva-
lentes

(1) f ∈ B
(ε)
1 (I,X).

(2) Para todo subconjunto cerrado no vaćıo F ⊂ X y todo par de números reales
s < t tales que t−s > ε se tiene ó bien F ∩ ϕ({f ≤ s}) 6= F ó bien F ∩ ϕ({f ≥ t}) 6= F .

(3) Para todo subconjunto cerrado F ⊂ X y todo par de números reales s < t tales
que t− s > ε se tiene que intF (F ∩ ϕ({f ≤ s})) ∩ intF (F ∩ ϕ({f ≥ t})) = ∅.
Demostración. (1) ⇒ (2). En otro caso, para algún subconjunto cerrado no-vaćıo F ⊂ X
y ciertos números reales s0 < t0 con t0 − s0 > ε se tiene que F ∩ ϕ({f ≤ s0}) = F =
F ∩ ϕ({f ≥ t0}). Entonces todo subconjunto abierto V ⊂ X tal que V ∩F 6= ∅ satisface
V ∩ F ∩ ϕ({f ≤ s0}) 6= ∅ 6= V ∩ F ∩ ϕ({f ≥ t0}), de donde diam(f(ϕ−1(V ∩ F ))) ≥
t0 − s0 > ε, lo que contradice (1).

(2) ⇒ (3). En otro caso, para algún subconjunto cerrado no-vaćıo F ⊂ X y ciertos
números reales s0 < t0 con t0 − s0 > ε se tiene que

intF (F ∩ ϕ({f ≤ s0})) ∩ intF (F ∩ ϕ({f ≥ t0})) 6= ∅.
Si escribimos

U = intF (F ∩ ϕ({f ≤ s0})) ∩ intF (F ∩ ϕ({f ≥ t0}))
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y H = U , entonces se tiene H ∩ ϕ({f ≤ s0}) = H = H ∩ ϕ({f ≥ t0}), lo que contradice
(2).

(3) ⇒ (1). Sean F ⊂ X un subconjunto cerrado no-vaćıo de X y η > ε. Intentamos
hallar un abierto V ⊂ X tal que V ∩ F 6= ∅ y diam(f(ϕ−1(V ∩ F ))) ≤ η. Si F ∩ ϕ(I) 6=
F , existe un abierto V de X tal que V ∩ F = F \ F ∩ ϕ(I) 6= ∅ y diam(f(ϕ−1(V ∩
F ))) =diam(∅) = 0.

Supongamos en lo que sigue que F ∩ ϕ(I) = F . Como f ∈ `∞(I) existe 0 ≤ M < ∞
tal que −M < f(i) < M, ∀i ∈ I. Por cada t ∈ R definimos

Ut := intF (F \ F ∩ ϕ({f ≥ t})) = extF (F ∩ ϕ({f ≥ t})) = F \ F ∩ ϕ({f ≥ t}),

y

Vt := intF (F \ F ∩ ϕ({f ≤ t})) = extF (F ∩ ϕ({f ≤ t})) = F \ F ∩ ϕ({f ≤ t}).

Observemos que Us ⊂ Ut y Vt ⊂ Vs para s ≤ t. Además UM = F = V−M .

Aserto 1. Se verifica Ut ∩ Vt = ∅ para todo t ∈ R.

En efecto

Ut ∩ Vt =
[
F \ F ∩ ϕ({f ≥ t})] ∩ [

F \ F ∩ ϕ({f ≤ t})] =

= F \ [
F ∩ ϕ({f ≥ t}) ∪ F ∩ ϕ({f ≤ t})] = F \ F = ∅.

Para todo par s < t de números reales sea Gst := Ut ∪ Vs. Es inmediato comprobar
que

Gst = F \ [intF (F ∩ ϕ({f ≤ s})) ∩ intF (F ∩ ϕ({f ≥ t}))].
Por lo tanto, si t− s > ε entonces Gst = F , porque debido a (3) se tiene que

intF (F ∩ ϕ({f ≤ s})) ∩ intF (F ∩ ϕ({f ≥ t})) = ∅.

Sea Y = ∩{Gst : s, t ∈ Q, s < t, t − s > ε}. Entonces Y es denso en F , porque F es
Baire. Para y ∈ Y definimos

U(y) := inf{t ∈ R : y ∈ Ut} y V (y) := sup{s ∈ R : y ∈ Vs}.

Aserto 2. Para todo y ∈ Y , se tiene −M ≤ V (y) ≤ U(y) ≤ M y, además, U(y) −
V (y) ≤ ε.

En efecto, la desigualdad −M ≤ V (y) ≤ U(y) ≤ M sale inmediatamente aplicando
Aserto 1, que Us ⊂ Ut y Vt ⊂ Vs para s ≤ t y que UM = F = V−M . Probemos que
U(y)− V (y) ≤ ε. Supongamos que U(y)− V (y) > ε. Entonces podemos hallar s, t ∈ Q
tales que V (y) < s < t < U(y) y t− s > ε. Como y ∈ Gst = Ut ∪ Vs tenemos que ó bien
y ∈ Ut ó bien y ∈ Vs. Sin embargo y /∈ Ut (porque t < U(y)) e y /∈ Vs (porque V (y) < s).
Por tanto obtenemos una contradicción, que prueba que U(y)− V (y) ≤ ε.
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Cojamos x ∈ Y , arbitrariamente, y s, t ∈ Q tales que s < V (x) ≤ U(x) < t y
ε < t−s ≤ η. Entonces x ∈ Ut∩Vs por lo que Ut∩Vs es un abierto no vaćıo relativo de F .
Sea V ⊂ X un abierto tal que V ∩F = Ut∩Vs. Afirmamos que diam(f(ϕ−1(V ∩F ))) ≤ η.
En efecto, sea i ∈ ϕ−1(V ∩ F ). Entonces ϕ(i) ∈ Ut = F \ F ∩ ϕ({f ≥ t}), es decir,
f(i) < t, y, además, ϕ(i) ∈ Vs = F \F ∩ ϕ({f ≤ s}), es decir, f(i) > s. En consecuencia,
para todo par i, j ∈ ϕ−1(V ∩ F ) se verifica |f(i)− f(j)| < t − s ≤ η y esto prueba que
diam(f(ϕ−1(V ∩ F ))) ≤ η y completa la demostración. ¥

Proposición 7.2. Sean (X, d) un espacio métrico completo, I conjunto, ϕ : I → X
aplicación tal que ϕ(I) = X, ε ≥ 0 y f ∈ `∞(I). Los siguientes asertos son equivalentes:

(1) f ∈ B
(ε)
1 (I,X).

(2) Para todo subconjunto compacto K ⊂ X tal que ϕ(IK) = K, siendo IK :=
ϕ−1(K), se tiene que f¹IK

∈ B
(ε)
1 (IK ,K).

Demostración. (1) ⇒ (2). Esto se sigue de la definición del espacio B
(ε)
1 (I, X).

(2) ⇒ (1). Supongamos que f /∈ B
(ε)
1 (I,X). Por la Proposición 7.1 existen un sub-

conjunto cerrado no vaćıo F ⊂ X y dos números reales s < t con t − s > ε tales
que

F ∩ ϕ({f ≤ s}) = F = F ∩ ϕ({f ≥ t}).
Vamos a construir una sucesión creciente de subconjuntos finitos An ⊂ ϕ−1(F ) ∩ ({f ≤
s} ∪ {f ≥ t}) no vaćıos tal que: (i) si i ∈ An+1, existe un punto j ∈ An tal que
d(ϕ(i), ϕ(j)) ≤ 2−n; (ii) si i ∈ An, existe un punto j ∈ An+1 tal que d(ϕ(i), ϕ(j)) ≤ 2−n

y |f(i)− f(j)| ≥ t− s. Para construir la secuencia {An : n ≥ 1} usaremos inducción:
Etapa 1. Elegimos i1, j1 ∈ I tales que ϕ(i1), ϕ(j1) ∈ F , f(i1) ≤ s y f(j1) ≥ t. Sea

A1 := {i1, j1}.
Etapa 2. Supongamos construida la secuencia {Ai : i = 1, 2, ..., n} verificando las

condiciones requeridas. Para cada i ∈ An elegimos un elemento z(i) ∈ I de la siguiente
forma:

(1) Si i ∈ {f ≤ s}∩ϕ−1(F ), cogemos z(i) ∈ {f ≥ t}∩ϕ−1(F ) tal que d(ϕ(i), ϕ(z(i))) ≤
2−n.

(2) Si i ∈ {f ≥ t}∩ϕ−1(F ), elegimos z(i) ∈ {f ≤ s}∩ϕ−1(F ) tal que d(ϕ(i), ϕ(z(i))) ≤
2−n.

Hacemos An+1 := An ∪ {z(i) : i ∈ An}.

A continuación reiteramos infinitas veces. Es fácil ver ahora que, si K =
⋃

n≥1 ϕ(An),
entonces K es totalmente acotado y por tanto compacto (porque (X, d) es completo).
Además ϕ(IK) = K y K ∩ ϕ({f ≤ s}) = K = K ∩ ϕ({f ≥ t}), de modo que f¹IK

/∈
B

(ε)
1 (IK ,K), lo que contradice a (2). ¥
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Si f, g ∈ RI y A ⊂ RI ponemos ‖f − g‖∞ := sup{|f(i) − g(i)| : i ∈ I} y d(f,A) :=
sup{‖f − a‖∞ : a ∈ A} (ambos supremos pueden ser +∞).

Proposición 7.3. Sean (X,TX) un espacio topológico, I conjunto, ϕ : I → X aplicación
tal que ϕ(I) = X, 0 ≤ ε < ∞ y f ∈ RI . Entonces

d(f, B
(ε)
1 (I,X)) = sup{1

2(Frag(f, I, X)− ε), 0}.

En particular, si f ∈ `∞(I), entonces d(f, B
(ε)
1b (I, X)) = sup{1

2(Frag(f, I, X)− ε), 0}, y
si ε = 0 se tiene d(f,B

(0)
1b (I, X)) = 1

2Frag(f, I,X).

Demostración. (A) Probemos, en primer lugar, que

d(f, B
(ε)
1 (I,X)) ≥ sup{1

2(Frag(f, I, X)− ε), 0}.

Bastará comprobar que 1
2(Frag(f, I, X)− ε) ≤ d(f,B

(ε)
1 (I, X)). Comencemos viendo el

siguiente aserto.

Aserto 1. Para todo g ∈ B
(ε)
1 (I, X) se verifica 1

2(Frag(f, I,X)− ε) ≤ ‖f − g‖∞.

En efecto, si ‖f − g‖∞ = ∞, el Aserto es trivialmente cierto. Supongamos que
‖f−g‖∞ < ∞ y cojamos η > 0 tal que ε < η < ∞. Puesto que g ∈ B

(ε)
1 (I,X), para todo

cerrado F ⊂ X no vaćıo existe un abierto V ⊂ X tal que V ∩ F 6= ∅ y diam(g(ϕ−1(V ∩
F ))) ≤ η (diam(∅) = 0). De aqúı que diam(f(ϕ−1(V ∩F ))) ≤ 2‖f − g‖∞ + η y también
Frag(f, I, X) ≤ 2‖f − g‖∞ + ε, es decir, 1

2(Frag(f, I, X)− ε) ≤ ‖f − g‖∞.

En consecuencia

1
2(Frag(f, I,X)− ε) ≤ inf{‖f − g‖∞ : g ∈ B

(ε)
1 (I, X)} = d(f,B

(ε)
1 (I, X)).

(B) Veamos a continuación que d(f, B
(ε)
1 (I, X)) ≤ sup{1

2(Frag(f, I,X) − ε), 0}. Si
Frag(f, I, X) = ∞ ó 0 ≤ Frag(f, I,X) ≤ ε, el resultado es obvio. Supongamos que ε <
Frag(f, I, X) < ∞. Cojamos η > 0 tal que Frag(f, I, X)−ε < η. Como Frag(f, I,X) <
η + ε, existen un ordinal ξ y una familia de abiertos {Uα : α < ξ} de X tales que:

(i) Uα ⊂ Uβ, para α ≤ β < ξ, y X =
⋃

α<ξ Uα.

(ii) Para todo β < ξ se tiene que ∅ 6= Gβ := Uβ\
⋃

α<β Uβ y diam(f(ϕ−1(Gβ))) < η+ε.

Sean sβ := sup f(ϕ−1(Gβ)) y lβ := inf f(ϕ−1(Gβ)) para β < ξ (si ϕ−1(Gβ) = ∅ no
elegimos nada). Aprovechando que X =

⊎
β<ξ Gβ, definimos g : I → R de la siguiente

forma:
∀β < ξ, ∀i ∈ ϕ−1(Gβ) 6= ∅, g(i) =

[
f(i) ∧ (sβ − η

2 )
] ∨ [

lβ + η
2

]
.

Se comprueba fácilmente que ‖f − g‖∞ ≤ η
2 . Además tenemos el siguiente aserto.

Aserto 2. g ∈ B
(ε)
1 (I, X).
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En efecto, por construcción de g necesariamente diam(g(ϕ−1(Gβ))) ≤ ε, ∀β < ξ. Sea
F ⊂ X un subconjunto cerrado no vaćıo y definamos

β0 = primer elemento de {β < ξ : Uβ ∩ F 6= ∅}.

Entonces ∅ 6= Uβ0 ∩ F ⊂ Gβ0 por lo que diam(g(ϕ−1(Uβ0 ∩ F ))) ≤ ε y esto prueba que
g ∈ B

(ε)
1 (I, X).

Por tanto d(f,B
(ε)
1 (I, X)) ≤ η

2 y de aqúı d(f, B
(ε)
1 (I,X)) ≤ 1

2(Frag(f, I, X)− ε). ¥

Lema 7.4. Sean (A, Σ, µ) un espacio de probabilidad completo, ε ≥ 0, (X, d) un espacio
métrico completo, I conjunto, ϕ : I → X aplicación inyectiva tal que ϕ(I) = X y
f : A× I → R una función acotada tal que:

(1) Para todo i ∈ I, la aplicación A 3 a → f(a, i) ∈ R es Σ-medible.

(2) Para todo a ∈ A, la aplicación I 3 i → f(a, i) ∈ R pertenece al espacio
B

(ε)
1 (I,X).

Entonces, si z(i) =
∫
A f(a, i)dµ(a), ∀i ∈ I, tenemos que z ∈ B

(2ε)
1 (I, X).

Demostración. Por la Proposición 7.2 basta probar que si K ⊂ X es un subconjunto
compacto tal que ϕ(IK) = K, siendo IK = ϕ−1(K), entonces z¹IK

∈ B
(2ε)
1 (IK , K).

Por tanto, sin pérdida de generalidad, suponemos que X es compacto y, fijado un
número +∞ > η0 > ε, tenemos que encontrar un abierto V ⊂ X tal que V 6= ∅ y
diam(z(ϕ−1(V ))) ≤ 2η0. Puesto que f es acotada, sumando una constante si es nece-
sario, podemos suponer que 0 ≤ f ≤ M < ∞ para algún M < ∞. Para α ∈ A, j ∈ I y
s ∈ R denotamos

{f(α, ·) ≤ s} := {i ∈ I : f(α, i) ≤ s},
{f(·, j) ≥ s} := {a ∈ A : f(a, j) ≥ s}, etc.

Sean ε < η < η0, m = [Mη ] (donde [s] indica la parte entera de s ∈ R) y cojamos

δ > 0 tal que 2η + mηδ ≤ 2η0. Puesto que f(a, ·) ∈ B
(ε)
1b (I, X) para todo a ∈ A, se tiene

por Proposición 7.1 que para todo subconjunto cerrado no vaćıo F ⊂ X y para r =
0, 1, · · · ,m, ó bien F ∩ ϕ({f(a, ·) ≤ rη}) 6= F ó bien F ∩ ϕ({f(a, ·) ≥ (r + 1)η}) 6= F .

A continuación aplicamos el siguiente resultado de [6, 5C. Lemma]:

“Sean (A, Σ, µ) un espacio de probabilidad completo y (X, ρ) un espacio métrico com-
pacto. Sean S y T be dos subconjuntos de A×X tales que: (i) {a ∈ A : (a, x) ∈ S} y {a ∈
A : (a, x) ∈ T} pertenecen a Σ para todo x ∈ X; (ii) para todo a ∈ A y todo subconjunto
cerrado F ⊂ X, ó bien F ∩ {x ∈ X : (a, x) ∈ S} 6= F ó bien F ∩ {x ∈ X : (a, x) ∈ T} 6=
F . Entonces para todo d > 0 y para todo abierto no-vaćıo U ⊂ X, existe otro abierto
no-vaćıo V ⊂ U tal que

µ({a ∈ A : (a, x) ∈ S}) + µ({a ∈ A : (a, y) ∈ T}) ≤ 1 + 3d, ∀x, y ∈ V.”
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Usamos este resultado e inducción en varias etapas, haciendo δ = 3d, a saber:

Etapa 1. Hacemos U = X, S = {(a, ϕ(i)) : a ∈ A, i ∈ I, f(a, i) ≤ 0} y T =
{(a, ϕ(i)) : a ∈ A, i ∈ I, f(a, i) ≥ η}. Por el resultado anterior existe un subconjunto
abierto no vaćıo V1 ⊂ X tal que para todo i, j ∈ ϕ−1(V1) se verifica

µ({f(·, i) ≤ 0}) + µ({f(·, j) ≥ η}) =
= µ({a ∈ A : (a, ϕ(i)) ∈ S}) + µ({a ∈ A : (a, ϕ(j)) ∈ T}) ≤ 1 + δ.

Etapa 2. Hacemos U = V1, S = {(a, ϕ(i)) : a ∈ A, i ∈ I, f(a, i) ≤ η} y T =
{(a, ϕ(i)) : a ∈ A, i ∈ I, f(a, i) ≥ 2η}. Por el resultado anterior existe un subconjunto
abierto no vaćıo V2 ⊂ V1 tal que para todo i, j ∈ ϕ−1(V2) se verifica

µ({f(·, i) ≤ η}) + µ({f(·, j) ≥ 2η}) =
= µ({a ∈ A : (a, ϕ(i)) ∈ S}) + µ({a ∈ A : (a, ϕ(j)) ∈ T}) ≤ 1 + δ.

El proceso se repite hasta la etapa m. Obtenemos subconjuntos abiertos no vaćıos

Vm ⊂ Vm−1 ⊂ · · ·Vr+1 ⊂ Vr ⊂ · · · ⊂ V1 ⊂ X,

tales que para r = 0, 1, · · · ,m− 1 y para todo i, j ∈ ϕ−1(Vr+1) se verifica

µ({f(·, i) ≤ rη}) + µ({f(·, j) ≥ (r + 1)η}) ≤ 1 + δ.

Sean V = Vm e i, j ∈ ϕ−1(V ). Entonces

z(i) =
∫

A
f(a, i)dµ(a) ≤

m∑

r=0

η · µ({f(·, i) > rη}) ≤

≤ η +
m−1∑

r=0

η · µ({f(·, i) ≥ (r + 1)η}),

y también

z(j) =
∫

A
f(a, j)dµ(a) ≥

m∑

r=1

η · µ({f(·, j) ≥ rη}) ≥

≥
m∑

r=1

η · µ({f(·, j) > rη}) =
m∑

r=1

η[1− µ({f(·, j) ≤ rη})] ≥

≥
m∑

r=1

η
[
µ({f(·, i) ≥ (r + 1)η})− δ

]
=

=
m−1∑

r=1

η · µ({f(·, i) ≥ (r + 1)η})−mηδ,
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porque {f(·, i) ≥ (m + 1)η} = ∅. Aśı que

z(i)− z(j) ≤ η + η · µ({f(·, i) ≥ η}) + mηδ ≤ 2η + mηδ ≤ 2η0.

De aqúı que diam(z(ϕ−1(V ))) ≤ 2η0 y por tanto z ∈ B
(2ε)
1 (I,X). ¥

Proposición 7.5. Sean (X, d) un espacio métrico completo, I un conjunto, ϕ : I → X
aplicación inyectiva tal que ϕ(I) = X, 0 ≤ ε < ∞ y K ⊂ `∞(I) un subconjunto w∗-
compacto. Entonces:

(1) Si K ⊂ B
(ε)
1b (I,X) para algún ε ≥ 0, se tiene que cow∗(K) ⊂ B

(2ε)
1b (I,X).

(2) En general se tiene:

d̂(cow∗(K), B(ε)
1b (I,X)) ≤ 2d̂(K, B

(ε)
1b (I,X)) + ε

2 .

(3) d̂(cow∗(K), B(0)
1b (I, X)) ≤ 2d̂(K, B

(0)
1b (I, X)). En particular, si K ⊂ B

(0)
1b (I, X),

entonces cow∗(K) ⊂ B
(0)
1b (I, X).

Demostración. (1) Sea z ∈ cow∗(K). Como K es un subconjunto w∗-compacto de `∞(I),
existe una probabilidad de Radon µ sobre K tal que z = r(µ), es decir, z es el baricentro
de µ. Consideremos la función f : K × I → R dada por f(a, i) = a(i), para todo a ∈ K
e i ∈ I, que satisface las condiciones del Lema 7.4. Para todo i ∈ I se verifica que

z(i) = πi(z) = πi(r(µ)) =
∫

K
πi(a)dµ(a) =

∫

K
a(i)dµ(a) =

∫

K
f(a, i)dµ(a).

Por Lema 7.4 se tiene que z ∈ B
(2ε)
1b (I, X).

(2) Sea η := sup{Frag(a, I,X) : a ∈ K}. Distinguimos dos casos, a saber:

Caso 1: η ≤ ε. Ahora K ⊂ B
(ε)
1b (I, X), es decir, d̂(K, B

(ε)
1b (I,X)) = 0, y además

cow∗(K) ⊂ B
(2ε)
1b (I,X) por (1). Finalmente aplicamos que toda función g ∈ B

(2ε)
1b (I,X)

verifica d(g, B
(ε)
1b (I, X)) ≤ 1

2ε por Proposición 7.3.

Caso 2: η > ε. Por Proposición 7.3 se verifica d̂(K,B
(ε)
1b (I, X)) = 1

2(η − ε). Por (1)
se tiene que cow∗(K) ⊂ B

(2η)
1b (I, X) y de Proposición 7.3 obtenemos

d̂(cow∗(K), B(ε)
1b (I,X)) ≤ 1

2(2η − ε) = 21
2(η − ε) + ε

2 = 2d̂(K, B
(ε)
1b (I,X)) + ε

2 .

(3) Basta aplicar (2) con ε = 0. ¥

Corolario 7.6. Sean (Z, d) un espacio métrico, 0 ≤ ε < ∞ y K ⊂ `∞(Z) un subconjunto
w∗-compacto. Entonces:

(1) Si K ⊂ B
(ε)
1b (Z) para algún ε ≥ 0, se tiene que cow∗(K) ⊂ B

(2ε)
1b (Z).
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(2) En general se tiene:

d̂(cow∗(K), B(ε)
1b (Z)) ≤ 2d̂(K, B

(ε)
1b (Z)) + ε

2 .

(3) d̂(cow∗(K), B(0)
1b (Z)) ≤ 2d̂(K, B

(0)
1b (Z)). En particular, si K ⊂ B

(0)
1b (Z), entonces

cow∗(K) ⊂ B
(0)
1b (Z).

Demostración. Sea (X, d) el espacio métrico completado del espacio (Z, d) dado y, adop-
tando la notación de la Proposición 7.5, sean I = Z y ϕ : I → X la inclusión canónica.
Se ve sin dificultad que B

(ε)
1 (Z) = B

(ε)
1 (I, X) para todo ε ≥ 0. Ahora basta aplicar la

Proposición 7.5. ¥

NOTA. En el Lema 7.4 la acotación de la función f : A × I → R es fundamental.
Este hecho justifica que en la Proposición 7.5 tengamos que manejar subconjuntos w∗-
compactos K de `∞(I), esto es, subconjuntos τp-compactos de RI (τp = topoloǵıa de la
convergencia puntual sobre I) uniformemente acotados. Si K no fuera uniformemente
acotado, la Proposición 7.5 podŕıa fallar, como se ve en el siguiente contraejemplo, que
aparece en [6, 5G. Example]. Tomemos I = X = [0, 1], ϕ : I → X la identidad y
K := {2n+11{qn} : n ≥ 1} ∪ {0} ⊂ RX , donde {qn : n ≥ 1} = Q ∩ [0, 1]. Claramente,
K es un subconjunto τp-compacto de B1(X) no uniformemente acotado y se puede
ver fácilmente que 1Q∩[0,1] ∈ coτp(K) aunque 1Q∩[0,1] /∈ B1(X). De hecho (ver [6, 5H.
Proposition]), si X es un espacio polaco y K ⊂ RX un subconjunto τp-compacto con
K ⊂ B1(X), entonces cow∗(K) ⊂ B2(X), donde B2(X) es el espacio de las funciones
f : X → R que son τp-ĺımites de secuencias extráıdas de B1(X).
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Caṕıtulo 8

Miscelánea

8.1 El control en espacios con generador proyectivo

Ya sabemos que todo espacio de Banach X tiene M -control en su bidual X∗∗, para
cierta constante M tal que 3 ≤ M ≤ 5. Nuestro propósito en esta sección es mostrar que
para la clase de espacios de Banach con generador proyectivo la constante M verifica
1 ≤ M ≤ 3.

Sea X un espacio de Banach y consideremos el juego con dos jugadores A y B, cuyas
jugadas consisten en elegir subespacios cerrados separables de X de la siguiente manera:
(1) primero juega A y elige un subespacio cerrado separable F1 de X; (2) luego juega
B y elige un nuevo subespacio cerrado separable E1 tal que F1 ⊂ E1 ⊂ X; (3) vuelve
a jugar A y elige un subespacio cerrado separable F2 tal que F1 ⊂ E1 ⊂ F2 ⊂ X; etc.
Decimos que B gana la partida si existe una proyección P : X → Y :=

⋃
n≥1 En con

‖P‖ = 1. Decimos que el espacio de Banach X pertenece a la clase Q (abrev., X ∈ Q)
si el jugador B tiene una estrategia ganadora.

Proposición 8.1. Sea X un espacio de Banach con X ∈ Q. Entonces para todo sub-
conjunto w∗-compacto K ⊂ X∗∗ se tiene que:

(A) En general d̂(cow∗(K), X) ≤ 3d̂(K, X).

(B) Si X ∩K es w∗-denso en K, entonces d̂(cow∗(K), X) = d̂(K, X).

Demostración. (A) En caso contrario, existirán un subconjunto w∗-compacto K ⊂
B(X∗∗) y dos números reales a, b > 0 tales que

d̂(cow∗(K), X) > b > 3a > 3d̂(K, X).

Sea f = (f1, f2, . . . ) una estrategia ganadora para el jugador B. Por el Lema 1.7 se tiene:

Hecho. Existen ψ ∈ S(X⊥) y un subconjunto a w∗-compacto ∅ 6= H ⊂ K tales
que para todo subconjunto w∗-abierto V con V ∩ H 6= ∅ existe ξ ∈ cow∗(V ∩ H) con
〈ψ, ξ〉 > b.
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Etapa 1. Por el Hecho existe ξ1 ∈ cow∗(H) tal que ψ(ξ1) > b. Como B(X∗) es un
conjunto w∗-denso en B(X∗∗∗), existe x∗1 ∈ S(X∗) tal que x∗1(ξ1) > b. Sea V1 := {u ∈
X∗∗ : 〈u, x∗1〉 > b}, que es un subconjunto w∗-abierto de X∗∗ que verifica V1∩cow∗(H) 6= ∅
pues ξ1 ∈ V1 ∩ cow∗(H). Por tanto, V1 ∩H 6= ∅ y podemos hallar η1 ∈ V1 ∩H tal que
x∗1(η1) > b. Puesto que d(η1, X) < a, podemos hacer la descomposición η1 = η1

1 + η2
1 con

η1
1 ∈ X y η2

1 ∈ aB(X∗∗). El jugador A empieza la partida eligiendo el subespacio cerrado
separable F1 = [{η1

1}] y el jugador B, empleando su estrategia f , elige un subespacio
cerrado separable E1 = f1(F1) tal que F1 ⊂ E1. Sea {e1n : n ≥ 1} ⊂ E1 un subconjunto
contable que genera E1.

Etapa 2. Puesto que V1 ∩ H 6= ∅, por el Hecho existe ξ2 ∈ cow∗(V1 ∩ H) tal que
ψ(ξ2) > b. Sea Y1 = {η1

1} ∪ {eij : i, j ≤ 1} ⊂ E1. Puesto que ψ(ξ2) > b, ψ ¹ Y1 = 0 y
|Y1| < ℵ0, existe un vector x∗2 ∈ B(X∗) tal que 〈ξ2, x

∗
2〉 > b y 〈x∗2, k〉 = 0, ∀k ∈ Y1. Sea

W2 := {u ∈ X∗∗ : 〈u, x∗2〉 > b}, que es un subconjunto w∗-abierto de X∗∗ que verifica
W2 ∩ cow∗(V1 ∩H) 6= ∅ porque ξ2 ∈ W2 ∩ cow∗(V1 ∩H). Por tanto, W2 ∩ V1 ∩H 6= ∅.
Denotemos V2 := W2 ∩ V1 y elijamos η2 ∈ V2 ∩H, que obviamente verifica x∗2(η2) > b
y también x∗1(η2) > b. Puesto que d(η2, X) < a, podemos hacer la descomposición
η2 = η1

2 +η2
2 con η1

2 ∈ X y η2
2 ∈ aB(X∗∗). A continuación el jugador A elige el subespacio

cerrado separable F2 = [E1 ∪ {η1
2}] y el jugador B responde usando su estrategia f y

elige el subespacio cerrado separable E2 = f2(F1, E1, F2) tal que F2 ⊂ E2. Sea {e2j : j ≥
1} ⊂ E2 un subconjunto contable que genera E2.

Etapa 3. Puesto que V2 ∩ H 6= ∅, por el Hecho existe ξ3 ∈ cow∗(V2 ∩ H) tal que
ψ(ξ3) > b. Sea Y2 = {η1

i : i = 1, 2}∪{eij : i, j ≤ 2} ⊂ E2. Puesto que ψ(ξ3) > b, ψ ¹ Y2 =
0 y |Y2| < ℵ0, existe un vector x∗3 ∈ B(X∗) tal que 〈ξ3, x

∗
3〉 > b y 〈x∗3, k〉 = 0, ∀k ∈ Y2.

Sea W3 := {u ∈ X∗∗ : 〈u, x∗3〉 > b}, que es un subconjunto w∗-abierto de X∗∗ que verifica
W3 ∩ cow∗(V2 ∩H) 6= ∅ porque ξ3 ∈ W3 ∩ cow∗(V2 ∩H). Por tanto, W3 ∩ V2 ∩H 6= ∅.
Denotemos V3 := W3 ∩ V2 y elijamos η3 ∈ V3 ∩ H, que obviamente verifica x∗i (η3) >
b, i = 1, 2, 3. Puesto que d(η3, X) < a, podemos hacer la descomposición η3 = η1

3 + η2
3

con η1
3 ∈ X y η2

3 ∈ aB(X∗∗). A continuación el jugador A elige el subespacio cerrado
F3 = [E2 ∪ {η1

3}] y contesta el jugador B eligiendo un subespacio cerrado separable
E3 = f3(F1, E1, F2, E2, F3) tal que F3 ⊂ E3. Sea {e3j : j ≥ 1} ⊂ E3 un subconjunto
contable que genera E3.

El proceso se reitera una y otra vez. Sea Y = [
⋃

k≥1 Yk] =
⋃

k≥1 Ek =
⋃

k≥1 Fk ⊂ X.
Puesto que la estrategia f del jugador B es ganadora, existe una proyección P : X → Y

con ‖P‖ = 1. Sea K0 := {η1
i : i ≥ 1}w∗

, que es un subconjunto w∗-compacto tal que
K0 ⊂ (K + aB(X∗∗)) ∩ Y ∗∗. Entonces d̂(K0, X) ≤ 2a.

Aserto 1. ∀z ∈ Y ∗∗ se tiene que d(z, Y ) = d(z,X) y, por tanto, d̂(K0, Y ) ≤ 2a.

En efecto, si z ∈ Y ∗∗ y u ∈ X, entonces

‖z − Pu‖ = ‖P ∗∗(z − u)‖ ≤ ‖z − u‖,

de donde obtenemos d(z, Y ) ≤ d(z, X). Por tanto, como siempre d(z, Y ) ≥ d(z, X),
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finalmente obtenemos d(z, Y ) = d(z, X) y de aqúı que d̂(K0, Y ) = d̂(K0, X) ≤ 2a.

Sea η0 un punto w∗-ĺımite de {ηk}k≥1 en X∗∗, que verifica η0 ∈ H.

Aserto 2. d(η0, Y ) ≤ 3a.
En efecto, en primer lugar η0 ∈ K0 + aB(X∗∗). Por otra parte, del Aserto 1 sale que

d̂(K0, Y ) ≤ 2a. De aqúı que d(η0, Y ) ≤ 3a.

Aserto 3. d(η0, Y ) ≥ b.

En efecto, sea φ ∈ B(X∗∗∗) un punto w∗-ĺımite de {x∗n}n≥1. Puesto que x∗n(ηk) > b si
k ≥ n, se tiene que x∗n(η0) ≥ b, ∀n ≥ 1, de donde φ(η0) ≥ b. Aún más, φ ∈ B(Y ⊥(X∗∗∗))
porque 〈x∗n+1, k〉 = 0, ∀k ∈ Yn. De aqúı que d(η0, Y ) ≥ φ(η0) ≥ b.

Como b > 3a obtenemos una contradicción que completa la prueba.

(B) En caso contrario, existirán un subconjunto w∗-compacto K ⊂ B(X∗∗) con
K ∩X w∗-denso en K y dos números reales a, b > 0 tales que

d̂(cow∗(K), X) > b > a > d̂(K,X).

A continuación seguimos la argumentación de la parte (A), pero ahora, como X ∩K es
w∗-denso en K, cogemos ηk en Vk∩K∩X, de modo que, como ηk ∈ X, la descomposición
ηk = η1

k + η2
k verifica que η1

k = ηk y η2
k = 0. En consecuencia el punto η0 w∗-ĺımite de la

secuencia {ηk}k≥1 en X∗∗ satisface η0 ∈ Y ∗∗ ∩K, por lo que d(η0, Y ) = d(η0, X) < a.
Finalmente, d(η0, Y ) ≥ b por Aserto 3, lo que es una contradicción. ¥

¿Qué espacios de Banach pertenecen a la clase Q? Vamos a ver en la siguiente
proposición que pertenecen a esta clase todos los espacios con un generador proyectivo.
Se dice (ver [32, pg. 42],[19, pg. 106]) que un espacio de Banach V admite un generador
proyectivo (W,Φ) si W es un subconjunto W ⊂ V ∗, que es Q-lineal (es decir, W es un
espacio vectorial respecto deQ) y 1-normante sobre V , y Φ es una aplicación Φ : W → 2V

tal que |Φ(w)| ≤ ℵ0, ∀w ∈ W, y para todo subconjunto Q-lineal B ⊂ W se verifica que
Φ(B)⊥ ∩B

w∗ = {0}.
Proposición 8.2. Si un espacio de Banach V admite un generador proyectivo, entonces
V ∈ Q.

Demostración. Supongamos pues que (W,Φ) es un generador proyectivo para V . Defin-
imos Ψ : V → 2V de modo que Ψ(v) ⊂ W ∩ B(X∗) sea un subconjunto contable
verificando ‖v‖ = sup〈Ψ(v), v〉. Precisamos el siguiente resultado de [19, pg. 104].

Aserto. Sean V un espacio de Banach, W un subconjunto Q-lineal de V ∗, Φ : W →
2V y Ψ : V → 2W dos aplicaciones tales que Φ(w) y Ψ(v) son contables para todo
w ∈ W y v ∈ V , y A ⊂ V , B ⊂ W dos subconjuntos contables. Entonces existen dos
subconjuntos contables Q-lineales G(A) ⊂ V y G(B) ⊂ W tales que A ⊂ G(A), B ⊂
G(B), Φ(G(B)) ⊂ G(A) y Ψ(G(A)) ⊂ G(B).

Sean A,B nuestros jugadores. Comencemos el juego.
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Primera jugada. En primer lugar el jugador A elige un subespacio cerrado sepa-
rable F1 ⊂ V . Sean A1 ⊂ F1 un subconjunto contable denso de F1 y B1 = Ψ(A1) ⊂ W .
Por el Aserto existen sendos subconjuntos contables Q-lineales G(A1), G(B1) tales que
A1 ⊂ G(A1) ⊂ V , B1 ⊂ G(B1) ⊂ W , Φ(G(B1)) ⊂ G(A1) y Ψ(G(A1) ⊂ G(B1). A
continuación B elige un subespacio cerrado separable E1 cogiendo E1 = G(A1).

Segunda jugada. El jugador A elige un nuevo subespacio cerrado separable F2

tal que E1 ⊂ F2 ⊂ V . Sean A2 un subconjunto contable denso de F2 de modo que
G(A1) ⊂ A2 y B2 = Ψ(A2)∪G(B1), que es un subconjunto contable de W . Por el Aserto
existen sendos subconjuntos contables Q-lineales A2 ⊂ G(A2) ⊂ V y B2 ⊂ G(B2) ⊂ W
tales que Φ(G(B2)) ⊂ G(A2) y Ψ(G(A2)) ⊂ G(B2). A continuación elige B un subespacio
cerrado separable E2 cogiendo E2 = G(A2).

La partida prosigue hasta el infinito.

Sean Y =
⋃

n≥1 Fn, A0 =
⋃

n≥1 An ⊂ V y B0 =
⋃

n≥1 Bn ⊂ W , que verifican

(a) A0 y B0 son subconjuntos contables Q-lineales.

(b) Y = A0.

(c) Ψ(A0) ⊂ B0 y Φ(B0) ⊂ A0. Además, puesto que (W,Φ) es un generador proyec-
tivo y B0 ⊂ W es un subconjunto Q-lineal, se tiene A⊥0 ∩B0

w∗ ⊂ Φ(B0)⊥ ∩B0
w∗ = {0}.

(d) ∀a ∈ A0, ‖a‖ = sup〈B0 ∩B(V ∗), a〉.
Por tanto, de [19, Lemma 6.1.1] se sigue que existe una proyección P : V → V de

norma 1 tal que P (V ) = Y . ¥

Si I es un conjunto, se denota por Σ(I) al subconjunto de RI consistente en los
elementos con soporte contable. Al espacio RI se le dota de la topoloǵıa producto,
que es la topoloǵıa de la convergencia sobre I. Si (K,TK) es un compacto Hausdorff,
decimos que un subconjunto A de K es un Σ-subconjunto (ver [32]) de K si existe
un homeomorfismo inyectivo h : K → RI , para algún conjunto I, tal que h(A) =
h(K) ∩ Σ(I). Se dice que un compacto Hausdorff K es un compacto de Valdivia si K
tiene algún Σ-subconjunto denso.

Consideremos las siguientes clases de espacios de Banach:

(A) La clase A. Un espacio de Banach X pertenece a la clase A sii existe un
compacto de Valdivia K tal que X es (isométricamente isomorfo a) un subespacio de
C(K) y además X es τA-cerrado en C(K) para algún Σ-subconjunto denso A de K,
siendo τA la topoloǵıa de la convergencia sobre A.

(B) La clase V. Un espacio de Banach X pertenece a la clase V sii existen un
subespacio 1-normante F ⊂ X∗, un conjunto I y una aplicación continua inyectiva
j : (BX∗ , w∗) → RI tal que F ∩BX∗ ⊂ j−1(Σ(I)) (en particular (BX∗ , w∗) es compacto
de Valdivia).

(C) Espacios 1-Plichko. Un espacio de Banach X se dice que es 1-Plichko si X
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tiene una base de Markuševič (ei, fi)i∈I que es contablemente 1-normante sobre X, es
decir, que el subespacio de X∗

{x∗ ∈ X∗ : {i ∈ I : x∗(ei) 6= 0} es contable}

es 1-normante sobre X.

Ocurre que estas tres clases de espacios de Banach coinciden entre śı (ver [53],[42],[32]).

Corolario 8.3. Se tiene que V ⊂ Q, es decir, todo espacio de Banach de la clase V
pertenece a la clase Q.

Demostración. Basta aplicar que todo espacio de Banach de la clase V tiene un generador
proyectivo (ver [42]) y la Proposición 8.2. ¥

NOTAS. Como consecuencia del Corolario 8.3 los siguientes espacios de Banach
están en la clase Q:

(a) Los espacios de Banach que son WLD. Para estos espacios, que tienen bola dual
unidad cerrada w∗-angélica, hemos dado resultados más fuertes en el Corolario 1.5, que
se potencian en el Corolario 2.7 y la Proposición 3.17.

(b) Los espacios C(K) con K compacto de Valdivia. En particular todos los espacios
C([0, 1]I) y C({0, 1}I).

(c) Los espacios de Banach V que admiten una PRI y verifican dens(V ) ≤ ℵ1. Estos
espacios son 1-Plichko (ver [32, pg. 48]) y es muy fácil construirles directamente un
generador proyectivo.

(d) Los espacios de Banach V que admiten base 1-incondicional (ei)i∈I . Estos espa-
cios son 1-Plichko, pues el propio sistema biortogonal (ei, fi)i∈I , donde fi es el funcional
asociado a ei, es un sistema de Markuševič contablemente 1-normante. Para estos espa-
cios se han obtenido mejores resultados en el Caṕıtulo 5.

8.2 El control y las copias de `1

Si X es un espacio de Banach, X carece de copias de `1 sii d̂(K,Z) = d̂(cow∗(K), Z)
para todo subconjunto convexo Z ⊂ X∗ y todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗ (ver
[30]). Nos podemos hacer varias preguntas, a saber:

(1) ¿Es equivalente no contener una copia de `1 a que d̂(K,Z) =
d̂(cow∗(K), Z) para todo subespacio Z ⊂ X∗ y todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗?

(2) Si X tiene una copia de `1, ¿existe alguna constante 1 < M < ∞ tal que
se verifique que d̂(K, Z) ≤ Md̂(cow∗(K), Z) para todo subespacio Z ⊂ X∗ y todo
subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗?

(3) Si X tiene una copia de `1, ¿hay en X∗ algún subespacio cerrado Z ⊂ X∗ y algún
subconjunto w∗-compacto K ⊂ Z tal que cow∗(K) \ Z 6= ∅?
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Vamos a probar que las preguntas (1) y (3) tienen respuesta afirmativa y la (2)
negativa. Usaremos la siguiente terminoloǵıa:

(a) Un espacio de Banach X pertenece a la clase CM (abrev., X ∈ CM ) para cierto
1 ≤ M < ∞, si para todo subespacio Y ⊂ X∗ y todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗

se tiene que d̂(cow∗(K), Y ) ≤ Md̂(K,Y ).

(b) Se dice que X pertenece a la clase C∞ (abrev., X ∈ C∞) si X /∈ CM para toda
1 ≤ M < ∞.

Vamos a ver que, de hecho,

(1) la clase C1 verifica C1 = CM , 1 ≤ M < ∞, y además coincide con la clase de los
espacios de Banach que carecen de copias de `1.

(2) la clase C∞ es la clase de los espacios de Banach conteniendo copias de `1. De
hecho, un espacio de Banach X satisface X ∈ C∞ sii existen un subconjunto w∗-compacto
K ⊂ X∗ y un subespacio cerrado Y ⊂ X∗ tal que K ⊂ Y pero cow∗(K) * Y .

Proposición 8.4. Sea X un espacio de Banach y fijemos un subconjunto w∗-compacto
K ⊂ X∗. Los siguientes asertos son equivalentes:

(1) d̂(K, Y ) = d̂(cow∗(K), Y ) para todo subespacio (af́ın) Y ⊂ X∗.

(2) d̂(K, Y ) = d̂(cow∗(K), Y ) para todo semi-espacio (af́ın) cerrado Y ⊂ X∗.

(3) cow∗(K) ⊂ Y para todo semi-espacio (af́ın) cerrado Y ⊂ X∗ tal que K ⊂ Y .

(4) d̂(K, C) = d̂(cow∗(K), C) para todo subconjunto convexo cerrado C ⊂ X∗.

(5) cow∗(K) ⊂ C para todo subconjunto convexo cerrado C ⊂ X∗ tal que K ⊂ C.

(6) cow∗(K) = co(K).

Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos que existan un semi-espacio af́ın cerrado Y ⊂ X∗

y dos números reales a, b > 0 tales que

d̂(K,Y ) < a < b < d̂(cow∗(K), Y ).

Sea H el hiperplano cerrado asociado a Y y elijamos ψ ∈ S(H⊥(X∗∗)) tal que |〈ψ, u〉| =
d(u,H) para todo u ∈ X∗. Supongamos que

Y = {u ∈ X∗ : 〈ψ, u〉 ≤ c}
para cierto c ∈ R. Por tanto 〈ψ, u〉 < c + a, para todo u ∈ K. Sin embargo existe
z0 ∈ cow∗(K) tal que 〈ψ, z0〉 > c + b. Sea d = inf{〈ψ, u〉 : u ∈ K} y consideremos el
subespacio af́ın cerrado H0 = {u ∈ X∗ : 〈ψ, u〉 = d}. Entonces d̂(K, H0) ≤ c+a−d pero
d̂(cow∗(K),H0) ≥ d(z0,H0) > c + b− d, lo que contradice (1).

(2) ⇒ (3). Esto es obvio.

(3) ⇒ (4). Supongamos que existan un subconjunto convexo cerrado C ⊂ X∗ y dos
números reales a, b > 0 tal que

d̂(K,C) < a < b < d̂(cow∗(K), C).
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Cojamos z0 ∈ cow∗(K) tal que d(z0, C) > b. Sea C0 = C + aBX∗ . Observemos que C0 es
un subconjunto convexo cerrado de X∗ tal que K ⊂ C0 pero z0 /∈ C0. Aśı que podemos
hallar ψ ∈ X∗∗ tal que

sup{〈ψ, u〉 : u ∈ C0} < η0 < 〈ψ, z0〉

para cierto η0 ∈ R. Por tanto, si Y = {u ∈ X∗ : 〈ψ, u〉 ≤ η0}, entonces Y es un semi-
espacio af́ın cerrado de X∗ verificando K ⊂ Y pero cow∗(K) * Y (porque z0 /∈ Y ), lo
que contradice (3).

(4) ⇒ (5), (5) ⇒ (6) y (6) ⇒ (1) son obvios. ¥

Si X es un espacio de Banach y K ⊂ X∗ es un subconjunto w∗-compacto, es bien
conocido que ∅ 6= Ext(cow∗(K)) ⊂ K. Definimos el conjunto Ext(K) de los puntos
extremos de K de modo que Ext(K) := Ext(cow∗(K)).

Proposición 8.5. Para un espacio de Banach X, los siguientes asertos son equivalentes:

(1) X carece de copias de `1.

(2) cow∗(K) = co(Ext(K)) para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗.

(3) cow∗(K) = co(K) para todo subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗.

(4) cow∗(K) ⊂ C para todo subconjunto convexo cerrado C ⊂ X∗ y todo subconjunto
w∗-compacto K ⊂ C.

(5) d̂(K, C) = d̂(cow∗(K), C) para todo subconjunto convexo cerrado C ⊂ X∗ y todo
subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗.

(6) cow∗(K) ⊂ Y para todo semi-espacio (af́ın) cerrado Y ⊂ X∗ y todo subconjunto
w∗-compacto K ⊂ Y .

(7) d̂(K,Y ) = d̂(cow∗(K), Y ) para todo semi-espacio (af́ın) cerrado Y ⊂ X∗ y todo
subconjunto w∗-compacto K ⊂ X∗.

(8) d̂(K, Y ) = d̂(cow∗(K), Y ) para todo subespacio (af́ın) Y ⊂ X∗ y todo subconjunto
w∗-compacto K ⊂ X∗, es decir, X ∈ C1.

(9) X ∈ CM para algún 1 ≤ M < ∞.

(10) cow∗(K) ⊂ Y para todo subespacio (af́ın) cerrado Y ⊂ X∗ y todo subconjunto
w∗-compacto K ⊂ Y .

Demostración. (1) ⇔ (2). Esto es el clásico resultado de Haydon [30].

(2) ⇒ (3). Esto es obvio.

(3) ⇔ (4) ⇔ (5) ⇔ (6) ⇔ (7) ⇔ (8). Esto es la Proposición 8.4.

(8) ⇒ (9) y (9) ⇒ (10) son obvios.
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(10) ⇒ (1). Supongamos que X contiene una copia Y ⊂ X de `1. Sea T : `1 → X el
correspondiente isomorfismo tal que T (`1) = Y . Entonces T ∗ : X∗ → `∞ es un operador
sobreyectivo. Es fácil construir en `∞ un subespacio cerrado Z y un subconjunto K ⊂ Z
w∗-compacto tales que cow∗(K) \ Z 6= ∅. Por ejemplo, si q : `1 → C([0, 1]) es un
cociente, entonces q∗ : (C([0, 1]))∗ = MR([0, 1]) → `∞ es un isomorfismo entre el espacio
MR([0, 1]) de las medidas de Radon sobre [0, 1] y su imagen q∗(MR([0, 1])). Basta coger
Z := q∗(`1([0, 1])) (siendo `1([0, 1]) el subespacio de MR([0, 1]) formado por las medidas
puramente atómicas) y K := q∗(H) siendo H := {δt : t ∈ [0, 1]} y δt la probabilidad
delta de Dirac que tiene masa 1 sobre el punto t. Observemos que cow∗(K) \ Z 6= ∅
porque en MR([0, 1]) = (C([0, 1]))∗ se tiene que cow∗(H) es el conjunto P1([0, 1]) de
todas las probabilidades Borel sobre [0, 1], que verifica P1([0, 1]) \ `1([0, 1]) 6= ∅.

Sea W = (T ∗)−1(K)∩ (‖T−1‖ ·BX∗), que es un subconjunto w∗-compacto de X∗ tal
que T ∗(W ) = K (observemos que (T ∗)−1(k) ∩ (‖T−1‖ · BX∗) 6= ∅, para todo k ∈ K), y
denotemos E := (T ∗)−1(Z) ⊂ X∗. Claramente W ⊂ E pero cow∗(W ) * E porque, si
cow∗(W ) ⊂ E, entonces

cow∗(K) = T ∗(cow∗(W )) ⊂ T ∗(E) = Z,

lo que no es cierto. ¥

8.3 Clausura y distancia en RI

Todos los espacios topológicos en esta sección serán Hausdorf y completamente
regulares. Sea (H, TH) un espacio topológico, I un conjunto y ϕ : I → H una aplicación
tal que ϕ(I) = H. En esta sección abandonamos la convexidad y estudiamos en RI

ciertas situaciones en las que la distancia d̂(W τp
, C(H)ϕ) está controlada por la distancia

d̂(W,C(H)ϕ), siendo W ⊂ RI un subconjunto de RI y τp la topoloǵıa de convergencia
puntual sobre I. La “distancia” en RI a que nos referimos se define como d(f, g) :=
sup{|f(i)− g(i)| : i ∈ I}, ∀f, g ∈ RI , y puede ser +∞. El siguiente resultado se debe a
Asanov y Velichko (ver [3, pg. 106]).

Proposición 8.6. (Asanov y Velichko). Sean X un espacio topológico numerablemente
compacto y F ⊂ C(X) un subconjunto τp-acotado en C(X) (es decir, toda aplicación
τp-continua f : C(X) → R está acotada en F ). Entonces la τp-clausura F

τp de F en RI

es un τp-compacto que verifica F
τp ⊂ C(X).

Este resultado tiene numerosas consecuencias, entre ellas el siguiente clásico teorema
de Grothendieck.

Proposición 8.7. (Teorema de Grothendieck) Sean X un espacio topológico numer-
ablemente compacto y F ⊂ C(X) un subconjunto numerablemente compacto en C(X)
para la topoloǵıa τp. Entonces la τp-clausura F

τp de F en C(X) es un τp-compacto.
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En lo que sigue damos una generalización cuantitativa del resultado de Asanov y
Velichko. Recordemos que

(1) H es numerablemente compacto si de todo recubrimiento abierto contable {Un :
n ≥ 1} de H se puede extraer un subrecubrimiento finito de H. Esto es equivalente a
cualquiera de los siguientes asertos: (i) toda familia A ⊂ H con |A| ≥ ℵ0 tiene en H un
punto de acumulación; (ii) toda secuencia {hn : n ≥ 1} ⊂ H tiene en H un punto ĺımite
o de aglomeración.

(2) Si τ es un cardinal infinito, se dice que H es τ -compacto si de todo τ -recubrimiento
abierto {Ui : i < τ} de H se puede extraer un subrecubrimiento finito de H. Esto es
equivalente a decir que toda familia A ⊂ H con |A| ≥ τ tiene en H un punto de
acumulación. Aśı que H es numerablemente compacto sii es ℵ0-compacto.

(3) La tensión (tightness) t(H) de H es el menor cardinal infinito τ tal que para
todo subconjunto A ⊂ H y todo punto x ∈ A, existe un subconjunto B ⊂ A verificando
|B| ≤ τ y x ∈ B.

Proposición 8.8. Sean I un conjunto, H un espacio topológico normal y numerable-
mente compacto, ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H y W ⊂ RI un subconjunto
numerablemente compacto con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual τp en
I. Entonces

d̂(W τp
, C(H)ϕ) ≤ 4d̂(W,C(H)ϕ).

Demostración. En caso contrario, podemos hallar algún f0 ∈ W
τp tal que

d(f0, C(H)ϕ) > b > 4a > 4d̂(W,C(H)ϕ).

Puesto que d(f0, C(H)ϕ) > b, por Proposición 6.2 existe h0 ∈ H tal que para todo
V ∈ Vh0 existen iV , jV ∈ ϕ−1(V ) con f0(iV ) − f0(jV ) > 2b. Por tanto, si i0 ∈ I
satisface ϕ(i0) = h0, para todo V ∈ Vh0 ó bien f0(iV ) − f0(i0) > b ó bien f0(i0) −
f0(jV ) > b, de donde obtenemos que para alguna base V1 ⊂ Vh0 de entornos de h0

ó bien f0(iV )− f0(i0) > b, ∀V ∈ V1, ó bien f0(i0)− f0(jV ) > b, ∀V ∈ V1. Supongamos
que f0(iV ) − f0(i0) > b, ∀V ∈ V1 (el otro caso es análogo). Cojamos ε > 0 tal que
b > 4a+3ε y denotemos A := {iV : V ∈ V1} y sean U,G los subconjuntos de R definidos
como

U =
◦
B(f0(i0); 2a + ε), G = R \B(f0(i0); 4a + 2ε).

Claramente U ∩G = ∅, f0(i0) ∈ U y f0(A) ⊂ G.

Etapa 1. Elegimos f1 ∈ W tal que |f1(i0) − f0(i0)| < ε. Como d(f1, C(H)ϕ) < a,
podemos hallar g1 ∈ C(H) tal que sup{|f1(i)− g1 ◦ ϕ(i)| : i ∈ I} < a. Puesto que g1 es

continua y |f1(i0)− g1 ◦ ϕ(i0)| < a, existe V1 ∈ V1 tal que g1(V1) ⊂
◦
B(f0(i0); a + ε), de

donde obtenemos que f1(ϕ−1(V1)) ⊂ U .

Etapa 2. Elegimos i1 ∈ ϕ−1(V1)∩A (por ejemplo, i1 = iV1) tal que f0(i1)−f0(i0) > b,
de donde f0(i1) ∈ G. Sea f2 ∈ W tal que |f2(i) − f0(i)| < ε para i = i0, i1. Entonces
f2(i1) − f0(i0) > 4a + 2ε y, por tanto, f2(i1) ∈ G. Sea g2 ∈ C(H) tal que sup{|f2(i) −
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g2 ◦ ϕ(i)| : i ∈ I} < a. Entonces |f0(i0)− g2 ◦ ϕ(i0)| < a + ε y por continuidad podemos

hallar V2 ∈ V1 tal que V2 ⊂ V1 y g2(V2) ⊂
◦
B(f0(i0), a + ε), de donde obtenemos que

f2(ϕ−1(V2)) ⊂ U .

Etapa 3. Elegimos i2 ∈ ϕ−1(V2)∩A (por ejemplo, i2 = iV2) tal que f0(i2)−f0(i0) > b,
de donde f0(i2) ∈ G. Sea f3 ∈ W tal que |f3(i)− f0(i)| < ε para i = i0, i1, i2. Entonces
f3(j) − f0(i0) > 4a + 2ε y, por tanto, f2(j) ∈ G para j = i1, i2. Sea g3 ∈ C(H) tal que
sup{|f3(i)−g3◦ϕ(i)| : i ∈ I} < a. Entonces |f0(i0)−g3◦ϕ(i0)| < a+ε y por continuidad

podemos hallar V3 ∈ V1 tal que V3 ⊂ V2 y g3(V3) ⊂
◦
B(f0(i0), a+ ε), de donde obtenemos

que f3(ϕ−1(V3)) ⊂ U .

Ahora procedemos por reiteración. Sea z0 ∈ H un punto ĺımite de la familia {ϕ(in) :
n ≥ 1} ⊂ H y sea j0 ∈ I tal que ϕ(j0) = z0 (aqúı usamos que H es numerablemente
compacto). Como ϕ(in) ∈ Vn ⊂ Vn ⊂ Vn−1, obtenemos que z0 ∈

⋂
n≥1 Vn =

⋂
n≥1 Vn.

Puesto que W es numerablemente compacto, existe un punto ĺımite w ∈ W de la familia
{fn : n ≥ 1}.

Aserto. Oscϕ(w, z0) ≥ 2a + ε.

En efecto, sea V ∈ Vz0 . Entonces:

(I) Puesto que fn(ϕ−1(Vn)) ⊂ U , tenemos que fn(ϕ−1(
⋂

k≥1 Vk)) ⊂ U, ∀n ≥ 1.
Aśı que fn(j0) ∈ U, ∀n ≥ 1, (porque ϕ(j0) = z0 ∈

⋂
k≥1 Vk, esto es, j0 ∈ ϕ−1(

⋂
k≥1 Vk))

de donde obtenemos que w(j0) ∈ U .

(II) Del hecho fn(ik) ∈ G para 1 ≤ k < n, obtenemos que w(ik) ∈ G, ∀k ≥ 1.

Como z0 ∈ {ϕ(ik) : k ≥ 1} y V ∈ Vz0 , se tiene que ϕ(im) ∈ V para algún m ∈ N.
Aśı que w(im)− w(j0) ≥ 2a + ε y esto implica que Oscϕ(w, z0) ≥ 2a + ε.

Por tanto d(w,C(H)ϕ) ≥ 1
2Oscϕ(w, z0) ≥ a + ε

2 . Como w ∈ W y d̂(W,C(H)ϕ) < a,
llegamos a una contradicción que completa la prueba. ¥

Proposición 8.9. Sean I un conjunto, H un espacio topológico normal y numerable-
mente compacto, ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H y W ⊂ RI un subconjunto
numerablemente compacto con respecto a la topoloǵıa τp de la convergencia puntual en
I. Entonces, si W ∩ C(H)ϕ es τp-denso en W , tenemos que

d̂(W τp
, C(H)ϕ) ≤ 2d̂(W,C(H)ϕ).

Demostración. En otro caso, podemos hallar algún f0 ∈ W
τp tal que

d(f0, C(H)ϕ) > b > 2a > 2d̂(W,C(H)ϕ).

Puesto que d(f0, C(H)ϕ) > b, existe h0 ∈ H tal que para todo V ∈ Vh0 existen iV , jV ∈
ϕ−1(V ) con f0(iV )−f0(jV ) > 2b. Por tanto, si i0 ∈ I satisface ϕ(i0) = h0, entonces para
todo V ∈ Vh0 ó bien f0(iV )− f0(i0) > b ó bien f0(i0)− f0(jV ) > b, de donde obtenemos
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que para alguna base V1 ⊂ Vh0 de entornos de h0 ó bien f0(iV )− f0(i0) > b, ∀V ∈ V1,
ó bien f0(i0)− f0(jV ) > b, ∀V ∈ V1. Supongamos que f0(iV )− f0(i0) > b, ∀V ∈ V1 (el
otro caso es análogo). Cojamos ε > 0 tal que b > 2a + 3ε y denotemos

A = {iV : V ∈ V1}, U =
◦
B(f0(i0), ε), G = cB(f0(i0), 2a + 2ε).

Claramente U ∩G = ∅, f0(i0) ∈ U y f0(A) ⊂ G.

Etapa 1. Elegimos g1 ∈ C(H) tal que g1 ◦ ϕ ∈ W y |g1 ◦ ϕ(i0)− f0(i0)| < ε. Puesto
que g1 es continua y |g1 ◦ ϕ(i0)− f0(i0)| < ε, existe V1 ∈ V1 tal que g1(V1) ⊂ U .

Etapa 2. Elegimos i1 ∈ ϕ−1(V1)∩A (por ejemplo, i1 = iV1) tal que f0(i1)−f0(i0) > b,
de donde f0(i1) ∈ G. Sea g2 ∈ C(H) tal que g2 ◦ ϕ ∈ W y |g2 ◦ ϕ(i) − f0(i)| < ε para
i = i0, i1. Entonces g2 ◦ ϕ(i1) − f0(i0) > b − ε > 2a + 2ε y, por tanto, g2 ◦ ϕ(i1) ∈ G y
g2 ◦ ϕ(i0) ∈ U . Por continuidad podemos hallar V2 ∈ V1 tal que V2 ⊂ V1 y g2(V2) ⊂ U .

Etapa 3. Elegimos i2 ∈ ϕ−1(V2)∩A (por ejemplo, i2 = iV2) tal que f0(i2)−f0(i0) > b,
de donde f0(i2) ∈ G. Sea g3 ∈ C(H) tal que g3 ◦ ϕ ∈ W y |g3 ◦ ϕ(i) − f0(i)| < ε para
i = i0, i1, i2. Entonces g3 ◦ ϕ(j) − f0(i0) > b − ε > 2a + 2ε, g3 ◦ ϕ(j) ∈ G, j = i1, i2, y
g3 ◦ ϕ(i0) ∈ U . Por continuidad podemos hallar V3 ∈ V1 tal que V3 ⊂ V2 y g3(V3) ⊂ U .

Ahora procedemos por reiteración. Sea z0 ∈ H un punto ĺımite de la familia {ϕ(in) :
n ≥ 1} ⊂ H y sea j0 ∈ I tal que ϕ(j0) = z0. Como ϕ(in) ∈ Vn ⊂ Vn ⊂ Vn−1, obtenemos
que z0 ∈

⋂
n≥1 Vn =

⋂
n≥1 Vn. Puesto que W es numerablemente compacto, existe un

punto ĺımite w ∈ W de la familia {gn ◦ ϕ : n ≥ 1}.
Aserto. Oscϕ(w, z0) ≥ 2a + ε.

En efecto, sea V ∈ Vz0 . Entonces:

(I) Puesto que gn(Vn) ⊂ U , se tiene que gn(
⋂

k≥1 Vk) ⊂ U, ∀n ≥ 1. Aśı que gn◦ϕ(j0) ∈
U, ∀n ≥ 1, (porque ϕ(j0) = z0 ∈

⋂
k≥1 Vk, esto es, j0 ∈ ϕ−1(

⋂
k≥1 Vk)), de donde

obtenemos que w(j0) ∈ U .

(II) Del hecho gn ◦ ϕ(ik) ∈ G para 1 ≤ k < n, obtenemos que w(ik) ∈ G, ∀k ≥ 1.

Como z0 ∈ {ϕ(ik) : k ≥ 1} y V ∈ Vz0 , se tiene que ϕ(im) ∈ V para cierto m ∈ N.
Aśı que w(im)− w(j0) ≥ 2a + ε y esto implica que Oscϕ(w, z0) ≥ 2a + ε.

Por tanto d(w,C(H)ϕ) ≥ 1
2Oscϕ(w, z0) ≥ a + ε

2 . Como w ∈ W y d̂(W,C(H)ϕ) < a,
obtenemos una contradicción lo que completa la prueba. ¥

Proposición 8.10. Sean I un conjunto, H un espacio topológico normal con t(H) ≤ ℵ0,
ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H y W ⊂ RI un subconjunto numerablemente
compacto con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual τp en I. Entonces se
tiene

d̂(W τp
, C(H)ϕ) = d̂(W,C(H)ϕ).
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Demostración. En otro caso existen un subconjunto numerablemente compacto W ⊂
RI , dos números reales a, b > 0 y un punto f0 ∈ W

τp tales que

d̂(W,C(H)ϕ) < a < b < d(f0, C(H)ϕ).

Como b < d(f0, C(H)ϕ) = Oscϕ(f0) (por ser H normal), existe k0 ∈ H tal que
1
2Oscϕ(f0, k0) > b. Sean f1(k0), f2(k0) como en Caṕıtulo 6, esto es

f1(k0) = inf{sup(f0(ϕ−1(V ))) : V ∈ Vk0} y

f2(k0) = sup{inf(f0(ϕ−1(V ))) : V ∈ Vk0}.

Observemos que para todo V1, V2 ∈ Vk0 se tiene

sup(f0(ϕ−1(V1))) ≥ f1(k0) ≥ f2(k0) ≥ inf(f0(ϕ−1(V2))).

Hay tres casos a considerar

(I) Supongamos que −∞ ≤ f2(k0) < f1(k0) ≤ +∞. Entonces f1(k0)− f2(k0) > 2b y
para todo V ∈ Vk0 , podemos elegir iV , jV ∈ ϕ−1(V ) tal que f0(iV1)− f0(jV2) > 2b para
todo V1, V2 ∈ Vk0 . Puesto que k0 ∈ {ϕ(iV ) : V ∈ Vk0} ∩ {ϕ(jV ) : V ∈ Vk0} y t(H) ≤ ℵ0,
existen {in : n ≥ 1} ⊂ {iV : V ∈ Vk0} y {jn : n ≥ 1} ⊂ {jV : V ∈ Vk0} tales
que k0 ∈ {ϕ(in) : n ≥ 1} ∩ {ϕ(jn) : n ≥ 1}. En particular, observemos que para todo
V ∈ Vk0 existen m, n ∈ N tales que im, jn ∈ ϕ−1(V ) y f0(im)− f0(jn) > 2b. Denotemos
I0 = {in, jn : n ≥ 1} y consideremos la restricción canónica R : RI → RI0 . Puesto
que |I0| ≤ ℵ0 y W es numerablemente compacto, R(W ) es un subconjunto compacto
de RI0 . Aśı que existe g ∈ W tal que R(g) = R(f0). Por tanto para todo V ∈ Vk0 e
im, jn ∈ ϕ−1(V ) se tiene

sup g(ϕ−1(V ))− inf g(ϕ−1(V )) ≥ g(im)− g(jn) =
= f0(im)− f0(jn) > 2b,

de donde obtenemos que 1
2Oscϕ(g) ≥ b. Por otra parte, puesto que g ∈ W , se tiene

1
2Oscϕ(g) = d(g, C(H)ϕ) < a < b. Aśı que obtenemos una contradicción en este caso.

(II) Supongamos que f1(k0) = +∞ = f2(k0). En este caso la expresión f1(k0)−f2(k0)
no tiene sentido y se requiere un argumento diferente al del caso (I).

Para cada V ∈ Vk0 elegimos arbitrariamente iV ∈ ϕ−1(V ) y observamos que f0(iV ) →
+∞ cuando V ∈ Vk0 . Ya que k0 ∈ {ϕ(iV ) : V ∈ Vk0} y t(H) ≤ ℵ0, existe una familia
{in : n ≥ 1} ⊂ {iV : V ∈ Vk0} tal que k0 ∈ {ϕ(in) : n ≥ 1}. Observemos que para
todo V ∈ Vk0 y M < +∞ existe n ∈ N con in ∈ ϕ−1(V ) y f0(in) > M . Denotemos
I0 = {in : n ≥ 1} y sea R : RI → RI0 la restricción canónica tal que R(W ) es un
subconjunto compacto de RI0 . Cojamos g ∈ W tal que R(g) = R(f0). Puesto que g ∈ W
y d̂(W,C(H)ϕ) < a, existe h ∈ C(H) tal que sup{|g(i)− h ◦ ϕ(i)| : i ∈ I} < a. Aśı que
para todo V ∈ Vk0 y M < +∞ existe n ∈ N con in ∈ ϕ−1(V ) y h ◦ ϕ(in) > M , lo que
es falso porque h es continuo y, por tanto, localmente acotado.
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(III) Sea f1(k0) = −∞ = f2(k0). Este caso es análogo al caso (II).
¥

Proposición 8.11. Sean τ un cardinal infinito, I un conjunto, H un espacio topológico
normal con t(H) ≤ τ , ϕ : I → H una aplicación tal que ϕ(I) = H y W ⊂ RI un
subconjunto τ -compacto con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual τp en I.
Entonces se tiene

d̂(W τp
, C(H)ϕ) = d̂(W,C(H)ϕ).

Demostración. Esta prueba es análoga a la de la Proposición 8.10. ¥
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