ANALISIS FUNCIONAL. HOJA N. 1

1.- Sea X un en. Prueba que:

1. Si A C X es convexo, A es convexo.

2. Si A C X es finito, co(A) es compacto.

3. Si A, B C X son compactos, A+ B es compacto.

4. Si A, B C X verifican que A es compacto y B cerrado, A+ B es
cerrado.

5. Si A C X, entonces A es precompacto y completo sii A es
compacto.

2.- Sea X eB. Prueba que si A C X es compacto, ¢o(A) es compacto.

3.- Sean X eny A, B C X. Prueba que: (a) A = Ny>1(A+ £Bx);
(b) co(A+ B) = co(A) +co(B) ; (c) A, B convexos = A+ B convexo;
(d) co(A) +co(B) C co(A + B).

4.- Sean X en,a € X y A € K\ {0}. Probar que: (i) p: X - X
tq ¢(z) = = + a es un homeomorfismo; (ii) ¢ : X — X tq ¢(x) = Az

es un isomorfismo; (iii) X es homeomorfo a B(0;1).

5.- Sean X eBy A = {x,}n>0 tq ,, — 29 = 0. Prueba que A es
compacto y que ¢o(A) = {350 M®n 1 0 < Ay < 1,350 A = 1}

6.- Dibuja la bola unidad de ¢, ¢, ¢, 0@ 6(12/)2

7.- Prueba que (C([0,1]),]|.]1), donde [[f|L = Jy [f(t)ldt, Vf €
C([0,1]), es un en no completo. Deduce de aqui que las normas ||.||; y
||.]l no son equivalentes

8.- Comprueba que ¥(z,y) = (|z|P + |y|P)/?, 0 < p < 1, no es una
norma en K2

9.- Prueba que cyy (=ev de las sucesiones de escalares eventualmente
nulas) es denso en ¢y y £,, 1 < p < 00, pero no en /n.

10.- Sean X evy {y;}"y C X'. Probar que N, Ker(y;) C Ker(yo)
sii yo es combinacién lineal de {y; } ;.

11.- (Reciproco de la desigualdad de Holder). Sean p,q > 0, ¢ >0
tq %—i—% = 1. Prueba que si f € L,(1) y | [ fgdu| < ¢, Vg € L,(p) con
lglly < 1, entonces || f]|, < c.



12.- Muestra que {n - 1[0,1/n]}n21 converge puntualmente a 0 ctp,
pero no converge en norma en L,([0,1]), 1 < p < oco.

13- Sea {fubnzo C Lp(t) 14 o [lfo — foll, < c0. Probar que
fn = foenlanorma | - |, y que f, = fo puntualmente ctp.

14.- Sea L,(R) := L,(R, %, ), 1 < p < 00, donde p es la medida de
Lebesgue. Probar que:

(a) El subespacio de L,(R) generado por las funciones caracteristicas
1,, J C R intervalo finito, es denso en L,(R), 1 < p < 0.

(b) El subespacio Cyp(R) C L,(R) de las funciones continuas con
soporte compacto es denso en L,(R), 1 <p < oo.

15.- (a) Sean p medida finitay 1 < p; < ps. Prueba que la inclusién
canodnica i : Ly, (1) = Ly, (1) es continua.
(b) Sean p medida arbitraria y 1 < p; < p < py. Prueba que

L, (1) N Ly, (1) C Lyp(p1).

16.- (a) Sean Y = {(z,0) e R*: 2z € R} y f: Y — R tq f(x,0) = .
Halla extensiones lineales de f a R? que conserven la norma ||.||1, [|.]|2
Y |- lloo-

(b) Idem para Y = {(z,z) e R? : x € R} y f(z,z) = z.

(c) Idem para Y = {(z,—x) e R*: 2 € R} y f(x, —x) = .

17.- Sean X, Y eny f: X — Y aplicacion lineal. Prueba que f
es continua sii f transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de
Cauchy.

18.- Sea E un ev de dimensién infinita y {e; };c; una base algebraica
de F.

(a) Para cada = = Y ;c; x;e; (ndtese que sélo hay un nimero finito
de términos no nulos) se define ||z||; = Yicr|zil, 7]l = max{|z;] :
i € I}. Prueba que son normas no equivalentes para las que E no es
completo.

(b) Si ||.]| es una norma arbitraria sobre E, probar que existe siempre
una aplicacién lineal no continua de (£, ||.||) en K.

19.- (a) Sea f : coo = K tq f(z) = X1 %xn. Estudia si f es
continua y calcula || f||, si procede, con las normas ||.||1, ||.]l2 ¥ [|-]/cc-
(b) Idem para f : cop — £ tq f(z) = (Q%xn)nzl.



ANALISIS FUNCIONAL. HOJA N. 2

1.- Sean = = {Zn}n>0, ¥ = {Un}n>o € {1 y definamos z -y = 2
tq zn = Yp_o TkYn—k. Prueba que (¢q,].]]1) es un algebra unitaria y
conmutativa.

2.- Sea K métrico compacto y F' C C(K) equicontinuo. Prueba que
dado € >0, 30 > 0 tqsid(t,s) <9, t,s € K, entonces |f(t) — f(s)] <
e, VfeF.

3.- Sea (1 + )2 = ¥,50¢, - 2" con ¢, = (lf). Prueba que: (a)

Sonsolen] < 400; (b) Sipu(z) = 31 - (2 — 1)7, entonces p,(x)
converge uniformemente a |z| en [—1,1].

4.- Sea f(t) = €™ € (C([0,1]). Prueba que si A = 2A{1, f} (=

dlgebra cerrada generada por 1, f) entonces e 2™ ¢ A.

5.- Sea f € (5 (R) funcién continua periédica de periodo 27 y
par. Prueba que f puede aproximarse uniformemente por polinomios
trigonométricos conteniendo sélo cosenos.

6.- Sea ' € L(R™,R™) con matriz (a;;) y 1 < p,r < oo. Prueba
que la norma de T', considerado como elemento de E(Eé"), 20m)), verifica
1T < 3235 lagl.

7.- Sean M, N subespacios cerrados de un en X con dimM < N,.
Prueba que M + N es subespacio cerrado de X.

8.-Sean X, Y eny T € L(X,Y).

(a) Si inf{||Tz| : ||z|]| = 1, € X} > 0, prueba que T es un
isomorfismo topoldgico entre X y T'(X).

(b) Sean M = Ker(T) y q : X — X/M la aplicacién cociente.
Prueba que existe un unico operador inyectivo S € L(X/M,Y) tq
T=SoqylS|=|T]

9.- Sea K compacto. Un funcional ¢ € C(K) se dice que es positivo
sit ¢(f) >0,Vf e C(K)". Prueba que (1) ¢ positivo = ¢ continuo;
(2) Dos cualesquiera de las siguientes condiciones implica la tercera:

(i) ||¢]] = 1; (ii) ¢(1) =1 ; (iii) ¢ es positivo.

10.- (T. de Jensen) Sean (£2,3, i) espacio de probabilidad, f €
Li(11,R) y ¢ : R — R convexa (= continua). Prueba que ¢([, fdu) <

Jodo fdu.



11.- Sean f € L,(R), 1 < p < o0, a € R. Definamos f,(t) =
f(t —a), t € R. Prueba que f, € L,(R), ||full, = IIfll, v que si
a, — a, entonces f, — f, en la norma ||.||,.

12.- Sean f € Li(R), § > 0 y definamos f°(t) = %ffé f(t + u)du.
Prueba que: (a) f° es continua en R, f° € Li(R) v [l f°]l. < |Ifll1; (b)
f§5_>0f en la norma ||.||;.

I

13.- Sean c € [0,1] v, Vf € L1([0,1]), ¢.(f) = J5 f(t)dt. Prueba que
{¢c : ¢ € ]0,1]} es total en Ly([0,1]).

14.- Sea T et y denotemos por Co(T) = {f € C(T,R) : Ve > 0, {t €
T :|f(t)] > €} es compacto}. Prueba que:

(a) Co(T) es un algebra de Banach conmutativa tq, si A C Co(T)
es un subdlgebra que separa puntos de 17" y no se anula en 7', entonces
A = Cy(T).

(b) El subespacio generado por las funciones p(t)e™™, n € N, p
polinomio, es denso en C([0, +00)).

(c) Idem para el subespacio generado por las funciones p(t)e*”tQ, n e
N, p polinomio, en Cy(R).

15.- (a) Prueba que el ev {p(t)e™" : p polinomio} es denso en Cy([0, 00]).
(b) Prueba que el ev {p(t)e™" : p polinomio} es denso en Cy(R).

16.- Sea U : C([0,1]) — Rtq ¥(f) = for L\/’?dt. Estudia si ¥ es lineal
y continuo cuando se consideran en C([0, 1]) las normas || - ||1, || - ||oo-

17.- Sea B la bola unidad cerrada de C([0, 1]). Demostrar que: (a)

B es cerrado en (C([0,1]), ]| - |l1); (b) C([0,1]) = U2, nB; (c) B=10 (el
interior en (C([0,1]), || - ||1)-

18.- Sean F un en y T : F — K aplicacién lineal no constante.
Probar que T es sobre y abierta.

19.- Demostrar que si 1 < r < s < 0o, entonces la inclusién canénica
i: 0. — s es lineal y continua tq ||z||s < ||x||,. (Es i sobre? Mostrar
que Ngsp ls \ 4 £ 0, 1 <r < 0.



ANALISIS FUNCIONAL. HOJA N. 3

1.- Los momentos de f € Ly([0, 1]) son los ntimeros y, = [, - f(t)d.
Prueba que si f,g € Ly([0, 1]) tienen los mismos momentos, entonces

f =g ctp.
2.- Sea X un en tq X* es separable. Prueba que X es separable.

3.-Sean 1 < p < ooy P el conjunto de los polinomios de una
variable. Prueba que:

(a) P es denso en L »(I), siendo I C R un intervalo finito.

(b) Elev {p(t) - e p(t) € P} es denso en L,(]0,00)).

(c) Elev {p(t) - e : p(t) € P} es denso en L,(R).

4.- Prueba que Q no puede expresarse como interseccion de una
familia contable de abiertos de R.

5.- Sea X em completo tq X = U,>14,, A, € Cx. Probar que

[e)
Un>14,, es denso en X.

6.- Sea {\,},>1 una secuencia de escalares tq > on>1An * T, converge
V {z,}n>1 € co. Probar que {\,},>1 € ¢;.

7.- Sean X,Y eny T : X — Y aplicacién lineal. Prueba que T es
continua sii y* o T € X*, Vy* € Y*.

8.- Halla F C (cqo, || - |loo)* tq F no es acotada pero si puntualmente
acotada.

9.- Utiliza el T. de la aplicacién abierta para probar que si (@, )n>1, @y >
0, verifica 37,1 a, < +00, entonces I(Yn)n>1,Yn > 0, conlimsup, 5, Y =
+00 tq Dop>1 AnYn < +00.

10.- Sea X = {coo, || - |1} v consideremos los subespacios:
N={reX:zy=z3=125=..=0};
M={zxe€ X 2y =1y,2x3 = 14,305 = xg, ...}

Prueba que X = M @& N (suma directa) pero que la proyeccién sobre
M, alo largo de N, no es acotada.

11.- Sea (¢y)n>1,¢n > 0, secuencia de numeros. Prueba que la
condicion necesaria y suficiente para la existencia de nimeros b, > 0
2 _ -1 _

tq > >1 by - ¢ < +00 pero 3,5 by = 400, es que Y,5; ¢, = +00.



12.- (a) Prueba que: {z;};cs es sumable = {z;};c; es sumable, V.J C
I; (b) Prueba que: Y ;c;x; =2y T : X — Y es lineal y continuo =
YierlTx, =Tx.

13.- (a) Sea X un en tq dimX < ®,. Entonces Y ;c;z; es sumable
& Yier |lxi]| es sumable.

(b) Si Y ;cr@; es sumable, el conjunto {i € I : ||z;|| > €} es finito
para todo € > 0.

14.- Prueba que en C([0,1)): (i) < f,g >= S,s1n 2 f(tn).g(tn),

{tilns1 € QN [0,1]; (i) < f,g >= [3 f(t).9(t).dt son productos
escalares, para los que C([0, 1]) no es completo.

15.- Sea P, el espacio de los polinomios reales de grado < n. Prueba
que hay un tnico p € P, tq, Vf € P, [, f(t).dt = [y f(1).p(t).dt.

16.- (T. de Jordan) Prueba que la norma de un en X verifica la
identidad del paralelogramo sii deriva de un producto escalar.

17.- Prueba la férmula Y5, 1/n* = %2. [Sugerencia: usa que

{e"} ez es ortogonal maximal en Ly([0,27]) y la funcién u(t) = ¢].
18.- Sea X un en. Prueba que X es complementado en X***.

19.- Sea c el espacio de las sucesiones de escalares que tienen limite,
con la norma || - ||. Prueba que ¢* = /.

20.- Sea K un compacto. Prueba que son equivalentes : (i) K es
metrizable ; (ii) C'(K) es separable.

21.- Sea z,,(t) = sen(nt), t € [0,1]. Prueba que x,, — 0 en Ly([0, 1]),
pero que x, - 0 en norma.

22.- Sean X, Y eny T : X — Y lineal. Prueba que son equivalentes:
(1) , — 0 en norma en X = Tz, — 0 en norma en Y; (2) T es
continuo en las w-topologias; (3) 7" es acotado.

23.- Si X es e.B., prueba que X es separable sii (B(X*),w*) es
metrizable.

24.- Deduce de la ecuacién de Parseval que Zcoth(rms) = 3 ez sz



ANALISIS FUNCIONAL. HOJA N. 4

1.- Sean S, T € B(X) tq I — ST es invertible con inversa U. Prueba
que I — T'S es invertible con inversa I +TUS.

2.- (a) Sea H eH sobre Cy T € B(H) tq < Tx,x >= 0, Yz € H.
Prueba que T' = 0; (b) Mostrar con un ejemplo que (a) puede ser falso
si H es eH real.

3.-Sea X un eB y T € B(X). (a) Probar que, Vz € X,Va* € X*, la
funcién f(z) = 2*((T — zI)"'z), Vz € p(T), es analitica en p(T) y que
f(z) 7.0 (b) Deduce de aqui que o(T") # ), cuando K = C.

4.-Sea T € B(X). Prueba que |\ > ||[T]| — ||(AM-T)7!| < m

5.- Sean T' € B(E) y {\}n>1 C p(T) tq Ay — A. Prueba que
si la secuencia {R(A,,T)},>1 es acotada, entonces A € p(T') (aqui
R(A\,, T) = (NI —T)71).

6.- Sean {\,},>1 C Cy p € [1,00). Definimos un (candidato a ser)
operador 7' en ¢, poniendo T'(u)(n) = A,u(n), ¥n > 1. Probar que:

(1) T es operador lineal y continuo en ¢, sii la secuencia {\, }n>1 €s
acotada.

(2) Halla ev(T") y o(T") cuando T es continuo.

7.- Seap € [1,00] y definamos S : ¢, — £, tq Su(n) = u(n+1), Yn >
1.

(1) Probar que ev(S) ={A € K: || <1}, sip <oo,yev(S) ={\€
K: |\ <1}, sip=oc.

(2) Deducir que o(S) = {A € K: |A\| <1} en ambos casos.

8.- Sean H un e.H., {f,},>1 C H una familia ortonormal y {pt, }n>1 C
R tq g, — 0. Definimos, Vax € H:
Tx:Zun<x,fn>fn.
n>0

Prueba que T es un operador compacto autoadjunto en H.

9.- (A)SeaT : 0, =, 1<p<oo,tqTu(n)= \u(n) (operador
definido en Ej. 6). Probar que: (1) T es compacto < A, — 0; (b) Si
p =2, T es Hilbert-Schmidt sii 3,51 [An]? < 0.

(B) Sea S : ¢, = {,, 1 < p < o0, tq Su(n) = u(n + 1) (operador
definido en Ej. 7.) ;Es S compacto?

(C) Sea A, — 0. Hallar ev(T'S) y o(T'S).



10.- Sean H eH y T' € L(H). Prueba que T es compacto sii T es
compacto.

11.- Sean X, Y eB, T € L(X,Y) tq X es reflexivo. Prueba que son
equivalentes: (i) 7" es compacto; (ii) Toda sucesién {x,},>0 C X tq

x, — xq verifica que Tz, M Txg.

12.- (a) Prueba que /¢; tiene la propiedad de Schur, e.d. que toda

sucesion {x, }n>0 C ¢ tq x, — x¢ verifica que z,, | Xo.
(b) Prueba que ¢; no verifica la equivalencia de Ej. 11.

13.- Sean a,b € R, a < b, K € C([a,b]*) y a, 8 : [a,b] — [a,b]
continuas. Si f € C([a,b]), = € [a,b], definimos:
B(z)
Ti) = [ Ky) W)y
Prueba que T': C([a, b]) — C([a,b]) es lineal y compacto.

14.- Definimos T": C(][0, 1]) — C(]0, 1]) del siguiente modo:

T = [ Sy, vf € C(o1), o € o1

Prueba que T es compacto y calcula o (7).

15.- Sea X un eB que posee una secuencia de operadores de rango

finito {P,}n>1 € L(X) tq ||P|| <1y Pz 1§ x, Vx € X. Prueba que
: (1) X es separable; (ii) Si Y esun eBy T € L(Y, X) es compacto,
entonces T es limite en £(X,Y") de una sucesién de operadores de rango
finito.

16.- Definimos 7" : L,([0,1]) = L,([0,1]), 1 < p < oo, del siguiente
modo:

1-z
i@ = [ fwdy, ¥f € C(0.1)), va € [0,1]
Prueba que T' es compacto y calcula o (7).

17.- Sean E = L£,(]0,1]), 1<p<o0,6 E=C([0,1))yT:E—E
definido por:

Tf(e) = [ (e Ay) Iy, Vf € B, Vo € 0,1].

(a) Prueba que T'f(z) = [§yf(y)dy + = [} f(y)dy. (b) Prueba que T
es compacto. (c) Halla o(T).



