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Capitulo 1

Resumen de resultados basicos
previos

1.1. Diferenciacion. Funciones holomorfas

Definicion 1.1.1. Sean Q C C abierto, zg € Q y f : Q@ — C. Decimos que [ es
diferenciable (compleja) en zy sii existe:
f/(ZO) — lim f(Z) — f(ZO) )

Z—20 zZ— 20

Decimos que f es holomorfa en Q (abrev., f € H(Q)) sii existe f'(z), Vz € Q.

Proposiciéon 1.1.2. Sean Q2 C C abierto, zo € Qy f=u+iv:Q — C.

(A) Son equivalentes:
(A1) f es diferenciable (compleja) en z.
(A2) f es diferenciable (real) en zy y se verifican las ecs. de Cauchy-Riemann:

Je(20) + z'fy(ZO) =0 & ug(2)= Uy(ZO)’ uy(ZO) = —vz(20)

(B) Son equivalentes los siguientes asertos:

(B1) f € H().

(B2) f es diferenciable (real) en 2 + ecs. de Cauchy-Riemann.

(B3) Ezisten y son continuas en Q las derivadas parciales uy, Uy, vy, vy + ecs. de
Cauchy-Riemann.

(C) Se tiene que H(QY) C C(22,C) es un sub-dlgebra conmutativa unitaria tq si f €
H(Q), f(z) #0, Vz € Q, entonces 1/f € H().

(D) Sean Q1 C C abierto y Q£Q1£>(C holomorfas. Entonces h:=go f € H(Q) y se
verifica que Nz € Q, h'(z) = ¢'(f(2))f'(z) (regla de la cadena).
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(E) Sean Q1 C C abierto y Qi>(21£>(C tq g es holomorfa, f es continua, ¢'(z) #

0, Vze€Q, ygo f(z) =2, Vz € Q. Entonces f € H(Q) y f'(z) = g/(fl(z))-

1.2. Desarrollos en serie. Funciones analiticas

Una serie formal es una expresién del tipo A(X) := ano an - X™, en donde X es
un sfmbolo y a, € C. Si & = lim,, .o |a,|'/", €l radio de convergencia p(A) de A(X) es:
a”l si0<a< 4oo,
p(A) =<0, si o = 400,

400, si0=oa.
En relacién con la convergencia, la serie numérica A(z) = >, ~qa, - 2" verifica lo
siguiente:

1. En el conjunto {z € C: 0 < |z| < r < p(A)}, la serie A(z) converge absoluta y
uniformemente.

2. Si |z] > p(A), la serie A(z) diverge.

3. Si |z] = p(A), puede ocurrir de todo, siendo Ttiles los siguientes criterios:
Proposicién 1.2.1. (a)(Criterio de Picard) Si a, | 0, entonces la serie Y, ~qan - 2"
converge para |z| =1, z # 1,.

(b) (Criterio de Abel) Si existen ro, M > 0 tq |ay| - 1§ < M, ¥n > 1, entonces la

serie y <o an - 2" converge absoluta y uniformemente en {|z| <r <ro}.

Proposicién 1.2.2. Sea A(X) =), ~qan - X" una serie formal. Entonces:

1. A(z) € H(B(0; p(A)))-
2. SiDA(X) =3 _,>0 nan- X" ! es la serie formal derivada, entonces p(A) = p(DA)
y A'(2) = DA(z), Vz € B(0; p(A)).
3. A(z) € C®(B(0; p(A))) y AM(0) = n!-an, n=0,1,2,---.
Sean 2 C C abierto, 29 € Qy f: Q — C. Decimos que f es desarrollable en serie de
potencias en zo sil f(z) =350 an - (2 — 20)" en un entorno de zo.

Proposicion 1.2.3. Sean Q2 C C abierto, zo € Q y f,g: Q2 — C.
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1. Si f es desarrollable en serie en zg, entonces el desarrollo es unico y, en un entorno
de z, existen las derivadas sucesivas ™, ¥n > 1.

2. Si f,g son desarrollables en serie en zy, entonces: (i) f - g es desarrollable en zy;
(ii) f-g =0 en un entorno de zy sii f = 0 en un entorno de zo 6 g = 0 en un
entorno de z.

3. Si f es desarrollable en serie en zg, existe V. C € entorno de zy y existe h: V. — C
tal que h'(z) = f(2), Yz € V. Ademds h es unica, salvo adicion de constantes.

Sean 2 C C abierto, zp € Qy f: Q2 — C. Decimos que f es analitica en 2 (abrev.,
f € A(Q)) sii es desarrollable en serie en cada z € ().

Proposicion 1.2.4. Sean Q2 C C abierto y f,g: Q2 — C.

1. Si f € A(Q), entonces existen las derivadas sucesivas f™ y f € A(Q), Yn > 1.
En particular, A(Q) C H(Q).

2. A(Q) es un dlgebra conmutativa y unitaria, subdlgebra de H(2), y tal que si f €
A(Q) entonces % c AQ\ £710)).

3. Sean Q1 C C abierto y QLQliﬂC analiticas. Entonces go f € A(f).

1.3. Caminos y ciclos. La funcién indice

Un camino es un par {v,[a,b]} en donde [a,b] C R es un intervalo y v : [a,b] —
C es una aplicacion continua diferenciable con continuidad a trozos. Indicaremos por
v* = v([a, b]). Se dice que I es un ciclo sii I' es la suma de una familia finita de caminos
cerrados I' = y1 +y2 + - - - + Yy, es decir, [ =17 U3 U--- U~} y para toda f: I = C
continua [ f(2) -dz =371, [ f(2) - dz.

Si T es un ciclo y 2 = C\ I'" la funcién indice respecto de I' es la aplicacién

Indpr : Q — CtqVz e Q:
1 d
Indr(z) = / v
r

omi Jrw—z

Recordemos que Indp € C(2\ I'*,Z), es constante en cada componente conexa de
Q\ I'" y nula en la componente no acotada.
1.4. El Teorema local de Cauchy

Proposicién 1.4.1. Sea Q C C abierto, v* C Q camino cerrado y f € H(RQ) tq ' €
C(Q,C). Entonces f,y f'(z)-dz=0.



6 CAPITULO 1. RESULTADOS BASICOS

Proposicién 1.4.2. (T. de Cauchy para un tridngulo) Sean Q C C abierto, p € Q, f €
C(Q,C), feHQ\{p}) y A CQ un tridngulo cerrado. Entonces [,, f(z)-dz = 0.

Proposicién 1.4.3. (T. de Cauchy para un abierto convexo) Sean Q@ C C abierto
convezo, p € Q, f € H(Q\ {p}) N C(Q,C). Entonces existe F € H(Q) tq f(z) =
F'(z), Yz € Q, y para todo camino cerrado v* C Q se tiene que f,y f(z)-dz=0.

Proposicién 1.4.4. (Férmula de Cauchy para un abierto convezxo) Sean Q2 C C abierto
convexo, f € H(Q) y~* C Q camino cerrado. Entonces Vz € Q\ v*:

L[ f(w) )
f(2) - Ind(z) 57 [y o dw (Férmula de Cauchy)
Corolario 1.4.5. Sea Q) C C abierto. Entonces:
1. H(Q) = A(Q).
2. (T. de Morera) Sea f € C(Q,C) tal que [, f-dz =0 para todo tridngulo A C €.
Entonces f € H().

3. SeanpeQ, feC(Q,C)NH(Q\ {p}). Entonces f € H(N).

Proposicién 1.4.6. (Desigualdades de Cauchy) Sean a € C, 0 <r < R < oo, f €
H(B(a; R)) admitiendo en B(a; R) el desarrollo en serie f(z) = 3 socn- (2 —a)" y
M(r) = méx{|f(2)|: |z — a| = r}. Entonces:

M(r)

len] < o = 0,1,2,... (Desigualdades de Cauchy).

Corolario 1.4.7. 1. (T. de Liouville) Toda f € H(C) acotada es constante.

2. (T. Fundamental del Algebm) Todo polinomio de grado n tiene n ceros en C,
contado cada cero tantas veces como indique su multiplicidad.

1.5. Ceros de las funciones analiticas
Proposicién 1.5.1. (T. de los ceros de las funciones analiticas) Sea Q C C regidn,
feEHI) y Z(f) = £71(0). Entonces:

1. Si Z(f) NnQ#0, se tiene que Z(f) = Q.

2. SiZ(f)NQ =10, se tiene que |Z(f)| < Vo y para cada a € Z(f) existen m(a) € N
unico (que denominamos orden del cero de f en a) y g € H(Q) tq gla) # 0 y
f(z)=(z=a)™@ g(2), Vz € Q.

Proposicién 1.5.2. (Ppio. de identidad) Sean Q C C region, f,g € H(Q) y Z ={z €
Q:f(z)=g9(2)}. Si Z'NQ#0D, entonces f =g en .
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1.6. Teorema de Cauchy Global.

Proposicién 1.6.1. (T. de Cauchy Global) Sean 2 C C abierto, f € H(2) y I'* C Q
ciclo tq Indp(a) =0, Yo ¢ Q. Entonces:

(1) £(2) - Indr(z) = o [ 1% dw, vz e @\ T~

(2) | f(w) - dw=0

SiTo,T'1 son ciclos en Q tq Indp, (o) = Indr, (a), Ya ¢ Q, entonces:

(3) Jp, f(2) - dz= [, f(2)-d.

1.7. Series de Laurent

Una serie formal del tipo A(X) = 3" .y an - X", a, € C, recibe el nombre de serie
de Laurent. Adoptaremos la siguiente notacion:

p1(A) = radio de convergencia de A*(X) 1=} ~qa,- X",
PQ(A) = mn—)oo |a—n‘1/n-

SiQ={2z€C:0<ry<|z|<m}tyf:Q— C, decimos que f es desarrollable en
serie de Laurent en el anillo € sii existe una serie formal de Laurent A(X) = >/ a,- X"
con pa(A) <1z <11 < p1(A) tq, Vz € Q, f(z) = A(2).

Proposicién 1.7.1. Sean @ = {z € C: 0 < ra < [z <m}y f:Q — C. Son
equivalentes: (a) f es desarrollable en serie de Laurent en Q; (b) f € H(Q).

1.8. Singularidades aisladas

Si Q C C es un abierto, a € Qy f € H(Q\ {a}) decimos que f tiene en a una
singularidad aislada, que podra ser una singularidad evitable, un polo o una singularidad
esencial.

Proposicién 1.8.1. Sean Q C C un abierto, a € Q y f € H(Q\ {a}). Son equivalentes:
1. f tiene en a una singularidad evitable.

2. f es acotada en cierto anillo {z : 0 < |z —a|] < €} C Q.

Proposicién 1.8.2. Sean Q C C un abierto, a € Q y f € H(Q2\ {a}). Son equivalentes:

1. f tiene en a un polo de orden m.

2. Sidefinimos g(z) == (z—a)™- f(2), Vz € Q\{a}, entonces g € H(Q\{a}), lim,_,, g(z) #
0 y a es una singularidad evitable de g.



3. tiene en a un cero de orden m.

|~

Proposicién 1.8.3. (T. de Casoratti-Weierstrass) Sean @ C C un abierto, a € Q y
feH\ {a}). Son equivalentes:

1. f tiene en a una singularidad esencial.

2. Ye > 0 tq B(a;e) C Q se tiene que f(By(a;e)) es denso en C.

1.9. Residuos

Proposicién 1.9.1. (T. de los residuos) Sean ) C C abierto y f holomorfa en Q excepto
por singularidades aisladas S C Q. Si ™ C Q\ S es un ciclo tq Indr(a) =0, Va ¢ Q,

se tiene que:
1

2mi

/Ff(z) ~dz = ZRes(f;a) - Indr(a)

a€esS



Capitulo 2

Funciones meromorfas. Principio
del Argumento. Teorema de
Rouché. Teorema de Hurwitz

2.1. Introduccion

Comenzaremos este Capitulo haciendo varias observaciones de indole topoldgica.

Observaciones.

(1) Si G C C es un abierto y A C G wverifica que |A] > N1, entonces A’ NG # (.

En efecto, si A’ NG = 0, por cada = € G existe un entorno abierto V(z) tal que
reV(x) C Gy |AnV(x)] < Ny. Como C es hereditariamente Lindeldf, existe una
familia contable {x,, : n > 1} C G tal que G = |J,,5; V(). Por tanto

A=AnG=An(J V(@)= JANV(zn),

n>1 n>1
de donde sale que |A| < Vg. Hemos llegado a una contradiccién que prueba el enunciado.

(2) Consecuencias inmediatas de (1) son:

(21) Si A C C verifica que |A| > Ry, entonces A" # ().

(22) Sea G C C un abierto tal que A C G verifica A’ NG = (). Entonces

(i) |[A| <Rg y G\ A= G\ A es abierto.

(ii) Para todo a € A existe ¢, > 0 tal que B(a;e,) C G y AN Bla;seq) = {a}.

(8) Si 2 C C es una region (= abierto conexo) y A C Q wverifica |A| < Rg, entonces
Q\ A es conexo por caminos.

En efecto, probemos, en primer término, que, dados P,Q) € G, existen ¢ caminos
casi-disjuntos uniendo P con () dentro de G. Dos caminos se dicen casi-disjuntos si, a
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lo més, tienen en comun los puntos inicial y final. Fijemos P € GG y sea G p el conjunto
de los puntos de G, que pueden unirse con P mediante ¢ caminos casi-disjuntos dentro

de G.

(A) P € Gp. Como G es abierto, existe € > 0 tal que B(P,e) C I'. Ahora basta
considerar la familia de circunferencias Cy := {P+it+te® : § € [-m/2, 37]},t € [0,¢/2].

(B) Gp es abierto. Sea R € Gp y veamos que existe un r > 0 tal B(R,r) C Gp.
Hay dos casos a considerar:

Caso 1. Sea R = P. Sea € > 0 tal que B(P,¢) C GG. Tenemos que probar que todo
punto S € B(P,r) se puede unir con P mediante ¢ caminos casi-disjuntos dentro de
G. Si S = P, esto se hace en (A). Si S # P, sea u la mediatriz del segmento [P, S].
A continuacién unimos cada punto 7" de p N B(P,€) con Py S. Empalmando los dos
segmentos obtenidos se obtiene una familia de ¢ caminos casi-disjuntos (uno por cada
T € pN B(P,¢€)) dentro de G, que unen P con R. Por tanto B(P,e) C Gp.

Caso 2. Sea R # P. Elegimos r > 0 tal que P ¢ B(R,r) C G. Vamos a probar
que B(R,r) C Gp. Para ello fijamos S € B(R,r) y probamos que hay ¢ caminos casi-
disjuntos uniendo P con S dentro de G. Por hipétesis existen ¢ caminos (7;);<. casi-
disjuntos uniendo P con R dentro de G. Por cada i < ¢ sea T; :=primer punto en que
i toca a B(R,r). Obviamente los puntos (7;),<. estan en la esfera S(R,r) :={z € C:
|z—R| = r} y son distintos dos a dos. Sea ¢; el camino desde P a S obtenido empalmando
el tramo de ~; fuera de B(R, ) (es decir, hasta T; inclusive) con el segmento [T;, S]. Es
inmediato que (0;)i<. es una familia de ¢ caminos casi-disjuntos uniendo P con S dentro
de G. Por tanto S € Gp.

(C) G\ Gp es abierto. En efecto, sea R € G\ Gp. Naturalmente R # P y existe
r > 0 tal que P ¢ B(R,r) C G. Vamos a probar que B(R,r) C G \ Gp viendo que, si

S e Z%’ (R, ), no hay ¢ caminos casi-disjuntos uniendo P con S dentro de G. Supongamos
que si existen ¢ caminos (;)i<. casi-disjuntos uniendo P con S dentro de G. Por cada
i < ¢ sea T; :=primer punto en que 7; toca a B(R,r). Obviamente los puntos (7;);<c
estan en la esfera S(R,r) := {z € C: |z — R| = r} y son distintos dos a dos. Sea J; el
camino desde P a R obtenido empalmando el tramo de ~; fuera de B(R,r) (es decir,
hasta T; inclusive) con el segmento [T}, R] (es el radio). Obviamente (;);<. es una familia
de ¢ caminos casi-disjuntos uniendo P con R dentro de G. Como R ¢ Gp hemos llegado
a una contradiccién, que prueba que S ¢ Gp. Por tanto G\ Gp es abierto.

Finalmente, como G es regién, Gp y G\ Gp son abiertos y Gp # (), concluimos que
G = Gp, es decir, que todo par de puntos P,Q € G se puede unir mediante ¢ caminos
casi-disjuntos dentro de G.

Sean P,QQ € G\ A. Por lo que acabamos de ver existen ¢ caminos casi-disjuntos
uniendo P con @ dentro de G. Como A es contable s6lo puede cortar a una familia
contable de estos caminos. En consecuencia, ¢ caminos de la anterior familia no cortan
a A, es decir, estdn dentro de G \ A. Por lo tanto G\ A es conexo por caminos.
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(4) Sea G C C una region y A C G un subconjunto tal que A’ NG = (). Entonces
G\ A es region.

En efecto, basta aplicar (22) y (3).
(5) Sean G C C un abierto y I'* C G un ciclo tal que Indr(z) = 0, Vz ¢ G. Sea
S C G tal que S"NG =0 =SNT* Entonces |{s €S : Indr(s)# 0} < No.

Es claro que

{s€S:Indr(s) #0} CW :=
= U{U : U componente conexa acotada de C\ I'* con Indr [ U # 0}.

Obviamente W es un acotado (porque no contiene a la componente conexa no-
acotada) y W C G.

Aserto. W C G.
En efecto, supongamos que existe zg € W \ G. Entonces Indr(zg) = 0 y existe una
secuencia {wy, : n > 1} C W tal que wy, j zp. Como Indr es continua, existe N € N
n o
tal que, Vn > N, Indr(w,) = 0. Por otra parte, w,, € W y por tanto Indr(w,) #

0, V¥n > 1. Llegamos a una contradiccién, que prueba el Aserto.

Como S’ N G = (), necesariamente |S N W| < Ry (por el Aserto y porque W es
compacto). En consecuencia |{s € S : Indr(s) # 0}| < Xy porque {s € S : Indr(s) #
0lcSNnWw.

2.2. Funciones meromorfas. Propiedades

Sea G C C un abierto. Una funcién f es meromorfa en G sii f es analitica en G
salvo en un conjunto de singularidades aisladas P(f), que son los polos de f en G.
Denotaremos por M(G) al conjunto de las funciones meromorfas en GG. Naturalmente

H(G) C M(G).

Proposicién 2.2.1 (Propiedades de las funciones meromorfas). Sea G C C un abierto
n0-vacto.

(1) Si f € M(G), se tiene que:
(i) P(f) NG =0, [P(f)l <R, G\P(f) € Tc y f € HIG\P(f))-

(ii) En particular, si G es region, entonces G \ P(f) es region.
(2) Si f € M(Q) definimos f : G — Co de modo que

= | f(z), size G\P(f)
1) = { 0o,  siz€P(f)

entonces f € C(G,Cy). En consecuencia, se puede considerar a M(G) como un subconjunto
de C(G,Cx).
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(3) Si f,g € M(G) y X € C, entonces f + g,\f, fg € M(G).
(4) Si G es region y f € M(G) es tal que f # 0, entonces % e M(G).

(5) (M(G),+,*) es un espacio vectorial sobre C (x es el producto por escalares de
C)y (M(G),+,*,-) es un dlgebra conmutativa (- es el producto de funciones de M(G)).
Si G es region, (M(G),+,-) es un cuerpo conmutativo y (M(G),~+,*,-) es un dlgebra
conmutativa tal que M(G) \ {0} = Inv(M(QG))(= elementos invertibles de M(G)).

(6) Si f € M(QG), también f" € M(G) y P(f") =P(f).

(7) Sea G region y f € M(G) tal que f # 0. Entonces:

(71) Sia € Z(f), a es polo de orden 1 de f'/f y Res(f'/f;a) = m(a), siendo m(a)
la multiplicidad de a como cero de f.

(72) Sia € P(f), a es polo de orden 1 de f'/f y Res(f'/f;a) = —m(a), siendo
m(a) la multiplicidad de a como polo de f.

(73) f'/f € M(G), f'/f e H(G\ (Z(f)UP(f)) y P(f'/f) = Z(f) UP(f).

Demostracion. (1) (i) Necesariamente P(f)' NG = 0, pues si zp € P(f)' NG, zp no seria
ni punto de holomorfia de f ni polo aislado de f, lo que no puede ser por la definicién
de funcién meromorfa. Aplicando las Observaciones anteriores sale que |P(f)| < Vo,

G\P(f) €Tcy f € H(G\P(f)).
(ii) sale de (i) y de la Observacién (4).

(2) Es inmediato comprobar (mediante sucesiones) que f € C(G,Cq).

(3) Es inmediato comprobar que fg es holomorfa en todo G, salvo en un cierto
subconjunto de P(f) UP(g), en donde fg tiene polos. Por tanto

P(fg) NG C (P(fUP(9) NG =0.

En consecuencia fg € M(G). Observemos que algunos puntos de P(f) U P(g) pueden
no estar en P(fg).

(4) Observemos que G \ P(f) es regién y que

Z(f) n(G\P(f)) =0

porque f # 0y el T. de los ceros de las funciones analiticas. Por tanto Z(f) NG =
(). Ahora observemos que P(1/f) = Z(f), Z(1/f) = P(f) y que se conservan las
multiplicidades de polos y ceros.

(5) es inmediato.

(6) Si a € G es un punto de holomorfia de f, claramente también lo es de f’.
Sea a € P(f) polo de f de orden m > 0. Entonces f tiene, en una bola reducida
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o

B,(a,¢€), € >0, el desarrollo de Laurent

a_—1 a_m
f(Z) :T;)an(Z—a)n+ 4 —|— + m, A_m 75 O
Por tanto en B, (a,€) se verifica
/ _ -1 —a_1 —Ma—_m,
f(Z) —Znan(z—a)” + (z_a)2 —|—+m,

n>1

es decir, que f’ tiene en a un polo de orden m + 1.

(7) (71) Como a es un cero de orden m(a) > 0 de f, en una bola abierta B(a,€), € > 0,
se tiene el desarrollo

f)= Y aulz—a)" =g(z)(z — )",

n>m(a)

siendo g holomorfa en B(a,€) y g(z) # 0, Vz € B(a,€). Asi que en la bola reducida

]
B, (a,€) se verifica

f'(2) _ g@)—a)™ +ma)g(z)(z —a)™ " () 4 mla)

f(2) 9(2)(z = a)™® 9(2)  z—a
Por tanto, f’/f tiene en a un polo de orden 1 con residuo Res(f'/f;a) = m(a).

(72) es andlogo y (73) inmediato. [

2.3. El Principio del Argumento

Proposicién 2.3.1 (El Principio del Argumento). Sean G C C una region, v* C G un
ciclo tal que Ind(z) =0, V2 ¢ G, y f € M(G) tal que f #0 y (Z(f)UP(f))N~y* = 0.
Entonces

/

1/J;Cdz = Z m(a) - Indy(a) — Z m(a) - Ind(a),
K a€Z(f) a€P(f)

(ambos sumatorios finitos)

Demostracion. Vamos a aplicar el Teorema de los Residuos a la funcién f'/f. Por la
Proposicién 2.2.1 sabemos que f'/f € M(G) y que P(f'/f) = Z(f) UP(f). Como se
verifica ) = P(f'/f) N~*, la integral

1 fre,
omi /7 Ok
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tiene perfecto sentido. Por otra parte, los sumatorios del segundo miembro de la férmula
del enunciado son finitos pues

Ha € Z(f) : Indy(a) # 0} <Ro y [{a € P(f) : Indy(a) # 0}] < Vg
por la Observacién (5) del comienzo y porque (Z(f)UP(f))'NG =0 = (Z(f)UP(f))Ny*.

Ahora basta aplicar el Teorema de los Residuos y tener en cuenta el punto (7) de la
Proposicién 2.2.1. Asi que obtenemos

o [T = S Res(s 1) Tnds o)
Y

ity 1E) T eh G
= Z m(a) - Ind(a) — Z m(a) - Ind(a).
acZ(f) a€P(f)

Proposicién 2.3.2. Sean G C C una region, v* C G un ciclo tal que Ind,(z) =0, Vz ¢
G, g€ H(G) y f e M(G) tal que f £ 0 y (Z(f)UP(f)) Ny* = 0. Entones

;m/g(z)f;dz = Z m(a)g(a) - Ind,(a) — Z m(a)g(a) - Ind(a),
v a€Z(f) a€P(f)

(ambos sumatorios finitos)

Demostracidn. La funcién h := ngI verifica h € M(G), P(h) CP(f'/f) = Z(f)UP(f).
Observemos que, dado p € P(f'/f) = Z(f) UP(f"), p serd polo (de orden 1) de h sii
g(p) # 0. Por tanto, P(h) N +* = () y podemos aplicar el Teorema de los Residuos.
Ademss, si p € Z(f) UP(f"), entonces

Res(h;p) = g(p) - Res(f'/ f;p) = £g(p)m(p),

en donde hay que poner +, si p € Z(f), y —, si p € P(f). Por tanto, aplicando el T. de
los Residuos obtenemos

L[y f D ST Resto(f/ 1)) - Indy o)

2miJy @) oGy
= Z g(a)m(a) - Ind(a) — Z g(a)m(a) - Ind,(a).
a€Z(f) a€P(f)
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2.4. Teorema de Rouché. Teorema de Hurwitz

Proposicién 2.4.1 (Teorema de Rouché). Sean G C C una region, v* C G un camino
cerrado tal que Ind,(z) = 0, Vz ¢ G, y f,g € M(G) tales v* N (Z(f) UP(f)) = 0.
Supongamos ademds que:

(i) Indy(2) =0 6 1, Vz € C\ v*; (i) |g(2) — f(2)] < |f(2)], Vz € ¥* (en particular
Plg)ny=10).

Sea Wy :={z € G : Ind,(z) = 1}. Entonces Ny — Py = Ny — Py, siendo

Ny = n’ de ceros de f dentro de Wi contados segin su multiplicidad,

Py := n? de polos de f dentro de Wy contados segin su multiplicidad,
y andlogamente Ny y Py.

Demostracion. En primer término, ademds de verificarse P(g) N ~v* = 0 (por (ii)),
también ocurre que Z(g) N~* = 0, porque, si para algin z € v* se verificase g(z) = 0,
entonces (ii) nos daria que |f(z)| < |f(2)|, lo que no puede ser.

Sea v : [0,27] — C una parametrizacién de v* y definamos § : [0, 27] — C de modo
que
gon(t)
fon(t)

Es claro que § define un camino cerrado tal que 6* C B(1,1), es decir, |[1—0(t)| < 1, Vt €
[0, 27]. Por tanto Inds(0) = 0. Teniendo en cuenta el Ppio. del Argumento y que

vVt € [0,2x], §(t) =

o) d(v®) (@),
a0 5 = Conmy ~ Faw) T
se verifica que
0 = Inds(0) = 271m 6‘1;_21 02]2’(;))6115
b g(y@)  ffy@)N
= 571 Juaw Loty ~ FO@) )7 O
e, 1 [re),
2w ), g(z)d 2mi J., f(z)d

=Ny =Py — (Ny = Py),
como se pretendia demostrar. |

Proposicién 2.4.2 (Teorema de Hurwitz). Sean G C C un abierto, a € G, R > 0 tal
que B(a,R) C G, v* = 90B(a,R), {fn:n>1} CH(G) y f : G — C tal que f, = f

uniformemente sobre los subconjuntos compactos de G. Se tiene que:

(a) [ € H(G).
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(b) Si Z(f) N~v* =0, entonces existe N € N tal que, ¥Yn > N, se verifica Ny = N5,,

siendo
Ny = n’ de ceros de f dentro de B(a, R) contados seguin multiplicidad

y andlogamente Ny, .
Demostracion. (a) Que f € H(G) sale del Teorema de Morera.

(b) Sean € > 0 tal queQ:z%(a,R+e) CGy

m :=min{|f(2)]: z € v},

que verifica m > 0. Como f, — f uniformemente sobre los subconjuntos compactos
n—oo

de G y v* es uno de dichos subconjuntos compactos, existe N € N tal que, Vn >
N, |fa(2) = f(2)] < m < |f(2)|, Vz € v*. Observemos que se cumplen las condiciones
del Teorema de Rouché para la regién €2 (en lugar de G), v*, f y fn (en lugar de g). Por
tanto

Ny =Pr =Ny, = Py,
Como Py = 0 = Py, , obtenemos Ny = N, , como se pretendia probar. |

Proposicién 2.4.3. Sean G C C una region, {f, :n > 1} C H(G) y f : G — C tal
que fn iy f uniformemente sobre los subconjuntos compactos de G. Supongamos que
n o

Z(fn) =0, Yn > 1. Entonces f e H(G) y 6 f =0 d Z(f) = 0.

Demostracion. En primer término, que f € H(G) sale del Teorema de Morera. Si f =0
sobre G, hemos terminado. Supongamos que f # 0y que existe a € Z(f). Como G es
region y f # 0, necesariamente a es un cero aislado de f, lo que implica que existe R > 0
tal que B(a,R) C Gy Z(f)NdB(a, R) = 0. Por el Teorema de Hurwitz existe n € N tal
que f, tiene en B(a, R) el mismo nuimero de ceros (contados segin multiplicidad) que
f, lo que es imposible porque Z(f,) = 0. [ |
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Capitulo 3

Teoremas del médulo maximo y
de la aplicacién abierta.
Automorfismos del disco unidad

3.1. Teorema del modulo maximo

Teorema 3.1.1 (Teorema del médulo méximo). Sea Q C C una region y f € H(Q). Si
a€Q,r>0yB(a,r) CQ, entonces

|f(a)| < max{|f(z)|: z € dB(a,r)} =: M(r). (3.1)
Ademds la igualdad ocurre en (3.1) sii f = cte en €.

Demostracion. Por la Férmula de Cauchy (ver 1.4.4) se verifica que

fla) = 1/ Mdz —— i flatreh) ) riedt = QL ” fla+ret)dt.
0

27 JoB(ar) 2 — @ 2mi J reit T Jo
(3.2)

Por tanto, |f(a)| < 5- 0ﬂ|f(a+re“)|dt < M(r).
Si f =cteen Q,es claro que |f(a)| = M(r).

Supongamos que |f(a)|] = M(r). Si |f(a)] = M(r) = 0, entonces f = 0 sobre
0B(a,r) y por tanto f = 0 en Q por el T. de los ceros de las funciones analiticas.
Sea pues |f(a)] = M(r) # 0. Multiplicando, si es preciso, por un cierto " de modo
que f(a)e'™ > 0 (los médulos y M(r) no varian), podemos suponer que f(a) > 0.
Considerando por separado parte real y parte imaginaria en la igualdad (3.2) obtenemos

21

0 R ")dt, 0= "1 ))dt
< fla) = e(flas et 0= o= [ Tm((a et

o

Puesto que Re(f(a + re® )) es continua en [0,27] y Re(f(a + ret)) < M(r) = f(a),
necesariamente Re(f(a+re)) = M(r) = f(a), Vt € [0,27]. En consecuencia Zm(f(a+
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re't)) = 0, Vt € [0,27], es decir, f = f(a) = cte sobre dB(a,r). Esto implica por el T.
de los ceros de las funciones analiticas que f = f(a) = cte en (. |

Corolario 3.1.2. Sea G C C una region, a € G y f € H(G) tal que |f(a)| > |f(2)|, Vz €
G. Entonces f = cte en G.

Demostracion. Sea r > 0 tal que B(a,r) C G. Por hipétesis |f(a)| > max{|f(z)|: z €
0B(a,r)} =: M(r). Por el T. del médulo maximo sabemos que |f(a)| < M(r). Luego
|f(a)| = M(r) y, de nuevo por el T. del médulo méximo, concluimos que f = cte en G.
|

Corolario 3.1.3. Sea G C C un abierto acotado y f € H(G) N C(G). Entonces
méx{|f(2)| : z € G} = max{|f(2)| : z € IG}.

Demostracion. Obviamente max{|f(z)| : z € G} > max{|f(z)] : z € G} porque
0G C G. Supongamos que

méx{|f(2)| : 2 € G} > max{|f(2)| : = € OG} (3.3)
yseaa € G tal que | f(a)| = méx{|f(z)| : z € G}. Necesariamente a € G porque a € G =

G UG, pero a ¢ OG por (3.3). Sea G la componente conexa de G tal que a € G;. Por

Corolario 3.1.2 se tiene que f = cte sobre Gy y, en consecuencia, |f(z)| = |f(a)|, Vz €
dG1 C OG. Por tanto, finalmente, max{|f(z)| : z € G} = max{|f(z)| : 2 € G} cqd. W

Si A C C, definimos J,,A = frontera de A en Cy y A% — 4% = cierre de A en
Cs. Por tanto:

(1) Si A es un subconjunto acotado, O (A) = 0A y A™ = A.
(2) Si A es un subconjunto no-acotado, 9 (A) = A U {0} y A~ = AU {o0}.

En otras palabras, A C C es acotados sii s (A) = DA sii A = A.
Lema 3.1.4. Sea G C C un abierto y f € C(G,C) tal que
Va € 0xoG, limsup |f(z)| < M

z—a,z€G

para cierto M € R. Entonces, para todo § > 0, el conjunto Bs := {z € G : |f(2)| >
M + 6} es un subconjunto compacto de G.

Demostracién. Bastara probar que By C G. Supongamos que existe a € By - \ G.
Entonces a € 0,,G y se verifica:

(i) Por una parte, limsup,_,, .ep, | f(2)| < M por la hipétesis de trabajo y porque
Bs C G.

(ii) Por otra parte, como a € Bs , necesariamente lim SUp, 4 sep, |f(2)] = M +6
por la definiciéon de Bs.

Llegamos a una contradiccion que prueba el Lema. |
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Corolario 3.1.5. Sea G C C una region y f € H(G) tal que

Va € 0-G, limsup |f(z)| < M

z—a,z€G
para cierto 0 < M < oo. Entonces |f(z)] < M, Vz € G.

Demostracion. Sead >0y Hs :={z € G : |f(z)| > M +4}. Bastara probar que Hs = ().
Supongamos que Hs # (). Por el Lema 3.1.4 se tiene que Hs es un subconjunto compacto
de G. Por compacidad existe w € Hs C G tal que M + 0 < |f(w)| = max{|f(2)| : z €
Hs} = méx{|f(2)| : z € G}. Por Corolario 3.1.2 f = cte en Gy, por tanto, |f| = |f(w)| >
M + 96 en G. Asi que ,Va € 0xG, limsup,_,, .c¢ |f(2)| = |f(w)| > M + 6 > M, lo que
contradice el enunciado. En consecuencia, Hs = 0 cqd. |

3.2. El Teorema de la aplicacion abierta

Lema 3.2.1. Sean Q C C un abierto y f € H(Q). Definimos g : QxQ — C del siguiente

modo O fw)
f(z2)—f(w

_ e z#w

9(z,w) { 1(2), 2z =w

Se tiene que g € C(Q x Q,C).

Demostracion. La continuidad de g es dudosa tunicamente sobre la diagonal A :=
{(z,w) € QA x Q:2z=w}. Asi que sea a € Q y probemos que g es continua en (a,a).
Fijemos € > 0. Por continuidad, existe r > 0 tal que B(a,r) C Qy |f'(a) — f'(&)] <
€, ¥¢ € B(a,r). Si z,w € B(a,r), denotemos por [z, w| el segmento que une z con w, es
decir, [z,w] := {z + t(w — 2) : t € [0,1]}. Obviamente [z, w] C B(a,r) (por convexidad)
y [2,w] es un camino, que se parametriza mediante la aplicacién &, : [0,1] — C tal
que
vt €10,1], {u(t) == (1 =)z +tw =z +t(w — 2).

Observemos que §fz w] (t) = w — z = cte.

Aserto. Fijados z1, 22 € B(a,r), se tiene

1
9(22,21)—/0 I/ €y 2] (1)) .

En efecto, si 21 = 22, entonces §|;, .,)(t) = 21, Vt € [0,1], y el resultado es inmediato.
Sea z1 # zo. Entonces

f(z2)— (1) = /[ |

1 1
£ (w)dw = /0 P (€or o) (D)L, oy (Dt = /0 P (€og o) (B) (za—21) .

Por tanto
flz2) = f(21) _

g(ZQ,Zl) = 25 — 21

1
/0 f/(g[zl,zz} (t))dt
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Aplicando el Aserto, para todo par z,w € B(a,r) se tiene

1
9(z,w) — gla,a) = /0 (€ () — £ (@)t

Por tanto, como |f'(&,,2()) — f'(a)| <€, Vt € [0, 1], obtenemos que

1
Vz,w € B(a,r), |9(z,w) — g(a,a)| < /O | (€w,21 (1) = f'(@)|dt < e,

y esto prueba que g es continua en (a,a). |

Proposicién 3.2.2 (Teorema de la aplicacién abierta). Sean Q@ C C un abierto, f €
H(RQ) y 2o € Q tales que f'(z9) # 0. Entonces existe un entorno abierto V.C Q de zy tal
que:

(1) f esl-a-l enV y f'(2) #£0, V2 € V.

(2) W := f(V) es abierto.

(8) Si: W =V eslainversa de f |V, entonces v € HW) y ,Yw € W, ¢/ (w) =
1/(f'(h(w))).

Demostracion. (1) Aplicando el Lema 3.2.1 a f (y conservando su notacién), como g es
continua en  x Qy 0 < |f'(20)| = |g(20, 20)|, existe un entorno U C Q x Q de (2o, 20)
tal que |g(21,22)| > 1|f'(20)| > 0 para todo (z1,22) € U. Teniendo en cuenta que la
topologia de € x  es la topologia producto, existe un entorno abierto V C €2 de 2 tal
que V x V C U y por tanto

V(z1,22) € VXV, |g(z1,22)| > %|g(z0,zo)\ = %|f/(20)| > 0.
De aqui deducimos que

V(z1,22) €V x VA, |f(21) = f(22)] = §1f(20)| - |21 — 22| # 0, (3.4)

vz eV, lg(z,2)| = |f'(2)| = 5| (20)| # 0.
Asi que f [V es 1-a-1y, ademds, f'(2) #0, Vz € V.

(2) Fijemos £ € V y sea r > 0 tal que B(&,r) C V. Por (3.4) se verifica que

vt € (0,27, [f(§+re) = F(E)] > 51 (20)] - 7 := 26.

Sea a € C\ f(V). Queremos probar que |a— f(§)| > J, lo que implicard que l%(f(g), J) C
f(V). Se verifica lo siguiente

(i) Si |a — f(§)| > 26 hemos terminado.
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(ii) Sea |a — f(&)| < 24. Consideremos la funcién h(z) = 1/(a — f(2)), Vz € V, que
verifica h € H(V'). Por el T. del médulo maximo

1 ) 1
o)~ MO s mix ey st e 0.2l
Pero
25 < |f(€+re') = FOI < la— FE) +la— f(E+re)],
de donde

0<2—]a—f(&)| <l|a—f(& —|—7°eit)\, vt € [0, 27].
En consecuencia

1

1
la — f(& +rett)] = 25— la— f(E)] vt € [0, 27],

de donde
1 1

A= O] =B —Ja— 7@

como queriamos probar.

Yy, por tanto? o S |a - f(é.)la

Como £ € V es arbitrario, concluimos que W := f(V') es un abierto de C. Ademas,
como f'(z) # 0, Vz € V, aplicando a cada z € V el argumento que acabamos de ver,
también sale que f [ V es abierta, por lo que su inversa ¢ := (f [ V)71 : W — V es
continua (de momento).

(3) sale aplicando 1.1.2 (E) y teniendo en cuenta que f o1 = idy, 1 es continua,
feHV)y fi(z2) 40, Vz e V. [ |

A continuacién vemos que, si G C C es una regién, f € H(G) y f no es constante
en (G, también es f abierta en GG, aunque sea f’(z) = 0 en algin punto de G.

Proposicién 3.2.3. Sean Q C C una region, f € H(Y), f no constante, zg € Q y
wo := f(z0). Supongamos que zy es un cero de orden m > 1 de la funcion f(z) — wp.
Entonces existen un entorno abierto U C Q de zg y ¢ € H(U) tales que

(1) f(2) = wo + (#(2))™, Yz € U.

(2) ¢'(2) # 0, Yz € U, o(U) = B(0,r) =: D(0,7) para ciertor >0y ¢ | U es
invertible.

(3) f(2) es un abierto de C. (4) f es abierta en ).

Demostracion. Sean € > 0 tal que B(zp,€) C Q con f(z) # wo, Vz € Br(20,€), y

o
G := B(zp,€). Dicha bola existe porque f no es constante en 2 (aplicar T. de los ceros
de las funciones analiticas). Por tanto zg es un cero aislado de f(z) —wg de orden m tal
que, naturalmente, m > 1. Asi que existe g € H(Q2) tal que

VzeQ, f(z)=wo+ (z—20)"g(z)
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y g(z) # 0, Vz € G. Por tanto ¢'/g € H(G) y por ello existe h € H(G) (ver la
Proposicién 1.4.3) tal que ' = ¢'/g en G. Puesto que (ge ") = 0 en G, se deduce
que ge™ = M = cte # 0 en G, es decir, ¢ = Me”" en G. Sin pérdida de generalidad,
poniendo h + Log(M) en lugar de h si es preciso, podemos suponer que g = e” en G.
Definamos

Vze G, ¢(z):=(z— z)e?/™,

Claramente ¢ € H(G) y ¢'(20) # 0. Por tanto, podemos aplicar el T. de la aplicacién
abierta a (. Deducimos que existe un entorno abierto V' C G de zg verificando las

conclusiones de dicho Teorema. En particular, ¢ es abierta en V' y como ¢(zp) = 0,
[¢]

existe cierto r > 0 tal que B(0,7) C ¢(V). Sea U := ¢~ 1(B(0,7)) N V. Ahora se tiene lo
siguiente:

(1) Como trivialmente f(z) = wo+(¢(2))™, Vz € G,y U C G, esta igualdad también
es véalida en U.

(2) sale de la eleccién de U y del T. de la aplicacién abierta que hemos utilizado.

o
(3) Observemos que f transforma U en wy + B(0,7™), que es un entorno abierto de
wp. Como zp € Q es arbitrario, concluimos que f(€2) es un abierto de C.

o (¢}
(4) Sean zp € Q y r > 0 tales que B(zp;7) C Q. Observemos que B(zg;r) es regién y
o
que f no es constante en B(zo;r) (si lo fuera, serfa constante en €2). Aplicando (3) sale

que f(B(zp;r)) es un abierto. Esto prueba que f es abierta en (. |

Proposicién 3.2.4. Sean Q C C una region y f € H(Q) tal que f es 1-a-1 en Q.
Entonces f'(z) # 0, Vz € Q, W := f(Q) es un abierto de C y la inversa g := f~1 :
W — Q wverifica g € H(W).

Demostracion. Supongamos que existe zp € Q tal que f’(z9) = 0. Entonces zy es cero
de f(z) — f(z0) de orden m > 2. Por la Proposicién 3.2.3 existe un entorno abierto
U C Q de zg verificando que f(2) = f(20) + (¢(2))™, Vz € U, siendo ¢ € H(U) tal que

o(U) = B(0,r) := D(0,r) para cierto r > 0 y ¢ es l-a-1. Sea a € D(0,7™) \ {0}. La
ecuacién 2™ = a tiene m soluciones distintas f1, ..., B € D(0,7). Obviamente, como
¢ es 1-a-1 sobre U, existen m puntos distintos 71, ...,vm € U tales que ¢(v;) = B;. En
consecuencia

fOi) = f(z0) + (i)™ = f(20) + @, i =1,...,m,

lo que es una contradiccién porque f es l-a-1. Por tanto f'(z) # 0, Vz € Q. Usando
ahora el T. de la aplicacién abierta sale que W := f(£2) es un abierto de C, que la inversa

71 es holomorfa en f(Q) y que (f~1)(w) = 1/(f'(f1(w)), Yw € f(). [ |

NOTA. Observemos que, si 2 C C es unaregiony f € H(Q) verifica f'(z) # 0, Vz €

€, f no es necesariamente 1-a-1 en Q. Basta considerar f(z) = 22 sobre Q := B,.(0,1).
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3.3. El Lema de Schwarz

Definimos H™ := H>®(D) :={f : D — C: f acotaday f € H(D)}. Si f € H>, se
define

£l = [1flloo == sup{|f(2)

Trivialmente (H, 4, %, || -||) es un espacio normado. Atin mds, es un espacio de Banach.

:z € D}.

Proposicién 3.3.1 (Lema de Schwarz). Sea f € H*® tal que ||f| <1y f(0) =0. Se
tiene que

(1) 1f(2)] < 2], vz € D.

(2) [F(0)] < 1.

(3) Si vale la igualdad en (1) para algin z € D\ {0} ¢ si vale en (2), entonces
f(z) = Az para cierto A € C con |A| = 1.

Demostracion. Sea g : D — C tal que

| f(®)/z, 0<]zl <1
st ={ T O,
Se tiene que
(a) Obviamente f(z) = zg(z), Vz € D
(b) g € H(D) porque trivialmente f(z)/z € H(D\{0}) y lim._0 g(2) = f/(0) = ¢(0).

(c) g € H*. De hecho, |g|| < 1. En efecto, cogemos 1 > ¢ > 0 y aplicamos el
Corolario 3.1.3 (en realidad, el T. del médulo méximo) a la bola B(0,1—¢) y a cualquier
z € B(0,1 —€). Obtenemos que

19()] < méx{lg(w)] : w € 8B(0, 1 — )} = RS (W) ‘i”_eeaB(O’ L=}

Por tanto, para todo z € D se verifica

) méax{|f(w)|: w € 0B(0,1 —€)}
<
l9(2)] < hnelisoup -

<|flI<1

(1) y (2). Puesto que f(z) = zg(z) y ||lg]| < 1, obtenemos que |f(2)| < |z|, Vz € D,
y que [f'(0)] = [g(0)] < 1.

(3) Supongamos que para cierto z € D \ {0} se verifica |f(z)| = |z|. Entonces
lg(z)] = 1. También, si |f'(0)] = 1, sale que |g(0)] = 1. En cualquier de los casos,
aplicando el Corolario 3.1.2 obtenemos que g(z) = A = cte, Yz € D, con |A\| = 1. De
aqui que f(z) = Az, Vz € D, con || = 1. [
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3.4. Automorfismos del disco unidad D

Un automorfismo de un abierto U de C es toda biyecciéon f : U — U que sea
holomorfa (y por tanto bi-holomorfa). Indicaremos por Aut(U) el conjunto de los automorfismos

del abierto U C C. Si a € D := B(0,1), definimos

Vz e C\ {1}, pul2) =

V @q : Coo = Coo de modo que

zZ—a

Palz) = 0, z =
z

Proposicion 3.4.1. Sea a € D. Se tiene que

(1) ¢a € H(C\{L}) con polo de orden 1 en 1/a y p(C\{:}) =C\{Z}. Sia =0,
entonces po = idc y 1/a = oo es polo de .

(2) —qopa =id en C\{2}, pgop_q =id en C\{—1} y ¢, es una biyeccion entre
C\{z} yC\{-3}.

(3) ¢q es una biyeccién bi-holomorfa entre C\ {2} y C\ {-1}.

(4) Pa es un homeomorfismo de Co sobre Coo.

(5) SiT:=0D, po(T) =T y ¢, es un homeomorfismo de T en si mismo.

(6) 0a(D) =D y @4 es un automorfismo de D.

(1) h(0) =1~ lal? y (@) =1/(1 — |af?).
Demostracion. (1) Si a # 0, el tnico problema de ¢, estd en la solucién de la ec.
1 —az = 0, es decir, en 1/a, en donde tiene un polo de orden 1. Claramente, ¢, €

H(C\ {2}). Observemos que [1/@| > 1. La ec. p4(2) = wp con wy € C tiene la tinica
solucién z = (wp + a)/(1 + woa), que existe siempre salvo para wy = —1/a. Por tanto

va(C\{2}) =C\{ZF}.

Sia =0 es claro que g = idc y que oo = 1/a es un polo de ¢y.

(2) Basta echar las cuentas para comprobar que ¢_,09, = iden C\ {1} y p,0p_, =
id en C\ {—%} En consecuencia, ¢, y ¢4 son biyecciones entre C\ {z} y C\ {—% ,

tales que (o) ' =¢_a ¥y (p—a) "' = pa.

(3) Por lo tanto, ¢, es una biyeccién holomofa entre C\ {2} y C\ {—21}, es decir,
un homeomorfismo holomorfo, cuyo inverso ¢_, es también holomorfo.

(4) Es claro que ¢, es una biyeccién de C, que es trivialmente bi-continua.

(5) Sea e € T. Entonces

= 1.

, et _ g et _q
el = 1yl = I =5

_ aeit a
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Por tanto, ¢,(T) C T. Obviamente, también ocurre que ¢_,(T) C T. Como ¢, © p_q |
T = idr, se tiene que
T = ¢q 0 p—a(T) C @a(T).

Por tanto ¢,(T) =T y ¢, es un homeomorfismo de T en T.
(6) Por el Corolario 3.1.3 y (5) todo z € D verifica
[pa(2)| < méx{[pq(w)| : w e T} =1.

Como ¢, no es constante en D, del Corolario 3.1.2 obtenemos que |¢,(2)| < 1, Vz € D,
es decir, pq(D) C D. Por la misma razén ¢_,(D) C D. Como ¢, o ¢_, = id sobre D,
se tiene que

D = pg0¢_4(D) C pu(D).

En consecuencia, ¢,(D) = D y, por tanto, ¢, es un automorfismo de D.

(7) sale sin dificultad echando cuentas. [

Proposicién 3.4.2. Sean f € H>® con ||f|| <1 ya,b € D tales que f(a) = b. Entonces:
1—|b]?
(1) 1) < 2%,
(2) La igualdad vale en la anterior acotacion de (1) sii
f(2) = pb(Apa(2)), Vz € D,
para cierto A € C con |A\| = 1.
Demostracion. (1) Pongamos
g(z) =@po fop_q(z), Vz € D.
Es claro que g € H™, ||g|| < 1y ¢g(0) = 0. Del Lema de Schwarz obtenemos que
l¢'(0)] < 1. De la regla de la cadena y de (7) de la Proposicién 3.4.1 sale que
1— o
1—al*

g'(0) = ¢4 (b) - f'(a) - ¢ 4(0) de donde |f'(a)] < (3.5)

(2) Es inmediato (por (7) de la Proposicién 3.4.1) que |f/(a)| = (1 — [b*)/(1 — |a|?),
si
f(2) = p_p(Apa(2)), Yz € D,
para cierto A € C con |A| = 1.
Por otra parte, por el Lema de Schwarz, la igualdad vale en la anterior acotacién de

(1) sii |¢'(0)] =1 sii g(2) = Az, Vz € D, con A € C, |A| =1, en cuyo caso tendriamos

f(2) = o_p(Mpa(2)), Yz € D.
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Proposicién 3.4.3 (T. de caracterizacion de los automorfismos de D). Sea f : D — D
un automorfismo de D tal que f~1(0) = a € D. Entonces existe A € C con |\ =1 tal
que f(z) = N@q(2), Vz € D. En consecuencia los automorfismos Aut(D) de D wverifican

Aut(D) = {e - ¢y : € € D, b e D).

Demostracion. Sea g := f~' : D — D. Se tiene que f'(z) # 0, Yz € D (por la
Proposicién 3.2.4) y ademds que ¢'(w) = 1/(f'(g(w)), Yw € D (por la regla de la
cadena). En particular ¢/(0) - f’(a) = 1. Por la Proposicién 3.4.2 precedente sabemos

que
1

=g ¥ 9'(0)] < 1—|af*.

[f(a)] <

Puesto que ¢'(0) - f’(a) = 1, necesariamente
F @) =1 ¥ 1O =1~ of
1—af? '

Finalmente, de nuevo por la Proposicién 3.4.2, concluimos que f(z) = A-@q(2), Vz € D,
con |A| = 1. [
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Capitulo 4

Topologia compacto-abierta.
Teorema de Ascoli. Teorema de
Weierstrass. Teorema de Montel

4.1. Familias anidadas. La topologia compacto-abierta

Proposicién 4.1.1. Sea G C C un abierto no vacio. Existe una familia de subconjuntos
compactos {K, : n > 1} de G tal que

(1) KnCKn+1 CcG@.

(2) Un>1Ky = Up>1 K, = G.
De lo anterior se deduce que:
(3) Para todo compacto K C G existe m € N tal que K C K.

Una familia de compactos K := {K,, : n > 1} se dice que estd anidada (de modo
creciente) dentro de G si se verifican las condiciones (1), (2) y (3) anteriores.

Demostracion. Basta coger K,, := {z € G : d(z,°G) > £} N B(0,n), Vn > 1. [ |

Proposicién 4.1.2. Sean G C C un subconjunto abierto, K := {K,, : n > 1} una
familia anidada de compactos dentro de G y (F,d) un em. Para todo par f,g € C(G, F)
definimos:

pKn(f’Q) = mzix{d(f(z),g(z)) HFAS Kn}v Vn € N7

—y L realle)
px(fr9): ;znlwm(ﬁg)'

Se tiene que:

(1) (C(G, F),pk,) es un espacio pseudométrico para todo n > 1.
(2) (C(G,F),px) es un espacio métrico.
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Demostracion. Es inmediato que tanto pg, como px son pseudo-métricas en C'(G, F).
Ademads, px es una métrica porque para todo par f,g € C(G, F) se tiene

pe(f,9) =0 & fI1Ky=gl Ky VneN & f=g.

Proposicién 4.1.3. Sean G C C un abierto, (F,d) un em., K := {K,, : n > 1} una
secuencia anidada de compactos dentro de G y (C(G, F),p) el espacio de las funciones
continuas f : G — F con la métrica p := px subordinada a la familia K = {K, :n > 1}.
Se tiene lo siguiente:

(1) Para todo € > 0 existen § > 0 y un compacto K C G tales que

Vf.g € C(G F), sup{d(f(2),9(z)) :z€ K} <6 = p(f,g9) <€

(2) Para todo € > 0 y todo subconjunto compacto K C G, existe 6 > 0 tal que

Vf.g€ C(G,F), p(f,9) <0 = sup{d(f(z),9(z)):z € K} <e.

(8) Sea U C C(G, F). Son equivalentes
(3a) U es abierto en (C(G,F),p).
(8b) Para todo f € U existen € > 0 y un subconjunto compacto K C G tales que

{9 € C(G,F) :sup{d(f(2),9(2)) : z€ K} <e} CU.

(4) Sea {fn :n >0} C C(G, F). Entonces son equivalentes

(4a) fn 5 fo.

(4b) Para todo r € N, f,, — fo uniformemente sobre K,.

(4¢c) Para todo subconjunto compacto K C G, f, — fo uniformemente sobre K.
(5) (C(G, F),p) es un espacio métrico, que es completo caso de serlo (F,d).

(6) Sea H := {H, : n > 1} otra secuencia de subconjuntos compactos anidada dentro
de G y py la métrica asociada. Entonces las métricas p := pic y px son uniformemente
equivalentes.

Demostracion. (1) Sea N € N tal que >, v 5= < 5. Hacemos K := Ky y § := ¢/2.
Entonces para todo par f,g € C(G, F) tal que px, (f,9) < €/2 se tiene que

n—=

i, (f,9) 1 pr,(f9)
Z 21+, (f, g)+,§\,2nl+pm(ﬂg)

IA
[ =
DN ™
+
N ™
IA

)

n=1
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(2) Sean r € N tal que K C K, ¢ :[0,00) — R tal que ¥(¢t) =t/(1+t), n:=(e) y
0:=mn/2". Sean f,g € C(G, F) tales que p(f,g) < 6. Entonces

1 rilf9)
6> p(f,9) > 2" 1+ pk. (f,9)

de donde sale que ¥(pg, (f,9)) < n = 1(e). Por tanto, como v es creciente obtenemos

€ > pic, (f.9) = sup{d(f(2), () : = € K,} > sup{d(f(2),9(2)) : = € K}.

)

(3) (3a) = (3b). Sea f € U. Como U es abierto, existe e > 0 tal que

{9 € C(G,F) : p(f,g9) <€} =:B,(f,e) CU.
Por (1) existen § > 0 y un subconjunto compacto K C G tales que

{9 € C(G,F) :d(f(2),9(2)) <6, Vz€ K} C B,(f,e) CU.

(3b) = (3a). Sea f € U. Por hipétesis existen € > 0 y un subconjunto compacto
K C G tales que

{9 € C(G,F) :sup{d(f(2),9(2)) : z€ K} <e} CU.
Por (2) existe § > 0 tal que

{9 € C(G,F):p(f,g9) <0} =t By(f,0) C{g € C(G,F) :sup{d(f(2),9(2)) : z € K} < e}
Por tanto B,(f,0) C U y esto prueba que U es un abierto en (C(G, F'), p).

(4) (4a) = (4b). Sea r € N fijo. Se tiene que

1 pr.(fn, fo)
o1+ ,OKr(fn,f[)) S p(fna fO) n——>>oo 0.

Por tanto
prc,(Fus fo) = sup{d(fa(2), fo(2)) 2 € K} = 0,

es decir, f, — fo uniformemente sobre K.
(4b) = (4c) es obvio por (3) de la Proposicién 4.1.1.

(4c) = (4a). Sea € > 0. Elegimos n; € N tal que )., 2—12 < €/2. A continuacién
elegimos ng € N tal que para todo n > ng se verifique

ni

Z L pK;(fns fo)

— <
2r1 +pKi(fnaf0) N

€
; 2

=1
Entonces para todo n > ng se tiene que

ni

i—1 QZ 1+pK1(fn7f0> i>ny QZ 1+pK1(fTZ7fO> i>ny
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(5) Supongamos que (F,d) es un em completo y sea {f, : n > 1} C C(G,F) una
sucesion de Cauchy en la métrica p := pi. En particular, la sucesién { f,,(z) :n > 1} C F
es de Cauchy en (F,d), Vz € G. En consecuencia, para todo z € G existe el limite
lim,, o0 fn(2) en (F,d). Definimos f : G — F de modo que f(z) := lim, o0 fn(2), Vz €
G. Ademds, para cada r € N la sucesién {f, [ K, : n > 1} es una sucesién de Cauchy en
C(K,, F) para la convergencia uniforme sobre K. Este hecho, unido a que la secuencia
K estd anidada en G, nos lleva a concluir que f € C(G, F). Ahora basta aplicar (4).

(6) Sean f,g € C(G, F)y e > 0. Queremos ver que existe n > 0 tal que, si py(f,g) <

1, entonces pr(f,g) < e Seap € Ntal que > 5w < 5. Seam € N tal que K, C Hy,.

Teniendo en cuenta que, Vr < p, pk,(f,9) < pr,(f,9) < pu,.(f,g) y las propiedades

de la funcién ¢ (t) = l%rt, es claro que existe n; > 0 tal que, si pg,, (f,g) < n1, entonces
214, (frg) 2

A continuacién observemos que pp, (f,g) se hace muy pequeno, tomando py(f,g)

suficientemente pequeno. Asi que es posible elegir n > 0 tal que py(f,g) < n implique

que pg, (f,g9) < ni. Por tanto, si py(f,g) < n, se verifica

pi(frg) = 1M+Z L _rr.(fi9)

€ €
— — —+-==¢c
=2t o (f9) 2t 4w, (fig) 2

3=
[

Definicién 4.1.4. Sean G C C un subconjunto abierto y (F,d) un espacio métrico.
La topologia compacto-abierta 1., de C(G, F) es la topologia asociada a la métrica py,
siendo H := {Hy, : n > 1} una familia anidada dentro de G. Observemos que la métrica
py es completa, si (F,d) es em completo. 1., es una topologia metrizable, que no depende
de la familia anidada H := {Hp : n > 1} dentro de G elegida para definirla.

4.2. FEl Teorema de Ascoli

A continuacion nos vamos a ocupar de la caracterizacién de los subconjuntos compactos
de (C(G, F), Teo). Comenzaremos recordando los conceptos de compacto, relativamente
compacto, precompacto, etc., en el contexto de los espacios métricos. Si (F, d) es un em
y A C F, entonces:

(1) A es compacto si de todo recubrimiento abierto de A se puede extraer un
subrecubrimiento finito de A. A es relativamente compacto si existe un subconjunto
compacto K C F tal que A C K.

(2) Es inmediato que A es relativamente compacto sii A es compacto.

(3) A es precompacto si para todo € > 0 existe un nimero finito de bolas de radio €
que recubren A.
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(4) Si (F,d) es un em completo se prueba sin dificultad que:
(41) A es compacto < A es precompacto y cerrado.
(42) A es relativamente compacto < A es precompacto.

(5) Si G C C es un abierto, un subconjunto F C C(G, F') se dice que es equicontinuo
en zg € G si

Ve >0, 30 > 0 tal que sup{d(f(z), f(20)) : z € B(z0,9),f € F} <e.
Decimos que F es equicontinuo sii F es equicontinuo en cada z € G.

En lo que sigue consideraremos el espacio (C(G, F'), ), siendo G C C un abierto
y (F,d) un em. En C(G, F) consideraremos la métrica p = px asociada a una cierta
familia anidada de compactos K = {K,, : n > 1} dentro de G.

Lema 4.2.1. Sean G C C un abierto, (F,d) un em y F C C(G, F). Entonces
(A) Son equivalentes:
(A1) F es precompacto.

(A2) Para todo subconjunto compacto K C G y todo € > 0 ezisten f1, ..., fr € F tales
que, para todo f € F, existe j € {1,2,...,r} tal que sup{d(f(2), fj(2)) 1 z € K} <e.

(B) F es equicontinuo sii F es equicontinuo.
(C) Si zy € G son equivalentes:
(C1) F(z0) :=={f(20) : f € F} CF es relativamente compacto.

(C2) F(z0) es relativamente compacto.

Demostracion. (A) (Al) = (A2). Sean K C G un subconjunto compacto y € > 0 fijos.
Por (2) de la Proposicién 4.1.3 existe 6 > 0 tal que

Vf,g€ C(G,F), p(f,9) <0 = sup{d(f(2),9(2)):z€ K} <e. (4.1)

Supongamos que F es precompacto. Entonces, por definicién, existen fi,..., fr € F
tales que
VfeF, 3je{l,..,r} tal que p(f,f;) <o.

Por (4.1) concluimos que sup{d(f(z), fj(z)) : z € K} <e.

(A2) = (Al). Fijemos § > 0. Por (1) de la Proposicién 4.1.3 existen ¢ > 0 y un
subconjunto compacto K C G tales que

Vf,g € C(G,F), sup{d(f(2),9(2)) : 2 € K} <€ = p(f,9) <0.

Por hipdtesis

3fi, ... fr € F tales que , Vf € F, 35 € {1,2,...,r} tal que sup{d(f(z), fj(2)):z€ K} <e.

Por tanto p(f, f;) < d y esto prueba que F es precompacto.
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(B) Es claro que F es equicontinuo, caso de serlo F. Supongamos ahora que F es
equicontinuo y probemos que también lo es F. Sea € > 0. Por hipdtesis por cada z € G
existe 0, > 0 tal que B(z,d,) C Gy

sup{d(f(w), f(2)) : f € F,w € B(z,0;)} <.
Si f € F, existe una secuencia {f, : n > 1} C F tal que f, L f de donde fn(w) LA
f(w), Yw € G. De aqui que por contuinidad también es verdad que

sup{d(f(w), f(2)): f € F,w € B(2,0:)} <,
lo que implica que F es equicontinuo.

(C) (C1) = (C2). Si fy € F, existe una secuencia {f, : n > 1} C F tal que
fn = fo en la métrica p. Por tanto, f,(z0) = fo(20) en (F,d) y por ello f(z) € F(z0).

En consecuencia, F(zy) C F(z). Finalmente observemos que F(z) es compacto en
(F,d), de donde sale que F(zp) es relativamente compacto.

(C2) = (C1) es obvio. [

Proposicién 4.2.2 (Teorema de Ascoli). Sean 2 C C un abierto, (F,d) un em completo
yF C C(Q,F). Son equivalentes:

(1) F es cerrado, equicontinuo y F(K) es un subconjunto compacto de F, para todo
subconjunto compacto K C 2.

(2) F es cerrado, equicontinuo y F(w) es un subconjunto compacto de F, para todo
w € .

(3) F es cerrado, equicontinuo y F(w) es relativamente compacto en (F,d), para
todo w € €.

(4) F es compacto.
Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) = (3) son obvias.

(3) = (4). Sea p la métrica asociada a una secuencia de compactos anidada dentro
de Q. Sabemos que (C(£2, F'),p) es un em completo. Por tanto, por el T, de Bolzano-
Weierstrass, F es compacto sii F es precompacto. En consecuencia, por el Lema 4.2.1
bastard probar que

“Dados un subconjunto compacto K C Q2 y € > 0, existen fi,..., fs € F tales que,
Vf e F, existe j € {1,2,...,s} tal que max{d(f(z), fj(z)) : 2z € K} <e.”

Asi pues, fijemos el subconjunto compacto K C £ y ¢ > 0. Puesto que F es
equicontinuo, por cada z € K existe un entorno abierto V* C ) de z tal que

sup{d(f(2), f(w)) :w e V*, f € F} <

[SVNNG)
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Al ser K compacto, se pueden elegir z1, ..., 2z, € K de modo que

T
Kcl|]Jv=

i=1

Sean
T
H := U]:(ZZ) yo:F— H" tal que o(f) = (f(zi))i—, Vf € F.
i=1

Observemos que H es un subconjunto compacto de F' (aplicar que F(w) es rel. compacto
en F') y, por tanto, H" es un espacio métrico compacto, con la métrica d tal que

V(hi)izy, (h)izy € H, d((h)i=y, (h)i=1) = méx{d(hi, I

(3

)ii=1,2,...,r}.

En consecuencia, ¢(F) es d-precompacto (todos los subconjuntos de H” lo son). De

aqui que
S

3f1s o fs € F tales que o(F) C | Bylp(fi), €/3).
=1

Sea f € F fijo. Por lo anterior existe j € {1,..., s} tal que

méx{d(f(zi)’fj(zi)) ri=1,.,1r} <

Wl

Sean z € K y i € {1,...,r} tales que z € V*. Entonces

d(f(2), fi(2)) < d(f(2), f(z:)) + d(f(z), fi(zi)) + d(f;(zi), f(2)) <
<s+zs+s=e¢

—

i)
€
3

Wl m

(4) = (1). (A) Claramente F es cerrado, porque es compacto.

(B) Sea K C Q un subconjunto compacto y probemos que F(K) es un subconjunto
compacto de F'. Para ello vamos a utilizar la caracterizacién de los conjuntos métricos
compactos por sucesiones. Asi que cogemos sucesiones {f, :n > 1} C F, {z, :n > 1} C
K y probamos que existe una subsucesién { f,, (z,,) : ¥ > 1} C F que converge a algin
punto de F(K). Puesto que F es métrico compacto (en (C(2, F'),p)) y K es también
métrico compacto en C, podemos suponer, pasando a una subsucesion si es preciso, que
existen fo € Fy 2z € K tales que f, > foy 2n — 20 en C.

Aserto. fn(z) LN fo(zo) en (F,d).

En efecto, sea € > 0. Puesto que f, LN fo, existe n; € N tal que para todo n > ny se
verifica

max{d(fn(2), fo(z)): 2z € K} <

Como z, — 29 en K, existe ny € N tal que

€
5

d(fo(zn), fo(20)) <

, Vn > no.

N
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Por tanto para n > nq V n9 se tiene que

d(fn(zn); fo(20)) < d(fn(2n), fo(zn)) + d(fo(zn), fo(20)) <

lo que prueba el Aserto.

(C) Probemos que F es equicontinuo. Caso de no serlo, existirdn zy € €2, ¢ > 0 y dos
sucesiones {f, :n > 1} C Fy {z, :n> 1} C Q tales que

zn — 20 pero d(fn(zn), fn(20)) > €, ¥n > 1. (4.2)

Utilizando el mismo argumento que en (B), podemos suponer que existe fo € F
tal que f, > fo v fn(zn) = fo(z0) en (F,d). Por otra parte, de (4.2) y razones de
continuidad deducimos que d(fo(z0), fo(z0)) > €, una contradiccién que prueba que F
es equicontinuo.

Corolario 4.2.3. Sean Q C C un abierto, (F,d) un em completo y F C C(2, F). Son
equivalentes:

(1) F es relativamente compacto.
(2) F es equicontinuo y F(w) es un subconjunto rel. compacto en (F,d), para todo

w € Q.

Demostracion. Sale inmediatamente del T. de Ascoli y del Lema 4.2.1. |

Corolario 4.2.4. Sean Q2 C C un abierto, (F,d) un em completo y F := {fn:n > 1} C
C(Q, F). Se verifica que:

(1) Si F es equicontinuo y F(z) es un subconjunto relativamente compacto en (F,d)
para todo z € ), existe una subsucesion {fn, : k > 1} y una funcion f € C(Q, F) tales
que fn, 'S

(2) Si F es equicontinuo y puntualmente convergente, eziste f € C(Q, F) tal que
fu 5 f.

Demostracion. (1) Basta observar que F es rel. compacto en (C(£2, F'), p) por el Corolario
4.2.3.

(2) Puesto que F es puntualmente convergente, F(z) es rel. compacto en (F,d) para
todo z € Q. Por (1) F es rel. compacto en (C(, F),p) y existen f € C(Q, F) y una
subsucesion {f,, :r > 1} tales que f,, = f. En particular, f, (2) KN f(z), Yz € Q.

Aserto. f, 5 f.

En efecto, en caso contrario, existird una subsucesién { fp, : @ > 1} tal que p(f, fp,) >

€ para cierto € > 0. Por el razonamiento anterior, existen g € C(£2, F) y una subsucesién
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de {fp, : i > 1} (que denotamos también {f, :4i > 1} por sencillez) tal que f, £ g. Se
tiene que

(i) p(f,g) > € por continuidad.
(ii) fp,(2) LA g9(z), Vz € Q.

Como lim f, (2) = lim f,, (2) para todo z € Q, concluimos que g = f, una contradiccién
que prueba el Aserto. |

4.3. El Teorema de Weierstrass

Proposicién 4.3.1 (Teorema de Weierstrass). Sean G C C un abierto, {fn :n > 1} C
H(G) y f: G — C tales que fp, — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de
G. Entonces:

(1) f € H(G). En particular, H(G) es cerrado en (C(G,C), p).
(2) Las derivadas k-ésimas f,sk),f(k) verifican fék) L f®) vk eN.

Demostracion. (1) Sea K := {K, : r > 1} la secuencia anidada dentro de G asociada a la

métrica p. Como G = |J,~, K, y f es continua sobre cada K,, es claro que f € C(G,C).
Sea A un tridngulo cerrado tal que A C G. Es claro que f, — f uniformemente sobre
A (y en particular sobre dA) porque A es compacto. Ademés [, fn(2)dz = 0 porque
fn € H(G). Por tanto

/ f(z)dz = lim fn(2)dz = 0.
0A

Por el T. de Morera concluimos que f € H(G).

(2) Bastara probar el caso k = 1. Para k > 1 se aplica induccién. Sean a € G y
0 <r < R < oo tales que B(a,R) C G. Si v = 0B(a, R), para todo z € B(a,r) y todo
n > 1, por la Férmula integral de Cauchy (ver Hoja 2, Ejer. 20) se tiene:

fn(§) — M, - R
2m/ dﬁ) —r)?’

siendo M,, := méx{|fn(2)—f(2)| : z € v*}. Como M,, — 0 (porque f,, — f uniformemente
sobre 7*), concluimos que f, — f uniformemente sobre B(a,r). Y también f, — f’
uniformemente sobre cualquier compacto K C G, porque K se puede cubrir con una
familia finita de bolas cerradas tales que sobre cada una de ellas se verifica la convergencia
f;b — f" uniformemente. |

Fulz) =

Corolario 4.3.2. Sean G C C un abierto, {f, :n > 1} C H(G) y f : G — C tales que
la serie Y, <, fn converge hacia f uniformemente sobre subconjuntos compactos de G.
Entonces:
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(1) f € H(G).
(2) La serie de las derivadas k-ésimas anl fr(bk) también converge hacia la derivada
%) uniformemente sobre subconjuntos compactos de G.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del T. de Weierstrass. [ |

4.4. El Teorema de Montel

Sean G C C un abierto y F C C(G,C). En C(G,C) consideramos la métrica p
asociada a una secuencia anidada dentro de G. Entonces:

(1) Decimos que F es normal sii F es compacto, es decir, normal = rel. compacto.

(2) Decimos que F es localmente acotado sii para todo a € G existe r > 0 tal
que F(B(a,r)) es acotado en C. Obviamente, F es localmente acotado sii F(K) es un
acotado de C para todo compacto K C G.

Proposicién 4.4.1 (Teorema de Montel). Sean G C C un abierto y F C H(G) un
subconjunto. Son equivalentes:

(1) F es normal ; (2) F es localmente acotado.

Demostracion. (1) = (2). Si F es normal, entonces F es compacto y, por el T. de Ascoli,
concluimos que F(K) es rel. compacto (y por tanto acotado) en C, para todo compacto
K CG.

(2) = (1). Por el T. de Ascoli (6 el Corolario 4.2.3) bastard comprobar que F es
equicontinuo en G. Sean a € G y r > 0 tales que B(a,r) C G. Por hipétesis F(B(a,r))
es un conjunto acotado de C. Sea 0 < M < oo tal que F(B(a,r)) C B(0,M). Sea
z € B(a,r/2). Siy = 90B(a,r), por la Férmula de Cauchy obtenemos

(€5 50) 4= | ==

1 °n it it 2M
= — - - et'dt| < — |z —al.
27 |, fla+re )(a+re” —z)(re“‘/)”e < - |z — al

£ (2) = fla)l =

(4.3)

zZ—aQ

Sean € > 0y 0 < § < min{%, e} Entonces para todo z € B(a,d) y todo f € F se
verifica |f(z) — f(a)| < e por (4.3). Por tanto, F es equicontinuo. [ |

Corolario 4.4.2. Sean G C C un abierto y F C H(G) un subconjunto. Son equivalentes:

(1) F es compacto ; (2) F es cerrado y localmente acotado.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del T. de Montel. [ |
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Capitulo 5

Funciones armonicas. El problema
de Dirichlet. Desigualdades y
Teorema de Harnack.

5.1. Introduccion

Si G C C es un abierto, una aplicacién u : G — R es armonica sii existen y son
continuas hasta las segundas derivadas parciales u,, uy, y se verifica la ec. de Laplace
0 = Au := Uy, + uyy. Denotaremos por Har(G) al colectivo de las funciones u : G — R
armonicas en G. Si f = u +iv € H(G), es trivial comprobar (utilizando las ecs. de
Cauchy-Riemann) que u,v son funciones armoénicas en G. Se dice que v es la arménica
conjugada de u en G.

Proposicién 5.1.1. Sean G =C 6 G = D y u € Har(G). Entonces u tiene armdnica
conjugada en G.

Demostracion. Para cada (x,y) € G definimos v(x,y) de la siguiente forma

v(x,y) = /Oy ug(z, t)dt + (), (5.1)

donde ¢ : G — R es una funcién que depende sélo de x y que debemos determinar.
Derivando la ec. (5.1) respecto de x y teniendo en cuenta que Au = 0 obtenemos

ve(z,y) = /Oy Uz (T, t)dt + @ (2) = /Oy —Uyy (2, t)dt + ¢ (x) =
= —uy(z,y) + uy(x,0) + o' (x).

Por tanto, imponiendo que v, (z,y) = —uy(z,y), sale que ¢'(z) = —uy(z,0), de donde

(z, y) :/Oyux(az,t)dt—/omuy(t,o)dt.
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Esta funcién v asi definida verifica v, = —u,, vy = u;. Por tanto u,, uy, v, y v, existen,
son continuas y satisfacen las ecs. de Cauchy-Riemann en G. En consecuencia f(z) =
u(z)+iv(z) verifica f € H(G) y por ello la funcién v construida es la conjugada arménica
de u. |

NOTA. Por el Teorema de Riemann la Proposicién 5.1.1 es véalida para toda regién
simplemente conexa G C C.

Proposicién 5.1.2. Sean G C C un abierto, a € G y R > 0 con B(a,R) C G,
u € Har(G) y~* := 0B(a, R). Entonces

1
o7

2 )
u(a) / u(a + Re')dt.
0
Demostracion. Sea e > tal que B(a, R + ¢) C G. Por la Proposicién 5.1.1 existe f €

H(B(a, R+¢€)) tal que Re(f) = u. Por la Férmula de Cauchy (ver la Proposicién 1.4.4)
se tiene que

fla) = 1/ f(z) dz 1 /Wifgeitdt _ 27rf(a + Re')dt.
o' v

T i) z—a  2mi Rett 27 Jo

Por tanto, considerando la parte real obtenemos que

1 27

u(a) u(a + Re')dt.

:%0

Si G C C es un abierto y u € C(G,C), decimos que u tiene la Propiedad del Valor
Medio (abrev., PVM) si para todo a € Gy R > 0 tales que B(a, R) C G se verifica

1 2 )
u(a) = 27r/0 u(a + Re™)dt.

5.2. El Principio del maximo

Proposicién 5.2.1. [Ppio. del mdzimo, 1* Versidn] Sean G C C una region y u €
C(G,R) con la PVM. Si eziste a € G tal que u(a) > u(z), Vz € G, entonces u = cte en
G.

Demostracion. Sea A := {z € G : u(z) = u(a)}, que es un cerrado relativo de G. Sean
r >0y z9 € A tales que B(zp,7) C G. Como u tiene la PVM se verifica que

1 2T )
1MFM@Z%AU%+WW.
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Puesto que u es continua, concluimos que u(zg + re?t) = u(a), Vt € [0,27] y Vr > 0 tal
que B(zg,7) C G. En consecuencia, existe r > 0 tal que B(zp,7) C A, es decir, A es
abierto. Luego A es un “clopen” no vacio de la region G. Esto implica que A = G y que
u = cte en G. |

Corolario 5.2.2. Sean G C C una regién acotada y u € C(G,R) con la PVM en G.
Entonces

max{u(z) : z € G} = max{u(z) : z € 0G}.

Demostracion. Si el enunciado no fuese cierto, existiria a € G tal que u(a) > u(z), Vz €
G. Por la Proposicién 5.2.1 sale que u = cte en G y también en G, por continuidad. Por
tanto se verifica el resultado. |

Lema 5.2.3. Sean G C C una region y 1p € C(G,R) con la PVM verificando
limsup ¥(z) <0, Va € 0x(G).

z—a,z€G
Entonces 6 ¢¥(z) <0, V2€ G, 619 =0 en G.

Demostracion. En primer término, por el Ppio. del maximo, 1* Versién, bastara probar
que ¥(z) <0, Vz € G. Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe b € G tal que
P(b) > 0. Sean (b)) > e >0y B :={z € G: ¢(z) > €}. Por el Lema 3.1.4 se tiene que B
es un subconjunto compacto de G. Como % es continua sobre B, que es compacto, existe
20 € B tal que ¢(z9) > ¥(z), Vz € G. Por el Ppio. del maximo, 1* Versién, concluimos
que ¥ = cte = 1(z9) > 0 en G, lo que no puede ser pues implicaria que

limsup ¥(2) > ¢¥(z0) > 0, Va € 0x(G),

z—a,z€G

que contradice las hipétesis de trabajo. Por tanto ¥ (z) < 0, Vz € G, y esto termina la
demostracién del Lema. |

Proposicién 5.2.4. [Ppio. del mdzimo, 2* Version] Sean G C C una region y u,v €
C(G,R) con la PVM wverificando que

Va € 0soG, limsup u(z) < liminf v(z).
z—a,2€G z—a,z€G

Entonces 6 u(z) <v(z), V2 € G, du=v en G.

Demostracion. Sea a € 0xG. Si n > 0 denotemos G, := G N B(a,n), sia € C, y
G, :=°B(0,n7 1) NG, si a = co. Aplicando las hipétesis obtenemos

0> h’ﬁ)l [sup{u(z) : z € Gy} —Inf{v(z) : z € Gp}]
7
= limsup{u(z) —v(w) : z,w € Gy}
740

> limsup{u(z) — v(z) : z € G} = limsup (u — v)(2).
nd0 z—a,z€G
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En consecuencia, la funcién 1 = u — v verifica sobre G las condiciones del Lema 5.2.3.
Por tanto 6 ¥(z) < 0, Vz € G, 6 ¥ = 0 sobre GG, que es justamente lo que se quiere
probar. |

Corolario 5.2.5. Sean G C C una region acotada y u € C(G,R) con la PVM en G.
Entonces, siu | O(G) =0, se tiene que u =0 en G.

Demostracion. Por el Ppio. del méximo, 2* Versién (6 el Lema 5.2.3), se verifica que

6u(z) <0, Vz € G, 6u=0en G. Considerando v = —u y razonando de igual forma,
concluimos que 6 v(z) < 0, Vz € G, 6 v = 0 en G. Por tanto, debe ser v = 0 en G y
también en G, por continuidad. |

Corolario 5.2.6 (Ppio. del minimo). Sean G C C una region y u € C(G,R) con la
PVM en G. Si existe a € G tal que u(a) < u(z), Vz € G, entonces u = cte en G.

Demostracion. Basta considerar la funcién v = —u y aplicar el Ppio. del maximo, 1?
Versioén. |

5.3. El ntcleo de Poisson

Para 0 <r <1y 6 € R definimos el nicleo de Poisson P,(#) como

ZT\M inb Zrn zn9+ Z r—neine _

nez n>0 n<—1
=1+ Z r"(ema + efme) =142 Z r"cos(nb).
n>1 n>1

Poniendo z = re®?, 0 <r <1, § € R, se tiene que

_ 2 _ _ n _ind
(L4 2)7— =+ +2+2"+.. =142) 2"=1+2) e
n>0 n>1
De aqui que
142 1+7“€

n>1

Teniendo en cuenta que

1+re?  (14+7re?)(1—re”®)  1+2ri-sen(d) —r?
1—rei? (1 —re?)(1—rei®) |1 — rei?|2 ’

obtenemos que
1—r? B 1—r?
|1 —re®2 1 —2r-cos(f) +r2’

P (0) =
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Proposicién 5.3.1. El nicleo de Poisson P,(0) tiene las siguientes propiedades:
(1) & [T _P.(0)do = 1.

(2) P, : R — R es funcidén periddica de periodo 27 tal que P.(0) > 0 y P.(0) =
P.(—-0), Y 8 eR.

(8) P.(0) < P.(§) si0< < |0 <.
(4) Si >0 >0 se verifica que lim,41 P.(0) = 0 uniformemente para © > |6] > 6.
Demostracion. (1) Fijado 0 < r < 1, la serie ), ri"lein? converge uniformemente en

—7m < 6 < 7. Por tanto, se puede intercambiar la integral [ y el sumatorio ) en el
siguiente célculo:

1 ™ 1 ™ ) plnl 7 rlol
— [ P(0)do = — nlein?)dp = / mdf = S =1
o ] 0)d 27r/_7r(21" e™)do Z% e dy = -~ _Wd
neL nez
(2) v (3) salen inmediatamente de la expresién de P,(9).
(4) sale observando que para m > |f| > ¢ se verifica 0 < P.(8) < P,.(6) ?1 0. |

5.4. El problema de Dirichlet

El problema de Dirichlet sobre el disco unidad D se enuncia de la siguiente forma.
Dada una funcién continua f : 9D — R, jexiste alguna funcién continua v : D — R tal
que u [ D € Har(D) y u | 0D = f7 La respuesta a esta pregunta es afirmativa y se ve
en la siguiente Proposicién.

Proposicién 5.4.1. [Sol. del problema de Dirichlet en D] Sea f : 0D — R una funcidn
continua. Entonces existe una funcion continua u : D — R tal que u | D € Har(D) y
u [ 0D = f. Ademds, u es unica y verifica que para todo 0 < r <1 y todo —w < 0 < 7:

u(rei®) = 2 / " B0 — 1) f(eM)t. (5.2)

2 J_,

Demostracién. Definimos u : D — R de la siguiente forma:
(a) Hacemos u [ 0D = f.
(b) Sobre D utilizamos la férmula (5.2) para definir u.

Se tiene claramente que u [ 9D = f. Ademas:

(i) u | D € Har(D).
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Enefectosi 0 <r <1y —mw <6 < se verifica:

27 ). 1 —reid-
B 1™ 14D
= Re(a /_7r f(e )1 — rei((’—t)dt)
< ) . ,

en donde en la dltima linea hemos puesto e = z, re®

g : D — C del siguiente modo:

= w y 7" = 0D. Definimos

(2) z+w

1
Yw € D, g(w) == — o w

211

dz.

S~

Como u = Re(g) en D, para ver que u | D € Har(D), bastard probar que g € H(D).
Con este objetivo, fijamos wy € D y probamos que existe la derivada ¢'(wp) (y ademés
la calculamos). Se tiene que

+ Z+w
w—wo W — W w—wo 274 )., 2 w — Wy
1 2
= lim — / /() - dz
wowo 2mi ), 2z (2 —w)(z — wo)

_ b 2f(z) .
N 27Ti/v(z—w0)(z—w0)d '

(ii) u es continua en D.

Teniendo en cuenta que u es continua en el abierto D (porque u es la parte real de
la funcién g € H(D)), bastara probar que u es continua en dD. Para ello probamos el
siguiente Aserto, del que se deduce inmediatamente la continuidad de u sobre 9D.

Aserto. Dados o € [—m, 7] y € > 0, existe 0 < p < 1 y un entorno A de €® en D
(un arco) tal que, si p <r < 1y e € A, entonces

[u(re®) — f(e*)] <.

Por razones de sencillez, probamos el Aserto para a = 0 (si a # 0, el razonamiento es
anélogo). Como f es continua en z = 1, existe § > 0 tal que | f(e?) — f(1)| < %e siempre
que |0] < J. Sea M := max{|f(e?)| : |#| < 7} + 1. De (4) de la Proposicién 5.3.1 sale
que existe 0 < p < 1 tal que P,() < €/(3M) para todo p < r < 1y todo 7 > |0] > 16.
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Sea A el arco A := {e : |f| < 36}. Entonces para e € Ay p <r <1 se tiene

u(re®) — £1) = o [ PO - — 10 = 5 [ RO -0 - F)it =
= [ PO Fdt o [ R0~ Fd (5.9
T J)t|<é ™ J|t|>68

Se tiene que:
(a) Si |t| < 4, entonces | f(e) — f(1)| < e y por tanto
1 1 (7 1

< -e-— P.(0 —t)dt = -e.
3 27 J_, 3

1
2

Lg Po(0 = t)(f(e") = f(1)dt

(b) Si |t| > &, entonces |6 — t| > 34 y, por construccién, P,(6 — t) < 35;. Por tanto

1
2T

[, mio= ot - st

1 [T € 2
<= [ Somat = Ze
= on /_W gap Mt = 5e

Teniendo en cuenta (a), (b) y (5.3) obtenemos que
lu(re®®) — f(1)] <€, Vp<r <1, Ve € A.

(iii) u es la unica solucién del problema de Dirichlet en D.

En efecto, sea v : D — R otra solucién del problema de Dirichlet en D. Consideremos
w :=u — vy apliquemos el Corolario 5.2.5. Obtenemos que w = 0 en D, lo que prueba
la unicidad de la solucién del problema de Dirichlet en D. |

Corolario 5.4.2. Sea u: D — R una funcién continua y armdnica sobre D. Entonces
para 0 < r <1 y todo 6 € R se verifica

u(rei®) = % /_ " PO — tyu(et)dt.

Ademds, uw = Re(f) sobre D, siendo f € H(D) la funcion analitica tal que

Welt+z

_eit — 2

VieD, f(z) = - /

T om

u(e®)dt.

Demostracion. Este resultado sale inmediatamente de la Proposicién 5.4.1. |

Proposicion 5.4.3. Sean a € C y 0 < R < o0.
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(A) (Sol. del problema de Dz’richlet en B(a,R)). Sea f € C(0B(a, R),R). Existe una

inica u € C(B(a, R), )ﬂ’HaT( (a,R)) tal que u [ 0B(a,R) = f. Ademds, si0 <r < R
y 0 € R, se tiene que

u(a + re’) = ! /7r 17— - f(a+ Re')dt
R2 —2rR-cos(6 —t) +r? '

(B) Sea v € C(B(a, R), )ﬂ?-[ar( (a,R)). Entonces, si0 <r < Ry 0 €R, se tiene
que
R 2

27r ~ R?— 2TR cos(0 —t) + r?

u(a + re' u(a + Re™)dt.

Demostracién. (A) Sea T : C — C tal que Tz = a+ Rz. Claramente 7" es una homotecia
seguida de una traslacién (es decir, es una transformacién de Mobius) tal que T'(D) =
B(a, R). Sea f € C(0D,R) tal que f(z) = f oT(z). Por la Prop. 5.4.1 existe una tnica
u € C(D,R) N Har(D) tal que @ [ 9D = f. Definamos u : B(a, R) — R tal que, si
2z =a+re? € B(a, R), entonces u(z) = o T~ (z) = @(se?) con s = r/R. Se tiene que:

(i) ue C(B(a,R),R) yu | 0B(a,R) = f.

(ii) Puesto que @ | D es la parte real de una funcién holomorfa en D, digamos
@ = Re(g) (ver Prop. 5.4.1) y u | B(a,R) = (@ | D) o T~! = Re(g o T™'), concluimos
que u | (a R) es la parte real de una funcién holomorfa en B(a,R) y por tanto

u € Har( (a, R)).

(iii) En consecuencia u resuelve el problema de Dirichlet en B(a, R). Adem4s es la
Unica solucién, pues de haber otra, digamos v, entonces w := u — v verificaria w €
C(B(a,R),R), w [ 0B(a,R) =0y w € PVM en B(a, R). Por el Cor. 5.2.5 se tiene que
w = 0 en B(a, R), es decir, u = v en B(a, R), lo que prueba la unicidad de la solucién
u.

Calculemos el valor de u(a + re?) para 0 <7 < Ry 6 € R. Sea s = r/R. Se tiene
que

. 3 1 ™ _ )
wlatred?) =i(se’) = o [ P8 —1)f(e")ds
™ —T
1 (7 1—g2 4
~or : Re™)dt
21 | . 1—2s-cos(6) + 52 fla+ Re")
L[ R -1 it
N 27r/_7T R2 = 2rR - cos(0 — t) + 2 -u(a 4+ Re")dt.

(B) es consecuenia inmediata de (A). [
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En la expresién anterior hemos utilizado el nicleo de Poisson modificado

R2—T2 RQ_,,,,Q

= ; . 5.4
R?2 —2rR-cos(f —t)+ 12 |R—reild—1)2 (5.4)

Corolario 5.4.4. Sean G C C un abierto y u : G — R una funcion continua verificando
la PVM. Entonces u € Har(G).

Demostracion. En efecto, sean a € Gy 0 < r < oo tales que B(a,r) C G. Por la
Proposicién 5.4.3 existe una funcién continua v : B(a,7) — R, que es armonica en

B(a,r) y verifica u = v sobre dB(a,r). Puesto que u — v verifica la PVM en B(a,r) y
u — v = 0 sobre 0B(a, ), del Corolario 5.2.5 obtenemos que u = v sobre B(a,r), lo que

implica que u € Har(B(a,r)). En consecuencia u € Har(G). [ |

5.5. Desigualdades y Teorema de Harnack

Proposicién 5.5.1. [Desigualdades de Harnack] Seana € C, R > 0, u € C(B(a, R),R)N
Har(B(a,R)) conu>0,0<r<RyfecR. Se tiene que

R— ‘ R
R+:u(a) < u(a+re?) < Ri_:

u(a).

Demostracion. Puesto que R —r < |R —re| < R +r, de (5.4) sale que

R—r< R2 — 2 <R+r
R+r ~ R2—2rR-cos(0 —t)+r2 ~ R—1r’

de donde, teniendo en cuenta que u > 0, para todo t € R obtenemos

R—r
R+r

2 _ .2 A _
It —r (a+ Re™) < R+ru(a—|—Re”).

Re'') <
u(a + e)*RQ—QrR-cos(G—t)—i-rQu R—r

Por tanto integrando concluimos que

R—r 1 [TR—r A
= — th dt <
R+ru(a) o _ﬂR+ru(a+ e)dt <
1 ™ RQ—T'Q ‘ .
< o= Ret\dt = 0y <
_27T/;7r R2_2rR'COS(0—t)+r2u(a+ e) u(a.{_re )_
1 [TR+r R+r

< — Dt = .
<5 _WR_ru(a—i—Re )dt R_Tu(a)



46 CAPITULO 5. FUNCIONES ARMONICAS

Proposicién 5.5.2. [Teorema de Harnack| Sean G C C un abierto, K := {K,, : n > 1}
una secuencia de compactos anidada dentro de G y p = px la métrica sobre C(G,C)
asociada a la secuencia K. Se tiene que

(a) Har(G) es un subespacio completo y cerrado en (C(G,C), p).

(b) Supongamos que G es region y sea {u, :n > 1} C Har(G) tal que ug < ug < ...
Entonces, siu(z) := limy, o0 un(z), Vz € G, se tiene la siguiente alternativa:

(b1) 6 u= 400 en G y uy(z) T +00 uniformemente sobre compactos de G,

(b2) 6 u(z) < 400, Vz € G, up, T u yu € Har(G).
o

Demostracion. (a) Puesto que (C(G,C), p) es un espacio métrico completo, bastard ver
que Har(G) es cerrado en (C(G,C),p). Sea {u, : n > 1} C Har(G) una secuencia tal
que Uy, Kue C(G,C). Es inmediato que u tiene la PVM y, en consecuencia, u € Har(G)
por el Corolario 5.4.4 y esto prueba que Har(G) es cerrado en (C(G,C), p).

(b) Sin pérdida de generalidad, suponemos que u; > 0. Definimos

Vz e G, u(z)= lim uy(2).

n—oo
Por las hipétesis, para todo z € G se verifica que
6u(z) =00 6 u(z) €R ysiempre wu,(z) T u(z).

Definimos
A={z€G:u(z) =}, B:={z2€G:u(z) < oo},

que verifican G = AW B. Vamos a probar que A y B son abiertos.

(1) _A es abierto. Seana € Ay 0 < R < oo tales que B(a,R) C G. Si |z —a| < R,
por las Desigualdades de Harnack se tiene que

R— 1|z —dq R+ |z —aq

Vn>1, 5——— n < up >~ 5 . UYn .
n2 1 (@) S un(z) < ()

o
Como uy,(a) T 00, necesariamente uy,(z) 1 oo, es decir, u(z) = oo y, por tanto, B(a, R) C
A. En consecuencia, A es abierto.

(2) _B_es abierto. Sean a € By 0 < R < oo tales que B(a,R) C G. Si |z —a| < R,

razonando como en (1) concluimos que u(z) < co. Por tanto B(a, R) C By B es abierto.
Como G es regiéon 6 G =A 6 G = B.

Caso 1: G = A. Probemos el siguiente hecho.

Aserto 1. Sia € G, existe r > 0 (dependiendo de a) tal que B(a,r) C Gy un(2z) T 00
uniformemente para z € B(a,r).
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En efecto, sea R > 0 tal que B(a, R) C G. Para todo n > 1y todo z = a + re'’ con
0 <r < R/2 por las Des.de Harnack se verifica que

Tup(a) < g;’:un(a) < up(a+ret).
Como uy,(a) T 0o, es claro que u,(z) 1 oo uniformemente sobre B(a, R/2), lo que prueba
el Aserto 1.

Aplicando el Aserto 1, dado K C G un compacto de G, se puede cubrir X mediante
una familia finita de bolas cerradas contenidas todas dentro de GG, de modo que u,, T oo
uniformemente sobre cada una de dichas bolas. De aqui se concluye que u,(z) T oo
uniformemente sobre K, es decir, se obtiene la alternativa (bl).

Caso 2: G = B. Esta claro que ahora u(z) < oo, Vz € G.

Aserto 2. Si a € G, existe 7 > 0 (dependiendo de a) tal que B(a,r) C Gy
un(2) 1 u(z) uniformemente para z € B(a,r).

En efecto, sea R > 0 tal que B(a, R) C G. Para todo m,n € N, m > n, ocurre que
0 < up, —uy, € Har(G) y podemos aplicar las Des. de Harnack con 0 < s < R/2y 0 € R.
Obtenemos que

. . R
0 < tpm(a+ se?) — uy(a + se') < 7 ts

(um(a) = un(a)).

Dejando n fijo, haciendo m — oo y recordando que wu,,(z) T wu(z), de la anterior
desigualdad obtenemos

+s

2 (u(a) — un(a)) <

R+ R/2 _
< R Ryp (@) ~un(0) = 3(ula) ~un(a)),

u(a + sew) — up(a+ sew) < g
(5.5)

en donde hemos utilizado que la funcién g(s) = gfi es creciente en [0, R) y, por tanto,

R+s _R+R/2

—3, Vs e [0,R/2).
R—s ~R-Rp > el

Sea € > 0. Como up(a) T u(a) < oo, existe N € N tal que u(a) — un(a) < e€/3, Vn > N.
Teniendo en cuenta (5.5), para n > N se verifica

Vz € B(a,R/2), 0<u(z)—un(z) <3(u(a) —up(a)) < 3% =e.

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que u,(z) 1 u(z) uniformemente para z €
B(a, R/2).

Aserto 3. u € C(G,C), uy, T u uniformemente sobre compactos de G, uy, B y
u € Har(G).
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En efecto, del Aserto 2 sale inmediatamente que u,, T © uniformemente sobre compactos
de G. En consecuencia u € C(G,C) y u, Lu porque la convergencia en la métrica p
es justamente la convergencia uniforme sobre compactos. Por tanto v € Har(G) por la
parte (a) del T. de Harnack.

Es claro que el Caso 2 conduce a la alternativa (b2). [
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Capitulo 6

Espacios normados. Teorema de
Hahn-Banach. Aplicaciones

6.1. Introduccion
Comenzaremos introduciendo las nociones de seminorma, norma, etc.

Definicién 6.1.1. Sea (X, +,-) un espacio vectorial (abrev., ev) sobre el cuerpo K (=
C 6 R). Sea p: X — R. Entonces

(a) p es una seminorma sii ,\Vz,y € X, VA € K, se verifica:
(a1) p(z +y) < p(z) +p(y).

(a2) p(Az) = [Alp(z).

(b) p es una pseudonorma sii ,Vx,y € X, VA € K, se verifica:

(b1) p(z +y) < p(z) + p(y).
(b2) p(Az) < |A|p(z) siempre que |A| < 1.
(b3) p(x) =0 sii x = 0.

(¢) p es una norma sii ,\Vr,y € X, VA € K, se verifica:
(c1) p(z +y) < p(x) + p(y).

(c2) p(Az) = |A|p(x).

(¢3) p(x) =0 sii x = 0.

Denotaremos las normas por || - ||. Un espacio normado (abrev., en) es un 4-pla
(X, 4, | - |) tal que (X,+,-) es un ev sobre el cuerpo K y || - || es una norma en X.

NOTAS. (1) Toda norma es, a la vez, seminorma y pseudonorma.
(2) Sea p una seminorma en el ev (X, +,-). Entonces

(2a) p(0) = 0. En efecto, p(0) = p(0-0) =0-p(0) = 0.

(2b) p(x) = p(—z), Vo € X, por (a2).
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(2¢) p(x) > 0, Vz € X. En efecto, supongamos que para cierto z € X (necesariamente
x # 0) se verifica p(x) < 0. Entonces también p(z) = p(—z) < 0 y se tiene

0=p(0) = p(z + (—2)) < p(x) + p(—z) = 2p(x),
una contradiccion.

Proposicién 6.1.2. Sea (X,+,-) un ev.

(a) Sea (X,| - ||) un en. Se tiene que, si definimos d : X x X — R de modo que
d(z,y) = ||z —yl||, Yo,y € X, entonces d es una distancia invariante por traslaciones,
es decir,

Ve,y,z € X, d(z,y) =d(x+ 2,y + z2),

y homotética, es decir

VA eK, Vo,y e X, d(Az,\y) = |Ad(z,y).

(b) Y viceversa, si X es un ev yd: X x X — R es una distancia invariante por
traslaciones y homotética, definiendo ||z|| := d(z,0), Vz € X, entonces || - || es una
norma cuya distancia subordinada es d.

Demostracion. (a) es de comprobacién inmediata.
(b) De la definicién ||z|| := d(z,0) y las propiedades de d sale que
(1) Vz € X, 0= |jz|| =d(x,0) & z=0.
(2) Para todo A € K se tiene ||Az| = d(Az,0) = |A| - d(x,0) = |A| - [|z]].
(3) para todo x,y € X se tiene
2 +yll = d(z +y,0) = d(z, —y) < d(z,0) + d(-y,0) = d(x,0) + d(y,0) = [lz[| + [ly[l.
|

6.2. Topologia de un espacio normado

Por la Proposicién 6.1.2, si (X,|| - ||) es un en, se tiene que d : X x X — R tal
que d(z,y) = ||Jx — y||, Yo,y € X, es una distancia en X. La topologia del en (X, | -||)
es la topologia asociada a la métrica d. Describimos a continuacién los elementos mas
importantes de esta topologia.

(1) Bolas y esferas.

Bola abierta de centro a € X y radio € > 0 = B(a,¢€) :={x € X : ||z — al| < €}.
Bola cerrada de centro a € X y radio e > 0 = B(a,¢) :={zx € X : ||z —a|| < €}.

Bola reducida (cerrada) de centro a € X y radio e > 0 = By(a,¢) :={x € X : 0 <
[l — all < €}
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Esfera de centro a € X y radio e >0 = S(a,€) :={z € X : ||z —a| = €}.

Bola unidad cerrada = B(X) := B(0, 1).

Esfera unidad = S(X) := 5(0,1).

Cuando se manejen otros en, ademas de X, y convenga precisar que nos referimos
a X, la bola cerrada (resp., abierta, etc.) en X centrada en a € X y radio r > 0 se
indicara por Bx(a,r) (resp., Bx(a,r), etc).

(2) Abiertos de X = T¥.

Un subconjunto G C X es un abierto de X (abrev., G € Tx) sii para todo a € G

existe € > 0 (dependiendo de a) tal que B(a,€) C G. Por Tx indicaremos la familia de
los abiertos de X, y por Cx la familia de los cerrados de X.

(3) Sucesiones convergentes en X.

Una sucesién {z,, : n > 1} C X es convergente en norma hacia cierto zop € X (abrev.,
T, — o) sil para todo € > 0 existe n. € N tal que ||z, — z¢|| < € para todo n > n..

(4) Sucesiones de Cauchy en X.

Una sucesion {z,, : n > 1} C X es de Cauchy en norma sii para todo € > 0 existe
ne € N tal que [|2,, — 2, || < € para todo n,m > n..

Lema 6.2.1. Sean (X,d) un em y (x,)n una sucesion de Cauchy en X tales que existen
zg € X y una subsucesion (Tn, ) verificando que Ty, k—) zo. Entonces x, — xo.
—00

Demostracion. Pasando a una subsucesién de (ny) si es preciso (y llaméndola también
(n#)x), podemos suponer que d(z,,z.,) < 27% para todo par n,m > n. Sea € > 0.
Elegimos p € N tal que para todo k > p se verifique d(xg,zp,) < €/2. A continuacién
elegimos ¢ € N de modo que 27" < ¢/2. Sea r = pV ¢ y cojamos n > n,. Entonces

d(xp,x0) < d(Tp,Tn,) +d(Tp,,x0) < 27" +€/2<€/24¢€/2 =¢.

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que z,, — xg. |

(5) Aplicaciones continuas.

Sean (Y,Ty) un espacio topolégico y T': X — Y una aplicacién. Recordemos que
son equivalentes:

(a) T es continua.

(b) Para todo G € Ty, T71(G) € Tx.
(c) Para todo C € Cy, T7Y(C) € Cx.
d)

(d) Para toda sucesién convergente x,, — xg en (X, || - ||) se verifica que Tx,, — Txg
en (Y, Ty).
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6.3. Espacios vectoriales topolégicos. Espacios de Banach

Definicién 6.3.1. (X,+,-,Tx) es un espacio vectorial topologico (evt) sii
(a) (X,+,-) es un ev sobre K=TR ¢ C.

(b) Tx es una topologia sobre X para la que las aplicaciones suma +: X x X — X
y producto - : K x X — X son continuas.

Proposicion 6.3.2. La norma, la suma de wvectores y el producto de vectores por
escalares son operaciones continuas en todo en. Por tanto todo en es un euvt.

Demostracion. Sea (X, || -]|) un en.

(a) La norma || - || : X — R es una aplicacién continua, pues, si {z, : n > 0} C X
son vectores verificando z, — o en (X, | - ||), entonces ||z,| — ||zo| en R ya que
]l = llzoll| < [lzn — ol-

(b) la suma + : X x X — X es aplicacién continua porque, si z, — o ¥ ¥Yn — Yo
en (X,| -||), entonces z,, + yn — o + yo en (z,| - ||) ya que

[0 + yn = (2o + yo)[| < llzn — oll + [lyn — ol-

(c¢) El producto por escalares - : K x X — X es una aplicacién continua porque, si
An = XAoen Ky x, — xgen (X,| ]), entonces
||)\n$n - )\OxOH = ||)\n(xn - CBo) + ()\n - )\O)l'OH <
< Palllan = zoll + [An = olllzoll < Milza — zoll + A — dolllzoll_— 0,

en donde M es una constante tal que [\,| < M < oo, Vn > 0. [ |

Definicién 6.3.3. Un espacio de Banach (eB) es un en (X, || - ||) que es completo, es
decir, toda sucesion de Cauchy de X converge en X.

NOTAS. (1) Si (X, || -||) es un en, existe un unico espacio de Banach (Z, || - ||) tal
que: (i) (X, |- |) es un subespacio de (Z, || - ||); (ii) X = Z, es decir, X es denso en Z.
El espacio de Banach (Z, || - ||) -que es tinico salvo isomorfismo isométrico y que coincide
con (X, ||-]]) si (X,]|-]]) es ya eB- recibe el nombre de “completado” 6 “complecién” de

X - 1D-

(2) Una serie 5 2n en un en (X, [ - [|) es absolutamente convergente sii
2 n>1 |2l < oo

Proposicién 6.3.4. Sea (X, || -||) un en. Son equivalentes:

(1) (X,]-|l) es un eB.

(2) Toda serie absolutamente convergente de X converge en X.
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Demostracion. (1) = (2). Sea ), -,z unaserie en (X, ||-||) absolutamente convergente,
es decir, > o [|n]| < 0o. Sea € > 0 arbitrario. Como Y - ||n| < oo, existe ng € N
tal que Y1 [|lzi|| < € siempre que n > m > ng. Por tanto la sucesién de las sumas
parciales (sp), (siendo s, =Y " | x;) de la serie verifica para n > m > ng que

n

Isn = smll = || Z |zl <e.

i=m-+1

Como € > 0 es arbitrario, es claro que (sy), es una sucesién de Cauchy en (X, || - ||), que
es un eB. Por tanto, existe sg € X tal que s, — sgy de aqui que ) o, &, = So, €s
n—oo -

decir, la serie converge en X.

(2) = (1). Sea (xy,),, una sucesién de Cauchy en X. Por cada k € N elegimos n; € N
de modo que

(i) |zn — zm| < 27 siempre que n,m > ny.

(ii) nyg<ng <ng<<---.

A continuacion definimos los vectores 2z € X de la siguiente forma: z; = zp, y
2k = Ty, — Tn,_, Para k > 2. Es inmediato que la serie Zn>1 zp, verifica:

(a) es absolutamente convergente pues

—(k—
S lzell = 4+ D en, = 2o, Il < omll + Y- 27E < oo,

k>1 k>2 k>2

(b) La suma parcial s = Zle z; verifica s = xp, .

Por la hipétesis (2) existe g € X tal que s — o, es decir, z,, — zo. Aplicando el
Lema 6.2.1 concluimos que x,, — ¢, es decir, que se verifica (1). |

6.4. Aplicaciones lineales continuas. El espacio dual

Sean (X, | - |]), (Y, -||) dos en sobre el cuerpo K.
(1) Un subconjunto A C X es acotado sii existe 0 < r < co tal que A C B(0,r).

(2) Una aplicacién lineal T': X — Y es: (i) acotada sii T'(B(X)) es un subconjunto
acotado de Y7; (ii) un isomorfismo topolégico sii T' es un isomorfismo algebraico y
ademds es un homeomorfismo, es decir, es bi-continua; (iii) un isomorfismo isométrico
sii es un isomorfismo algebraico y una isometria.

(3) El conjunto de todas las aplicaciones K-lineales T': X — K recibe el nombre de
K-dual algebraico de X y se denota por Xj (6 simplemente X' si estd claro el cuerpo
K). Hay por tanto un dual algebraico real (siempre) y otro complejo (cuando X es en
sobre C). Obviamente el K-dual X de X es un ev sobre K.

(4) El conjunto de todas las aplicaciones K-lineales y continuas 7' : X — K recibe
el nombre de K-dual topolégico de X y se denota por Xy (6 simplemente X* si
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estd claro el cuerpo K). Hay por tanto un dual topoldgico real (siempre) y otro complejo
(cuando X es en sobre C). Obviamente el K-dual X de X es un ev sobre K y subespacio
del K-dual algebraico Xf.

Proposicién 6.4.1. Sean (X, ||-||), (Y, -||) dos en sobre el cuerpo K y T : X — Y una
aplicacion lineal. Son equivalentes:

(1) T es continua.

(2) T es continua en algin punto o € X.

(3) T es continua en 0 € X.

(4) T es acotada.

(5) Eziste 0 < K < oo tal que ||Tz|| < K||z|| para todo x € X.

Demostracion. (1) = (2) es evidente.

(2) = (3). Sea (zp,), una secuencia en X tal que z, — 0 en (X, | -||). Tenemos que
probar que Tz, — T0=0en (Y, | - ||). Se tiene que

xn—=0en (X, |-]) = antaxo—=z0en (X,||-|) = Txpn+Tzo— Txgen (Y,|-]),
porque T es continua en xg y lineal. Asi que

Txy = (Txy + Txo) — Txg — Txg—Txg=0 en (Y,| ).

(3) = (4). Como T es continua en 0 € X y 70 = 0, T-}(B(Y)) es un entorno de
0 € X porque B(Y) es un entorno de 0 € Y. Por tanto existe 0 < r < oo tal que
Bx(0,7) € T~Y(B(Y)), de donde T(B(X)) C By(0,1/r). Esto quiere decir que T es
acotada.

(4) = (5). Por (4) existe 0 < K < oo tal que T'(B(X)) C By (0, K). Veamos que este
K verifica (5). Si x =0 € X, se cumple (5) trivialmente porque 0 = ||T0|| < K||0|| = 0.
Sea z € X \ {0}. Entonces z/|z| € B(X) por lo que T(z/||z||) € By (0, K), es decir,

IT(Epll < K = |[Tz]| < Kl|z].

(5) = (1). Sea (xy), una sucesién en X tal que z,, — z¢g € X en (X, | - ||), es decir,

|zn, — xo|| — 0. Veamos que Tx,, — T'zp en (Y, ] - ||). Por hipétesis

[Ty — Taol| = [|IT (20 — xo)|| < Kl|zn — o
para cierto 0 < K < oo. Como ||z, — x¢|| — 0 concluimos que || Tz, — Txo|| — 0, es

decir, Tz, — Txg en (Y, - ||) v esto prueba que T' es continua. [

Proposicién 6.4.2. Sea (X, | -|) un en sobre el cuerpo K y X* el K-dual topolégico
de X*, es decir
X*:={2": X - K: 2" es lineal y continua}.
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Para todo x* € X* definimos
[zl := sup{|(z", )| : = € B(X)}.

Se tiene que (X*,||-||) es un eB y para todo z* € X* y todo x € X se verifica |{(x*,x)| <
[l (] - fl]]-
Demostracion. (A) Comprobemos que || - || es una norma en X*.

(A1) Sea z* € X*. Se tiene que

0= [|z*|| =sup{|(z*,z)| :z € B(X)} & (z",2) =0, Vz € B(X) & z"=0.

(A2) Sean t € K, x* € X*. Se tiene que

[t2”]] = sup{[{tz”, )| : x € B(X)} = [t| - sup{|(z”, 2)| : @ € B(X)} = [t] - [|="].

(A3) Sean z*,y* € X*. Se tiene que

2" + 47| = sup{|(z" + v, )| : @ € B(X)} < sup{[(z”, )| + (", )| : € B(X)} <
<sup{[(z*, )| : @ € B(X)} +sup{[{y", y)| : y € BX)} = [[lz"[ + |ly"[].

(B) Veamos que |(z*,z)| < ||z*| - ||z||, Va* € X*, Vo € X. Si x =0, ello es obvio. Si
z # 0, z/||z|| € B(X) y por la definicién de [|z*|| se tiene:

(2™, el < 2™l = ™, 2 < =7 - [l=]].

(C) Veamos que (X*, || -||) es un eB, es decir, que toda sucesién de Cauchy (), de
X* converge en X*.

Aserto. Para todo z € X, la sucesién de escalares ({x},z)), es una sucesién de
Cauchy en K y, por tanto, converge en K, es decir, existe lim, . {(x},z) =: f(x) €
K, Vx € X. Ademés f es lineal sobre X.

En efecto, basta tener en cuenta que:

(1) (g, 2) = (@, 2)| = {25, — a7, )| < [lag, — ]| - [J2]| — O para n,m — oo por
(B) y porque ||z} — x| — 0 ya que (), es sucesién de Cauchy.

(ii) K es completo.

Asi que la funcién f : X — K tal que f(x) := lim, o0 (x), ) estd perfectamente
determinada y es trivialmente lineal (por ser limite de aplicaciones lineales), segin
requiere el Aserto.

Finalmente, veamos que f € X* y que 2, — f en (X*,[|-||). Sean € > 0y z € B(X)
arbitrarios. Elegimos ng € N tal que ||z} — z} || < € para n,m > ng. Por (B) se verifica

(@, 2) = (2, )| < elz]], Vn,m = no. (6.1)
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Cogiendo n > ny fijo y haciendo m — oo en (6.1) obtenemos que
[z}, x) — f(z)| <e-|z], Yn > no, Vo e B(X). (6.2)

Esta desigualdad prueba que:

(a) 2} — f € X* por Prop. 6.4.1. En consecuencia f € X* pues f =z} — (2} — f) y
X* es un ev.

(b) Ademés por la definicién de la norma ||-|| en X*, se verifica ||z} — f|| < €, Vn > nyg.
Como € > 0 es arbitrario, se tiene 2, — f en (X*, | - ||).

Esto completa la prueba de la Proposicion. |

6.5. Cocientes
Si X esun evy Z C X un subespacio, el ev cociente algebraico X/Z se define del
siguiente modo:

(i) X/Z es el conjunto cociente X/ ~, donde =~ es la relacién de equivalencia: Vz,y €
X, x ~ysii x —y € Z. La clase determinada por x € X se denota por [z] 6  + Z.

(ii) En X/Z se definen: (1) la suma: [z] + [y] = [z + y]; (2) el producto por escalares:
A [z] =[]

Se tiene que (X/Z,+,-) es un ev y la aplicacién cociente canénico @ : X — X/Z tal
que Q(z) = [z], Vz € X, es lineal y sobreyectiva.

Proposicién 6.5.1. Sean (X, || -||) un en, N C X un subespacio cerrado y X/N el
cociente algebraico. Para todo [x] € X/N definimos

() 2]l -= mf{[lz +yll : y € N}

Se tiene que (X/N, ||-]|) es un en y el cociente candnico @ : X — X/N es una aplicacion
lineal y continua.

Demostracion. Probemos que (%) es una norma en X/N.

(N1) Sea [z] € X/N. Se tiene

0= [[fz]]] = mf{[lz +yll : y € N} < F(zn)n CN, 2n =2 &
& z € N (porque N es cerrado) < [z] = 0.

(N2) Sean A € Ky [z] € X/N. Se tiene

Al | = l[[Az]l] = mf{{|Az +y[| : y € N} = inf{[[Az + Ay -y € N} =
= [Alinf{[lz +yll : y € N} = [A] - [|[«]]]
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(N3) Sean [z], [y] € X/N. Se tiene que

Iz + Il = llz + 9]l = mf{llz +y + 2] : 2 € N} < f{[lw + 21| + ly + 22]| : 21,22 € N} =
= mf{[lz + 21| : 21 € N} + nf{[ly + 22 - 22 € N} = [[z]]] + [[y]]

Sabemos que la aplicacién cociente @ : X — X/N es lineal y sobreyectiva. Adem4s
es continua por la Prop. 6.4.1 y porque para todo x € X verifica

Q]| = [|f]| = mf{[jz + [l : y € N} <[],

6.6. Espacios seminormados

Sea (X, +,-,p) un espacio seminormado, es decir, (X, +,) es un ev sobre el cuerpo
Kyp:X — R es una seminorma en X. Como en el caso de las normas, se pueden
definir en X las bolas cerradas, abiertas, etc., relativas a p, y generar una topologia 7, en
X. Observemos que: (1) si p no separa puntos de X, la topologia 7, no serd Hausdorff;
(2) una norma es una seminorma p tal que (X, 7,) es Hausdorff. La mayor parte de
los resultados vélidos para las normas, también son validos para las seminormas. En
particular:

(i) (X,4+,-,7p) es un evt.

(ii) La caracterizacion de las aplicaciones lineales y continuas (Prop. 6.4.1) es valida
para espacios seminormados.

(iii) El conjunto N := {z € X : p(z) = 0} es un subespacio cerrado de (X, 7).

En relacién con la Prop. 6.5.1 destacamos el siguiente resultado, que nos permite
pasar de un espacio seminormado (X, p) al espacio normado cociente (X/N, ||-||) subordinado.

Proposicién 6.6.1. Sean (X,p) un espacio seminormado y N := {x € X : p(z) = 0}.
En el espacio cociente X/N, para todo [x] € X/N definimos

[f]]| := mt{p(z +y) : y € N}.
Se verifica que (X/N, || -||) es un espacio normado.

Demostracion. Las demostracion es la misma que la de Prop. 6.5.1. |

6.7. Subespacios

Sean X un en y Z C X un subespacio. Si cerramos Z en (X, || - ||), iseguird siendo
Z subespacio de X7 Vamos a ver que la respuesta es afirmativa.
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Proposicién 6.7.1. El cierre Z de un subespacio Z de un en X es también subespacio.
Ademds (Z,|| - ||) es eB, si (X, | -]) lo es.

Demostracién. Para ver que Z es subespacio, cogemos x,y € Z, A € K y comprobamos
que x +y, Az € Z. Sean (Zn)n, (Yn)n Sucesiones en Z tales que z, — z, y, — y. Por la
continuidad de la 4 y el - se tiene

Tn+Yn = T+ Y, AT, = AT.

Puesto que z,, + Yn, Az, € Z, concluimos que x + y, \x € Z, es decir, Z es subespacio
de X. Ademsds, si X es eB (es decir, completo), también Z es completo y, por tanto, un
eB, ya que todo cerrado dentro de un completo es completo. |

Notacién. Si A es un subconjunto de un en X, denotaremos:

[A] = subespacio generado por A, [A] = subespacio cerrado generado por A.

6.8. Separabilidad

Definicién 6.8.1. Un en X es separable sii existe un subconjunto contable A C X tal
que X = [A]. En caso contrario, decimos que X es no separable.

En realidad, como se ve a continuacién, un en (X, || - ||) es separable (segin la Def.
6.8.1) sii X es separable como espacio topoldgico.
Proposicién 6.8.2. Sea X en. Son equivalentes:

(1) X es separable.

(2) Eziste un subconjunto contable Y C X denso en X, es decir, tal que Y = X.

Demostracion. (1) = (2). Por hipétesis existe un subconjunto contable A C X tal que
[A] = X. Sea Y := [A]q, es decir, Y es el conjunto de las combinaciones Q-lineales finitas
de elementos de A. Es claro que Y es contable y que Y = [4] = X.

(1) = (2). Si Y = X, también [Y] = X. [ |

6.9. El espacio /.,

El espacio (o (N) (abrev., ) es el conjunto de todas las sucesiones acotadas x =
(2p)n € KN (K =R 6 C). Es claro que £y es un ev cuando se le dota de la suma y el
producto por escalares (coordenada a coordenada). Si z = (xy,), € ls definimos

]| := sup{lan| : n > 1}

Veamos que || - || es una norma en f,. Se denomina la norma del supremo y, a veces,
se denota por || - ||eo-
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Proposicién 6.9.1. ({s, || - ||) es un espacio de Banach no separable.

Demostracion. (A) Veamos que || - || verifica los requisitos de las normas. Sean A € Ky
T = (Tn)n, Y = (Yn)n € loo-
(N1) 0 = ||z|| =sup{|zn| :n>1} <2, =0, Vn e N <z =0.
(N2) [[Az]| = sup{|Azn| : n > 1} = |A] - sup{[an| : n > 1} = A - [J]].
| (NZ‘3|) |z + yll = sup{|zn + yn| : n > 1} < sup{|z,|:n > 1} +sup{|yn| : n > 1} =
xr +y|-

(B) Veamos que la norma || - || es completa. Sea (£x)r una sucesién de Cauchy en
(boos || - 1), siendo & = (Tgn)n € fo, Yk > 1. Es inmediato que para cada n > 1 la
sucesién (g, )r es una sucesion de Cauchy en K, que es completo. Por tanto existe
1imy_y00 Trn € K y este hecho nos permite definir un vector &y := (xg,)n € K" tal que
limg 00 Tin =: Ton € K, ¥n > 1. Sea € > 0 arbitrario. Como ({) es una sucesién de
Cauchy, existe kg € N tal que para todo j, k > kg se verifica

ka — §]H <e & ]w;m — xjn\ <eVn > 1. (63)
Fijando k > k¢ y haciendo j — oo en (6.3) obtenemos
|Tpn — xon| < €,Yn > 1. (6.4)

La desigualdad (6.4) implica que:
(i) & — &0 € loo, Vk = ko, de donde &y € oo, pues §o = & — (& — &o)-

(ii) Ademas ||& — &ol| < € para k > kg. Como € > 0 es arbitrario, obtenemos que
& — & en U

Por tanto la norma del supremo || - || es completa y ({s, || - ||) es un eB.

(C) Veamos que (¢, || -||) no es separable. En efecto sea C el conjunto de los (zp,), €
{s tales que x, = +1, Vn > 1. Es inmediato que: (i) Card(C) = 2% = ¢; (ii) |lu —v| =
2, Yu,v € C, u # v. Por tanto X no es separable. |

6.10. Los espacios cy ¢
Como conjuntos los espacio ¢(N) y ¢o(N) (abrev., ¢ y ¢o resp.) son
c::{x:(xn)nEKN:El h;m z, €K}y ¢ ::{x:(xn)nEKN: h;m xn = 0}.

Claramente ¢y C ¢ C £ y, si los dotamos de la suma y el producto por escalares
(coordenada a coordenada), ambos son subespacios vectoriales de .. Tanto en ¢ como
en ¢y ponemos la norma del supremo de £, es decir

Vo = (zp)n € ¢, ||z| =sup{|xn|:n > 1},
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de modo que (¢, || - ||) v (co, || - ||) son en y subespacios de (¢o, || - ||). Observemos que la
norma se alcanza en alguna coordenada, si z € ¢y. Es decir, que si x = (z,,), € cg, existe
p > 1 tal que ||z|| = |zp|. Tal situacién no ocurre, en general, si « € c. Por ejemplo, no

ocurre si z := (1 — 1), e c.

Proposicién 6.10.1. (A) (¢, | - ||) es un eB.

(B) (co, || - ||) es un eB separable.

(C) Siu=(1,1,1,---) € ls, entonces c = co®[u], por lo que c es también separable.
Demostracion. (A) Para ver que (c,|| - ||) es eB bastard comprobar que es cerrado en

(loo, || - ||). Sean = = (xy,), € €y € > 0. Por hipétesis existe z € ¢ tal que ||z — z|| < e.
Sea ¢ := limy,,_,o 2, ¥ Observemos que el hecho ||z — z|| < € implica que

{—e<liminfz, <limsupz, </ -+e¢,

n—00 n—00

es decir,

lim sup z,, — liminf z,, < 2e.
n—00 n—=00

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que

limsup x, = liminf x, = lim z,,
n—00 n—00 n—00

es decir, x € c.

(B) Que ¢ es cerrado en £, se prueba con el mismo argumento usado en (A) haciendo
¢ = 0. Por tanto, (co, || - ||) es un eB. Veamos que (cy, || - ||) es separable. Sean (e,), los
vectores unitarios, es decir

e1:(1,0,0,--+),e9:=(0,1,0,---), etc.

Sea coo := [{en : m > 1}], es decir, ¢y es el espacio lineal generado por la familia de los
vectores unitarios. Es inmediato que ¢y = ¢pg. Por tanto ¢y es separable.

(C) Six = (zp)n € ¢, sea £ := limy,_,o0 . Es claro que x — fu = y € ¢y, es decir,
x =1y +fu, con y € ¢g. Y viceversa, como ¢ es un subespacio vectorial de ¢, tal que
co Ccyu € c, es claro que ¢o @ [u] C c. Por tanto ¢ = ¢y @ [u]. Ademds este hecho
prueba también que c es separable. |

NOTA. (i) (coo, ]| - ||) es en, pero no es eB.

(ii) Los vectores unitarios (e,), forman una base de Schauder de ¢y pues ¢y =
[{en : n > 1}y, para cualesquiera p,q € Ny \; € K, se verifica que

p+q

p
1) el < 1D dell-
=1 =1
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6.11. Los espacios ¢,, 1 <p < o0
Siz=(rn)n € KNy 0<p< oo, definimos ||z, € [0, 0] como

1/p

x|y == Z |y, [P , sl p<oo, v |z]leo :=sup{|zn|:n > 1}, sip= .
n>1

El espacio ¢,(N), 0 < p < oo, (abrev., £,) es el conjunto de los vectores x € KV tales
que ||z, < .

Proposicién 6.11.1. (¢,,+,-), 0 < p < o0, es un ev.

Demostracion. Ya sabemos que el enunciado es cierto para p = oco. Sea 0 < p < oo.
Queremos ver que /£, es un subespacio de (KN, 4+, ), es decir, que +,- son operaciones
internas en £,,.

(a) En primer término, es inmediato que si A € Ky z € ¢, ( es decir, |z|/, < oo)
también || Az||, = |A| - ||lz], < 0.

(b) Veamos que, si x,y € £, entonces x +y € £y, es decir, que si ||z||,, ||y, < oo, se
verifica que ||z 4 y||, < co. Teniendo en cuenta que todo par a,b € K verifica

la+ 0[P <27 - méx{|al, [b[}* < 2P(|al” + [b]"),
obtenemos

2+ yllh =" e+ yal” <203 Jzal” + 20 |yal” = 2°(llh + |lyll}) < oo
n>1 n>1 n>n

y esto prueba (b). [

Lema 6.11.2. Si0 < a <1 ya,b>0, se verifica que a®-b'~% < aa + (1 — a)b.
Demostracion. Sia=006b=0 04 a = b, el resultado es obvio. Sea 0 < b < a. Entonces

Vo<b<a, a® b *<aa+(l—a)b & V0O<b<a, (9)"<a(d)+(1-a) <
S Ve>1 2*<ar+(l—a) & Ve>1, 2% —1<a(z—1).

Por el TVM, si z > 1, se verifica 2% — 1 = a&*!(x — 1) para cierto ¢ € (1, ). Como

€971 <1, concluimos que 2% — 1 < a(z — 1), lo que completa la prueba. |

Sil<p<ooy % + % =1, decimos que ¢ -que verifica 1 < g < oo- es el conjugado
de p y viceversa. Convenimos ademas que 1 y co son mutuamente conjugados.
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Proposicién 6.11.3. [Desigualdades de Hélder y Minkowski] Sean 1 < p,q < oo
conjugados entre si y x,y € KN. Se verifica:

sie-y:=(@uy)as  leylh < llzlly - Iylly (Desigualdad de Helder)

lz+yllp < llzllp + yllp (Desigualdad de Minkowsks).

Demostracion. Caso 1. Sean p =1y ¢ = 0o (6 bien p = o0 y ¢ = 1). Obtengamos la
Des. de Holder:

Y lwayal < Q- lwal)(sup{lyal :n = 1}) = [lz]1lyllc (Des. de Holder).

n>1 n>1
La Des. de Minkowski para p =1 y p = oo sale directamente:

2+ gl =Y e +yal <D leal + D lyal = 2l + llylhis

n>1 n>1 n>1
12+ Ylloc = sup |@n + yn| < sup|zn| + sup yn| = [|[2]loc + [[ylloo-
n>1 n>1 n>1
Caso 2. Sean 1 < p,q < oo. Si ||z][, = 06 ||y|]ly = 0, entonces z,, = 06y, =

0, Vn > 1, y la Des. de Holder es inmediata. También lo es si ||z||, = 00 6 |ly||; = oo.
Supongamos que 0 < [|z||p, ||y|lq < co. Para cada n > 1 aplicamos el Lema 6.11.2 a los

numeros
1 1 |zn|? lyn|?
a:=> (= 1l—a=3), a:= b:.=
p ( ) EHR Tl
Obtenemos
[Tnyn] 1lzal? | 1 lynl? 6.5
lzllpllylly = pllzllp * allvlld (6.5)
Sumando en (6.5) encontramos que
IIprIIqu Z 7’3 Z q| P 5 T3 vl ’

n>1 n>1 n>1
Multiplicando por ||z|,||y|/q finalmente llegamos a
Iz -yl =Y eaynl < lzllpllyllg-
n>1

Veamos la Des. de Minkowski. Si ||z]|, = o0 6 ||y|l, = 00 6 ||z, = 06 |lyl[, = 0
6 ||z + yl[, = 0, la Des. de Minkowski es obvia. Supongamos que 0 < ||z + y/, ¥y
0 < ||z|lp, lyll, < co. Por Prop. 6.11.1 se verifica ||z + y||, < co. Aplicando la Des. de
Holder y que (p — 1)q = p se tiene

Doleatynl” <D lzal - lza +yalP ™+ lyal - e +yal’ Tt <

n>1 n>1 n>1
<lzllp - Qa4 yal POV 4 lyllp - O an + yal DO =
n>1 n>1

= (llzlly + llyllp) - llz + 15/
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Dividiendo por |z + y||£/ ! queda finalmente

12+ yllp < lzllp + lyllp-

Proposicién 6.11.4. (1) ({p,+,-,| - |lp) es un espacio de Banach para 1 < p < oco.
(2) El espacio (Ly, | - ||p) es separable para 1 < p < oo.

Demostracion. (1) Ya sabemos que f», es un eB no separable (ver la Prop. 6.9.1).
Consideremos el caso 1 < p < oo. En primer término, la Des. de Minkowski més
unos sencillos célculos prueban que (¢, +,-, | - |[,) es un en. Veamos que la norma es
completa. Sea (&) una sucesion de Cauchy en ¢, siendo & = (p)n € £y, Vk > 1. Es
inmediato que para cada n > 1 la sucesién (x,)r es una sucesién de Cauchy en K, que
es completo. Por tanto existe limy_,o Trn € K y este hecho nos permite definir un vector
& = (zon)n € KN tal que limy_so0 T =: zon € K, ¥n > 1. Sea € > 0 arbitrario. Como
(&k)x es una sucesién de Cauchy, existe kg € N tal que para todo j, k > ko se verifica

€ = &lh <€ & D Jarn —aml’ <€ Vr> 1 (6.6)

n=1
Fijando k > kg, r > 1 y haciendo j — oo en (6.6) obtenemos

T

Z |$kn - x0n|p g Eavr 2 17 (67)

n=1
es decir, para todo k > kg se verifica

Z |:c;m — :L’On|p <e (68)

n>1

La desigualdad (6.8) implica que:
(i) & — &o € £y, VE > kg, de donde & € £, pues & = & — (& — &o)-

(i) Ademds ||& — &ollp < €/P para k > ko. Como € > 0 es arbitrario, obtenemos que
&k — &o en £,

Por tanto la norma || - ||, es completa y ¢, es un eB.

(2) Veamos que /, es separable para 1 < p < oo. Sean e; = (1,0,0,..), ez :=
(0,1,0,0,..), etc., los vectores unitarios. Se tiene que:

(A) Siz € £y, entonces ), - |zn|P < oo, porlo que Y, . |z,|P — 0 cuando r — oco.

Ahora bien i
Z |z P = |z — anen\l,’?,
n=1

n>r
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es decir, ¢, esta generado por la familia contable {e, : n > 1}. Por tanto £, es separable
para 1 < p < oo.

(B) Es inmediato comprobar que los vectores unitarios {e, : n > 1} verifican, para
todo par n,m € N y escalares t; € K, 1 <17 < n + m, la siguiente desigualdad

n n+m
1Y~ tieilly < 11> taellp.
i=1 i=1
Por tanto {e, : n > 1} es una base de Schauder de ¢, para 1 < p < oco. |

6.12. El teorema de Hahn-Banach

Proposicion 6.12.1. Sean X un ev sobre R y p: X — R una aplicacion tal que
Vo,y € X, Vi >0, p(z +y) <p(@)+p(y), plte) =tp(z).

Sean M C X un subespacio y f : M — R una aplicacion lineal tal que f(x) < p(z), Vx €
M. Entonces existe una aplicacion lineal A : X — R tal que

A M=f —p(—z) <Az <px), Vxe X.

Demostracion. (A) Sean 1 € X \ M y My := {x +tx; : x € M,t € R} el subespacio
generado por M y x1. Vamos a extender f a M; cumpliendo los requerimientos del
enunciado. Puesto que

Voe,y € M, f(z)+ fy) = flz+y) <plz+y) <pl@—21)+plz1+y)

se tiene que
Va,y € M, f(z) —p(z —z1) <p(r1+y) = f(y).

Sean
sup{f(z) —p(z —z1) 12 € M} = a < b:=inf{p(z1 +y) — f(y) 1y € M}.
Elegimos arbitrariamente « € [a, b] y observamos que
Vo€ M, f(z)—a < ple—a1), fy)+a < ply+). (6.9)

Las desigualdades (6.9) nos sugieren cémo definir la extension fi : M} — R de f a M.
Hacemos
filz +tz1) = f(x) + ta, Vo € M, YVt € R.

Es inmediato que fi es lineal y que f; [ M = f. Ademas se verifica f1(y) < p(y), Yy €
M, gracias a (6.9), pues, siy = x + tx; € My, con z € M y t € R, entonces:

(i) Si ¢t =0, es claro por el enunciado que fi(y) = f(z) < p(z) = p(y).
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(ii) Sea t > 0. Aplicando (6.9) se obtiene:
fily) = t(f(F) + @) <tp(§ + 1) = p(a + tx1) = p(y).
(iii) Sea t = —s < 0. Aplicando (6.9) se obtiene:

fily) = s(f(5) — ) <sp(§ — 1) = p(x — sz1) = p(y)-

(B) Sea P la coleccién de todos los pares (M’, f'), donde M C M’ C X es un
super-espacio de M y f’ es una extensién de f a M’ cumpliendo los requisitos del
enunciado. Introducimos en P un orden parcial “ < ” declarando que dos pares verifican
(M, )Yy < (M", f"ysit M M" y f” | M' = f'. Por el Principio maximal de Hausdorff
existe una cadena (es decir, un conjunto totalmente ordenado) maximal Q en P. Sea
® la coleccién de todos los subespacios M’ tales que (M’, f') € Q. Es claro que ® es
un conjunto totalmente ordenado por inclusién. Sea M = U{M': M' € &}, que es un
subespacio de X. Definimos el funcional A : M — R del siguiente modo. Si x € M,
existe M’ € ® tal que z € M’ y definimos Az := f/(z). Observemos que A estd bien
definida sobre M, es lineal y A < p sobre M.

Aserto. M = X.

En efecto, supongamos que M # X, es decir, que existe 1 € X \ M. Entonces la
parte (A) de la prueba nos permite construir una extensién de A (y por tanto de f) al
subespacio generado por M vy x1, lo que atenta contra la maximalidad de la cadena ().
Por tanto M = X.

Finalmente, de ser A < p deducimos que
Ve e X, A(—z) <p(-z) = —p(-z) <Az <p(z).
|

Proposicién 6.12.2. [Teorema de Hahn-Banach. Forma analitica] Sean (X, || - ||) en,
M C X un subespacio y f € M*. Entonces existe A € X* tal que A | M = f y

A= 111

Demostracion. (A) En primer término supondremos que K = R. Definimos p : X — R
de modo que p(x) = || f| - [|z[|, Yo € X. Se verifica que

Va,y € X, Vt >0, p(z+y) <px)+ply), p(te) = tp(z),

y ademas f(x) < p(z), Vo € M. Por la Prop. 6.12.1 existe un funcional lineal A : X — R
talque AT M = fy

=[P Ml < Az < Il Vo € X

La anterior desigualdad prueba que A € X* (es decir, es continua) y |[Al < | f]|-
Finalmente ||A|| = || f|| porque el hecho A [ M = f implica que ||f]] < ||A].
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(B) SeaK = C. Por X,., M, indicaremos los en reales subyacentes a X, M respectivamente.
Es decir, en X,., M, sélo se considera el producto por reales. Naturalmente X = X,., M =
M, como conjuntos, pero la estructura lineal es diferente de lade X y M. Como f € M*,
debe ser f = u + iv, siendo u,v : M — R funcionales R-lineales y continuos, es decir
u,v € M. Por otra parte

Ve e M, u(iz)+iv(iz) = f(iz) =if(x) = —v(x) + iu(z),
de donde sale que
Ve e M, v(z)=—u(ix) = u(—iz).
Asi que
Vee M, f(z)=u(z)—iu(iz) = u(x) + iu(—iz).
Y viceversa, si u € M} y g(x) := u(x) + iu(—ix), Yz € M, entonces g € M*.
Aserto. [[ul| = || f]

En efecto, claramente ||u|| < ||f||. Sea z € M y elijamos a € C, |a| = 1, tal que
af(x) =|f(x)|. Entonces

[f(@)| = a- f(z) = flax) = u(ax),
y este hecho prueba que ||f]| < ||ul|. En definitiva ||u| = || f|-

Aplicando a u la parte (A) obtenemos una extensiéon R-lineal @ : X — R de u a todo
X tal que ||@|| = |Jul|]. A continuacién, para todo x € X, definimos Az := a(z)+iu(—ix).
Entonces A € X*, [[A]| = [|a] = [lul = I/ y AT M = f. u

Corolario 6.12.3. Sean X un en y xg € X. Se tiene que xg alcanza su norma sobre
S(X™*), es decir, existe x* € S(X™) tal que (x*,x0) = ||xo].

Demostracion. Si xg = 0, tomamos cualquier z* € S(X*). Sea x¢g # 0. Sean M := [zg]
el subespacio generado por zp y f : M — K el funcional tal que f(Azg) = A||zgl|-
Claramente f € M* y ||f|| = 1. Aplicando la Prop. 6.12.2 se obtiene una extensién
x* € X* de f atodo X que tiene las siguientes propiedades:

(i) (2%, 20) = f(zo) = llxoll; (i) [l2~| = [[f] = 1. =

Un hiperplano de un ev X es un subespacio propio maximal. Si H C X es un
hiperplano (resp., un subespacio) de X y a € X, decimos que H + a es un hiperplano
afin (resp., un subespacio afin) de X.

Proposicion 6.12.4. Sea X un ev.

(1) Sea M C X un subespacio. Son equivalentes:

(a) M es hiperplano.

(b) X/M es 1-dimensional.
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(¢) M = ker(f) para cierto funcional lineal f € X' tal que f # 0.

(2) Si (X,]|-||) es un en y M = ker(f) para cierta f € X', entonces M es cerrado
sii f € X*.

(3) Si (X,]|-]]) es un en, M C X es un hiperplano afin cerrado sii existen v € K y
f € X* tales que M = f~1(v).

Demostracion. (1) (a) = (b). Si M C X es un hiperplano, existe e € X \ M tal que
X = [M U{e}], por la definicién de hiperplano. Por tanto todo x € X se puede expresar
como x = m + \e, para ciertos m € M y A € K. Luego [z] = X - [¢], es decir, que X/M
es el ev generado por el elemento [e]. En consecuencia X /M es unidimensional.

(b) = (). Sea 0 # a € X/M tal que « genera X/M, es decir, X/M = {ta : t € K}.
Definimos f : X/M — K de modo que f(ta) —tysea f: X = Ktal que f:= f-Q,
siendo @ : X — X/M el cociente candnico. Es claro que f € X', f # 0 pues f 0y
M = ker(f).

(¢c) = (a). Sea f € X', f#0, tal que M = ker(f). Claramente M # X pues f # 0.
Sea e € X \ M fijo. Queremos ver que X = [M U {e}], lo que implicard que M es un
subespacio maximal propio de X, esto es, un hiperplano. Sea y € X. Se tiene que

fly—48e) = £y) — 44 1) =o.

Asi que y — e% € M, en otras palabras y € [M U{e}]. Esto prueba que X = [M U{e}].

(2) Es claro que si f € X* y M = ker(f), entonces M es un cerrado de X.
Supongamos ahora que M = ker(f) es cerrado en X. Si f = 0 hemos terminado.
Sea f # 0y sea u € X tal que f(u) = 1. Entonces

My ={xzeX: f(zr)=1} =M +u,
lo que implica que M; es un hiperplano afin cerrado de X tal que 0 ¢ M;. Sea r > 0 tal
que Bx(0,7) N M; = 0.
Aserto. f(Bx(0,7r)) C Bk(0,1)

En efecto, supongamos que | f(zg)| > 1 para cierto g € Bx (0, r). Entonces xo/ f(zo) €
M; N Bx(0,7), una contradiccién que prueba el Aserto.

Finalmente, del Aserto se deduce que f es acotada. Luego f € X* por la Prop. 6.4.1.

(3) Si M es un hiperplano afin cerrado de X, existen a € X y un hiperplano cerrado
L de X tales que M = L+a. Por (1) y (2) existe f € X* tal que L = ker(f). Por tanto,
si f(a) =: 7, es claro que M = f~1(y).

Y viceversa, si M = f~!(v) para ciertos f € X* y v € K, entonces M = L+ a donde
L =ker(f)ya€ f~Y(y) = M arbitrario. Por lo tanto M es un hiperplano afin cerrado.
|
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Si 2 es un abierto convexo de un en (X, | - ||) tal que 0 € €2, se define el funcional
de Minkowski p: X — R de (2 de la siguiente manera

Ve e X, p(x):=f{t >0:zctQ}.

Lema 6.12.5. Sean (X, ||-]|) un en, Q C X un abierto convezo tal que0 € Qyp: X - R
el funcional de Minkowski de €. Se verifica:

(1) 0 <p(x) <oo, Vx € X, yp(0)=0.

(2) Sea 0 <t < co. Se tiene que p(x) <t sii x € 1), es decir, 11 ={z € X : p(z) <
t}.

(3) Para todo par x,y € X y todo X\ > 0, se tiene p(x +y) < p(z) + p(y) y p(Az) =
A-p(x).

Demostracion. (1) Como €2 es abierto y 0 € €, claramente X = U{nQ) : n € N}, lo
que implica que p(z) < oo, Vo € X. Ademas, por definicién 0 < p(z), Vz € X. Como
0 € tQ, Vt > 0, es claro que p(0) = 0.

(2) Sip(z) < t, por la definicién de p(z) existe 0 < s < ¢ tal que = € sQ. Puesto que
s€) C €2, es claro que x € ).
Sea x € t€). Como {2 abierto, para todo 0 < s < t con t — s muy pequeno se verifica

x € s§2. Luego p(x) < t.

(3) Sean p(x) < t y p(y) < s arbitrarios. Por (2) se tiene que = € tQ, y € s
Entonces z+y € tQ+ sQ = (s+1)2, de donde p(z+y) < t+ s por (2). En consecuencia
p(z +y) < p(x) + p(y) porque t y s se pueden tomar arbitrariamente cerca de p(x) y
p(y), respectivamente.

Finalmente, sean A > 0y z € X. Si A =0, es claro que p(0-z) = p(0) =0 =0-p(x).
Sea A > 0. Se tiene
p(Az) =mf{t >0: Az €tQ} =mf{t >0: 2 € {Q} =
=X-f{% >0:2€ £Q} = \p(a).
|

NOTA. Sean (X,||-||) un en, Q C X un abierto convexo tal que 0 € Qyp: X — R
el funcional de Minkowski de §2. Es facil ver que los siguientes asertos son equivalentes:

(1) Q es simétrico respecto del 0; (2) p es una seminorma.
Aun maés, p es una norma sii ) es simétrico respecto de 0 y radialmente acotado.

Proposicién 6.12.6. [Teorema de Hahn-Banach. Forma geométrica Sean (X, || -||) un
en, ) # Q C X un abierto convero y M C X un subespacio afin tales que QN M = ().
Entonces existe un hiperplano afin cerrado H C X werificando M C H y HNQ = 0. En
particular, si M es un subespacio, H es un hiperplano cerrado.
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Demostracion. (A) Supongamos que K = Ry que 0 € Q. Como 0 ¢ M, existe un
subespacio L C X tal que M = L + a para cualquier punto a € M, punto que fijamos.
Sea F' = [M] = [LU{a}] = L @ [a]. Se tiene que M es un hiperplano afin de F'y por
la Prop. 6.12.4 existe T € F’ tal que M = {& € F : Tx = 1}. Sea p el funcional de
Minkowski de 2.

Aserto 1. Para todo = € F se verifica Tx < p(x).

En efecto, si Ta < 0, ello es claro porque 0 < p(z). Sea Tz = A > 0. Entonces

T)=1e 3eM = $¢Q & ¢ X2 & plz)>A=Tuz.

Por la Proposicién 6.12.1 existe A € X' tal que A | F =T y Az < p(x), Vz € X.

Aserto 2. Existe 0 < K < oo tal que p(z) < K||z||, Yz € X.

En efecto, como €2 es un entorno de 0, existe 7 > 0 tal que B(0,7) C . Sean K = r~!
yx € X.Siz=0es claro que p(z) =0 < 0 = K||z||. Sea x # 0. Entonces, teniendo en
cuenta el Lema 6.12.5 obtenemos

ror € B(0,r) = T EQeTe |z Q < p(z) < K||z|.

[l

Del Aserto 2 se deduce que |[Az| < K||z||, Vo € X, es decir, A € X* por la Prop.
6.4.1. Por tanto H := {z € X : Ax = 1} es un hiperplano afin cerrado tal que M C H.
Ademds QN H = pues, si x € Q, p(x) < 1 por lo que 1 > p(x) > Az, es decir, = ¢ H.

(B) Supongamos que K = C y que 0 € M, es decir, M es un subespacio vectorial.
Sean X,, M, los correspondientes ev reales subyacentes. Por la parte (A) existe H] C X
hiperplano real cerrado tal que M C Hy y QN Hy = (. Por la Prop. 6.12.4 existe
Ty € (X,)* tal que Hy = ker(Ty). Sea Tx := Ti(xz) — iT1(iz), Vo € X. Por la prueba
de la Prop. 6.12.2 sabemos que T' € X*, es decir, T" es un funcional C-lineal y continuo.
Sea H := ker(T). Entonces

(i) H = Hy NiH;. Basta aplicar que Tz := Ty (z) — i1} (iz), Vo € X.

(il) Como M = iM (porque M ahora es un subespacio C-lineal) y M C Hj,
claramente M C iH;, de donde M C HiNiH{ = H.

(i) HNQ C H nQ = 0.

Luego H es el hiperplano que buscamos. |

6.13. Teoremas de separacién

Proposicién 6.13.1. Sea (X, | -||) un en.
(1) Si z,y € X,z # vy, existe * € X* tal que (z*, ) # (x*,y).
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(2) Para todo x € X se tiene ||z| = méx{(B(X™*),z)}.

(8) Si M C X es un subespacio cerrado y xg € X \ M, existe x* € X* tal que
M C ker(z*) y (z*,x) # 0. Adn mds, se puede elegir x* tal que (z*,z) > 0

Demostracion. (1) Sea zg = x —y # 0. Por el Cor. 6.12.3 existe z* € S(X*) tal que
(2", 20} = ol # 0. Luego {z*,2) # (27, ).

(2) En primer término, para todo z* € B(X™) y todo x € X se verifica |[(z*, z)| <
ll*|| - [|z]] < ||=||, de donde ||z|| > sup{(B(X*),z)}. Ahora basta aplicar el Cor. 6.12.3.

(3) Por ser M cerrado existe € > 0 tal que, si 2 := int(B(zo,€)), entonces QNM = ().
Por la forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach (ver Prop. 6.12.6) existe f € X*
tal que M C H :=ker(f) y HNQ = 0. Como g ¢ H, (f,z0) #0. Sea A € C, |\ =1,
tal que A(f,zo) = |(f,x0)| > 0. Cogiendo x* := \f se verifica el enunciado. [

Proposicién 6.13.2 (T. de separacién de HB para abiertos convexos). Sean (X, || - )
un en y A, B dos subconjuntos convexos disjuntos no vacios de X, siendo ademds A
abierto. Entonces existen T € (X,)* y v € R tales que

Vre A, Vye B, Te <~y <Ty.
Es decir, el hiperplano afin real cerrado T—1(v) separa A de B.

Demostracion. Trabajaremos en el espacio real subyacente X,. Sean Q := B — A y
M := {0}. M es un subespacio cerrado de X, y € es un abierto convexo tales que
M N Q = 0. Por el Teorema de Hahn-Banach, forma geométrica, existe T € (X,)* tal
que HNQ = § siendo H = ker(T). Multiplicando T por un escalar adecuado, si es
preciso, podemos suponer que Tu = 1 para cierto u € §2. Por ser ) conexo deducimos
que Tz > 0, Vz € €, es decir

Vee A, Vye B, Tx <Ty.
Sea v :=mnf{Ty : y € B}. Entonces 7 € R y ademés
Vee A, Vye B, Te <y <Ty.

Como A es abierto, dado = € A, existe € > 0 tal que = + eu € A. Por tanto Tx + € =
T(x + eu) <=, de donde finalmente Tx < 7. [

Proposicién 6.13.3 (T. de separaciéon de HB para compactos convexos). Sean (X, ||-|)
un en y A, B dos subconjuntos cerrados convexos disjuntos no vacios de X, siendo
ademds B compacto. Entonces existen T € (X,)*, v € R yn > 0 tales que

Ve A, Vye B, Te <~v—-n<~y+n<Ty.

Es decir, el hiperplano afin real cerrado T—1(v) separa estrictamente A de B.
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Demostracién. Puesto que B es compacto y AN B = (), existe € > 0 tal que Q; :=
A+int(B(0,€)) y Qo := B+int(B(0, €)) son convexos abiertos que verifican 4 NNy = (.
Por la Prop. 6.13.2 existen T' € (X,.)* y v € R tales que

Ve € Qq, Vye Qo, Te <~y <Ty.

Sean u € X, y n > 0 tales que Tu = 1y |qul]| < e. Six € A, y € B es claro que
x+nu € Q, y—nu € Q. Por tanto Vo € A, Vy € B:

Te+n=T@+nu) <y<Tly—mu)=Ty—n = Te<vy—n<y+n<Ty.

6.14. Espacios de dimensioén finita

Todo ev sobre K de dimension finita n es algebraicamente isomorfo a K”. Indicaremos
por ey, es, ..., e, los vectores canénicos unitarios de K. En K" hay infinitas normas.
Algunas de ellas son las siguientes:

(1) La norma del supremo =: || - ||oo:

Ve € K", ||z|loo :=sup{|z;| : i =1,2,...,n}.

(2) La norma ¢; =: |- |1:
n
Vo e K", lzll =) |ail.
i=1
(3) La norma f =: || - |[|2:

Vo e K", lzllz = O |l
=1

Con cualquiera de estas normas K™ es un eB pues es un subespacio cerrado de £, 1
y {2, respectivamente.

Si Xesunevy | |q |l-]»son dos normas sobre X, decimos que | - ||a, || - || son
equivalentes sii existen constantes 0 < k < K < oo tales que

Ve e X, klzlla <zl < Kl[]la-

Por la Prop. 6.4.1 las normas || - |4, [/ - [lo son equivalentes sii las identidades id :
(X, - lla) = (X, 1< 1b), id = (X, ] - 1ls) = (X, || |la) son lineales y continuas. Observemos
que las normas || - ||o ¥ || - ||» son equivalentes sii las topologias (metrizables) asociadas

Ta ¥ Tp coinciden.
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Proposicién 6.14.1. Dado n € N, todas las normas de K™ son equivalentes entre si.
En particular, todas las normas inducen la misma topologia sobre K™ y (K™, || - ||) es un
eB cualquiera que sea la norma || - ||.

Demostracion. Por transitividad, bastard probar que, dada una norma || - || sobre K",
dicha norma || - || es equivalente a la norma del supremo || - ||oo-

Aserto. La aplicacién ¢ : (K", | - [|«) — R tal que ¥(z) = ||z||, Yz € K", es
continua.

En efecto, la identidad id : (K", || - |oc) — (K™, |- ||) es continua pues, dado z =
> i, wie;, se tiene

n n
lid()l| = Y wieall <D Jaal - Jleal] <
=1 =1
n
<sup{lag] i =1,2,.,n}- > lei]| = K|zl
=1

siendo K = ", ||e;||. Por la Prop. 6.4.1 la aplicacién anterior id es continua (y lineal,
naturalmente). Por otra parte la aplicacién ¢ : (K", | - ||) — R tal que ¢(x) := ||z es
continua (ver la Prop. 6.3.2). Por tanto 1 es continua ya que ¢ = ¢ o id.

Sean B(K") y S(K™) la bola unidad cerrada y la esfera unidad cerrada, respectivamente,
de (K™, || - ||c)- Observemos que la bola unidad B(K"™), dotada de la topologia inducida
por la norma ||+ ||se, €s un espacio topolégico homeomorfo al producto B(K) x - x B(K)
con la topologia producto. Por tanto la bola B(K"™) es compacta en (K", ||-||o0), ¥ también
lo es la esfera unidad S(K"), porque S(K™) es un cerrado de B(K™). Por razones de
compacidad 9 alcanza su maximo y su minimo, M y m respectivamente, en S(K"). Se
tiene que:

(i) 0 <m < M < oco. En efecto, como m se alcanza, existe zyp € S(K") tal que m =
|zo||. Puesto que z¢ # 0 (porque estd en la esfera S(K") y 0 ¢ S(K")), necesariamente
m > 0.

(ii) Para todo x € K" se verifica
m|zlloo < [|z]] < Ml|z[loo-

En efecto, si z = 0 ello es trivial. Sea x # 0. Entonces z/||z||~ € S(K™) por lo que

m < () = [z M = mlalle < 2l < Mol
Por tanto, las normas || - || y || - |lec son equivalentes. [ |
Corolario 6.14.2. Sea (X,||-||) un en y Z C X un subespacio de dimension finita.

Entonces (Z,| - ||) es un eB y un subespacio cerrado de (X, || -||).
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Demostracion. El espacio (Z,||-||) es isomorficamente isométrico a (K™, ||-||) para cierto
n € N. Luego (Z, || - ||) es un eB (y por tanto un subespacio cerrado de (X, || - ||)) por la
Prop. 6.14.1. |

Proposicién 6.14.3 (Teorema de Riesz). Sea (X, || - ||) un en. Son equivalentes:

(1) X es de dimension finita; (2) La bola unidad cerrada B(X) es compacta.

Demostracion. (1) = (2). Por hip6tesis X = K" para cierto n € N. Sean B; la bola
unidad cerrada de K™ con la norma dada ||-|| y Bz la bola unidad cerrada en (K", |- ||)-
Sabemos que ||| v || ||co son equivalentes en K™ y que Bs es un compacto (ver la prueba
de Prop. 6.14.1). Puesto que existe M > 0 tal que B; C M - Bo, siendo B cerrada en
M - By, concluimos que By es compacta.

(2) = (1). Supongamos que la bola unidad cerrada B(X) es normo-compacta. Este
hecho implica que existen puntos z1,...,z, € X tales que

B(X) c Lnj(xi + 3B(X)). (6.10)
=1

Sea Y := [{z1, 22, ...,x,}], que es un subespacio de dimensién finita dim(Y) < n y, por
el Cor. 6.14.2, un subespacio cerrado de X. De (6.10) obtenemos que

B(X) CY +iB(X). (6.11)
Teniendo en cuenta que Y =Y, para todo 0 # X\ € K, de (6.11) pasamos a
1B(X) C 3Y +1B(X) =Y + 1B(X).

Sustituyendo en (6.11) y teniendo en cuenta que Y +Y =Y obtenemos

B(X)CY+1iB(X)CY+Y+1B(X)=Y +1B(X). (6.12)
De aqui que $B(X) C Y + £ B(X), que sustituido en (6.11) nos permite poner

B(X)CY+1iB(X)CY+Y +iB(X)=Y + tB(X). (6.13)
Y asf sucesivamente. Llegamos a que B(X) C Y + 5> B(X) para n > 1. En consecuencia

B(X) C [ (Y + 3 B(X)).

n>1

Como Y es cerrado en X se tiene que

Y = (Y + 3 B(X)),

n>1

de donde B(X) C Y. Por tanto X C Y y dim(X) < dim(Y) < n. [
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CAPITULO 6. ESPACIOS NORMADOS




7

Capitulo 7

Aplicaciones lineales. Dualidad.
Reflexividad. Topologias débil y
débil*

7.1. Introduccion

Si X, Y son en sobre el cuerpo K, entonces:

(1) L(X,Y) serd el conjunto de las aplicaciones lineales 7' : X — Y. Si Y = K,
entonces L(X,Y) = X'. Es claro que (L(X,Y),+,-) es un ev sobre K, siendo + la suma
de aplicaciones lineales y - el producto por escalares.

(2) Denotaremos por B(X,Y) al conjunto de las aplicaciones lineales acotadas de
X enY. L(X,Y) serd el conjunto de las aplicaciones lineales continuas de X en Y. Si
Y =K, entonces £(X,Y) = X*. Yasabemos (ver la Prop. 6.4.1) que B(X,Y) = L(X,Y).
Es claro que (L(X,Y),+,") es un ev sobre K, subespacio de (L(X,Y),+,-).

Proposicién 7.1.1. Sean X en, T € L(X,K) = X', T # 0 y ker(T) = T71(0). Son
equivalentes:

(1) T € X*.

(2) ker(T) es cerrado en X.

(8) ker(T) no es denso en X.
Demostracion. (1) = (2). Si T es continuo, ker(T) = T71(0) es cerrado en X, ya que
{0} es un cerrado de Y.

(2) = (3). Como T # 0, debe ser ker(T) # X . Luego ker(T') no es denso en X, pues
de serlo, teniendo en cuenta que ker(T') es cerrado en X por (2), resultaria ker(T) = X,
lo que no puede ser.

(3) = (1). Si ker(T') no es denso en X, como es hiperplano, debe ser ker(T) =
ker(T), es decir, ker(T) es un hiperplano cerrado. De aqui que T' € X* por la Prop.
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6.12.4. u

Proposicién 7.1.2. Sean X,Y en sobre K y definamos para cada T € L(X,Y) el
numero
|| := sup{||Tz[| : x € B(X)}.

Se verifica que (L(X,Y),]|-]|) es un en tal que
Vi€ X, VT € £(X,Y), |Tal| < |T| - ], (7.1)
Ademds, si Y es eB, (L(X,Y),]| -||) también es eB.

Demostracion. En primer término, si T € L£(X,Y), T(B(X)) es un acotado de Y y,
por tanto, 0 < ||T|| < oco. Veamos que || - || verifica los requisitos de las normas. Sean
T,S € L(X,Y)y A €K

(N1) 0= ||T|| =sup{||Tz|| : z € B(X)} sii Te =0, Vx € B(X) sii T =0.
(N2) [T = sup{||A - Tz|| : 2 € B(X)} = [A] - sup{||Tz[| : = € B(X)} = [Al- | T].

(N3) |IT + S| = sup{|[(T + S)z|| : x € B(X)} = sup{||Tz + Sz|| : = € B(X)} <
sup{[|Tz|| : € B(X)} + sup{[|Sz[| : = € B(X)} = || T[| + [|S]]-

Observemos que (7.1) sale directamente de la definicién de la norma ||T'||.
Supongamos que Y es un eB. Sea (T},), C £(X,Y) una sucesién de Cauchy.
Aserto. Para todo z € X la sucesién (T,z), C Y es una sucesiéon de Cauchy en Y.

En efecto, teniendo en cuenta que ||7,, — T;,,|| — 0 cuando n,m — oo y (7.1), fijado
x € X se verifica

[Tnz = Tozl| = [(To = To)2|| < | Tn = Tl - [l — 0.

m—00

Por tanto, ya que Y es eB, podemos definir T : X — Y tal que Tox := lim, 0o Thz, VI €
X. Es inmediato que Ty € L(X,Y). Sean € > 0y ne € Ntales que ||T;,,— T}, || <€, Yn,m >
n. Para todo x € B(X) se verifica:

Viom > ne, |Tuw — Tal| < [T — Tl - ] < c.

Fijando n > n, haciendo m — oo en la anterior desigualdad y teniendo en cuenta que
T, x — Toxr obtenemos

Vo € B(X), Vn > ne, ||(Tn — To)(@)|| = || Thx — Tox|| <e. (7.2)

Inmediatamente de (7.2) deducimos que:

(a) Puesto que obviamente T,, — Ty € L(X,Y), de la Prop. 6.4.1 obtenemos que
T, — Ty € L(X,Y) y, por tanto, que Ty = T,, — (T, — Tp) € L(X,Y).

(b) Para todo n > n, se verifica ||T},, — Tp|| < €. Como € > 0 es arbitrario, concluimos
que T, = Tp en (L(X,Y), |- ).

En consecuencia (L(X,Y), ]| -||) es un eB. [
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Proposicién 7.1.3. Sea (X,|| - ||) un en sobre K. Son equivalentes:
(1) X es de dimension finita.
(2) L(X,Y) = L(X,Y) para todo en (Y, | - ||) sobre K.
(3) X' = X*.
(4) L(X,Y) = L(X,Y) para algin en (Y, || - ||) sobre K tal que Y # {0}.

Demostracion. (1) = (2). Si dim(X) = n, entonces X = K". Vamos a considerar en X

la norma || - ||; tal que, para todo x = > ;" ; z;¢; € X (los e; son los vectores unitarios
de K"), se tiene que |z|i = >_1; |zi|. Recordemos que la norma || - ||; es equivalente
ala dada || - ||. Sea (Y,|| - ||) un en sobre K. Claramente £(X,Y) C L(X,Y). Cojamos

feL(X,Y)\ {0} y probemos que f € L(X,Y). Sea K :=sup{||f(e)||:i=1,...,n}.
Para todo x = 2?21 x;e; € X se verifica

If @)= 1Y zif(e)ll < K |ail = K1
i=1 i=1

Por la Proposicién 6.4.1 deducimos que f € L(X,Y).
(2) = (3) = (4) son obvios.

(4) = (1). Puesto que Y # {0}, podemos fijar un cierto yp € Y \ {0}. Supongamos
que dim(X) es infinita. Sea B := {i; : i € I} una base algebraica o de Hamel de X. Esto
quiere decir que todo € X admite una tnica expresién de la forma z = ), 1, il
para ciertos x; € K y cierto subconjunto finito I, C I. Como la dimensién dim(X) es
infinita, [I| > Ny. Elegimos una cierta subfamilia contable Iy := {i,, : n > 1} de I y
pasamos a una nueva base de Hamel B := {u; : i € I} tal que:

(1) U; = Uy SiiEI\[g.

(2) Sii =1, € Iy, entonces u; = 4;/(n||w]|). Observemos que con esta definicién
i, | = 1.

Sea T': X — Y tal que, si = ) ,c; @u;, entonces Tx = (D ;c; ¥i)yo. Es claro
que T € L(X,Y). Sin embargo T' ¢ L(X,Y) porque T no es acotada ya que, aunque
In-u;, || <1, Vn > 1, se verifica que ||T'(n-u;,)|| = nl|yo|| — oo para n — oo. Por tanto
debe ser dim(X) finita. [

7.2. Duales de orden superior. Espacios reflexivos

Si (X, - ]|) es un en sobre K, el dual topolégico X* de X se defini6 en el Capitulo
6. Sabemos que (X*, || -||) es un eB sobre K (por la Prop. 6.4.2 6 la Prop. 7.1.2). En
consecuencia, existe el dual topolégico de (X*, | - ||), que se denomina bidual de X y
se denota por X**. Obviamente (X**,|| - ||) es un eB, siendo || - || la correspondiente
norma dual. A continuacién, pasariamos al tridual X*** de X, que es el dual del bidual
(X*, |l - 1I)- Y asi sucesivamente. Se obtienen de este modo los duales superiores de X.



80 CAPITULO 7. APLICACIONES LINEALES

Existe una inclusién canénica J : X — X** de un en X en su bidual X** de gran
interés. Comencemos definiendo J como aplicacién de X en (X*)' (= dual algebraico de
X*) de la siguiente forma:

Ve e X, Va* € X*, (J(z),z") := (¥, z).

Proposicién 7.2.1. Sea (X,|-||) un eny J: X — (X*) la aplicacion anteriormente
definida. Se tiene que:

(1) J(x) € X**, Vo € X.

(2) J es un isomorfismo isométrico entre (X, || -||) y su imagen (J(X),|-||) en X**.

Demostracion. (1) Dado z € X, J(x) es una aplicacién lineal sobre X*. Ademds para
todo z* € X* se verifica:

[(J(@),2)] = [(@", 2)| < ]| - [|l=7].

Por la Proposicién 6.4.1 se verifica que J(x) es continua sobre X*, es decir, J(z) € X**.
Asf que la aplicacién J, que sale de X hacia (X*)’, va a parar, de hecho, a X** C (X*)".

(2) En primer término, la aplicaciéon J : X — X** es lineal. En estas condiciones
bastard probar que ||J(z)|| = ||z||, Vz € X. Asi que fijamos xzy € X. Aplicando la
definicién de la norma en X** y la Prop. 6.13.1 se tiene que

17 (zo)[| = sup{[(J(x0),2")| : 2™ € B(X™)} = sup{[(z”, z0)| : 2" € B(X")} = [[o].
|
Definicién 7.2.2. Un eB (X, || - ||) es reflexivo sii J(X) = X**.
NOTA. Si X es en pero no es eB, X no puede ser reflexivo por la Prop. 7.2.1 y
porque los espacios duales son eB.
Ejemplos. (ver Ejercicios) (1) Los espacios £,, 1 < p < oo, son reflexivos; (2) los

espacios /1,f~,C y co no son reflexivos.

7.3. La topologia débil

Si (X, -]|) es un en, la topologia débil de X es la topologia inicial de X para las
aplicaciones X 3 = — (z*,z), Vz* € X*. La topologia débil de X se denota por w (la
w de “weak” ). Conviene resaltar algunos elementos de w, a saber:

(1) Entornos en w. Si g € X, una base de entornos de xy para la topologia w
estd formada por los subconjuntos W (zo; 27, ..., x};€) tales que

W(aoiai....ah:¢) = fo € X  |(af,20 — 2)| < ], (7.3)

siendon € N, e >0y x; € X*, i =1,...,n, arbitrarios.
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(2) Convergencia en w. Dados xg € X y una red (z4)aca C X, se verifica z, —>A o
ac

en la w-topologia sii (x*, x4) = (x*, o) en K para todo z* € X*.
aE

(3) Continuidad en w. Sea (Y,Ty) un et. Una aplicaciéon f : (Y,Ty) — (X, w) es
continua sii * o f : (Y, Ty) — K es continua para todo vector z* € X*.

Proposicién 7.3.1. Sea (X,| - ||) un en. Entonces:
(1) w < 7)., siendo 7)., la topologia en X subordinada a la mnorma | - ||. En
consecuencia la identidad id : (X, | - ||) = (X,w) es continua.

(2) w es una topologia Hausdorff y completamente regular (es decir, Tz,) en X.

(3) Xy = (X, +,-,w) es un eut.

(4) X* = (Xy)*, siendo (Xy)* :={z € X' : 2z es w-continuo}.

(5) (X,w) y (X,]||-]|) tienen los mismos convezos cerrados.
Demostracion. (1) Sea xg € X y W(xo;27,...,2};€) un entorno de xo como el definido
en (7.3). Hay que ver que existe un 7. -entorno de xo (por ejemplo, una bola centrada

en xg) contenido en W(xop;z7,...x};€). Pero esto es inmediato porque B(xo,€e/M) C
W(zo;xF,...x};€) siendo M :=sup{||z}||:i=1,...,n} + 1.

(2) Que w es Hausdorff 6 T, se debe a que los vectores de X* separan los puntos de
X (ver la Prop. 6.13.1). Veamos que es completamente regular. Para ello consideramos
un vector g € X y un subconjunto w-cerrado ) # F C X tal que z¢ ¢ F. Hay que
hallar una funcién w-continua f : X — [0,1] tal que f(z9) = 0y f | FF = 1. Por
hipétesis existe un cierto w-entorno W(xo;z3,...,z5;€) de zg (como el de (7.3) ) tal
que W(zo;z7,...,z5;¢) N F = (). Recordemos que los funcionales z} (y también sus
valores absolutos |z}|) son w-continuos. Sea f: X — [0, 1] tal que

f(@) = tif{e, v{[(z}, 2 —z0)| s i =1,...,n}}.

Es inmediato que la funcién f verifica los requisitos anteriores.

(3) Veamos que suma + y producto por escalares - son operaciones continuas para
la w-topologia. Sean (Zqa, Ya)acd, (Aa)aca redes en X x X y K| respectivamente, tales
que

(l'aaya) oc?A ($0>y0) €X xX y )‘a oz?.A )\0 eK (74)

en (X,w) x (X,w) y K, respectivamente. Sea z* € X* arbitrario. Queremos ver que

(2", xa + Ya) . (z%, 20 +yo) v (2", Aaa) = (2", Mozo).

[e1S [e1S

De (7.4) deducimos que

Lo — I — en (X, w).
a« 2 %0 Y Ya = Y0 (X, w)
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De aqui que

* N * * N * .
(z*, 24) 2 (", m0) v (z",9a) h (2", 90)

Por tanto

<Z*7$a + yOt> = <Z*,[L‘a> + <Z*7yoc> _>.A <Z*,£L‘0> + <Z*’y0> = <Z*,l’0 + yO)

ac

Ademads, también ocurre que
(%, Aaa) = Ao (2", 20) a?A Moz, zo) = (2%, Aoxo),

por ser el producto continuo en K.

(4) Como la identidad id : (X, |- ||) = Xy es lineal y continua, es claro que (X,,)* C
X*. Sea f € X* y probemos que f € (X,,)*. Para ello bastard ver que f es w-continua
en 0 € X, es decir, que si U es un entorno de 0 € K (por ejemplo, U = Bg(0,¢€)
para ¢ > 0), entonces f~1(U) es un w-entorno de 0 € X. Pero ello es cierto, pues
f~H(Bk(0,¢€)) 2 W(0; f;€), que es un w-entorno bésico de 0 por (7.3).

(5) Si F' C X es convexo y w cerrado, claramente F' es convexo || - ||-cerrado porque
la identidad id : (X, || - ||) = (X, w) es lineal y continua.
Sea F' C X convexo y || - ||-cerrado. Veamos que es w-cerrado. Por cada x € X \ F
(ver la Prop. 6.13.3) existen f, € X* y v, € R tales que
(Refy,x) > vy > sup(Refy, F).

El siguiente HECHO es elemental.
HECHO. Una aplicaciéon f = u+iv : X — C es w-continua sii u, v son w-continuas.

Sea fy = uy +iv,, Vo € X \ F. Por el HECHO u, = Re(f;) es w-continua, ademés
de R-lineal, de donde C; := u;((—00,7z]) es un subconjunto convexo w-cerrado de X
tal que F' C C, aunque x ¢ C,, Vo € X \ F. Por tanto

F= (] Cu

z€X\F

y esto prueba que F' es w-cerrado. |

NOTA. Si (X,]|-]]) es un en, se tiene que:
(i) 7. = w sii X es de dimensién finita.

(ii) La topologia w no es, en general, normal. De hecho, w es normal sii (X, w) es
Lindelof. Por ejemplo, esto ocurre, entre otros casos, si (X, | - ||) es separable.
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7.4. La topologia débil*

Si (X, | -]]) es un en, la topologia débil* de X* es la topologia inicial de X* para
las aplicaciones X* 3 z* — (2*,z), Vo € X. La topologia débil* de X* se denota por
w* (la wy el * de “weak*” ). Conviene resaltar algunos elementos de w*, a saber:

(1) Entornos de w*. Si zp € X*, una base de entornos de zy para la topologia w*
estd formada por los subconjuntos W (zp; x1, ..., x,;€) tales que

W(zo; 21, ..., xp5€) = {a" € X*: [(z0 — 2, 2;)| < €}, (7.5)
siendon €N, e>0yux; € X, i =1,...,n, arbitrarios.

(2) Convergencia en w*. Dados zj € X* y una red (z,)aca C X, se verifica z, —~
aE

x§ en la w*-topologia sii (x};, =) 2 (x,z) en K para todo z € X.

(3) Continuidad en w*. Sea (Y, Ty) un et. Una aplicacién f : (Y, Ty) — (X*, w*) es
continua sii Fof : (Y, Ty) — K es continua para todo vector x € X, siendo F, : X* — K
tal que F,(z*) = (z*,z), Va* € X*.

Proposicién 7.4.1. Sea (X,| - ||) un en. Entonces:

(1) w* < w < 7, siendo w la w-topologia de X* y 7). la topologia en X*
subordinada a la norma || - || de X*. En consecuencia las aplicaciones id : (X*,w) —
(X w*) yid: (X*, 7)) = (X*,w") son lineales y continuas.

(2) w* es una topologia Hausdorff y completamente reqular (es decir Ts,) en X*.
(8) (X*,+,-,w*) es un evt.

(4) (X*,w*)* = X, siendo (X*,w*)* la familia de aplicaciones lineales 1 : X* — K
que son w*-continuas.

Demostracion. (1) Puesto que ya sabemos que w < 7| (ver la Prop. 7.3.1) bastard probar
que w* < w. Para ver este hecho, consideremos X sumergido en X** mediante el

isomorfismo isométrico J (ver la Prop. 7.2.1). Como (z*,z) = (J(x),z*), Vo € X, Va* €

X*, ocurre que la topologia w* de X* es la topologia inicial de X* para las aplicaciones

X 32" = (2,2%) € K, Vz € J(X). Puesto que la w de X* es la topologifa inicial de X*

generada por las aplicaciones X* 3 z* — (z,2%), Vz € X™* necesariamente w* < w,

pues, en general, J(X) es méas pequenio que X**. Es claro que si J(X) = X** (es decir,

X es reflexivo), entonces (y sélo entonces) w* = w.

(2) v (3) se prueban como en la Prop. 7.3.1.

(4) Es claro, por la definicién de la topologia w*, que X C (X*,w*)* (6 mejor, que
J(X) C (X*,w*)*). Sea f € (X*,w*)*. Entonces, dado 6 > 0, f~(Bxk(0,§)) debe ser un
w*-entorno de 0 € X*. Por tanto, existe un w*-entorno béasico W (0; x1, ..., zy;€) (como
en (7.5)) de 0, con z; € X, i = 1,...,n,y € > 0, de modo que W(0;z1,...,zy;€) C
f~Y(Bk(0,6)). De aqui sale que N, ker(x;) C ker(f) y que f es combinacién lineal de

=1,...,n, (ver Ejercicio 10, Hoja 1, Problemas de AF). Por tanto f € X. |

Xy, )
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7.5. El Teorema de Alaoglu
Proposicién 7.5.1 (Teorema de Alaoglu). Si (X, ||-||) es un en, B(X™) es w*-compacto
en (X*, w*).

Demostracion. Por cada x € X, sean @, = {z € K : |z] < ||z||} v K = ex Q-
Por el T. de Tyjonov K es un conjunto compacto, cuando se le dota de la topologia
producto 7,, que es la topologia inicial para las proyecciones K > k — k(z)(= 2-ésima

coordenada de k), Vo € X. La aplicacién (B(X*),w*) > z* = ((z*,2))zex € (K, 7)) €s
trivialmente un homeomorfismo entre B(X*) y su imagen en K. Por tanto, como (K, 7p)
es compacto, para probar que (B(X™),w*) también lo es, bastara ver que i(B(X™)) es
cerrado en (K, 7,). Sea (i(x}))aca C i(B(X*)) una red tal que i(x},) 2 ko € K en

(K, Tp). Queremos ver que existe x§ € B(X™) tal que kg = i(z().
Sea 1 : X — K tal que ¢(z) = ko(z), Vo € X.
Aserto 1. ¢ € X'.
En efecto, para z,y € X, A\, p € K, se tiene

(e + py) = ko(Az + py) = lm (25, Az + py) =
= lim {27, Az} + lim (zg, py) = A lim (zg, 2) + p lim (25, y) =
= Ako () + pko(y) = Ap(@) + pib(y).

Aserto 2. ¢ € B(X™).
En efecto, para todo x € X, como |(z}, z)| < ||zX]- ||| < ||z|| (porque z}, € B(X™)),
se verifica
= |1 * =1 * < .
9(@)] = lim (o, )] = lim | {5, )| < ]
Por tanto 1 € X* y [|¢]| <1, es decir, ¢ € B(X™).

Finalmente observemos que i(¢) = ko por la definicién de . |

Corolario 7.5.2. Si (X, - ||) es un en, entonces (X*,w*) es Ty, es decir Hausdorff y
normal.

Demostracion. Por el T. de Alaoglu se verifica que (X*, w*) es IC; pues X* = Up>1nB(X™).
Por tanto (X*, w*) es Lindelof. Teniendo en cuenta que “regular +Lindelof = normal ”
y la Prop. 7.4.1, concluimos que (X*,w*) es Ty. |

7.6. El Teorema de Goldstine

Proposicién 7.6.1 (T. de separacién de HB para (X*,w*)). Sean (X,| -||) un en,
K C X* un subconjunto convexo w*-cerrado y xfy € X*\ K. Entonces existe xo € X tal
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que
(Re(J(x0)), z5) > sup(Re(J (z0)), K). (7.6)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que zj = 0. Puesto que K es
w*-cerrado y 0 ¢ K, existe un w*-entorno bésico Wy := W (0;x1,...,x,;€) de 0 como
en (7.5) tal que Wy N K = (). Por la Prop. 6.13.2 existen z = u+iv € X**, u=Re(z) €
(X)), v v > 0 tales que

vzt € Wy, (u,z*) <y <inf(u, K) (7.7)
y en particular
(u,0) =0 < v < inf(u, K). (7.8)

Sean J(xg) = ug + ivy siendo J : X — X** la inmersién candnica (ver la Prop. 7.2.1),
ug = Re(J(xg)) y vi :=Im(J(xg)). Por (7.7) es claro que

Ny ker(J(z)) = Np_; (ker(ug) N ker(vg)) C ker(u).

Por el Ej. 10 , Hoja 1 de Problemas de AF, este hecho implica que u es combinacién
R-lineal de los funcionales {ug, vy : k = 1,...,n}, vg., u = Y p_;(tpur + skvx) con
tk, sk € R (s = 0 si K=R). Por tanto

n n

u=Re(D (teJ(xr) — spJ (izg))) = Re(JO_(te — isp)r)).

k=1 k=1

Sea xg = — Y (tx — isk)zk. Es claro que 9 € X y que —u = Re(J(x)). Por (7.8)
obtenemos

(Re(J(20)), 0) = 0 > sup(Re(J (z0)), K). (7.9
|
Proposicién 7.6.2 (Teorema de Goldstine). Si (X, | - ||) es un en, se tiene que

J(B(X))" = B(X*™), es decir, J(B(X)) es w*-denso en el compacto B(X**) de
(X**,w*)

Demostracién. Sea K = J(B(X))" la w*-clausura de J(B(X)) en (B(X**),w*).
Observemos que K es un subconjunto w*-compacto convexo y simétrico respecto de
0. Supongamos que B(X*) # K y sea z € B(X™) \ K. Por el Teorema de separacién
de Hahn-Banach para el espacio (X**,w*) (Prop. 7.6.1), existe un vector z§ € X* tal
que

(Re(J (), 2) > sup(Re(J (z3)), K) > 0.

Por otra parte
[zl = [[J(z0) | = [Re(J(xp))l| = (Re(J(x)), 2)
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y, puesto que K O J(B(X)) y (ReJ(zf), Jx) = (Re(z), x), Yax € X, también se verifica

que:
sup(Re(J(zp)), K) = sup(ReJ (xp), J(B(X))) = sup(Re(xp), B(X)) = [[Re(xp)|| = [|zoll

Llegamos a una contradiccién que prueba que B(X™) = K. |
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Capitulo 8

Teorema de Baire. Teorema de
Banach-Steinhaus. Teorema de la
aplicacion abierta. Teorema del
grafico cerrado

8.1. El Teorema de Baire

Sea (X, Tx) un et. Un subconjunto A C X se dice :

(i) diseminado (6 “nowhere dense” ) sii int(A) = 0.
(ii) de 1* categoria en X (6 magro) sii A = U,>14,, siendo cada A,, diseminado.

(iii) de 2 categoria en X sii A no es de 1* categoria en X.

Proposicién 8.1.1 (Teorema de Baire). Sea (X,Tx) un et tal que:(a) ¢ X es métrico
completo; (b) ¢ X es localmente compacto Ts. Entonces, si {G, : n > 1} es un a
secuencia de abiertos densos de X, se verifica que Np>1Gy, es un subconjunto denso en
X. Por tanto X es de 2% categoria en si mismo.

Demostracion. Sea {Gy, : n > 1} es un a secuencia de abiertos densos de X . Para probar
que Ny>1Gy, es un subconjunto denso en X, bastard ver que, dado un abierto no vacio
Up de X, se verifica Uy N (Ny>1Gy) # 0. Para ello construimos una sucesién decreciente
de abiertos no vacios U,, de X tales que U,, C U,_1 N G, para n > 1, siendo U,, en el
caso (a) de la forma U,, = int(B(an, €,)) para cierto a, € X cierto 0 < ¢, < 27".

Supongamos que se ha construido hasta U, _1 verificando los requerimientos citados.
Como G, es un abierto denso de X, ocurre que G, NU,_1 es un abierto no vacio de X.
Entonces:

(a) Si X es métrico completo, sea U, = int(B(an,€,)) para cierto a, € X cierto
0 < e, < 27" de modo que la bola cerrada B(ay, €,) C G, N Up—1.
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(b) Si X es localmente compacto, sea U,, un abierto no vacio tal que U, sea compacto
yU, C G, NUp_1.

Sea K := Np>1Up = Np>1U,, C Up N (Np>1G). Veamos que K # ). En el caso (a) la
sucesién (ay), es de Cauchy y, por tanto, converge a cierto ag, que claramente verifica
ap € K. Luego el resultado es cierto bajo la hipdtesis (a).

En el caso (b), como los compactos (Uy), tienen la propiedad de la interseccién
finita, también se verifica que () # N,>1U, = K, y esto concluye la prueba. |

Corolario 8.1.2. Todo espacio métrico completo sin puntos aislados es incontable.

Demostracion. Sea (X,Tx) un em completo sin puntos aislados no vacio. Es claro que
para todo x € X se verifica que {z} = {z} y que int({z}) = 0. Como X = (J,{z}, X
debe ser incontable pues X es 22 categoria en si mismo por la Prop. 8.1.1. |

Corolario 8.1.3. Sea (X, ||]|) un eBy C C X un subconjunto cerrado convezo simétrico
respecto del 0 tal que X = Un21 nC. Entonces C es un entorno de 0.

Demostracion. Puesto que el producto por un escalar no nulo es una homotecia, cada
nC, n > 1, es convexo cerrado simétrico afinmente homeomorfo a C. Puesto que por
el Teorema de Baire X es de 2% categoria, algin nC' tiene interior no vacio, es decir,
int(C) # 0. Asi que existen xg € C'y r > 0 tales que B(xg,7) C C. Como C es simétrico
convexo, B(—zg,7) C C'y

B(0,r) = %B(ZL‘(),T) + %B(—l‘o,?“) cC.

Por tanto C' es un entorno del 0. [ |

8.2. El Teorema de Banach-Steinhaus

Proposicién 8.2.1 (Teorema de Banach-Steinhaus 6 de la acotacién uniforme). Sean
X uneB, Y uneny AC L(X,Y) un subconjunto tal que

Ve e X, sup{||Tz|: T € A} < cc.

Entonces sup{||T|| : T € A} < oo.

Demostracion. Sea C = {x € X : |Tz| < 1,VT € A}. Es trivial comprobar que C
es convexo y simétrico respecto del 0. Ademds C' es cerrado pues, si (x,), C C es una
sucesion tal que z, — o9 € X en norma, entonces || Txo|| = lim, 0 [|Tzy| < 1, VT € A,
por lo que zq € C.

Aserto. X =5 nC.
En efecto, sean z € X y N> n > sup{||Tz| : T € A}. Se tiene que

sup{||T(x/n)|| : T € A} = %sup{HT:UH :Te A} <1.
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Por tanto z/n € C' < x € nC'y esto prueba que X = {J,,~, nC.

Aplicando el Corolario 8.1.3 concluimos que existe » > 0 tal que B(0,r) C C, es
decir, para todo z € B(0,r) se tiene que ||Tz| < 1, VI' € A. Este hecho implica que
|Tx|| <1/r, VT € A, Vz € B(X), y en consecuencia

VI € A, ||T|| =sup{||Tz| :2€ B(X)} <1

Corolario 8.2.2. Sean (X, |- ||) un en y A C X un subconjunto. Son equivalentes:

(1) A es acotado; (2) (x*, A) es acotado para todo z* € X*.

Demostracion. (1) = (2). Si A es acotado, existe 0 < M < oo tal que A C B(0, M).
Asi que, fijado z* € X*, (z*, A) es acotado pues se tiene

Ve e A, (% )| < a7 - [l < M- [l

(2) = (1). Sea J(A) la copia isométrica de A en X** (ver la Prop. 7.2.1). Por (2)
para todo z* € X* se tiene

sup{|(J(x),z*)| : € A} = sup{|(z™,x)| : x € A} < 0.

Aplicando el T. de Banach-Steinhaus (Prop. 8.2.1) y que J es una isometria obtenemos
que
sup{||z|| : € A} = sup{||Jz| : z € A} < o0,

es decir, A es acotado. [ |

8.3. El Teorema de la aplicacion abierta

Una aplicacién f: X — Y entre dos et (X,Tx), (Y, Ty) es abierta sii f(Tx) C Ty.
Es fécil ver que una aplicacién lineal 7' : X — Y entre dos en X, Y es abierta sii T'(B(X))
es un entorno de 0 en Y.

Proposicién 8.3.1 (Teorema de la aplicacién abierta para eB). Sean X,Y dos eB y
T € L(X,Y). Son equivalentes :(a) T es sobreyectiva; (b) T es abierta.

Demostracion. Como (b) = (a) es obvio, procedemos a demostrar (a) = (b). Tenemos
que probar que V := T'(B(X)) es un entorno de 0 en Y. Es claro que V' es un subconjunto
convexo simétrico de Y y que Y = (J,,»; nV. Nuestra idea es aplicar el Cor. 8.1.3.
Lamentablemente no podemos aplicar el Cor. 8.1.3 a V' porque no estamos seguros
de que V sea cerrado. Sin embargo, el Cor. 8.1.3 si se puede aplicar a V porque V es
convexo cerrado simétrico y Y = (J,,~, nV. Por tanto existe r > 0 tal que By (0,7) C V.

Aserto. V C 2V.
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En efecto, fijemos yg € V. A continuacién procedemos por etapas.

Etapa 1. Como V = T(B(X)) es denso en V, existe 1 € B(X) tal que ||yo—Tx1]| <
%r, de donde yg — T'x; € %TB(Y).

Etapa 2. Puesto que
IrB(Y) C
podemos hallar zo € %B(X) tal que
|(yo — Tw1) — Tao|| < ir & yo—T(x1+22) € 1rB(Y).

Etapa 3. Puesto que
LrB(Y) € 1V = T(}B(X)),
podemos hallar 23 € 1B(X) tal que
[(yo — T(x1 4+ Taz)) — Txgl| < 3 < yo — T(x1 + 22 +23) € 2rB(Y).

Reiterando, obtenemos una sucesién (z,)n,>1 C X tal que
lyo—T (z14 - +axn)|| <27"r y z, € 27" VB(X), esdecir , ||z,] <2~™Y, vn > 1.

Laserie ) |, -, x, converge a cierto g € X porque es claramente absolutamente convergente
y X es eB (ver la Prop. 6.3.4). Por tanto 1 + -+ 4+ x,, — x¢ en (X, | - ||) de donde, por
la continuidad de T', obtenemos T'(x1 + - -+ + x,) — Txg en (Y, | - ||). Por otra parte

lyo = T(@1 4+ zn)| <277 -7
Haciendo n — oo en la anterior desigualdad, concluimos que |lyo — Txgl| = 0, es decir
Yo = txo.
Por otra parte xg € 2B(X) porque
lzoll < Y llzall <Y 277D =2,
n>1 n>1

Por tanto yo € T(2B(X)) = 2V, lo que prueba que V C 2V.

Finalmente, es claro que se verifica
IrB(Y)CciVcv

y de aqui concluimos que V' es un entorno de 0 en Y. |

Corolario 8.3.2. Sean X,Y dos eB y T € L(X,Y) biyectiva. Entonces T es un
isomorfismo topoldgico, es decir, un isomorfismo bi-continuo.

Demostracion. Es claro que T' es un isomorfismo algebraico. Por tanto T' € L(X,Y") es
sobreyectiva. Por la Prop. 8.3.1 se tiene que T es abierta, es decir, 7! es continua. Por
tanto T es un isomorfismo topolédgico. |
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8.4. EIl Teorema del grafico cerrado

El grafico 6 grafo de una funciéon f : X — Y entre dos et X, Yes el subconjunto
G(f) ={(z, f(z)) : 2 € X} C X x Y. Decimos que f tiene grafico cerrado sii G(f)
es un subconjunto cerrado de (X x Y, 7,), siendo 7, la topologia producto de X x Y.
Observemos que, si f es continua y Y es Ty, G(f) es cerrado (es facil de ver), pero
que G(f) sea cerrado no implica, en general, que f sea continua. En el resultado que se
prueba a continuacién, se exhiben situaciones en las que los dos asertos anteriores son
equivalentes.

Si X,Y son em, (X x Y,7,) también es metrizable y para una funcién f : X — Y
son trivialmente equivalentes:

(i) G(f) es cerrado.

(ii) Si (zp)n C X es una sucesién tal que x, - x9 € X y f(x,) = yo € Y, entonces
yo = f(xo).
Proposicién 8.4.1 (Teorema del gréfico cerrado). Sean X,Y dos eB y T € L(X,Y).
Son equivalentes:

(1) T es continua ; (2) G(T) es cerrado.

Demostracion. (1) = (2) se verifica siempre.

(2) = (1). Por ser T lineal, G(T') es claramente un subespacio vectorial del ev
producto (X x Y, +,-). Con la norma

V(z,y) € X x Y, |[[(z,y)]| = sup{[l[], [y[|},

(X xY,||-|]) es un eB. Observemos que la topologia producto 7, de X x Y es justamente
la topologia subordinada a la norma || - ||. Como, por hipédtesis, G(T") es cerrado en
X xY, (G(T),] - ||) es también eB. Consideremos la aplicaciéon P : G(T) — X tal que
P(z,Tx) =z, V(z,Tx) € G(T).

Aserto. P es una biyeccién entre G(T') y X tal que P € L(G(T), X).

En efecto, es claro que P es lineal. Ademas es biyectiva pues, sii: X — G(T) es tal

que i(z) = (z,Tx), Vx € X, entonces P oi = idx y io P = idg(r). Finalmente P es
continua porque

1Pz, Ta)|| = [le]| < sup{[||, |T=[[} = || (=, Tz)]

Por el Cor. 8.3.2 se tiene que P es un isomorfismo topolégico. Asi que P~1 =i :
X — G(T) es una aplicacién lineal y continua. Finalmente obtenemos que 7' es continua
porque 1" = mo 04, siendo 7o : X X Y — Y la proyeccién sobre Y, que es trivialmente
lineal y continua. u
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Capitulo 9

Espacios de Hilbert. Proyeccion
ortogonal. Sistemas ortonormales.
Bases.

9.1. Introduccion

Si H es un ev sobre K, un producto escalar (6 producto interno) es una
aplicacién (-,-) : H x H — K tal que para todo z,y,z € H y A € K se verifican las
siguientes clausulas (el) — (e5):

(el) (z,y) = (y,x) (la barra indica conjugacién en C).

(€2) (z +y, 2) = (x,2) + (y, 2).
(e3) (Az,y) = XMz, y).

(ed) (x,z) >0

(€5) (x,z) =0 = x=0.

A partir de las clausulas (el) — (e5) se prueba inmediatamente sin dificultad lo
siguiente:

(€6) (0,y) = 0= {y,0).

(€7) (z,y + 2) = (z,y) + (2, 2).

(€8) (x, Ay) = Mz, y).

(e9) Fijado y € H, la aplicaciéon H 5 x — (x,y) es lineal y la aplicacién H > z —
(y,z) es antilineal.

(e10) (z,2) =0 & z=0.

Proposicién 9.1.1. Sean H un ev y (,) un producto escalar en H. Entonces:
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(1) Identidad de polarizacion. Para todo z,y € H:
K=C, (z,y) =iz +y,z+y) — (x —y,x —y) + i{x +iy,x +iy) — iz — iy,z — iy)].
K=R, (z,y) = jl{e +y.o+y) — (z—y,z —y)].
(2) Identidad del paralelogramo. Para todo x,y € H:
(+yz+y)+@—yz—y) =2z,2)+ (y,y)
(3) Desigualdad de Cauchy-Schwartz: Vx,y € H, |(z,y)|> < (z,z) - (y,y).
(4) Desigualdad triangular ¢ de Minkowski:
o,y € H, (z+y.o+y)"? < (o.0)"? + (y.y)'/%.
Demostracion. (1) y (2) son de comprobacién inmediata. Basta echar cuentas.
(3) Sean z,y € H fijos y A € K variable. Entonces:
0 < (x4 My, z+M\y) = (x,2) + |\*{y, y) + 2Re(\y, z)).

Sean re = (y,z) con r = |{y,2)| y A := te™®, t € R. Entonces 2Re(\y,z)) =
2t - |(y, x)|. Asi que

vt € R,0 < (w,z) + t*{y,y) + 2t - |(y, ).
De aqui sale facilmente que |{x,y)|> < (x,z) - (y,y).
(4) Se tiene que:
(+y,z+y) = (z,2)+{y,y) +2 Re(z,y) < (z,2) +(y,y) +2[(z,y)| <
< (@) + () + 2@, 2) 2y, )P = ()P + (y, ) P)2

|
Proposicién 9.1.2. Sean H un ev, {,) un producto escalar en H y ||z|| == (z,z)"/?, Vx €
H. Entonces (H,|| - ||) es un en.
Demostracién. En primer término, la rafz cuadrada en la definicién ||z| = (z,z)'/? tiene

sentido puesto que (z,x) > 0. Veamos que se cumplen los requisitos de las normas. Sean
x,y € Hy X\ e K. Se tiene que:

(N1) Aplicando las clausulas (e5) y (e6) obtenemos:

0=z =(z,2)"/?=z=0.
(N2) [Az]| = (ha, Ax)'/? = (|AP(x, 2))? = [Nz, 2)? = [A] - [l
(N3) Aplicando la Des. de Minkowski se tiene:

|z +yl| = (z +y,2 + )2 < (2, 2)V? + (g, )2 = ||lz| + |yl
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Definicién 9.1.3. (1) Un espacio preHilbert es un par (H,(,)) tal que (H,|| - ||) es un
en y (,) es un producto escalar en H de modo que la norma || - || procede de (,), es decir,
||| = (x,2)/2 Yo € H. El en (H,|| - ||) puede no ser completo.

(2) Un espacio de Hilbert (abrev., eH) es un espacio preHilbert que es eB.

Proposicién 9.1.4. Sea (H,(,)) un espacio preHilbert. Entonces:
(1) Kz, <zl - lyll, Vo,y € H.

P v
(2) Fijado y € H, las aplicaciones H > x =% (z,y) e K y H > z = (y,z) € K son
continuas, ® es lineal con norma | ®y|| < |ly|| y ¥y es antilineal.

(3) El producto escalar {,) : H x H — K es continua para la topologia de la norma
|-l de H.

Demostracion. (1) sale de la Des. de Cauchy-Schwarz y la definicién de la norma || - ||.
(2) Fijemos y € H.
(21) la aplicacién @, es trivialmente lineal y, por la Prop. 6.4.1, es ademas continua

con ||®,]| < ||ly|| pues por (1) se verifica:

Ve e H, [0y ()] = |z, 9)| <yl - ||

(22) La aplicacién ¥, es trivialmente antilineal, es decir:
Vu,v € H, VA, p € K, W,(Au+ pv) = AV, (u) + m¥(v).

Ademés V¥, es continua pues ¥, = ﬁ o ®,, siendo ﬁ la aplicacién conjugacién en K.

(3) Sean (p)n, (Yn)n dos sucesiones en H tales que x,, — x9g € Hy y, — yo € H
para la norma || - | de H. En particular existe 0 < M < oo tal que ||z, || < M, Vn > 0.
Queremos ver que (Zn,yn) — (To,Yo). Se tiene que

(@n, Yn) — (0, Y0)| = [{(Zn, Yn — yo) + (@n — 20, Y0)| < [{Zns Yn — vo)| + [{Tn — z0, y0)| <
< llznll - llyn = yoll + llzn = 2ol - llyoll < Mllyn = yoll + llvoll - [l2n — zoll — 0.

9.2. Ortogonalidad

Definicién 9.2.1. Sea (H, (,)) un espacio preHilbert.

(1) Dados x,y € H, se dice que x es ortogonal a y (abrev., x1ly) sii (x,y) = 0. Es
claro que x Ly < ylx.

(2) Dados x € H y A C H, decimos que x es ortogonal a A (abrev., x1 A) sii
zla, Ya € A.
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(3) Dados A, B C H, decimos que A es ortogonal a B (abrev., ALB) sii alb, Ya €
A, Vb€ B. Es claro que A1 B < B1A.

(4) Dado A C H, el complemento ortogonal A+ de A es At :={x € H:xlA}.

Proposicién 9.2.2. Sean (H, (,)) un espacio preHilbert y A, A;, B C H,i € 1. Entonces:
(1) At es un subespacio cerrado de H.
(2) Si A C B, entonces B+ C A+,

(3) AL =TA]".

1
(4) (Uiel Ai) = Nier Az‘L-
(5) Ac AL
(6) [Teorema de Pitdagoras] St x; € H, i = 1,...,n, son ortogonales dos a dos,

entonces ||, il|? = S0, |l

Demostracion. (1) Si a € H, la aplicacién ®, : H — K tal que ®,(z) = (z,a), Vo € H,
verifica ®, € H* por la Prop. 9.1.4. Asf que a := ®;1(0) es un subespacio cerrado de
H. Finalmente observemos que A+ = Nycaat.

(2) es inmediato.

(3) Por (1) ocurre que 2 es un subespacio cerrado de H, Va € H, de donde A C z*

sii [A] C . Por tanto para x € H se verifica:
$€AL<:>AC:L‘L<:>ﬁCZ‘L<:>I'GmL.
(4) z € (Uje A)t & ze A, Viel & xeN A
(5) es obvio.

(6) es inmediato. Basta echar las cuentas.

9.3. La proyeccién ortogonal

Si (E,d) esun em, yg € F'y A C E, definimos la distancia dist(yp, A) de yp a A
como
dist(yo, A) := inf{d(yo,a) : a € A}.
Decimos que ag € A es la proyeccién de yj sobre A sii d(yo,ag) = dist(yg, A). Esta
proyeccién no siempre existe y, de existir, puede no ser tnica.

Proposicién 9.3.1 (Teorema de la proyeccién. 1* Parte). Sean (H, (,)) uneHy X C H
un subconjunto convexo cerrado no vacio. Entonces:

(1) Para todo h € H existe la proyeccion de h sobre X y es unica. La denotamos por
Px(h).
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(2) Si h € H la proyeccion Px(h) estd caracterizada por la siguiente equivalencia:

z=Px(h) & z€X y Relh—zx—2) <0, Vz € X. (9.1)

(3) Para todo h,k € H se tiene |Px(h) — Px (k)| < ||h — k|| y esto implica que la
aplicacion Px : H — X es continua.

Demostracion. (1) Bastard probar el enunciado para h = 0. Sea o := inf{||z|| : 2 € X} y
consideremos los subconjuntos X, := {z € X : ||z|| < (a® + %)1/2}, neN. Siz,ye X,,
entonces 3(z +y) € X, (porque X, es convexo) y ademds

R@+y)|?>a® = |z +y)? >4’
Por tanto, aplicando la identidad del paralelogramos a x,y € X,, obtenemos

lz = ylI* = 22| + 2lly|* — llz + y]* < 2(a® + 3) +2(a” + ) — 4a” =

S

En consecuencia el didmetro diam(X,,) de X,, verifica
diam(X,) = sup{|lz — y|| 1 2,y € X, } <2-n" V2

Asi que {X,, : n > 1} es una sucesién de subconjuntos no vacios convexos cerrados
decrecientes (es decir, X,+1 C X,,) cuyo didmetro verifica diam(X,,) — 0. Puesto que
H es completo existe un tnico u € H tal que {u} =(),~; Xn. Naturalmente ||u|| = a y
ademds u = Px(0). N

(2) Sabemos por (1) que la proyeccién Px(h) existe y es tunica. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que Px(h) = 0.

(i) Comprobemos que, si z = 0 = Px(h), entonces Re(h,z) < 0, Vx € X, que es a
lo que se reduce la parte derecha de (9.1) tras la simplificacién introducida (tras hacer
Px(h) =0). Si x € X, también {tz : t € [0,1]} C X porque 0,z € X y X es convexo.
Como en Px(h) =0 € X se alcanza la minima distancia de h a X (que es ||h]|), es claro
que

vt € 0,1, |A]]2 < |h—tal? = [|h]P+e2]2] 2t Re(h, 2) = 2Re(h,z) < ta|2,Vt € (0, 1).

Por tanto Re(h,z) < 0,Vx € X.

(ii) Sea ahora z € X verificando la parte derecha de (9.1). Hay que probar que
z = Px(h) =0, es decir, que ||h — z|| < ||h]| (esto implicard que dist(h,z) = ||h — z|| <
k|| = dist(h, X), de donde z = Px(h)). Por (9.1) con x = 0 € X se tiene

Re(h —z,—2z) <0 = —2Re(h,z|) + ||z||2 < —Hz||2

Por tanto
I = 2)1* = |h]]* + ||2]* — 2Re(h, 2)|| < ||h]]*.
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(3) Sea u := h — Px(h) + Px(k) — k. Se tiene que
I — k[ = [[Px (h) — Px (k)||* + [ull® + 2Re(Px (h) — Px (k),u).
Bastaré probar que
2Re(Px(h) — Px(k),u) > 0. (9.2)
Pero
(u, Px(h) = Px(k)) = —(h — Px(h), Px(k) = Px(h)) = (k = Px(k), Px(h) = Px(k)).
A continuacién por (2) obtenemos
Re(Px(h) — Px(k),u) = Re{u, Px(h) — Px(k)) > 0.

En consecuencia se verifica (9.2). [

Proposicién 9.3.2 (Teorema de la proyeccién. 2% Parte). Sean (H,(,)) un eHy X C H
un subespacio cerrado. Entonces:

(1) Para todo a € H se tiene:
z=Px(a) & z€¢ X y (a—2z)LX.
(2) Px : H — X es una aplicacion lineal continua e idempotente, es decir, P32 = Py.

(3) 5i X # {0}, || Px| = 1.

Demostracion. (1) =. Sea z = Px(a) € X, que sabemos que existe y es tnico por la
Prop. 9.3.1. Por (2) de la Prop. 9.3.1:

Ve e X,Re(a —z,2—2) <0 Re(a—z,y) <0, Vy € X. (9.3)
Poniendo —y € X en lugar de y € X en (9.3) obtenemos
Vy € X, Re(a — z,y) > 0. (9.4)
Por tanto de (9.3) y (9.4) sale que
Yy € X, Re(a — z,y) = 0. (9.5)

Si K =R, (9.5) implica que a — z 1L X.
Sea K = C. Poniendo iy en lugar de y € X en (9.5) se tiene que

Vy e X, 0=Re(a — z,iy) = Re(—i{a — z,y)) = Im{a — z,y). (9.6)

Combinando (9.5) y (9.6) obtenemos que (a — z,y) =0, Yy € X, es decir, a — 21 X.
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<. Sea z € X tal que a — zL X. Esto quiere decir que
Ve X, Re(a—z,x—2)=0<0.
Por la Prop. 9.3.1 obtenemos que z = Px(a).
(2) (i) Veamos que Py es lineal. Sean a,b € H y «, 3 € K. Se tiene que:

{ ae—aPx(@) XL gy (aPy(a) + BPx (b)) LX "D

8b— BPx(b)LX
= PX(aa + Bb) = Osz(a) + ﬁpx(b)

(ii) Ya sabemos por la Prop. 9.3.1 que Px es continua. Finalmente es trivial que
P% = Py.

(3) En primer término || Px|| < 1 porque por la Prop. 9.3.1 se verifica:
1Px(2)| = [[Px (2) = Px ()| < |[=]l, V=€ H
Por otra parte, si a € X \ {0}, se tiene que:

= 1Px (%) I

de donde ||Px|| > 1. Por tanto || Px|| = 1. [ ]

a_
llall

1:‘

9.4. Complementacién

Sean H un en y X C H un subespacio cerrado.

(1) Una proyeccién de H sobre X es una aplicacién lineal continua P : H — H
tal que P(H) = X y P2 = P.

(2) Decimos que X estd complementado en H sii existe una proyeccién P : H —
H tal que P(H) = X.

(3) Supongamos que P : H — H es una proyeccién tal que P(H) = X, es decir, que
X estd complementado en H. Si Y :=ker(P)y Q :=1— P (I =idx), se tiene que Q
es también una proyecciéon en H tal que Q(H) = Y. Esto quiere decir que Y también
estd complementado en H. Ademds se verifica H = X @Y (suma directa). Se dice que
Y es el complemento topolégico de X (y viceversa) y que H es suma directa
topolégica de X e Y.

Corolario 9.4.1. Sean (H,(,)) un eH y X C H un subespacio cerrado. Entonces:
(1) X estd complementado en H a través de la proyeccion Px.
(2) X+ = ker(Px) y X+ = X.
(3) H=X @ X+, es decir, H es la suma directa topoldgica de X y X=+.
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Demostracion. (1) sale de la definicién de subespacio complementado y de los resultados
anteriores.

(2) Sea a € H. Se tiene que:
a € ker(Px) < Px(a)=0&a=a— Px(a)LX ©ac Xt
Para la igualdad X = X notemos que X C X1+ Sea z € X1 Se tiene que:

(x,x — Px(x)) =0
(Px(2), 2~ Px(2)) = 0

= ||:c—PX(x)H2:O = Px(z)=2z = z€ X.

:c—PX(:c)EXL:>{ =

(3) es consecuencia de lo anterior y las definiciones. [

9.5. El dual A*

Proposicién 9.5.1. [Teorema de Frechet-Riesz] Sea (H,(,)) un eH. Entonces:
(1) Siae Hy®,: H—K es tal que ®4(x) = (x,a), Vo € H, entonces &, € H*.
(2) Sea ® : H — H* tal que ®(a) = ®,. Se tiene que O es una isometria antilineal
entre H y H*, es decir, Ya,b € H, Y\, u € K, se verifica
[@(a)]| = llall y ®(Aa+ pb) = Ad(a) + P (b).

Demostracion. (1) estd probado en la Prop. 9.1.4.
(2) (i) Es claro que ® es antilineal (lineal si K = R).

(ii) @ es una isometria. En efecto, para todo a,z € H se verifica que
|®(a)(z)| = [{z,a)| < llal - [[=]],
de donde ||®(a)|| < ||a||. Por otra parte
|2(a)(a)| = [{a, a)| = [lal* = [|®(a)l] = [all.

Por tanto | ®(a)|| = |la|| y ® es una isometria entre H y su imagen ®(H) C H*.

(iii) Veamos que @ es sobreyectiva. Sea A € H* y hallemos a € H tal que ®(a) = A.
Si A = 0 cogemos a = 0. Sea A # 0. Entonces kerA es un hiperplano cerrado de H vy,
por tanto, existe b € (kerA): \ {0} por el Cor. 9.4.1. Por tanto kerA = (kerA)*+ C
bt = ker(®(b)). Por el Ej. 10, Hoja 1, Problemas de AF, existe A € K\ {0} tal que
®(b) = X - A, es decir, A = ®((1/\)b). [ ]

Corolario 9.5.2. Si (H,(,)) es un eH, su dual H* es también un eH.
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Demostracion. Por la Prop. 9.5.1 todo elemento de H* es de la forma ®, para cierto
a € H. Definimos en H* un producto escalar del siguiente modo. Si a,b € H y ®,, P €
H*, definimos

(Pg, D) := (b, a).
Se comprueba sin dificultad que el producto (,) definido es un producto escalar en H*.
Ademids por la Prop. 9.5.1 se verifica

1ol = la]l = (a,a)/? = (g, @) 1/2.

Luego la norma || - || de H* procede del producto escalar definido y, por tanto, H* es un
eH. |

9.6. Familias sumables

Una familia de vectores {z; : i € I} de un eB X se dice sumable a cierto zp € X
(abrev., > ,c;x; = xg) sii para todo € > 0 existe un subconjunto finito J. C I tal
que para todo subconjunto finito J. C J C I se verifica que [|zg — s;|| < €, siendo

57 =D ey Ti.

Proposicién 9.6.1. [Criterio de Cauchy/ Sean X un eB y {z; : i € I} C X. Son
equivalentes:

(1) {z; :i € I} es sumable (a cierto xo € X ).

(2) Dado € > 0 existe un subconjunto finito J. C I tal que para todo subconjunto
finito K C I\ Je se verifica que ||sk|| < €, siendo sg 1= Y e .

Demostracion. (1) = (2). Por hipétesis, dado € > 0 existe un subconjunto finito J. C I
tal que para todo subconjunto finito J. C J C I se verifica que ||zg — ss|| < €/2. Sea
K cC I\ J. finitoy J = J. UK. Entonces

[z —ss |l <€/2y lzo—sill <€/2 = skl = lls;—sull < [lwo— s+ l[zo—ss] <e
(2) = (1). Por cada n > 1 elegimos un subconjunto finito J,, C I tal que J,, C Jy 41

y |Isk|| < 1/n para todo subconjunto finito K C I\ J,. Entonces, si m > n > p, se
verifica que Jp, \ Jp, C I'\ J, es finito y por tanto:

180 = 8.l = 18200 < 1/p- (9.7)

En consecuencia {sj, : n > 1} es una sucesién de Cauchy. Puesto que X es completo
existe limy, o0 57, = 2o € X. Ademads fijando p = n y haciendo m — oo en (9.7)
obtenemos que:

lxzo — sz, < 1/n. (9.8)



102 CAPITULO 9. ESPACIOS DE HILBERT

Asi que dado € > 0, sea n € N tal que € > 2/n. Entonces para todo subconjunto finito
J C I tal que J,, C J se verifica:

lzo = ssll = llwo = 52, = sl < 2 = sp,ll + lspsll < 5+ 5 =7 <e

Esto prueba que ), ; x; = o. |

NOTA. Si X esun eBy {x, : n € N} C X es una familia contable, disponemos de
dos nociones perfectamente definidas, a saber:

(a) La familia {z,, : n € N} es sumable a cierto xg € X; (b) >_,,5; n = o, es decir,
la serie Y, zp es convergente a x.

Se verifica que (a) = (b) pero, en general, (a) <= (b). En efecto:

(1) (a) = (b) trivialmente por la definicién de familia sumable.

(2) (a) <= (b). Veamos un contraejemplo. Sea {(—1)"/n : n € N} C R. Sabemos que la
serie ), ~1(—1)"/n converge a cierto z¢ € R. Sin embargo la familia {(~1)"/n : n € N}
no es sumable porque tanto Y, 5 (2n)~! = oo como Y, -, (2n — 1) = oo.

Proposicién 9.6.2. Sean X un eB y {x; : i € I} C X una familia sumable tal que
Yicr i = xo € X. Entonces Y, (x*, x;) = (2%, x0), Va* € X*.

Demostracion. Sea x* € X*. Si 2* = 0 no hay nada que probar. Sean ||z*|| =M >0y
€ > 0. Por hipétesis existe un subconjunto finito Je C I tal que ||zg — ss|| < ¢/M para
todo subconjunto finito J C I tal que J. C J. Por tanto

(2", @o) = Y (& @) = (& w0 — Y @i)| = [(z*, 20 — s5)| < ||| - 57 = €.
i€J i€J

Asi que Y . (2%, ;) = (z*, 20). [

9.7. Sistemas ortonormales. Bases

Sea (H,(,)) un eH. Una familia & := {u; : i € I} C H es un sistema ortonormal
sii (uj, u;) = 0;;(= delta de Kronecker). Naturalmente |u;|| =1, Vi € I. SiU C H es
un sistema ortonormal y = € H, los nimeros {(x,u;);i € I} son los coeficientes de
Fourier de z relativos a U.

Proposicién 9.7.1. Sea (H, (,)) un eH, U = {u1,us,...,u,} C H un sistema ortonormal
y M = [U] el subespacio generado por U. Entonces:

(1) Para todo x € H se tiene: (1) x—> " (@, u;)u; LM ; (ii) Py(x) = Y0 (2, ui)ug;
(iii) Para toda n-upla A1, ..., \, € K se verifica

n

lz = (e, wihuill < llz =) Aiuill.

i=1 i=1
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(2) Six € M entonces x =Y i (z,u)u; y ||z||> = S0, (@, ui)|?.

(3) Six € H entonces > iy [z, u;)|? < ||z||* y la igualdad vale sii x € M.

(4) Los vectores {uy,uz,...,u,} son linealmente independientes.
Demostracion. (1) (i) Como (z—y 1 (x, ui)us, uj) = (x,u;)—(z,u;) =0, j =1,2...,n,
se tiene que x — > " | (z, u;)u; LM.

(ii) De la Prop. 9.3.2 sale que Pyr(x) = > i (z, wi)u;.

(iii) es consecuencia de que Pys(z) es el punto de M més préximo a x.

(2) Siz € M entonces x = Py(z) = Y i (x, u;)u; y por el T. de pitdgoras obtenemos
que [lz]|* = 371 [(@, ua) .

(3) Sean z € H y u = x — > (x,u;)u;, que verifica ulLM. De aqui que
ul Y0 (z,u)u; porque Y (x,ui)u; € M. Por el T. de Pitdgoras y ya que x =
uw~+ Yi {(z,u;)u; obtenemos:

l2]? = Nlull® + D 1, ui) . (9.9)
i=1

En consecuencia ||z|? > >°% [(z,u;)|*.
Six € M, entonces vale la igualdad en la expresion anterior por (2). Supongamos que

]| = 3% | [{z,u;)|*. Entonces u = 0 por (9.9), lo que implica que x = Y1 (z, u;)u; €
M.

(4) Supongamos que »_ 1 | A; - u; = 0 para ciertos A, Az,..., A\, € K. Por el T. de
Pitdgoras obtenemos que 0 = [|0[|? = >""_; |\;|?, de donde necesariamente \; = 0, i =
1,2,...,n. Por tanto los vectores {uy,us, ..., u,} son linealmente independientes. |

Corolario 9.7.2 (Desigualdad de Bessel). Sean (H,(,)) un eH y {u; :i € I} C H un
sistema ortonormal en H. Entonces para todo x € H se verifica:

> Ha,ui)* < ||z)|* (Desigualdad de Bessel).

il
Demostracion. Por la Prop. 9.7.1 para toda familia finita J C [ se verifica que
ZjEJ\(x,uj)P < ||z||?. Esto implica que la familia {|(z,u;)|*> : i € I} es sumable y
que Yieq [{z,uy)* < [l u

Proposicién 9.7.3. Sean (H,(,)) un eH y {u; :i € I} C H un sistema ortonormal en
H. Entonces:

(1) Sea {\; : i € I} C K. Se tiene que la familia {\; - u; : i € I} es sumable sii
Y el |\i|? < 0o0. En caso de que Yicr Ni-u; = xo € H, se verifica que \; = (w0, u;), Vi €
1.
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(2) Si xg € H, la familia {{xo,u;)u; : i € I} es siempre sumable, aunque no
necesariamente a .
Demostracion. (1) Si K C I es un subconjunto finito, denotamos s = > . pe Ai - u;.
Por el T. de Pitdgoras ||si||? = >,cx |Xi|*. Supongamos que Y,;; [Ai|? < co. Entonces,
dado € > 0, existe un subconjunto finito J. C I tal que todo subconjunto finito K C I'\ J,
verifica Y, [Ni? < €2, de donde [|sk|| < e. Aplicando el Criterio de Cauchy (Prop.
9.6.1) obtenemos que la familia {\; - u; : i € I'} es sumable a cierto z9 € H. Ademés por
la Prop. 9.6.2 para cada k € I se verifica

(z,uk) = Z(/\i “Uijs U) = Ak
el
Y viceversa, si suponemos que ), .;A; - u; = w9 € H, de la Des. de Bessel sale que

Sier [{zo, ui)|? < ||lzo|*. Como (zo,u;) = A;, finalmente obtenemos que >, [Ai]* <
|lzo|? < .

(2) Siz € Hy A = (z,u), por la Desigualdad de Bessel se tiene que Y., |Ai|* <
|lz||? < co. Luego la familia {(x,u;) : i € I'} es sumable por (1). [

Si(H,(,))esuneH yU = {u; :i € I} C H un sistema ortonormal, decimos que U es
maximal 6 completo si no es subconjunto propio de ningtin otro sistema ortonormal
de H.

Proposicién 9.7.4. Sean (H,(,)) un eH yU = {u; : i € I} C H un sistema ortonormal
en H. Son equivalentes:

(1) U es mazimal.

(2) U+ = {0}.

(3) U] = H.

(4) Vo € H, x =3, (2, us)u;.

(5)Vz € H, ||z||* =3 ,c; {z,wi)|* (Identidad de Parseval).

Demostracion. (1) = (2). Sea U maximal. Si existe z € UL tal que x # 0, entonces
U U {u/||u||} serfa un sistema ortonormal estrictamente mayor que U, lo que contradice

(1).

(2) < (3). Se tiene que U+ = {0} sit H = {0} =t =u] " = TU].

(3) = (4). Por la Prop. 9.7.3 la familia {(z,u;) : ¢ € I} es sumable. Por la Prop.
9.6.2 para cada u; € U se verifica:

(x — Z(x,uz>ul,uk) = (x,ux) — (x,ux) = 0.
i€l
Esto quiere decir que = — ,(x, us)u; € U+, por lo que = — Yicr{T, uiu; € H*+ = {0}
=l

pues U+ = [U]" = H*. Por tanto = = ¥, /(z, wi)u;.
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(4) = (5). Si A; = (x,u;), aplicando la Prop. 9.6.2 obtenemos

l2[* = (2, 2) = O Mg w) =D Nfug, ) = D [Nl

el iel el

(5) = (1). Si U no fuera maximal, existiria u € H tal que U U {u} serfa un sistema
ortonormal que contiene estrictamente a U. En particular ulwu;, Vi € I, de donde por
(5) obtenemos |lul? = 0, es decir, u = 0. Esto contradice que debe ser ||u|| = 1. Por
tanto U es maximal. [ |

Definicién 9.7.5. Si (H,(,)) es un eH, un sistema ortonormal mazimal de H recibe el
nombre de base de H.

NOTA. Si (H,(,)) esun eH y B := {u; : i € I} es base de H, por la Prop. 9.7.4
todo vector x € H admite la expresion = = >, (x, u;)u;.

Proposicién 9.7.6 (Teorema de la base). Sea (H, (,)) un eH. Entonces:

(1) Todo sistema ortonormal de H estd contenido en un sistema ortonormal mazimal

de H.

(2) H tiene al menos una base.

Demostracion. (1) Sea U una familia ortonormal de H y sea P la clase de los sistemas
ortonormales de H que contienen a U. Ordenamos P por inclusién, que es un orden
parcial. Por el Ppio. maximal de Hausdorff existe una cadena maximal Q en P. Sea U
la unién de las familias ortonormales que estdn presentes en Q. Es inmediato que U es
un sistema ortonormal maximal que contiene a .

(2) Partimos de un sistema ortonormal U # 0, vg., U = {u} siendo [lu| = 1. Por (1)
existe un sistema ortonormal maximal I/ que contiene a U. Es claro que U es base de

H. |

Si I es un conjunto, sea ¢3(I) la familia de los elementos x = (x(i))ie; € K! tal
que la familia {|z(7)|? : i € I} es sumable, es decir, ../ |z(i)|* < co. Es inmediato
que (f2(I),+,-, | - |l2) es un eB, siendo ||z|2 = (3 ;c; |z(7)|2)Y/2. En f5(I) definimos el
producto escalar (,) del siguiente modo:

Va,y € bao(I), (x,y) =Y (i) - y(i).

el
Es inmediato que la norma || - |2 procede de este producto escalar (,). Por tanto
(l2(I),(,)) es un eH. Ademds la familia de los vectores unitarios {u; : i € I} de

l5(I) es una base de lo(1).
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Proposicién 9.7.7 (Teorema de Fischer-Riesz). Sean (H, (,)) un eH y B :={u; : 1 € I}

(
una base de H. Entonces la aplicacion H > x EN {z,u;) : i € I} € (1) es un
isomorfismo isométrico.

Demostracién. Por la identidad de Parseval ||z|* = Y., [(z,u;)|?, Vo € H, lo que
implica que T'(z) € ¢3(I) y que T es una isometria. Ademas T es trivialmente lineal.
Veamos que 7' es sobreyectiva. Sea {); : i € I} € ly(I). Entonces >,/ |\i|? < oo,
por lo que > .., \u; = 29 € H y A\; = (xo,u;) por la Prop. 9.7.3. En consecuencia
T(x9) ={\;i:i €I}y T es sobreyectiva. [
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Capitulo 10

Teoria espectral. Operadores

autoadjuntos en espacios de
Hilbert

10.1. Introduccion

Si X,Y son eB, denotamos por B(X,Y) (6 £(X,Y)) al espacio de los operadores
6 aplicaciones lineales continuas 7' : X — Y con la norma ||T]| := sup{||Tz| : = €
B(X)}. El espacio B(X, X) lo denotamos por B(X). En B(X) se puede definir de modo

[P

natural una multiplicacién de operadores: la composiciéon “o” de operadores. Es decir,
si S,T € B(X),ST =SoT.SiS5TU € B(X)y A\ n € K, esta multiplicacién tiene

claramente las siguientes propiedades:
(i) Es asociativa, es decir, S(TU) = (ST)U.

(il) S(A\T 4+ pU) = AST + pSU, es decir, la multiplicacién es distributiva respecto
de la suma.

(iii) En general ST # T'S, es decir, no es conmutativa. Si ST = T'S, decimos que los
operadores S, T conmutan entre si.

(iv) El operador identidad I, que se define como Iz = z, Vo € X, es el elemento
neutro a dcha. e izda. de esta multiplicacién. Observemos que ||I]| = 1.

) 1ST) < |18]| - | Tl En efecto:
[ST|| = sup{||STz| : 2 € B(X)} < sup{[|S|| - [T - [|z]| : @ € B(X)} = [|S]| - | T[I-

(vi) En consecuencia (X, +, -, o, ||-||) es un élgebra de Banach unitaria no conmutativa.

10.2. El inverso de un operador

Si X esuneBy T € B(X), decimos que 7" es invertible sii existe S € B(X) tal que
ST =1=TS. El operador S, caso de existir, es inico, se denomina el inverso de Ty
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se denota por T 1.

Proposicién 10.2.1. Sean X es un eB yT € B(X). Son equivalentes:

(1) T es invertible.

(2) T es una biyeccion.

(8) T es un isomorfismo topolégico de X sobre si mismo.

(4) T es sobreyectiva y existe ¢ > 0 tal que ||Tz|| > c||z|, Vo € X.
Demostracion. (1) = (2). Es claro que la existencia de S € B(X) tal que ST =I1=TS
implica que T' es una biyecciéon de X sobre si mismo.

(2) = (3). T es un isomorfismo topoldgico por el Cor. 8.3.2.

(3) = (4). Si T es un isomorfismo de X, T es sin duda sobreyectivo y el isomorfismo
inverso S es también continuo. Por tanto existe 0 < K < oo tal que ||Sy| < K||y||-
Sustituyendo y por Tz obtenemos

lzll = [IST(2)]| < K||Tz|| = zla|l < T=].

Ahora basta hacer ¢:=1/K.

(4) = (1). En primer término, de (4) sale que por cada y € X existe un y sélo un
elemento =, € X tal que Tz = y. Definimos S(y) = z,. Es inmediato que S es lineal y
que || Sy|| < c||y||, es decir, S € B(X). Ademéas T'S = I = ST. Por tanto, T tiene inverso
quees T71 =5. |

Proposicién 10.2.2. Sean X un eB y S,T € B(X). Entonces:
(1) Si T es invertible, también lo es T~™' y (T~1)~' =T.
(2) Si T es invertible y a € K\ {0}, oT también es invertible y (aT)~! =T~!/a.
(3) Si S, T son invertibles, también lo es ST y (ST)™t =T 1o 571

(4) Si T es invertible y S conmuta con T, S conmuta con T_l.

Demostracion. Las demostraciones son inmediatas. [ |

Sean X un eB y T € B(X). Convenimos que 7° = I (incluso si T = 0) y denotamos
por Znv(X) a la familia de los operadores invertibles de B(X). Es claro que (Znv(X), o)
es un grupo no abeliano.

Proposicion 10.2.3. Sea X un eB. Se verifica:

(1) Si Ty € Inv(X) y T € B(X) son tales que |T — To|| < | Ty ||~", entonces
TeInv(X)y

T 1= (I-T;'oT)" 0Ty = Tyl o(I-ToTy")" (10.1)

n>0 n>0
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(2) Inv(X) es un abierto de (B(X),| - 1), I € Inv(X) y la aplicacion Inv(X) >
T — T7! € Inv(X) es continua.

Demostracion. (1) Puesto que

I —T5 o Tl = Ty (To = D)l < 1T | - 1To = T < 1

I =TTy | = II(To = )Tl < |75 Il - 1 To — Tl < 1,
concluimos que las dos series de (10.1) convergen absolutamente. Por induccién se puede
ver que (I =Ty Lo T)oTy ! =Tyt o(I-ToTy )", ¥n > 1, de donde las dos expresiones
de (10.1) son la misma cosa, digamos el operador S € B(X). Veamos que S = T~!. En
efecto:

ST =STyo (Iy'T—D+1) ==Y (I-Tg o)+ I -Ty o T)" =1,
n>0 n>0

TS=((ToTy' =)+ oThoS==Y (I-ToTy )"+ (I-ToTy" )" =1
n>0 n>0

(2) Que Inv(X) es abierto en (B(X),| - ||) sale de (1). Claramente I € Inv(X).
Ademés la aplicacién Znv(X) 3 T — T~! € Znv(X) es continua porque, si ||T — Ty|| <
ST, entonces 1 — || — T T > 1/2, por lo que

1T =T =1 (I =T o) o Ty =T | = | D (I =Tg o T) o Ty || <
n>0 n>1

(10.2)
T - 1 =T T
1—|I-T5'T)|

<D =Ty o) =

n>1

<2752 1 To — T

10.3. El espectro. Autovalores

Definicién 10.3.1. Sean X eB y T € B(X).
(1) El espectro de T (abrev., sp(T) ¢ o(T)) se define como

o(T):={NeK: X[ -T no es invertible}.
(2) La resolvente de T' (abrev., p(T')) es p(T) =K\ o(T).
(8) Los autovalores de T (abrev., ev(T')) es el colectivo

ev(T) ={Ae€K: X[ =T no es inyectivo}.
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NOTA. Si X esun eB y T € B(X), entonces:

A€o(T) & M —T noesinvertible < A —T no es biyectivo <

6 Al — T no es inyectivo
6 Al — T no es sobreyectivo.

Por tanto ev(T') C o(T) vy, en general, el contenido es estricto. Sin embargo, si dim(X) <
oo, entonces ev(1T') = o(T') porque en este caso AI — T no es inyectivo sii A\l — 7T no es
sobreyectivo.

Proposicién 10.3.2. (T. del radio espectral. 1* Parte) Sean X eB y T € B(X).
Entonces:

(1) Eziste el limite lim, o ||T"|Y/" = if,>; ||T™|'/". El radio espectral de T
(abrev., 7(T)) se define como r(T) = lim,_,o0 |T7||Y/™ y verifica v(T) < ||T)|.

(2) o(T) es un subconjunto compacto de K tal que o(T) C Bg(0,r(T)).

1/n 1/n

Demostracion. (1) Sea « := inf, ey ||[T7]*/". Ciertamente o < liminf,,_, || T"|]*/". Sean
€ > 0ymny €N tales que |77/ < a + e Todo n € N se puede expresar como
n = ng - p(n) + ¢q(n) siendo p(n),q(n) € Ny 0 < g(n) < ng. De aqui que

T | < [T PC) - || 7|9,
Puesto que g(n)/n — 0y p(n)/n — 1/ng, obtenemos que

limsup || 77|V < [|[T7]Y/™ < o + e
n—oo

Como € > 0 es arbitrario concluimos que lim,,_,o, | 7"(|*/" = «. Finalmente observemos
que ||[T7||V/™ < ||T||, ¥n > 1, lo que implica que (T < ||T|.

(2) La aplicaciéon K 3 A BN -T € B(X) es continua y, puesto que Inv(X) es
abierto en B(X), concluimos que p(T) = ¥~} (Inv(X)) es un abierto de K, es decir,
o(T) es cerrado en K.

Veamos que o(T) C Bg(0,7(T)). Sea A € K tal que |\| > r(T'). Claramente la serie
D1 T A~ converge absolutamente en B(X), de donde

" "
(M —T)o ZW = ZW oM —-T)=1,
n>0 n>0
es decir, A € p(T). [

Proposicién 10.3.3. Sean X eB y T € B(X). Por cada A € p(T) definimos la
resolvente R(\,T) de T en XA como R(\,T) := (A —T)~!. Entonces:
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(a) Para todo A\, € p(T') se tiene la llamada “ecuacién resolvente”

(b) La aplicacion p(T) > X 5 R(\,T) € B(X) es diferenciable y su diferencial es
Dy(\) = —(R(\, T))2.
Demostracion. (a) Se tiene que
(ROLT) = R, T))(u] — TYAT = T) = RO, T = T) — R(, T)(ul —T) = (5 — M.
De aqui que

RANT)— R(u,T)=(u—ANIoRA\T)o R(u, T) = RN, T)o (u—NIoR(u,T)=
=(u—ANIoR(u,T)oR(N\T).

(b) Se tiene que
©(A+h)—p(A)  RA+hRT)—-RNT)
; = - =—-R\T)oR(A+h,T).

Por continuidad, haciendo h — 0, obtenemos Dp(A\) = —(R(\, T))2. [

Proposicién 10.3.4. (T. del radio espectral. 2* Parte) Sean E un eB sobre C y T €
B(E). Entonces o(T) # 0 y

r(T) =max{|A\|: A € o(T)}.

Demostracidn. Sea p := méx{|\| : A € o(T)} (mdx{0} = 0). Ya sabemos por la Prop.
10.3.2 que p < 7(T'). Como la aplicacién p(T) > z — R(z,T) € B(E) es continua, se
puede definir, para p > 0y t > p, el operador J,(t) € B(E) del siguiente modo:

1

2m
Jp(t) := / (tePHL . R(te®, T)db.
0

2w
Observemos que:

(I) Si |z] > r(T), entonces R(2,T) = >, %, serie que converge absolutamente
en B(FE). De aqui que para t € (r(T),o0) la serie

0 _
R(te",T) = Z 7@61,9)”“

n>0

converge absoluta y uniformemente para # € R y, por tanto, Vp > 0:

27
/ (tew)p+1 . R(tei -df = Z/ tew PTG = (10.3)
0 n>0

™

A / . 00 g o TP,

n>0
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En consecuencia, Jy,(t) = TP para todo t > r(T") y todo p > 0.

(IT) Por otra parte, aprovechando que la aplicacién p(T) > z — 2PTLR(2,T) es
diferenciable por la Prop. 10.3.3, parat > p, p > 0y 6 € R se verifica

g((tew)pHR(tew, T)) = ewi(szR(z, T))’

ot dz z=te'®?

9 i0\p+1 i0 L0 4 o

g (L") T R(te”, T)) = ite” (2 R(2,1))|,_ui0
es decir,

0 10

7((tei9)p+1R(tei0, T))

. (PR (1", T)).

it 00
En consecuencia, parap >0, t > py 6 € R se tiene que

Ay _ L [0

D=5 ; a0((75619)’”11“3( T)) - df = 0.

Por (I) esto implica que J,(t) = T? para todo p > 0 y todo t > p. Sea
Yt > p, M, :=méax{|R(te?,T)| : 0 € R}.
Se verifica que
Vt > p, Vp >0, |T7] = | Jp(t)]| < 771 M,.
En consecuencia r(T') < t y, por tanto, r(T) < p. Asi que finalmente p = r(T).

(IIT) Veamos que o(T') # (). Razonando por reduccién al absurdo, suponemos que
o(T) = 0. Entonces:

(a) =0y Jo(t) = 5 2” te? . R(te, T)-df estd definido en [0, c0), siendo Jo(0) = 0
Jo(t) = I parat € (r (T),oo).

(b) Jo(t) es continua en [0,00). En efecto, sabemos que es diferenciable en (p,00) =
(0,00) y que Jj(t) =0, Vt > 0, por lo que Jy(t) = I, Vt > 0. Ademés Jy(t) es continua
en t = 0 por el Aserto siguiente.

Aserto. Para 0 <t < £[|T7|| 7! se tiene que ||Jo(¢)[| < ¢[|T1(1 + 2[|T~1|¢).

En efecto, se tiene que ||(te?T — T) — (=T)|| = ||te?I|| = t, de donde por (10.2) se
verifica que

IR(te™, T) = (=T)"'| < 2|77 -t = [|R(te”. )| < IT7H|| + 2T~ - ¢.
De aqui que:

27
[Jo()]] < 2t7r/0 IRt T)| - d6 < ¢| T~ (1 + 2T |t).

Hemos llegado a una contradiccién que prueba que o(T') # (). [ |
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NOTAS. Sea X un espacio de Banach sobre R. Vamos a ver que la situacién, en lo
referente al espectro o(T') y al radio espectral r(T') de T' € B(X), es muy diferente al
caso K = C.

(a) Sea dim(X) = 2. Salvo isomorfismo, podemos suponer que X = Egz). Sea T €

B(X) tal que
0 -1
e (V)

Es inmediato que T es un isomorfismo isométrico de X. Afirmamos que o(7T) = ). En
efecto, si A € o(T'), A deberd ser raiz real de la ec.

0=det]\[ —T) =\ +1,

lo que no puede ser. Observemos que || 7"|| = 1, por lo que r(T") = 1.
. o . 2
(b) Sea dim(X) = 2n, n > 1. Sin pérdida de generalidad suponemos que X = Eg ),
Sea T' € B(X) tal que

7, 0 -+ 0

r—| 0 T 0 siendo T} = 0 -1 Li=1,....n.
. Ceee 1 0
0o 0 --- T,

Es claro que T' es un isomorfismo isométrico de X por lo que r(T') = 1. Por otra parte,
la ecuacion

0 =det]\[ - T) = (A2 +1)"

carece de raices reales. Asi que o(T') = 0.

(c) Veamos que en todo espacio X = /;(J), J infinito, existe un isomorfismo
isométrico T' € B(X) tal que r(T) =1y o(T) = (). En efecto, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que J = {ij,iz : i € I}. Definimos 7' de modo que T'(e;,) = —e;, y

T(ei,) = €4, @ € I, es decir
0 -1 .
Titenet= () o ) ier

(d) Si dim(X) =2n+ 1, entonces o(T) # 0, VT € B(X). En efecto, la ecuacién
0= det[)\l — T] = )\2n+1 —+ a2n)\2n + -+ ao,

tiene siempre raiz real por ser de orden impar.

10.4. Operadores en espacios de Hilbert

Proposicién 10.4.1. Sean (H,(,)) un eH y T € B(H). Entonces existe un tnico
operador T* € B(H), que denominamos el adjunto de Hilbert de T, tal que

(Tz,y) = (z,T°y), Vr,y€ H.
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Ademds, para S,T € B(H) y o, 8 € K, se tiene:

(1) T** =T.
(2) (aS + BT)* = @S® + BT°.
(8)I*=1.

(4) (ST)* =T* o S°.

(5) 1T =TIl

Demostracion. Por la Des. de Cauchy-Schwartz se verifica que |(Tz, y)| < || T||- ||z - ||y]|-
Asi que, fijado y € H, la aplicacién A : H > © — (T, y) es lineal y continua con norma
Al < ||| - [|lyll- Por el T. de Fischer-Riesz (ver la Prop. 9.7.7) existe un unico elemento
en H, que denotamos Ty, tal que

(T, y) = (@, T%) y Tyl = [IAl < [T - [lyll.
Ademds T® es lineal pues para todo x,y,z € H y «a, 8 € K, se verifica
(2, T*(ay + B2)) = (Tw,ay + fz) = a(Tz,y) + B(Tz, 2) =
=a(z, T*) + Bz, T°2) = (x,aT*y + BT*2).

Como || T*y|| < ||T|| - ||y, resulta T* es acotado con ||T*|| < ||T||. La unicidad de T es
obvia por construccién.

(1) T** =T porque
(2, T*%y) = (T*z,y) = (y, T*z) = (T'y,x) = (z, Ty).

(2) Se tiene que (aS + BT)® = aS® + BT* porque

<xa (CVS + 6T).y> - <(CVS + 5T)xa y> - OC<S$, y> + ﬂ(T%’, y> =
= (z,aS%) + (2, BT°y) = (z, (@S* + BT*)y).

(3) es evidente.
(4) (ST)®* =1T* o S*® porque
(2, (ST)*y) = (ST (2),y) = (Tx, S%) = (x,T* 0 S°Y).

(5) Sabemos que ||[T*|| < ||T||. Por otra parte, ya que T°** = T, resulta |T|| =
[T} < IT*[]. Asf que [T = [[T*]. u

Proposicién 10.4.2. Sean (H,(,)) un eH y T € B(H). Entonces:
(0)T € Inv(H) < T* € Inv(H) y, de ser T invertible, se verifica (T*)~! = (T1)*.
(1) o(T*) ={X: X € a(T)}.
(2) p(T*) = (X : A € p(T)} y YA € p(T*), RO\ T*) = ROLT)"
(3) ker(T) = (T*(H))* y TCH) = (ker(T*))".
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Demostracion. (0) es consecuencia de las siguientes implicaciones:
ToT ' =I=T'oT & (THoT =1I"=1=T"0(T")".
() zeo(T)eT—21¢Inv(H) & T*—zI ¢ Inv(H) < zZeo(T*).
(2) En primer término
zep(T)eT—-z[elnwH) & T*—zl€lnv(H) <z e p(T*).

Adems4s

—~
=

REZT*) =(T* -z = (I —2)*)"' = (T - 2I)™H* = R(2,T)°.

(3) En primer término:
z € ker(T) & (Tz,y) = (x,T*y),Vy € H < z € (Im(T*))*.

Ademis:

T(H) = (T**(H))" = (ker(T*))*.

10.5. Operadores autoadjuntos

Definicién 10.5.1. Sea (H,(,)) un eH. Un operador T' € B(H) se dice autoadjunto
6 hermitiano sit T =T°.

Proposicién 10.5.2. Sea (H,(,)) un eH y T € B(H) un operador.
(1) Si T es autoadjunto, entonces (T'x,x) € R, Yo € H, yr(T) = ||T].
(2) Para todo T € B(H) se verifica que

IT|| = /r(ToT*) =+/r(T*oT).

Demostracion. (1) En primer término

Ve e H, (Tx,z)= (x,T°z)= (x,Tx)= (Tx,x),

de donde (T'z,z) € R.
Por otra parte se verifica el siguiente Aserto.
Aserto. Para todo operador S € B(X) se verifica ||S® o S| = ||S|> = ||S o S°||.

En efecto, claramente || S® o S|| < ||S||?. Por otra parte:

Vo € H, |[Sz|?® = (Sz, Sx) = (z,5% 0 Sz) < |lz|* o [|S* 0 S| = [IS]* < [|S* o S]I.
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Por tanto ||S® o S|| = ||S||?. La otra igualdad es aniloga.

En consecuencia, todo operador autoadjunto 7' € B(H) verifica ||T?|| = ||T||?. Por
iteracién, ya que 72" es también autoadjunto para todo n > 1, obtenemos que

T2 = |T|*", ¥n > 1.
De aqui que r(T) = lim,, o || T2 |2 = ||T]|.

(2) En primer término S =T*oT =T oT* es autoadjunto. Ahora basta aplicar (1)
y el Aserto anterior. |

Proposicién 10.5.3. Sean (H,(,)) un eH y T € B(H) un operador autoadjunto.
Definimos

m = mf{(Tz,x):x € S(H)} y M :=sup{(Tx,z):x € S(H)}.

FEntonces
(1) o(T) C [m,M] ym,M € o(T); (2) |T|| = r(T) = sup{|m|, [M]}.

Demostracion. (1) En primer término las definiciones de m y M tienen sentido porque
(Tx,z) € R.

(11) Probemos que o(T') C [m, M]. Sean A € C\ [m, M] y = € H \ {0}. Denotemos
d(\) :=nf{{\—t| : t € [m, M|},

que verifica claramente d(\) > 0. Entonces

X X

Az = Ta|| - ol > [(Ax = T, 2)] = [(A = (T (), )l - lol® > d(V) - [l (10.4)

(e (pam |

de donde sale que A\I — T es inyectivo.
Aserto. Im(\ —T) es cerrado.

En efecto, sea (Axy, — Txy)n C Im(AI —T') una sucesion tal que Az, — Tx_yo € H.
Por (10.4) la sucesién (), es de Cauchy y, por tanto, x, — zo y Axg —Tz¢ = yo lo que
prueba el Aserto. Por la Prop. 10.5.2 se tiene que Im(A —T) = (ker(\ —T))*. Puesto
que A ¢ [m, M], resulta ser A\I — T inyectivo y H = (ker(AI — T))* = Im(\I — T).
En consecuencia AI — T es un operador biyectivo en H, es decir, A € p(H). Por tanto
o(T) C [m, M].

(12) Para ver que m, M € o(T'), bastard probar que m € o(7T') pues la inclusién
M € o(T) sale de la anterior considerando —7" en lugar de T'. Sea S :=T —mI,m € N,
que es un operador autoadjunto positivo. La aplicacién H? > (x,y) — (Sz,y) =< =,y >
es un semi-producto escalar. Por la Des. de Cauchy-Schwarz obtenemos que

Yo,y € H, [(Sz,p))? =] <2,y = > <<z,2 > <y,y>==(Sz,z)- (Sy,y). (10.5)
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De la definiciéon de m tenemos que
A(xn)n C S(H) tal que (Szp,x,) — 0.
Por (10.5) se verifica que
|Sanl* = (Sn, Sn) < (S, wn) /2 + (5P, Swn)' /2 < (S, ) V2 |12 - || S|

De aqui que
1Szall < [[SM? - (S, wa)* — 0.

En consecuencia S no es invertible pues, de serlo, existiria e > 0 tal que || Sz|| > €||z| =
e >0, Yz € S(H), lo que no ocurre. Por tanto m € o(T).

(2) es consecuencia de (1) y de la Prop. 10.3.4. [

Proposicién 10.5.4. Sean (H,(,)) un eH, T € B(H) un operador autoadjunto, \, u €
ev(T) con A # p y Ex, E, los autoespacios correspondientes. Entonces Ex1E,.

Demostracién. Sean x € Ey,y € E,,. Entonces

Mz, y) = (Ax,y) = (Tx,y) = (2, Ty) = (z, py) = p{z, y).

De aqui que, si A # u, debe ser (z,y) = 0. |

10.6. Operadores compactos

Si X,Y son eB, un operador T' € B(X,Y) se dice compacto sii T'(B(X)) es
relativamente compacto en Y. Adoptamos la siguiente notacion:

(a) K(X,Y):={T € B(X,Y):T compacto}.

(b) K(X) = K(X, X).

Proposiciéon 10.6.1. Sean E, F,G eB.

(1) La composicion de un operador compacto con otro (por cualquier lado) es también
compacto.

(2) K(E, F) es un subespacio cerrado de B(E, F'). En particular el limite de operadores
de rango finito es compacto.

(3) K(E) es un ideal bi-ldtero de B(E).

Demostracion. (1) Sean E Lriaa operadores lineales tales que T es compacto.
Entonces
SoT(B(E)) C S(T(B(FE))) € Kg pues T(B(FE)) € Kp.

Anédlogamente para la composicién por el otro lado.
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(2) Sea (Tn)n>0 C K(E,F) de modo que T,, — Ty en (B(E,F),| - |). Veamos
que Ty es compacto. Bastard ver que To(B(E)) es precompacto, lo que es obvio pues
,Ve >0, 3p € N tal que Ty(B(E)) C T,(B(E)) + €- B(F).

(3) es consecuencia de (1). [

Proposicién 10.6.2. Sean E un eB y T € K(E). Entonces:

(1) Si Im(T) es cerrado, la dimension dim(Im(T)) < oco.

(2) YA # 0, dim(ker(\ —T)) < oc.

(8) Im(I —T) es cerrado.

(4) I —T € F(E) sii I =T es inyectivo.

(5) Si dim(E) es infinita, se tiene que 0 € o(T).
Demostracion. (1) Por hipétesis T'(E) es un subespacio de Banach de E tal que T'(E) =
Up>1n - T(B(E)), siendo T(B(E)) un convexo simétrico compacto. Por el Cor. 8.1.3

T(B(E)) es un entorno compacto de 0 en T(E), de donde por el T. de Riesz (Prop.
6.14.3) deducimos que dimT'(E) es finita.

(2) Sea F' := ker(I —T) que es un subespacio cerrado de E de dimensién finita. Se
tiene que

B(F) =T(B(F)) c T(B(E))N F € Kg,
de donde sale que dim(F’) es finita por el T. de Riesz (Prop. 6.14.3).
(3) Sean y € Im(I —T) y (zn)n C E tales que z, — T, — y. Distinguimos dos
casos, a saber:
Caso 1. (z,), (6 una subsucesién) es acotada.

Puesto que T es compacto, podemos suponer (pasando a una subsucesién si es
preciso) que Tx,, — z € E, es decir, z,, — z + y. Por la continuidad de T sale

z2=Ty+z2) = y=y+z—z=y+2z—-T(Hy+ 2).

En consecuencia y € Im(I —T) y, por tanto, Im(I —T') es cerrado.

Caso 2. ||z, || = oo. Sea d,, := dist(zp, ker(I —T)), n > 1. Puesto que ker(I —T) es
finito-dimensional, existe z, € ker(I—T) tal que d,, = ||, — 2z, ||. Ahora nos encontramos
dos posibilidades:

(31) Supongamos que (dy,), (6 una subsucesién) estd acotada. En tal caso, en lugar
de x, ponemos x, — z,, que verifica

(xn — 2n) = T(xp — 2n) = 2y — Ty — vy,

y aplicamos el Caso 1.
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(32) Supongamos que d,, — co. Puesto que ((x,, — z,)/dy)n €s una sucesién acotada,
podemos suponer (pasando a una subsucesion si es preciso) que T'((x, — z,)/dn) = u €
E. Entonces:

Tn —

dn

_ -T _
Z”—T<xnd zn>:a:n ¥ l“n_>0:>96nd Zn—)u:Tu:u:ueker(I—T).
n

n n

Por tanto existe ng € N tal que, si n > ng, entonces ||z, — z, — dyu|| < dy, lo que no
puede ser ya que z, + dyu € ker(I — T). Por tanto nunca se da la posibilidad (32). W

Proposicién 10.6.3. Sean X,Y eB y T € B(X,Y). Son equivalentes:
(1) T es compacto; (2) T* es compacto

Demostracion. (1) = (2).Sea (y};)n C B(Y™). Vamos a probar que existe una subsucesién
(ni); C N tal que (T™y;; ); converge en (X*, || -||). En primer término observemos que la

familia (y), es equicontinua sobre Y y que T'(B(X)) es un subconjunto relativamente

compacto en Y. Por el T. de Ascoli existe una subsucesién (n;); C N tal que (y;; );

converge uniformemente en T'(B(X)). Por otra parte

1T Y, = Ty, [l = sup{{T" vy, — Ty, ) s € B(X)} =

%,j—+00
Por tanto (T*y;,. )i converge en (X*, || -|).

(2) = (1). El operador T™** : X** — Y™** es compacto por la demostracién anterior.
Asi que T**(B(X**)) es compacto en Y**. Pero

T(B(X)) = T™(B(X)) c T*(B(X*))NY € Ky

Proposicién 10.6.4. Sean E un eB y T € K(E). Entonces:
(1) o(T)\ {0} C ev(T) y ,VA € o(T)\ {0}, dim(ker(A\ —T)) < cc.
(2) O |o(T)| es finito 6, si |o(T)| es infinito, se tiene

o(T)={0}U{ A, :n>1} con |Apy1| < || — 0.
n—oo
Demostracion. (1) Sea X € o(T) \ {0}. Entonces:
. . T . . T . .
A —T no invertible & T — 3 no invertible < I — i no inyectivo.

Por tanto o(T) \ {0} C ev(T).

(2) Basta probar que |o(T) N °B(0,¢)| < Np, Ve > 0. Supongamos lo contrario,
es decir, que para cierto ¢ > 0 el conjunto anterior es infinito. Existird entonces una
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secuencia (A,), C o(T) N°B(0,¢), con elementos distintos dos a dos y no nulos. Por
(1) (An)n C ev(T). Sean e, € S(F) tales que Te,, = A\pe,. Se prueba por induccién que
los autovectores (ey), son linealmente independientes. Denotemos E,, := [e1,...,e,] ¥
elijamos u, € E,41 tal que ||u,|| = 1y dist(un, Ey) > 1/2. Definamos v, := u,/Apt1.
Entonces la secuencia (vy,), verifica ||v,|| < 1/e. Ain mas, para n > m:

Tvy, — T = up — (Toy, + A1 — T)uy,).

)\n+1
Pero: (i) Tvy, € Em+1 C Epy; (i) (A1 — T)uy, € E,. De aqui que
Tom + 525 (A1l = T)un € By
Por tanto
1 .
| Tvy, — Toml|| = ||up — (T0m + ﬁ(AnHI —Tuy)|| > dist(un, Ey) > 1/2.
n+

Pero esto no puede ocurrir porque T es compacto. |

10.7. Operadores compactos autoadjuntos

Lema 10.7.1. Sean (H,(,)) un eH y 0 # S € L(H) operador compacto autoadjunto.
Entonces ev(S) # 0 y max{|A| : A € ev(S)} = ||S]].

Demostracion. Sabemos (ver la Prop. 10.5.2) que S por ser autoadjunto verifica r(S) =
sup{|A| : X € a(S)} = ||S]|. Por tanto o(S) \ {0} # 0, de donde ev(S) # 0 pues
a(S)\ {0} C ev(S) al ser S compacto. Asi que ||S|| = max{|A| : A € ¢(5)} = max{|A| :
A€ ev(S)}. [ |

Si (H,(,)) esun eH y T" € B(H) un operador compacto autoadjunto con rango
infinito, denotemos por A := ev(T), A* = A\ {0} y E) el autoespacio de T asociado a
AeA.

Proposicién 10.7.2. Sean (H, (,)) un eH yT € B(H) un operador compacto autoadjunto
con rango infinito. Entonces:

(a) A CR, |[A| =g, A es acotado y A" = {0}.

(b) dim(E)) < oo, YA € A*.

(¢c) ExLE,, VA,pe A, X# p.

(d) Sea Py : H — E) la proyeccion canonica. Entonces T =3y r« A- Py.

Demostracion. En primer término o(7) = {0} U A por las hipédtesis del enunciado.

(a) Se tiene que A C R porque T es autoadjunto y |A| < Ry porque T' es compacto.
Ademés A’ C {0} (puede ser A’ = 0).
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Probemos que |[A*| = Rg. De entrada A* # () pues existe A € A* tal que |\ = ||T|.
Supongamos que |A*| < Rg, digamos A := {\1, ..., \y}. Pongamos G := @f_ B, y F :=
G+. Como G es finito-dimensional concluimos que H = G @ F. Claramente T(G) C G.
Puesto que T* = T también T(F) C F. La restriccion T' | F :=Trp : F — F de T
a I’ es compacto de rango infinito y autoadjunto. Por tanto Tr tiene algin autovalor
no-nulo, que necesariamente sera autovalor de 7' distinto de los autovalores Ay, ..., \.
Hemos llegado a una contradiccién que prueba que |A*| = V.

(b) Sea A € A*y E\ = ker(AI—T). Por la Prop. 10.6.4 obtenemos que dim(E)) < 0.
(c) ya es conocido.

(d) Sea J C A*, |J| < N, y pongamos G; := ®regE\ y Fy = fo. Puesto
que dim(Gy) < oo resulta H = G; @ Fj. Ademéas T induce un operador compacto
autoadjunto T : Fy — Fjy tal que ||T'|| > ||Ts]| = sup{|A| : A € ev(Ty)}. Observemos
que:

(1) ev(Ty) € A\ J pues todo autovalor de Ty lo es de T, pero no esta en J.
(2) Ademés, si A € A\ J, la propiedad de ortogonalidad de los auto-espacios implica
que E) C Gﬁ = Ej, de donde X € ev(Ty). Asi que
ev(Ty)=A\J = ||Ty]| =méax{|\|: A€ A\ J}.

Claramente la proyeccién ortogonal Py : H — G jes Py =), ; Py,siendo Py : H — E)
la correspondiente proyeccién ortogonal. Asi que  — > . ; PA(z), Vo € H, y ademds

IT(z =Y Pa@)ll = 1Ty(@ = Y Pa(@))ll < llz = Y Pa() - max{|[A] : A€ A\ J} <

redJ redJ AeJ
< | - max{|A| : A € A\ J}.

De aqui y de la igualdad T' o Py, = A - Py deducimos que

IT =D AP =T =) ToP| <max{|Al: A€ A\ J}.
red red

Sean € > 0y K :={\ € A: |\ > ¢}. Puesto que A’ = {0}, debe ser |K| < Ny. Ademés
para todo subconjunto finito J tal que K C J C A* se tiene que

IT = > X Pyf < max{|Al: A€ A\ J} <méx{|A|: A€ A\ K} <e.
redJ

Corolario 10.7.3. Sean (H,(,)) un eH yT € B(H) un operador compacto autoadjunto
con rango infinito. Entonces:

(1) Im(T) = ©renEn-
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(2) Im(T') es un eH separable con base {f, : n > 1} formada por los autovectores
asociados a los autovalores de A*.

(3) La secuencia {p, : n > 1} = A* de los autovalores asociados a los autovectores
{fn :n >} verifica que p, — 0y

Tx = Zun<x,fn>fn, Vx € H.

n>1

(4) =3 renr Pz, Yo € Im(T).
(5) Sea Ey := ker(T) y Py : H — Ey la proyeccion ortogonal. Entonces H =
DA PENyx =) \cpAPrw, Ve H.

(6) H tiene una base de Hilbert formada por autovectores de T .

Demostracion. (1) Sabemos que

VeeH, Te=Y X Py(z)e Y @By =Im(T)C Y ®E\
AEA* AEA* AEA*

Por otra parte Ex C Im(T'), YA € A*, de donde ), . DEN C Im(T).

(2) La base de Hilbert (fy,), de Im(T') se obtiene uniendo las bases finitas de Hilbert
de los autoespacios E) asociados a los autovalores A € A*.

(3) Veamos que T'x = anl i, fn) fn, V& € H. En efecto, como Tz € 3, cp« DE),

entonces
Tx = Z(Tﬂ?, fn>fn = Z<x7Tfn>fn = Zﬂn<$afn>fn

n>1 n>1 n>1

(4) es consecuencia de la descomposicién Im(T) = }_, - ®E), siendo E) los auto-
espacios.

(5) Basta tener en cuenta lo anterior y que Ey = ker(T) = Im(T)L, de donde

1
H=FEy&Im(T) =Y cp @Fx.

(6) Basta coger en cada autoespacio F) una base de Hilbert.



