GRAFICA DE CURVAS EN FORMA PARAMETRICA

Una curva C se dice definida paramétricamente por medio de un pardmetro ¢, si las coordenadas afines de sus
puntos M se expresan en funcién de este parametro y, cuando ¢ varia en un cierto intervalo, el punto M describe dicha
curva:

r=u(t), y=yd)

Asi, a un valor del parametro le corresponde un tnico punto M de la curva, pero M puede ser imagen de més de
un valor de ¢; si se verifica esto ultimo diremos que M es un punto mdltiple de la curva.

El dominio de definicién de la curva queda determinado por la condicién de que las dos funciones x = x(t) e y = y(t)
estén definidas y sean reales en todos sus puntos.

Cuando existe periodicidad o simetrias el dominio puede subdividirse en partes tal que conociendo el arco de curva
correspondiente a una de ellas se puede obtener la totalidad de la curva por medio de traslaciones o simetrias.

1 Periodicidad

Si x e y son funciones periddicas de periodo comtun T, es decir, si
w(t+T)=z@), ylt+T)=y@k), Vi,

se limita el estudio a un intervalo de amplitud T, incluido en el dominio de definicién. Una vez construida la curva en
este intervalo, el resto se construye efectuando sucesivas traslaciones.

Si los periodos 17 y T» de las funciones x e y fueran distintos entonces el minimo comun multiplo entre ellos
constituye un periodo comuin.

2 Simetrias

e El eje OX es eje de simetria si V¢ corresponde otro ¢, tal que z(t) ==z(t'), yt)=—yt).
e El e¢je OY es eje de simetria si V¢ corresponde otro ¢/, tal que z(t) = —z(t'), y(t) = y(t').
e La recta y = x es eje de simetria si V¢ corresponde otro ¢/, tal que x(t) =yt), yt)=a{).
e La recta y = —x es eje de simetria si V¢ corresponde otro ', tal que x(t) = —y(t), y(t) = —z(t')
e El origen de coordenadas es centro de simetria si Vt existe ¢/, tal que  z(t) = —x(t'), y(t) = —y(t')

3 Estudio en el entorno de un punto

Sea C la curva plana definida por:
X(t) = (z(t),y(t)),  t€lab].

Si la funcién vectorial X es derivable de orden n en un entorno de tg, a partir de la férmula de Taylor se puede
estudiar la existencia de una tangente a la curva en el entorno de ty:
+é),
to

dx

X(t) —X(to) = (t — to)E

(t —to)? d?%

(t —to)™ (d”i
to + 2 dt?

dtm

to n!

con lim €= 0.
t—>to

PRIMER CASO:
Si la derivada X’(tp) # 0, la curva admite una tangente, que es la recta definida por el punto My y el vector X' (to):

z — z(to) _y- y(to)
' (to) y'(to)

El punto Mj se dice ordinario.

Posicion de una curva paramétrica respecto a la tangente:
m Sila derivada X" (¢9) no es colineal con X'(¢g), tomamos la referencia afin { My, X'(to),X" (t9)}, poniendo

X(t) —X(to) = (t — to)g N + 2

dx (t—t0)? (d%z
dt?

+€),

to
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y si &, n son las componentes el vector X(¢) — X(tp) en esta referencia se tiene la siguiente aproximacién

t—tg)?
&>t —ty, n:(TO).

En un entorno de tg, n es positivo: la curva estd situada localmente del mismo lado de la
el semiplano al que apunta el vector X"(ty) (Figura 11 (A)).

m Si X"(to) es colineal con X'(tg) y si X" (¢o) es no lineal con X'(ty), se tiene

£(t) ~ {to) = (t ~ t0)

(t —to)? d?%

(t —to)® s d3%
to * 2 dt? (

to 3! a3

+€),

dt3 i,

t—t9)?

R(t) — R(to) = ((t—toHCL _2t0)2)>2’(t0)+( i (i’”’(to)+€).

de donde las componentes de X(t) — X(to) respecto a { My, X (to), X" (to)} son

(t—to)*  (t—t)® _(t—t)®  (t—t)’
> a0 T Ty

§:(t—t0)—|—c €9,

que en un entorno de ty, se puede poner:

PRY:
£~ (t—to), n 7@ 3;50) )

tangente, en

Estas componentes son del signo de t — to. La curva atraviesa a la tangente en My. Se dice entonces

que My es un punto de inflexién (Figura 11 (B)).
SEGUNDO CASO

Supongamos ahora que X'(tp) = 0. En este caso z'(tg) = ¥'(to) = 0 y My se dice un punto singular.

Si x(®) (to) es la primera derivada que no se anula en My, la ecuacién de la tangente en este punto es

z—x(to)  y—ylto)

x(l’)(to) B y(P)(tO) ’

Posicién de la curva respecto a la tangente:
Si %(P)(ty) y %@ (t() son las primeras derivadas no colineales (¢ > p), se tiene
(t—to)” | (t—to)"*!
c
p! (p+1)!

+...)g(p)(t0) + w

T ® D (10) + 9

(1) - K(to) = (

Si ¢, 7 son las componentes de X(t) — X(to) respecto a { My, X (o), %9 (to)}, en un entorno de to:

— p
P Gl (I

(t — to)
p! '

q!

La forma de la curva depende de la paridad de p y ¢:
— Si p es impar y ¢ es impar, £ y 7 cambian de signo. Punto de inflexién (Figura 11 (C)).

— Sip es par y g es impar, £ > 0 y 1 cambia de signo. Punto de retroceso de primera especie (Figura 11 (D)).

— Si p es impar y ¢ es par, £ cambia de signo y n > 0. Punto ordinario (Figura 11 (E)).
— Sipesparyqespar, £ >0y n>0. Punto de retroceso de segunda especie (Figura 11 (F)).

EJEMPLOS

e Para obtener los puntos singulares de la curva
1 2
=2t+ —, =2+,
. 2 Y + t

se calculan las primeras derivadas:

, 2

=9 = " mn 24 "n 12
£3”

2 4
y’:2t—f—2; ==y =2+ i o= Y= 7
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\ > /7 \ )

x'(t,)

punto ordinario punto de inflexion

p impar par
q
(©) (D)
i(q) t{,
| £(1) .
impar
> ;((p) t
/ i(n)(tn) ( n)
punto de inflexion punto de retroceso de 12 especie
(E) (F)
2(a)
2(a) (tn)
par \X ()
;{(p) ( tn) )Z(P) ( to)
punto ordinario punto de retroceso de 22 especie

Figura 11: Posicién de una curva paramétrica respecto a su tangente

Se tiene que z'(1) = y'(1) = 0 y, por tanto, el punto My(3,3) de pardmetro ¢ = 1 es un punto singular. Como
ademds z”(1) = 6,y (1) = 6;2"'(1) = —24,y""(1) = —12, la tangente tiene la direccién el vector X" (1) = (6,6) y My

es un punto de retroceso de primera especie (p = 2, par y ¢ = 3, impar).

e Considérese la curva
X(t)

(t(3 —2)(t—-1)%t—1+ 1) .

X'(t) = (3 — 16t + 21t2 — 83,1 —t=2), ®'(1) = (0,0), con lo que el punto My(0, 1) es singular.
R'(t) = (=16 + 42t — 242 2/t3) y ¥'(1) = (2,2).

R(t) = (42 — 48t, —6/t1), (1) = (6, —6).

RV (1) = (—48,24/t%), XV (1) = (—48,24).

Con lo que (1) y ®”(1) son colineales, ¥”’(1) y ) (1) no. Se trata de un punto de retroceso de segunda especie

(p =2,9=4) y la tangente en él tienen la direccién del vector X" (1) = (2,2).

4 Puntos miiltiples
Sea X(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b], la representacién paramétrica de una curva plana. Cuando a dos valores distintos
t1 y to del pardmetro corresponde el mismo punto, es decir, cuando se verifica, X(t1) = X(t2), resulta un punto doble

por estar contenido en dos ramas distintas de la curva.

Curvas en forma paramétrica Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003



4 Puntos multiples 24

En general, en estos puntos las dos ramas tendran tangentes distintas; la posiciéon de cada rama respecto a su

tangente de determina como en el parrafo §3
Si existen valores del parametro, t1,to,t3, ..

punto multiple.

. todos distintos y tales que X(t1) = X(t2) = X(t3) = -- -, se tiene un

EJEMPLOS

e Puntos dobles de la curva de ecuaciones:

5t2 — 2t 43 — T2 + 8t + 4
r= ——— =
w_1 7 2%+ 1
Para tq,to se debe verificar:
5t7 — 2t _ 5t2 — 2ty 43 — Tt2 + 8ty +4:4t§—7t§+8t2+4
442 —1 43 -1 2t; +1 2ty + 1 ’

Quitando denominadores y sacando factor comun se obtiene:
5(t3 — 13) — 8tyta(ta — t1) — 2(t2 — t1) = 0,
Stita(t3 —t2) + A(t3 — £3) — 1dt1ta(ta — t1) — T(t3 —3) = 0,
llamando t; + t; = s y t1ty = p y simplificando, resulta:

55 —8p—2=0, 45% + 8sp — Ts + 18p = 0.

Cuyas soluciones son:
s=2, p=1, t2—24+1=0, t;=ty=1.

Luego X(1) = (1,3) es un punto de retroceso de primera especie, pues X'(1) = (0,0),X"(1) = (2/3,10/3) y

%"(1) = (—16/3,4/3)

1 3 1+V7
== =—— 320° -8t —-3=0, t12= :
S 47 p 327 ) 1,2 )
3 55
Luego (_Z’ E) es un punto doble.
e Puntos dobles de la curva:
t? t
Tr = =
t—1’ YT
t2 _ t3 bt
t1—1 ta—1’ 2-1 -1
2ty —t2 = t1t3 — 13, tith —t) = tity — to;

tite(th —t2) — (t1 +t2)(t1 —t2) =0, tito(th —t2) + (t1 —t2) =0,
dividiendo por t; — t5 y llamando a t; + to = s, t1ts = p resulta:
p—s= 07 p + 1= Oa

145
s=-1, p=-1, +t—1=0, t:T\[.

Sustituyendo en las ecuaciones de la curva, resulta el punto doble (-1, —1).

-1 —1—
%\/S) = (—5.88,-3,68), i”(T\/S) = (0.85, 1, 58).

X/(
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5 Ramas infinitas. Asintotas y curvas asintéticas

Una curva definida por X(t) = (z(t),y(t)) posee una rama infinita si la distancia |X(t)| — oo cuando t — t (finito

o infinito).

Casos que se pueden presentar:

Asintotas y curvas asintéticas

t—>t0

lim z(t) = xo,tlir? y(t) = £oo
—to

asintota vertical: |x = xg

lim z(t) = +oo, lim y(t) = yo

asintota horizontal:

t—to t—to
+o0 Rama parabdlica en la direccion del eje OY
0 Rama parabdlica en la direccion del eje OX
b finit = b
thntl 2(t) = 00 o) nito y=axr+
- == _ Direccién asintética
lim y(¢) = oo t—to z(t) a finito ) No existe
t—to lim (y(¢) — ax(t)) sin asintota.
a 7§ O t—to
Rama parabdlica
+o0
en la direccién a.

e Si liIItl x(t) = zo y si tlin? y(t) = o0, entonces x = x¢ es asintota vertical de la curva.
—1o

t—to

e Si lim x(t) = +oo y si tlir? y(t) = yo, entonces y = yo es asintota horizontal de la curva.
—1lo

t—to

e Si tlir{l x(t) = foo y si tlintl y(t) = Loo, se estudia el limite de y(t)/x(t) para saber si la curva admite una
—lo —to

direccién asintética.

Si y(t)/x(t) tiende a +00 0 —o0, la curva tiene una rama parabdlica en la direccién de OY.

Si y(t)/x(t) — 0, la curva tiene una rama parabdlica en la direccién de OX.

Si y(t)/x(t) tiene un limite finito no nulo a, se halla el limite de y(t) — ax(t), si es finito e igual a b, entonces la
recta y = ax + b es asintota de la curva. Desarrollando y(t) — ax(t) — b en un entorno de ty, se puede determinar la
posicién de la curva respecto de la asintota. Si el limite y(t) — ax(t) no existe, la curva posee una direccién asintética

sin asintota.

Si el limite y(t) — ax(t) es infinito, la curva admite una rama parabdlica en la direccién a. Para determinar una
pardbola asintética, podemos proceder de forma analoga al primero de los ejemplos siguientes:

EJEMPLOS

e Paridbola asintética a la curva

tT+t+1
r=——5"

P+l

=t2 4t 15,y =t 4+t

t

Se elimina primeramente el sumando de potencia —2,

2

r—y

=t 2t -2 4.

Se elimina a continuacién el sumando de potencia —1,

.’E—y2

—y=-2—t—t2+1°.

La expresién z — (y? + y — 2) tiende a cero cuando t tiene a cero, y se tiene una parabola asintética de ecuacién

e Asintotas de la curva (Figura 12 (C)):

r=y4y-2

Es claro que x e y tienden a infinito cuando ¢t — 1.

Curvas en forma paramétrica
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5 Ramas infinitas. Asintotas y curvas asintoticas 26

Ahora bien,
lim 2 = lim(#% + 1) = 2,

t—1 g t—1
luego existe una direccion asintética paralela a la recta y = 2z, y

. . tP 41 2 i
fim(y —20) = fim (55 — 7=y ) =l + 1) =2
Por lo tanto la curva tiene como asintota la recta y = 2x + 2.

Ademsds, cuando ¢ tiende a mds infinito (o a menos infinito), « tiende a cero e y tiende a mds infinito (o a menos
infinito); entonces la curva tiene como asintota vertical la recta z = 0.

e Ramas infinitas de la curva (Figura 12 (B)):

t2 t
= _
2 -1’ T
Sit— 1, entonces x — 0o e y — 00,
t+1 1
limg:th:Z limy—2r=——=—=
t—1 2 t—1 ¢ t—1 t+1 2

luego y = 22 —1/2 es la asintota y su posicién respecto a la curva se determina estudiando el signo de y — (22 —1/2) =

(I=t)/2(1+1)):

. 1
Si t— 14, T — 400, Yy — +00, y—(2x—§)—>0,

1
Si t—1_, T — —00, Y — —00, yf(Zx—i)HO_,_

t t t t
t+1 21 £-1 t-1
(©) ) 4 ®
£41
y=—
t-1
=t y=tsen t T=t y=t + sen t

Figura 12: Ramas infinitas

Sit — —1, entonces © — o0 e y = 1/2 es una asintota horizontal.

Curvas en forma paramétrica Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003
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e Dada la curva (Figura 12 (A)):

veamos sus asintotas

lim z = oo, tlim y=0; y =0, asintota horizontal.
— 00

t—o0

) 1 ) 1 , .
limz= -, limy=o00; =z = —, asintota vertical.
t—1 2 t—1 2

I . T o — lim ¥ = 5 1
tirzllx—oo, t_l)rilly—oo, a_t—lgllx_t—l»rillt(t—l)_Q’
—t 3 1 3
b:tl—i}{lly_am:tli@lﬂt—l)):zl’ y:§$+1’ asintota oblicua.

e Para la curva (Figura 12 (D)):
T =1, y =tsent,

se tiene que para t — 00, T — 00 e y — 00, pero el

. Y tsent
lim = = lim ,
t—oo I t— 00 t

no existe. Por lo tanto, no tiene direccion asintética.

e Puede ocurrir que una rama infinita admita direccién asintética sin tener asintota. Sea la curva (Figura 12 (E)):
r =1, y=t-+sent,

si t — 0o, entonces x — 00 € y — OQ.
.y . t+sent
lim < = lim —— =

t—oo I t—o0 t ’

pero el
lim (y — x) = tlim (sent 4+t —t)

t—o0

no existe. Por lo tanto, admite direccién asintdtica pero no tiene asintota.

6 Cuadro de variaciones

Se construye un cuadro de variaciones en donde figuran los signos de z'(t), y'(t), las variaciones de z(t), y(¢),
asi como los valores de z e y en los t que anulan 2'(t),y'(t), limites o valores en los extremos de los intervalos que
constituyen el campo de variacién de ¢, etc.

Se tienen asf los pardmetros de los puntos singulares (aquellos en que z'(t) = y/(¢) = 0), de los puntos de tangente
paralela a los ejes (a OY, si 2/(t) =0e y/'(t) #0,a OX, si y/(¢t) =0y 2/(t) # 0 ). En ocasiones, conviene anotar en

el cuadro las variaciones de u(t) = z,gg, que es el coeficiente angular de la tangente.

El crecimiento y decrecimiento de la curva se observard también en el cuadro de variaciones, pues al conocer las
variaciones de 2'(t) e y'(t), se tiene la variacién de

dy _y'(t) _
de ~ () M

EJEMPLO

Dada una curva en coordenadas paramétricas veremos su periodicidad, simetrias, y construiremos el cuadro de
variaciones. Sea la curva llamada nefroide (Figura 13)

T = 3cost — cos 3t, y = 3sent — sen 3t = 4sent.
T = 27 es el perfodo. Es simétrica respecto al eje OY: z(t) = —z(w — t),y(t) = y(7m — t); y simétrica respecto al

eje OX: z(t) = z(—t),y(t) = —y(—t). Luego el estudio lo podemos limitar al intervalo [0, 7/2].
Para expresar en factores las derivadas, podemos usar MATHEMATICA:

Curvas en forma paramétrica Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003
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4A

Figura 13: Nefroide

In[1]:= f[t_]:={3Cos[t]-Cos[3t],3Sin[t]-Sin[3t]}
In[2] := Factor[f’[t],Trig->Truel
Out[2]:= {6 (Cos[t] - Sin[t]) Sin[t] (Cos[t] + Sin[t]), 12 Cos[t] Sin[t]"2}

/

' = —3sent + 3sen 3t = Gsent cos 2t, y' = 3cost — 3cos3t = 12sen’ t cost; y——tath.
T

;=

Tenemos el siguiente cuadro de variaciones:

t 0 I 2
i + 0 — —6
T 2 / 22 \ 0
y o 7 v2 7 4
y 0 +  3V2 o+ 0
'/ 0 00 0

7 Diagrama cartesiano.

A veces es conveniente representar por separado la curva x = x(¢), respecto a un sistema de coordenadas z,t; y la
curva y = y(t), respecto a un sistema de coordenadas y,t. Dibujadas estas curvas se ve como varian z e y cuando ¢
toma todos los valores posibles.

EJEMPLO:
e Para representar la curva de ecuaciones paramétricas:

1

= — :t2 1
T t+17 Yy + )

obtenemos previamente las representaciones de la hipérbola @ = x(t) = 1/(t + 1) en el plano Otz y de la pardbola
y=1vy(t) =t>+ 1 en el plano Oty, (Figura 14), observando como varfan z e y en funcién de ¢, para ayudar a deducir
la representacion pedida.

Curvas en forma paramétrica Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003
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A,
by
_1§
‘ t
1
:L.:i
t+1
1 t
y:t2—|—1
A
Y
-0 <t<-1 0<t<+om
-
-1<t<0
2
T
Y £41
T=— =
t+1

Figura 14: Diagrama cartesiano

t —00 -1 0 +00
o 0 NN 1 N0
“+00

Y +oo N2 N1 4o

8 Curvas racionales

Una curva es racional si las coordenadas de cualquiera de sus puntos se expresan mediante polinomios o cociente
de polinomios en el pardmetro t.

Pi(t)  P(t)
) YT Q)

La eliminacion de t entre estas dos ecuaciones da como resultante un polinomio en 1, x2, es decir, la curva es
algebraica. El reciproco no es cierto en general (ver curvas unicursales, pag. 18).

La representacion de una curva racional es propia si a cada punto de la curva corresponde un sélo valor del
parametro, excepto para un nimero finito de puntos singulares.

Veamos un método para investigar si una representacién de una curva racional es propia o no.

Se investiga si es posible obtener todo punto para dos valores distintos de ¢ y ¢’ del pardmetro:

T = P;,Q; polinomios, i =1,2.
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