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1 TEORIA DE CURVAS
1.1 CURVAS PLANAS

Fijados en el plano un sistema de coordenadas cartesianas, podemos identi-
ficar cada punto p con sus coordenadas (x,y) € R?, y escribimos p = (z,y).

Supongamos que nuestro punto p se mueve por el plano, y en cada ins-
tante ¢ ocupa una posiciéon «(t) = (z(t),y(t)), donde t varia en un cierto
intervalo I C R . Si nuestro punto no tiene propiedades fantasmales des-
cribird sobre el plano una traza continua, es decir, las funciones x(t), y(t),
definidas para t € I, serdn funciones continuas, y se denomina a « : I — R?
curva (parametrizada).

A veces se expresa esta situacién escribiendo

aw:{x:x®

y = y(t)

son las ecuaciones de « (en las coordenadas cartesianas (z,y))

Definicién: Supdngase I un intervalo abierto de R . Una curva o : [ >
t — (x(t),y(t)) € R? se dice diferenciable, silas funciones x(t), y(t), admiten
derivadas de cualquier, drden en todos los puntos t € I. Si el intervalo I
no es abierto, se dird que o : I — R? es curva diferenciable, si existe una
aplicacion diferenciable o : I — R? donde I D I, es un intervalo abierto de
R, y a(t) =a(t), Vte I

1.1.1 Vector velocidad

Si o : I — R? es una curva diferenciable, y to € I, se llama vector velocidad
de o en tg a:

O/(to) _ (l’,(to), y/(to)) _ vl}fI_I}lo Oé(to + vvti — Oé(tg)

y representa de hecho, la velocidad instantdnea de la particula movil «(t) en
t=to

Denotamos La/(tg) = (= (to), 2'(to)), que es o/ (tp) girado +/2 radia-
nes.

1.1.2 Curvas regulares

Un punto a(tg) de una curva diferenciable a : I — R? se llama regular, si
o/ (tg) # 0. La curva « se llama regular si todos sus puntos son regulares
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1.1.3 Recta tangente y recta normal

Por un punto regular «(ty) de una curva diferenciable «, pueden trazarse dos
rectas destacadas:

e La recta tangente a « en ty, que es la recta T' que pasa por «(tp), y
tiene la direccién de o/(tg). Sus ecuaciones son:

z — x(ty) _ Y- y(to)
'(to) y'(to)

e Larecta normal a « en tg, que es la recta N que pasa por «a(ty), y tiene
la direccién de Lo/(ty). Sus ecuaciones son:

x — x(to) _ Y- y(to)
—v/(to) ' (to)

1.1.4 Reparametrizaciones

Cuando o : I — R*esuna curva, y t:.J > s — ¢t =t(s) € I es un
difeomorfismo entre intervalos, entonces = a ot es también una curva y se
verifica:

B'(s) =t'(s)d/(t(s)) Vs € J

en particular, si « es regular, § también lo es.

1.1.5 Trayectorias y trayectorias orientadas.

La aplicaciéon t, se denomina funcién de cambio de pardmetro, que permite
pasar de a a . Se dice entonces que las curvas a a [ definen la misma
trayectoria. Si t preserva la orientacién entonces se dice que ambas curvas
definen la misma trayectoria orientada. Ambas relaciones, son de equivalen-
cia sobre la familia de curvas regulares, y definen por paso al cociente, los
conceptos de trayectoria, y de trayectoria orientada.

1.1.6 Sobre la geometria de las curvas

Intuitivamente, en el caso de curvas regulares, una trayectoria viene defini-
da por la imagen de una curva regular, y una trayectoria orientada es una
trayectoria dotada de un sentido de recorrido. Conviene distinguir de entre
las entidades matematicas 6 propiedades asociadas a una curva, aquellas que
dependen solo de la trayectoria (que denominamos geométricas), de las que
dependen de la parametrizacién concreta. Asi por ejemplo el vector velo-
cidad ¢/(t) en un punto, no es geométrico, y sin embargo si lo es el vector
unitario tangente o/(t)/ | &/(t) | , o la recta afin tangente a la curva en un
punto a(t).
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1.1.7 Curvas conguentes

Dos curvas a(t) = (z(t),y(t)) y a(t) = (z(t),y(t)), o, & : I — R?, se dicen
congruentes, si existe un movimiento

A:R? 3 (z,9) — (2,9) € R?

de forma que
Aa(t) =al(t),Vte I

Cuando la aplicacién A se interpreta como las ecuaciones de un cambio
de coordenadas cartesianas:

T=a;+bx+cy
Y = ag + box + coy

entonces resulta que las ecuaciones

{ T=7Z(t) = a; + byx(t) + c1y(t)
y(t) = az + bax(t) + c2y(t)

representan las ecuaciones de « en las nuevas coordenadas cartesianas (z, 7).

1.1.8 La Geometria intriseca

La geometria intrinseca de una curva estudia los conceptos, propiedades, etc
de las curvas, que no dependen de la parametrizacién concreta elegida, ni
del sistema de coordenadas cartesiano empleado para escribir sus ecuaciones.
Es por esto una buena idea, elegir para esto, un sistema de coordenadas
cartesianas, respecto al cual las ecuaciones de la curva sean lo mds simples
posibles.

1.1.9 Curvas en implicitas

Las trayectorias de las curvas también podrian describirse de forma implicita.
Sea DD un abierto de R? y F' : D — R una funcién. El conjunto de ceros
de F' es el conjunto

C={(z,y) € D: F(zx,y) =0}

se dice entonces que el conjunto C' es (6 viene definido impicitamente por la
ecuacion) F(z,y) = 0.

Aun cuando F' se suponga diferenciable, el conjunto de ceros de F' no
tiene porqué ser una linea. De hecho cualquier subconjunto (cerrado) de R?,
puede obtenerse como conjunto de ceros de una funcién F' diferenciable.

No obstante, ciertas hipotesis adicionales sobre la funcién F', nos permi-
ten garantizar (al menos localmente) la existencia de curvas parametrizadas,
cuyas trayectorias describen el conjunto de los ceros de F.
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Teorema (breve) de la funcién implicita Sea D) un abierto de R? y F':
D — R una funcién diferenciable, y C' el conjunto de ceros de F. Sea (x¢, yo) €
C', y supéngase que alguna de las derivadas parciales (0F/0z) ,, . v, (OF/Oy)
es distinta de cero, por ejemplo (9F/dy),, . # 0 Existe un entorno U de
(%0, Y0), y una aplicacién diferenciable g : (a,b) — R donde (a, b) es intervalo
abierto de R (zg € (a,b)) de manera que

{t,g(t)) - t € (a,0)} = {(z,y) e U:F(z,y) = 0}

de esta forma la trayectoria de la curva regular o : (a,b) >t — (t,g(t)) € R?
coincide con C' NU
Naturalmente hay un resultado andlogo cuando (0F/0y),, .., # 0

Z0,40)

Puntos singulares y regulares. Cuando F': ) — R es una funcién dife-
renciable, un punto (xg,4) € C = F~1(0) se dice singular si

()™ (50 =
O (z0,%0) dy (w0,y0)

Si no es singular, se denomina punto regular. Cuando todos los puntos de C
son regulares, cada componente conexa, puede expresarse como la trayectoria
de una curva regular. Una situacién muy frecuente, es que el conjunto de
puntos singulares de C', sea un conjunto de puntos aislados. En este caso,
cada componente conexa de C' puede espresarse como una trayectoria de una
curva regular a pedazos.

Direccién normal y la tangente en un punto regular Si F': D — R
es una funcién diferenciable, (z9,70) € C = F~1(0) es un punto regular,
entonces el vector

oF oF
(gradF) (w0, 10) = ((—) (%) )
Ox (z0,%0) dy (w0,y0)

es distinto de (0,0), y su direccién es normal a la curva en el punto (zo, yo).
Demostracion: Si a : (a,b) 2t — (z(t),y(t)) € R?es una curva regular
con F(a(t)) = 0 Vt, y F(a(ty)) = (z0,y0) entonces usando la regla de la

cadena:
(E) f.(z) @
to Ox (z0,y0) dt to dy (w0,%0) dt

o de forma equivalente, si v.w denota el producto escalar ordinario de v, w €
R? se tiene:

dF o«
dt

to

(gradF)(a(ty)).o/(fy) = 0

y asi (gradF)(«(ty)) es ortogonal al vector velocidad o/ ().
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1.1.10 Longitud de una Curva.

Sea a : I = [a,b] — R? una curva regular. Se llama longitud de « a

W= [ 1o a= /\/ )dt )

Justificacién del concepto de longitud. La longitud de una curva «
se debe definir inicialmente de la siguiente forma:
Consideremos la familia de todas la particiones a = tg < ... < t, = b del
intervalo [a, b], entonces

L(a) = lm ‘oz(ti)oz(ti AL

donde se entiende que At; =t —t;, y At = max{At; :i=1,...7}.
Supongamos para simplificar que la curva a es la gréfica de una funcién
yy=f(x), f:[a,b] = R, es decir,

a(t) = (z(t),y(t)) = (¢, f(t))
llamando , Axy = tg1 — t, Ayr = f(tgr1) — f(tx), por el teorema del valor
medio podemos tomar &, € (tx, tg1) con Ayg/Azy = f/(£,), y se tiene:

L) = lim Z\/ Ax)” + (Ayi)®

At—0
- A
= lim 1+ ( yk) Axy,
At—0 £ Azxy,

= Antg;\/uf'(ék)?mk
b
= /(1+f’(t)2)dt

Sit:J — I es un cambio de pardmetro, entonces usando la férmula (1)
se tiene, tomando ¢ = t(a), d = t(b):

L(a) = / | o/(t) | dt
=/|a ) | dt(s)
:/|a |—ds

_ / ot —|ds— Liaot)

La longitud es pues un concepto que pertenece a la geometria de la curva.
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1.1.11 Parametrizacién por el arco

Una curva regular 3 : J — R2que verifica la condicién | 3'(s) |= 1, se dice
que estd parametrizada respecto a la longitud de arco (en lo sucesivo PPA)
ya que verifica la identidad

L(B | |a,b]) =b—aVa,be J a<b

Si o : I — R2%es una curva regular, y t, € I , la aplicacién
t

s:IBt—>s:s(t):/ () |dtes (1) =J
to

es un cambio de pardmetro con s'(t) =| o/(t)]. Sit=s"':J — I, la curva
reparametrizada 3 = « o t estd parametrizada por la longitud de arco.

1.1.12 Diedro de Frenet

Si a : I — R? un curva regular se denomina al vector tangente unitario a

G U
T(t) = o/ (?) | - T2ty (1) (2'(t),y'(t))
el vector normal unitario es:
RO D P
N(t) = |Oz’(t) ’ = l"(t)2+y’(t)2 ( Yy (t)7 (t))

Noétese que si la curva estd PPA entonces T'= o/, y N =1 o/(t).

1.1.13 Determinacién diferenciable del angulo.

Sea v : [ — R? un curva .Una determinacién diferenciable del éngulo (DDA)
es una aplicacién diferenciable ¢ : I — R tal que

T(t) = (cosO(t),sinf(t)) Vt € I

Se puede probar que siempre existe una DDA, (que queda univocamente
determinada salvo muiltiplos enteros de 27), en tres pasos. Supongamos
I =la,b

1) Para todo ty € I, existe une >0y 0 : (to —e,to + ) NI — R que es
DDA.

2) Existe una particién a = ty < t; < .-+ < t, = by funciones 0, :
[ti—1,t;] — R que son DDA.

3) Pongamos 0; : [tg,t1] — R, 0, : [t1,t2] — R entonces 05(t1) — 01(t1) =
2nm para n € Z, y se construye 0s : [to, t2] — R, DDA de la forma:

@l(t) sit € [to, ]
O5(t) = { éz(t) —2nm sit € [ty to]
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Tenemos asi definida paso a paso 0, : [a,b] — R que es DDA.
Observese que si € es una DDA entonces también se tiene:
N(t) = (—sinf(t),cos0(t)) Vt € I

1.1.14 Curvatura

Si a: I — R? es curva regular, se define la curvatura de o en un punto a(tg)
como:

0 (to + At) — 0 (to)
tg) =1 2
wlto) = A T oo to 7 A)) @
donde 6 es una DDA. Parece claro que la definicién dada de curvatura es
intrinseca. De hecho, si « es curva PPA, entonces se tiene:
0 (so + As) — 0 (so)

w(s0) = Jim, =S = )

1.1.15 Férmulas de Frenet

Si o : I — R? es curva PPA, fijada 6 : I — R una DDA, entonces el diedro de
Frenet de aves T'(s) = (cos6(s),sinf(s)), N(s) = (—sinf(s),cosf(s)) y se ve-
rifica T'(s) = ' (s) (—sinf(s),cos0(s)),y N'(s) = 6 (s) (—cos(s), —sin O(s))
se tienen asf las férmulas:
T = kN } (3)
N' = —kT

que se denominan férmulas de Frenet.
Observese que
k =det (o, ") = £ |

Si tomamos una referencia cartesiana con origen el punto « (0) = (0,0) y
con base ortonormal la dada por (7°(0), N(0)), la curva tiene unas coordena-
das a (s) = (z (s),y (s)) cuyo desarrollo en serie de Taylor en s = 0 resulta
determinado, en este caso, por los valores de la curvatura y sus sucesivas
derivadas en el 0. En efecto, teniendo en cuenta que T'(s) = (2’ (s),y (s))
y N(s) = (—y' (s),2' (s)) a partir de las férmulas (3), podemos expresar las
derivadas de cualquier orden de T' en funcién de la base (T, N) , con unos
coeficientes que resultan ser combinaciones de las sucesivas derivadas de la
curvatura. El proceso comienza asf:

T'= kN
d
T”:d—(/ﬁ)N):/i/N—l—/ﬁ)N,:—KQT—l-R/N ,
s

T’/// _ (—Ii2 _ lili/)T + <_53 + K//) N , etc. ;

y finalmente obtenemos desarrollando por Taylor:
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1 1
z(s) =5 =562 (0)8° + 5 (=% (0) = £ (0) &' (0)) " + ...
1 ' 1 ! 1
y(s) = 5"5<0) s + 5'1' (0)s® + o (—x3(0) + £ (0)) s+ ...
Se desprenden de aqui muchas propiedades geométricas interesantes. Por
2
ejemplo, se ve que £ (0) = lim, o @, lo cual se puede reformular en
s

términos intrinsecos de la siquiente forma: denotando por d (s) la distancia
entre el punto «a(s) y la recta afin que pasa por «(0) y tiene por direccién
T(0) , la curvatura en 0 estd dada por el limite

1.1.16 Teorema Fundamental (versién plana)

Sia:I— R?escurva PPA,y A: R? 3 (z,y) — (7,7) € R? es un movi-
miento entonces @ = A o « es una curva PPA, y las funciones de curvatura
Ko, Ka coinciden si A preserva la orientacion.

Por otra parte, dada una aplicacién diferenciable x : J = [0,L] 2 s —
k(s) € R. Existe entonces una curva o : J 3 s — a(s) € R? parametrizada
por el arco, que admite a x por funcién de curvatura. Ademds la curva o
estd determinada salvo movimientos.

Demostracién: Como a = A o a, entonces @' = Ad/, y &’ = Ad”,
siendo A : R3 — R3 la transformacién ortogonal asociada a A. En particular
se tiene, |&/| = |Ad/| = |d/| =1, y como det(A) = 1, se tiene que A (T,, N,)
es una base positiva, y por tanto

A(TQ,NQ) = (Ta,Na)

luego, usando las férmulas (3) se tiene 7% = A (1)) = A (kaNVa) = koA (Ny) =
kalNg = k5 Ng, de donde se concluye K, = K.

Supongamos ahora dada x : J = [0,L] 5 s —» k(s) e Ryquea: J >
s — a(s) € R? es una solucién a nuestro problema. Sea 6 = 6(s) una DDA.
Asi k(s) = 0'(s) y por tanto se tiene:

0(s) = 6o + /08 k(o)do (4)

como T'(s) = (cosf(s),sinf(s)) se concluye que nuestra curva a(s) = (x(s),y(s))
tendra que satisfacer 2/(s) = cos#(s), y'(s) = sinf(s) con lo que:

x(s) = xo + /OS cosf(o)do, y(s) = yo + /OS siné(o)do (5)
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las igualdades (4) y (5) permiten construir una tnica solucién « cada vez
que elijamos condiciones iniciales

a(0) = (0, yo0), @' (0) = (cos Oy, sin )

Finalmente si «, 5 : [0, L] — R? son dos curvas birregulares con k., = fg,
entonces el movimiento A que lleva (7,,(0), N,(0)) a (13(0), Ns(0)) transfor-
ma « en una curva & = A« que con las mismas condiciones iniciales que (3
tiene la misma curvatura. Asi & = f.

1.1.17 Calculos con parametro arbitrario

Sea o : I — R? una curva regular, § : I — R una DDA, y s = s(t) =
f; |a/(t)| dt. Por la férmula (2) de la curvatura se tiene:

t) Ot + At) —0(t)
" At s(t + At) — s(t)
O(t + At) — 0(t)
— lim At _ 0/(t> .
At—0 s(t+ At) —s(t)  s(t)
At
A
(@)

como T'(t) = (cosf(t),sinf(t)), N(t) = (—sinf(t),cosd(t)), es T'(t) =
O'(t)N(t), y N'(t) = —0'(t)T(t), se tiene:

T = || kN
N' = — || KT
que son las férmulas generales de Frenet. Se tiene:
o = |d|T '
o = [T +|o/)P kN’

en particular det(a/, o) = |/ |3 k , por lo que se tiene la férmula:

1.2 CURVAS EN EL ESPACIO

Una curva en el espacio viene definida por una aplicacién a : I — R? a(t) =
(x(t),y(t), 2(t)), donde x(t), y(t) , z(t) son funciones diferenciables. Su veloci-
dad es o/(t) = (2/(t),y'(t), 2’ (1)), y su aceleracion o (t) = (2 (t),y" (t), 2" (t)).
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Se dice que « es regular si o/ (t) # 0 para todo ¢t € I. Se dice que es birregular,
si {c/(t),a”(t)} son linealmente independientes para todo ¢ € 1.

Los conceptos de curva regular o birregular son intrinsecos, en el sentido
de que son independientes de la parametrizaciéon tomada. Es decir: sit: J >
s — t =t(s) € I es un difeomorfismo entre intervalos, entonces § = a ot es
también una curva y se verifica:

ds da, . dt
T (8) = —(t(s))—=(s) Vs € J

asi, si a es regular, § también lo es. Por otra parte como:
d?B B d?a dt N do d*t
ds  dt?2ds = dt ds?
se concluye que

t, t”
AN rooon
@)= (4
y [ es birregular si « lo es.

Igual que en las curvas planas se define la longitud de una curva « : [ =
la, b] — R3como

o= [ 1t = [ () 4 () ()

Si o : I — R3es una curva regular, y t, € I , la aplicacién

szlat—>3:s(t):/t]a’(t)]thS([):J

es un cambio de pardmetro con s'(t) =| o/(t)|. Sit=s"':J — I, la curva
reparametrizada f = « o t estd parametrizada por la longitud de arco (es
decir | 5'(s) |= 1 Vs)

1.2.1 Triedro de Frenet

Supongamos que o : I — R3es una curva parametrizada por la longitud de
arco (PPA). Llamamos vetor tangente unitario a o a T'(s) = a/(s). Si «
es birregular entonces Span (/(s),a”(s)) tiene dimensién 2, y se denomina
plano osculador de la curva o en s. Como (¢, /) = 1, se tiene
0= 4 (o, a) =2(d,a")
dS Y Y
y « es birregular si y solo si o’(s) # 0 Vs. Se denomina vector normal

unitario de o en s a curvatura de o en s a
1
N(s) = @a”(s) con £(s) = |a”(s)]
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y a k = k(s) se la denomina funcién de curvatura. Finalmente se define el
vector binormal de « en s:

B(s) =T(s) x N(s) (7)

Se denomina a (7', N, B) triedro (mévil) de Frenet para la curva a.

1.2.2 Foérmulas de Frenet

Supongamos que « : I — R3es una curva PPA, y sea (T, N, B) su triedro
de Frenet. Como (T'(s), N(s), B(s)) constituyen una base ortonormal, para
cada funcién vectorial X = X (s) s € I se tiene la identidad:

X =(X,T)T+ (X,N)N + (X,B) B

T',N) N +(T", B) B pero como (T, T) =
' o’ es proporcional a N por lo que
(&, N) = K, por lo que queda:

En particular 7" = (T",T) T +
1, es 0 = (T,T) = 2(T’ T) y T
(T",B) = 0. Finalmente (1", N) =

?

T = kN (8)

Nos proponemos calcular ahora N’ en funcién de (7, N, B). Tenemos
N =(N"T)T + (N',N) N + (N, B) B. Como antes, (N', N) =0, y al ser
(I'yN) =0, se concluye (N, T) = — (1", N) = —k, y llamando a 7 = (N', B)
torsién de «, queda:

N'=—-kT+ 7B 9)

Finalmente B = (TxN) = T"x N+ T x N' = kN x N + T x
(—=kT +7B) = —TN, es decir

B'=—N (10)

Las férmulas (8), (9) y (10) constituyen las férmulas de Frenet que pueden
escribirse todas juntas:

T = kN
N = —kT +7B (11)
B = —TN

De forma andloga a como se hizo en el caso de las curvas planas, se puede
calcular el desarrollo de Taylor (en el pardmetro) de la curva, expresada ésta
en la referencia cartesiana con origen el punto « (0) y con base ortonormal
la dada por (7°(0), N(0), B(0)) . Los primeros términos de dicho desarrollo,
cuando « estd parametrizada por la longitud de arco (es decir, cuando | o |=
1), son
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Nuevamente se deducen de forma fécil propiedades sobre la geometria de
la curva. Por ejemplo, como la ecuacion del plano afin que pasa por «(0)
y tiene por direccion Span(T(0) , N(0)) (el llamado plano afin osculador,
ver 1.2.4) es, en esta referencia, z = 0 y como es inmediato que la curva
satisface esta ecuacién hasta el segundo orden, resulta evidente que en el
plano osculador hay tres puntos de la curva ”infinitesimalmente préximos”

(es decir, que la solucién s = 0 es, al menos, triple).

1.2.3 Algoritmos para el cdlculo de la curvatura y la torsion

Analicemos primero el caso en el que la curva « viene parametrizada por la
longitud de arco, es decir |o/| = 1.

Proposicién 1.1 Sea o : I — R3 una curva birregular y tal que |o/| =1 .
Se tiene entonces:

o = T
o = kN ;
o" = —k*T" +Kk'N +kTB
en particular:
/ 1 "
i _ det(a/,a”, ")
k=", 7= —
||

En el caso de una parametrizacién regular cualquiera, se tiene:

Proposicién 1.2 Sea o : I — R3 una curva birregular. Se tiene entonces:

o= ||T
o = || T +|o/[>kN ,
o= [T + N +|o)PRTB

donde f1 y fo son funciones I — R diferenciables. En particular:

> O//| det(o/, O//,O/”)
3 o =

o’ x o)
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1.2.4 Los planos y rectas del triedro de Frenet

Sea o : I — R? una curva birregular y (T, N , B) el triedro de Frenet. Para
cada t € I , los planos coordenados del triedro tienen los siguiente nombres:

Span(T(t), N(t)) es el plano osculador a o en t
Span(N(t), B(t)) es el plano normal a o en t
Span(T'(t), B(t)) es el plano rectificante a « en t

Obsérvese que, para cada ¢t € I, estos planos estan en T,nR?. Se llama
plano vectorial osculador a o« en t a Span(T(t) ,N(t)), que es un plano
vectorial de R3. El plano afin osculador a o en t es el plano afin de R?
que pasa por a(t) y tiene por direccién Span(T(t) , N(t)). Andlogamente se
definen los planos (vectoriales o afines) normal y rectificante a o en t.

Las rectas afines que pasan por «(t) y tienen por direcciones T'(t) , N(t) 6
B(t) se denominan, respectivamente, recta tangente, recta normal principal
o recta binormal a o en t.

Intuitivamente, la curvatura mide cudnto se desvia la imagen de la curva
de estar contenida en su recta (afin) tangente y la torsién mide cudnto se

desvia de estar contenida en su plano afin osculador.

1.2.5 Teorema Fundamental (versién tridimensional)

Dadas (s), 7(s), s € [0, L] funciones diferenciables, con k > 0,y (Tp, No, Bo)
base ortonormal positiva de R3, existe entonces una tinica curva a(s) s €
0, L] parametrizada por el arco que tiene a x(s), y 7(s) por curvatura y tor-
sién, y su triedro de Frenet en s = 0 es T'(0) = Ty, N(0) = Ny, y B(0) = By.
En particular la curvatura y la torsién determinan la curva salvo movimientos
(directos).

Demostracion:

Si existe tal curva. Tomando:

T = (1’1, 1‘2,333)
N = (x471l57$6)
B = (I’7,$8,3§'9)

las férmulas de Frenet (11)dan lugar un sistema lineal de ecuaciones de la
forma

dxy/dt T

d.ng/dt T9
donde los coeficientes de la matriz matriz A = A(s) dependen diferenciable-
mente de la variable s € [0, L] y es conocida a partir de las funciones k(s), y
de 7(s). Usando el teorema 1.2.6 de més abajo, se concluye que fijado

f: <T07N07BU) = (517527 ce 759) € Rg
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existe un tnico ¢, € ® espacio de soluciones con ¢.(0) = &, lo que significa
que existe una unica solucién 1" = T'(s), N = N(s), B = B(s) que verifican
las ecuaciones de Frenet (11) y

(T(0), N(0), B(0)) = (To, No, Bo)

Veamos que (T, N, B) constituyen un sistema de referencia ortonormal.
Para ello consideramos las derivadas de los productos escalares, que usando
nuevamente (11) verifican

( L(T,T) =2k (T, N)
d
& (T)N)=r(N,N)—r(T,T)+7(T, B)
ds <TaB> - KJ<T>B> _T<T7N>
4 (N, N) = -2k (T, N) + 27 (N, B)
%<N7B> = —R<T,B>+T<B,B> _T<N7N>
| % (B,B) =27 (N, B)
lo que da lugar sustituyendo (T, T) = y1, ..., (B, B) = ys a un nuevo sistema
lineal de ecuaciones diferenciales de la forma
dyl/dt U1
... -l ...
dyﬁ/dt Ys
que es automdticamente satisfecho por (T,7T) = ¢,,...,(B,B) = ¢4 , con

valores iniciales

(01(0), 92(0), ¢5(0), $4(0), ¢5(0), ¢(0)) = (1,0,0,1,0,1)

Una vez determinado T' = f(s) y también por las funciones constantes 1) =

(g, ...,0¢) = (1,0,0,1,0,1) por tanto (¢y,...,ds) = (1,0,0,1,0,1) y el
sistema (7', N, B) es ortonormal. Nos queda integrar

X T, L= 1y(s), T =Tils)
que d4 lugar a una tnica solucién por a(s) = (z(s), y(s), z(s)) tal que a(0) =
p = (70, Y0, 20)-

Finalmente si , 3 : [0,L] — R? son dos curvas birregulares con k, =
K3, ¥ Ta = Tp entonces el movimiento A que lleva (7,(0), N,(0), B,(0)) a
(T5(0), N35(0), B3(0)) transforma a en una curva & = A« que con las mismas
condiciones iniciales que [ tiene la misma curvatura y torsién. Asi & = (.
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1.2.6 Apéndice: Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales

Supongamos A = (a;;(s)) una matriz cuadrada cuyas entradas a;;(s) s €
[0, L] son funciones diferenciables con valores reales. Se considera el sistema
de ecuaciones:

dl’l/dt T
Al .- (12)
dx,,/dt T,

y sea & = {¢ : [0, L] diferenciables: ¢ = (¢, ... ¢, ) satisfacen (12)}. Enton-
ces ® es un espacio vectorial sobre R, y para cada { € R" existe un tnico
¢z € @ con ¢z(0) = . Por otra parte, la aplicacion:

ESR" > gz €D
resulta ser un isomorfismo lineal.

1.3 Ejercicios Propuestos

1. Hay curvas perfectamente diferenciables, que sin embargo presentan
”picos” en su traza. Este es el caso de la cicloide.

A

Esta curva es la trayectoria descrita por un punto P de una circunfe-
rencia que rueda sin deslizar por un eje. Se pide:
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(a) Sir > 0 es el radio de la circunferencia, tomando como eje el de
las X |, y como pardmetro ¢ el dngulo orientado MCP (C es el
centro de la circunferencia, y M el punto de contacto con ele eje),
determinar sus ecuaciones paramétricas.

(b) Determinar los puntos no regulares.

(¢) Probar que la recta tangente a la cicloide por un punto P regular
cualquiera viene determinada por los puntos P y M’, siendo M’
el simétrico de M respecto a C.

k.

S/
\ M
Determinar la longitud del arco de cicloide entre dos puntos con-

secutivos de retroceso, en funcién del radio r de la circunferencia
rodante.

2. Sea «a : (a,b) — R%*una curva regular plana. Supdéngase que existe
—
to € (a,b) tal que la distancia ‘oa(t)‘ del origen a la trayectoria de

a tenga un maximo en ty . Demostrar que la curvatura x de « en tg
satisface |k(to)| > 1/ |a(to)]

3. Sea a: [ = (—a,a) — R? una curva PPA. Definamos 3 : I — R? por
Bls) = af=s) :
a) Probar que [ es parametrizada por el arco. y kg(s) = —rq(—s).
b) Probar que si k,(S) = Kko(—s). entonces la traza de « es simétrica
respecto de la recta normal a a en «(0).
c¢) Probar que si k,(8) = —ko(—S$), entonces la traza de « es simétrica
respecto del punto «(0).
Indicacién: Debe observarse que si o, : (a,b) — R? son curvas
PPA.con k,(s) = —kg(s) entonces existe un movimiento en R? que
cambia la orientacién, y transforma « en (8



1 TEORIA DE CURVAS 21

4. Este ejercicio determina salvo movimientos, las curvas birregulares de
curvatura y torsién constantes:
Dada la curva parametrizada

a(s) = (acos (%) , 4 Sen (2) ,b%) ,seR, A =a*+1?

a) Demostrar que el pardmetro s es la longitud de arco. b) Determi-
nar las funciones de curvatura y la torsiéon de «, y demostrar que son
constantes. ¢) Determinar el plano osculador de a.. d) Demostrar que
las rectas con direccién N(s) y que pasan por «(s) cortan al eje z bajo
un angulo constante igual a /2

5. Se dice que una curva alabeada parametrizada por el arco o : [ — R3
con curvatura positiva es una hélice cuando todas sus rectas normales
son perpendiculares a una direccién dada. Probar que a es una hélice
si y solo si existe a € R tal que 7(s) = ak(s) para cada s € I . Este
resultado se conoce con el nombre de teorema de Lancret.

6. Probar que una curva albeada con torsién nula necesariamente esta
contenida en un plano.Considérese la aplicacién:

(t,0,e /) sit >0
alt) =< (t,e V" 0)sit <0
(0,0,0) sit =0

a) Probar que « es una curva diferenciable. b) Probar que « es regular,
y que la curvatura k(t) # 0, para todo t # 0, t # i\/2/73 ,y k(0) =0.
c¢) Probar que el limite de los planos osculadores cuando ¢t — 0,¢ > 0 es
el plano y = 0, pero dicho limite es el plano z = 0 cuando t — 0, < 0
.d) Probar que la torsién de « es cero y sin embargo, no esta contenida
en un plano. ;Cémo se explica esto?

7. Sea « una curva alabeada cuya traza estd sobre una esfera de radio r.
Pruébese que la curvatura cumple x > 1/7.
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2 SUPERFICIES: CONCEPTOS BASICOS

Intuitivamente hablando, una superficie es un subconjunto de R? liso, que
tiene dimension dos (juna sdbana flotando?). Otra aproximacion intuitiva
estd ligada al hecho de admitir que cada punto de la superficie, tenga un
plano tangente bien definido. Piense el lector en cada uno de los ejemplos
graficos que se dan a continuacién. jSon superficies?, ;porqué si? ;porqué
no?

@@?@%@ﬁm
T s

2.1 Aproximacién al concepto de superficie.

Estableceremos aqui algunas sugerencias como definicién formal de superficie.
Despues decidiremos cual es la mejor.

2.1.1 Grafica de una funcién

Sea z = f(z,y), f: Q2 — R (Q abierto de R?) una funcién diferenciable. Se
llama grafo de f al conjunto

M ={(z,y, z) eR3: (x,y) € Q, z= f(z,y)}

Nuestra definicién se superficie, deberia contener a los grafos de las funciones
diferenciables como caso particular.

2.1.2 Ceros de una funcion

Sin embargo, no todas las superficies se pueden describir globalmente asi.
Por ejemplo, la superficie de una esfera

$*={(z.y.2) 2 +y* + 27 =1}

deberfa ser considerada superficie, pero no es el grafo de ninguna funcién.
Sin embargo, si lo es localmente, ya que el grafo de la funcién z = /22 + y?
definida en Q = {(z,y) : 2% + y* < 1} describe el hemisferio norte:

S ={(z,y,2) €S*: 2 > 0}

De forma maés general
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2.1.3 Teorema (simplificado) de la funcién implicita

Sea F': D — R una funcién diferenciable definida sobre un abierto D de R3.
Tomemos en R® coordenadas (r,%,2). Supongamos que existe un punto
p = (a,b,c) € D en el que F(p) = 0y (0F/0z) (p) # 0. Denotemos la
proyeccién por

m:R® 3 (z,9,2)—(z,y) € R?.
Entonces existen: un abierto 2 de R? con (a,b) € €, un intervalo abierto .J

con ¢ € J y una funcién diferenciable ¢ : 2 — J verificando las siguientes
condiciones:

{QXJCID) y ademds
{(z,y,2) € Qx J| F(z,y,2) =0} = {(v,y,5(x,9) | (v,y) € Q}

Naturalmente el teorema admite un enunciado andlogo si se supone por
ejemplo que (0F/0x) (p) #0 .

En particular, si M = F~(0) es el conjunto constituido por los ceros de
una funcién diferenciable F' : D — R | tal que DF(p) es de rango 1 , para
todo p € M, entonces M se ve localmente como la gréfica de una funcién y
deberfa ser considerada superficie.

2.1.4 Superficies parametrizadas.

Otra idea es pensar una superficie como una curva bidimensional:

, x = z(u,v)
p:U—=R 0:q y=yuv)
z = z(u,v)

que sea regular, es decir

Oz /0u Ox/dv
rg(Dy)=rg | Oy/Ou Oy/Ov | =2 en todo punto
0z/0u  0z/0v

La superficie M sera la imagen de .
Sin embargo, esto no es del todo satisfactorio. En efecto, consideremos:

. . om s
o(u,v) = (sinu,sin 2u,v), — o~ <u < o< U <o
se trata de un cilindro, cuya base tiene la forma de la letra «, tal y como se
ve en la figura:
A esta cosa , no deberia llamarsele superficie. Lo que sucede es que ¢ no
es inyectiva, ya que ¢(0,v) = ¢(7,v).
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Sin embargo sigue habiendo cosas raras, aun si se impone que ¢ sea
inyectiva. En efecto tomando ahora

e(u,v) = (sinu,sin2u,v), 0 < u <27, —00 < v < 00

puede probarse que ¢ es inyectiva, y su imagen es un cilindro cuya base tiene
la forma del simbolo oc.

Esto tampoco deberia ser considerado superficie. Lo que sucede ahora es
algo mas sutil: la aplicacién ¢ no induce homeomorfismo sobre su imagen.

2.2 SUPERFICIES

Establecemos aqui una definicién formal de superficie, y analizamos su rela-
cién con las ideas sugeridas en el epigrafe anterior.

2.2.1 Coordenadas

En adelante mantendremos una doble notacién para las coordenadas. Asi,
si tomamos coordenadas (x,v, 2z) en R3 | implicitamente las estaremos iden-
tificando con (x1, 22, x3) segun la sencilla regla © = x1 , y = 29 , 2 = 23 .
Coordenadas (u,v) en R? se identificardn con (uj,up) segin u = uy, v = us.

2.2.2 Parametrizaciones locales

Sea S un subconjunto de R3. Una parametrizacion (local) de S es un ho-
meomorfismo ¢:U —U , donde U es un abierto de R? y U es un abierto de
S (en la topologia relativa). Ademds se exige la siguiente propiedad de regu-
laridad: ¢:U — R? es una aplicacién diferenciable y 7g(Dy(u,v)) = 2, para
todo (u,v) € U.

Con las notaciones que venimos utilizando corresponderia escribir

p(u,v) = ((x 0 @)(u,v), (Y 0 9)(u,v), (z 0 @) (u,v)) ,

para (u,v) € U . No obstante, y presuponiendo que se ha fijado de antemano
la parametrizacion ¢ , las funciones (z,y, z) se considerardn indistintamente
funciones definidas sobre U = (U ) o sobre el propio U, por lo que valdran
las identificaciones Top=x, yop =y, z0@ =z, escribiremos

QO(U, U) = (x(u, U)> y(u’ U), Z(uv U))

y diremos que © = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) son las ecuaciones de ,
resumidas en x; = x;(u,v) (i =1,2,3).

Mas atin: la restriccion a U de cualquier funcion diferenciable f : R?
— R se considerard indistintamente definida sobre U = (U ) o sobre el
propio U, por lo que valdrd la identificacion fop = f .
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2.2.3 Concepto de superficie (regular)

Un subconjunto M de R? se llama superficie (reqular) si, para cada punto
p € M, existe una parametrizacion (local) ¢ : U —U conp e U .

Una observacién elemental, aunque importante, es que un abierto A de
una superficie M es también una superficie.

Observese que el grafo M = {(z,y,2) € R® : (z,y) € Q, 2 = f(z,y)}
de una funcién diferenciable f : @ — R (92 abierto de R?) es una super-
ficie, ya que la aplicacién ¢ : Q — M con ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)) es una
parametrizacién global. Nétese que ot =7 : M > (z,y,2) — (z,y) € Q.

2.2.4 Anadlisis local de una parametrizacion.

Consideremos una parametrizacién local de una superficie M:

\ x = z(u,v)
p:U—=R% o9 y=y(uv)
z = z(u,v)

y supongase que en cierto punto wyg = (ug,vg) € U , y sea p = p(wy) =

(a,b,c). Se verifica
det(a@s,w )7“)

9 (u,v)
y sea m : R® — R? la proyeccién 7(z,y,2) = (z,y). Entonces

. {xzx(u,@)

=Top:
i 7y =yl )

define por el teorema de la funcién inversa, un difeomorfismo ¢ : Uy — €2 de
un entorno Uy de wy en un abierto 2 de R? que contiene a p = 7(p).
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Asi Uy = ¢(Up) es un abierto de M que podemos suponer de la forma:
U= (Qx )N M

siendo J un intervalo abierto de R que contiene a la tercera componente ¢
de p. Tenemos asi el diagrama:

Uy —2— U

Ay
3

Q

La a’phcadén C = @o Sb_l . QQ — Uy verifica 7 OC = ToOo (gpo@_l) =
pop !t =idg es decir:

C(z,y) = (v,y,C3(2, ) V(z,y) €Q

y se verifica

Uy = p(Ug) = (o @) () =C(Q) = {(z,y,¢s(x, 1)) (x,y) € A}

por tanto:

Conclusién 1: En un entorno del punto del punto p, la superficie se ve
como la grifica de una funcion

Conclusién 2: Por otra parte, la aplicacion ¢ : Q x J — Uy tal que
d(z,y, 2) = o (z,y) verifica la propiedad:

Oy, 2) =0 @y, 2) V(z,y,2) €Uy = (Qx J)NM

En efecto, ya que V(u, v) € Uy es 6 (¢ (u,0)) = ¢~ (w0 ¢ (,0)) = (u,v)
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2.2.5 Cartas

Si ¢ : U — U es una parametrizacion (local) de una superficie M y denotamos
por o=t =c = (u,v) : U —U la aplicacién inversa, se denomina carta de M
al par (U, c)

Con las notaciones que venimos utilizando corresponderia escribir

c(p) = ((uoc)(p), (voc)(p)),

para p € U . No obstante, y presuponiendo que se ha fijado de antema-
no la carta c, las funciones (u,v) se considerardn indistintamente funciones
definidas sobre U = c(U) o sobre el propio U ; por lo que valdran las iden-
tificaciones uoc =u, voc =v , escribiremos

y diremos que u(p), v(p) son las coordenadas de p con respecto a la carta
U,c).
Consideremos la restriccion a U de cualquier funcién diferenciable f : R3
— R . De la identificacion (2.2.2) fop = f se sigue f(p) = f (u(p),v(p))
y escribiremos f = f(u,v) .
Andlogamente se obtiene: %(p) gi:

af _ of

(u(p),v(p)) y escribiremos:

(u,v) .

2.2.6 Compatibilidad de cartas

Si (U,c=p1), (U, =p') son dos cartas de una superficie M, con U NU
no vacio, es facil probar (usando la conclusién 2 del epigrafe 2.2.4) que la
aplicaciéon cambio de carta

Cop:cUNU) = (UNU)

es un difeomorfismo. Las correspondientes ecuaciones: 4 = (@ o @ ' o
©) (u,v), v = (Vo toyp) (uv), abreviadamente u = u(u,v) , v =
o(u,v) , se llaman ecuaciones del cambio de carta.

2.3 ESPACIOS TANGENTES A SUPERFICIES

2.3.1 Cono tangente a un subconjunto en un punto

Sea S un subconjunto de R” y p € S. Se denomina cono tangente a S en p
al conjunto

7,5 :={a/(0) | a € C(p, )},
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donde C(p, S) es la familia de curvas por p en S, es decir curvas diferenciables
a: ] — R" tales que 0 € I, y «(0) = p,. Obsérvese que 7,5 coincide con
T,U cuando U es abierto de S en la topologia relativa de S y p € U ; en
particular, R" = T,R" = T, U cuando U es abierto de R" y p € U .

T,S no tiene por qué ser en general subespacio vectorial de R" ; sin
embargo, como vamos a ver, si lo es cuando S es una superficie de R3 :

2.3.2 Plano vectorial tangente a una superficie en un punto

Sea ¢ : U — U una parametrizaciéon de una superficie M . Dada cualquier
curva o : I — U C R3 | es fécil ver (usando de nuevo el epigrafe 2.2.4)
que 0 = (coa) : I — U es también una curva (esto es, diferenciable), que
podemos escribir como o(t) = (u(t),v(t)) que es la representacién analitica
local de «.

Se tiene a(t) = ¢ (u(t), v(t))y entonces, usando la regla de la cadena se
tiene:
do _Opdu | dpde
dt — Oudt v dt

sipeU ,yac C(p,U) entonces o € C(c(p),U) por lo que particularizando
la igualdad anterior en ¢t = 0, se concluye que
C(p)>

Oy

T,M = Span (— 0

ou )’ ov

c(p
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ahora bien, como el rango de la matriz

Ox/0u Ox/0v
Dp= | 0y/ou 0Oy/ov E(

0z/0u 0z/0v du v

O 3@)
es siempre igual a dos, se concluye que dim 7,M = 2. Cualquier vector
£ =(&,&5,&5) € T,M puede escribirse en la forma

gl 4
S (8—“” ) (&)
c(p) 2

£ ou

las componentes (£7,£5) de se denominan & son las locales respecto a ¢,
mientras que (§;,&,,&3) se denominan componentes extrinsecas de &.

Con esta notacion, la velocidad de una curva o : I — U ent = 7 se
escribe

9¢
o) OV

du, | Oy

, dv, . Op
ol(r) = dt (7) ou ca(r) dt (7) ov

ca(T)

siendo (c o a)(t) = (u(t),v(t)) la correspondiente expresién analitica de «

2.3.3 Cambio de coordenadas

Sean (U,c = (u,v)), (U,e = (u,v)) dos cartas de una superficie M, con
p €UNU . Se deduce entonces,

o\ = i 0% o
7j=1 p

donde u; = u;(u,v) son las ecuaciones del cambio de carta (recordar 2.2.6).
En efecto basta aplicar la regla de la cadena a la identidad:

90(“7 U) = (ﬂ(u, U)> @<u> U))

2.4 FUNCIONES DIFERENCIABLES Y DIFEREN-
CIAL

2.4.1 Recuerdos de dlgebra lineal

Una matriz A con coeficientes en R del tipo

ai; ... Qip

A:

Ami1 --- QAmn
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ai;
puede escribirse A = (ay,...,a,) , donde a; = : .Por razones de
Qmg
comodidad tipogréfica, preferiremos en general escribir los vectores en forma
de fila, asi en este caso a; = (ai;, ..., ;). No obstante, mantendremos en
estas notas el siguiente criterio: los elementos de R™ serdn considerados
indistintamente vectores fila o columna, dependiendo del contexto.
Una matriz A como la anterior, se interpreta como una aplicacion:

A:R'"3E— AEeR™,

donde A¢ denota el producto matricial de A por la matriz columna & € R™.
Obsérvese que A representa la tinica aplicacién lineal de R™ en R™ que trans-
forma la base canénica (€, ..., €,) de R™ en el sistema ordenado (ay, . .., a,) de
vectores de R™.Supuesto m = n, la condicién para que (ay, ..., a,) constitu-
ya una base ortonormal de R"es que AA? = I. En este caso la transformacion
(o la matriz) A se dice ortogonal. El conjunto O(n) de transformaciones or-
togonales tiene estructura natural de grupo. Es inmediato ver que la matriz
A es ortogonal si y sélo si preserva el producto escalar:

< AE Al >=< £, >, VE i €R"

Si A€ O(n),esl=det(I) = det(AA") = (detA)?. Por tanto detA = +1.
Si detA = 1, se dice que A es ortogonal positiva, o también que la base
(dy,...,d,) es ortonormal positiva. El conjunto SO(n) := {A € O(n) |
det A =1} es un subgrupo de O(n) cuyos elementos se llaman rotaciones.
En el caso de R?, es facil ver que A € SO(3) si y sélo si preserva el producto
escalar y el vectorial, es decir:

<AL An>=<&n> y (A x (An)=£Exn , VEneR

Sip,q € B, definimos la distancia entre ambos puntos por d(p,q) :=|
q—p | . Un movimiento en R™ es una biyeccién A : R* — R" que preserva
la distancia, es decir, d(p,q) = d(A p, A q). Se prueba que todo movimiento
puede expresarse en la forma:

A:R"s5p—-Ap+E& R, (13)

donde A € O(n) y £ € R™.
El movimiento se dice directo si A € SO(n) ; en este caso, se denomina a
A la rotacion de A
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2.4.2 Recuerdos de analisis

Sea F' = (Fy,...,F,) : U — R™ funcién diferenciable definida sobre un
abierto U de R". La matriz jacobiana:

8F1/8x1 3F1/3:1:n
DF = : s
0F,,/0xy --- 0F,/0x,

induce en cada punto p € U, una aplicacién lineal Se llama diferencial de F
en p € U a la aplicacién lineal

DF(p) :R" > ¢ — DF(p)¢ € R™ ;

en donde £ = (&;,...&;). Es decir, se trata de la aplicacion lineal que tiene
por matriz, respecto de las bases canénicas de R"” y de R™, la matriz jacobiana
DEF(p).

El vector DF(p)¢ € R™ puede determinarse geométricamente de la si-
guiente forma:

Témese cualquier curva diferenciable o : I — U por p (esto es, a(0) =
p) y tal que o/ (0) = £ . Entonces DF (p)¢ es precisamente el vector velocidad
delacurva Foa:[ — R™ent =0:

DF(p)§ = (Foa)'(0) (14)

En particular (F o« ) ’(0) solo depende de o/(0) = ¢

En efecto, si a(t) = (x1(%),...,z,(t)) entonces (F o ) (t) = (y1(t), - .., ym(t)),
con y;(t) = F; (z1(¢), ..., z,(t)). Aplicando la regla de la cadena se concluye
que

dy;  ~— OF; dx;
d ; Ox; dt

y particularizando para t = 0,

Z oz (p) i

t=0 =1

dy;
dt

n OF:

de donde se deduce (14)
Observese que si F'=A:R" 5 p — Ap+ £ € R™ es una aplicacién afin
(A es matriz de n filas y m columnas y £ € R™) entonces DF = A

2.4.3 Plano tangente en implicitas

Sea M una superficie y sea V C M un abierto (en la topologia relativa) de la
forma V = F~1(0) , con F tal como se detalla en el Teorema 2.1.3. Entonces
se verifica, para todo p € V,



2 SUPERFICIES: CONCEPTOS BASICOS 32

T,M = ker(DF |, )

En efecto, si a(t) =
entonces la funcién ¢(t)
la cadena se tiene

(x(t),y(t), 2(t)) es una curva en M con «(0) = p,
= F(x(t),y(t), 2(t)) es constante, y por la regla de

yn . OF| dx OF| dy oF| dz
O_¢(O)_8xpdt0 Ay |, dt|y 0z |, dt|,
— DF|,a(0)

esto prueba que T,MCker(DF |, ) el otro contenido es por razén de
dimensiones.

2.4.4 Funciones diferenciables entre superficies

Sean M y y M superficies de R3. Una funcién F : M — M se dice diferen-
ciable si, para cada punto p € M , existen un abierto U de R3 que contiene
a p y una funcion diferenciable F U—R3talesque F |UNM = F | U
NM.

Resulta inmediato que la composicién de aplicaciones diferenciables entre
subconjuntos es también diferenciable.

2.4.5 La diferencial

Sean M y M un superficies de R? y sea F' : M — M una funcién diferenciable.
Sipe My¢eT,M, entonces, eligiendo a € C(p, M) tal que o/(0) = ¢,
se verifica localmente F oa=Foae C(F(p),M) (la notacién F' es la del
apartado anterior); asi queda definida sin ambigiiedad una aplicacion:

dF(p) : T,M 3 & = o/(0) — (F o a)'(0) € T M .

Naturalmente dF (p) resulta ser la restriccion a T, M de DF(p); por tanto,
dF'(p) serd una aplicacién lineal, denominada diferencial de F' en p.

2.4.6 Congruencias

Sean M y M superficies de R? . Una aplicacién ¢ : M — M se llama
congruencia si existe un movimiento A : R3— R3 de forma que ¢ = A lar, es
decir:

¢p:M>5p— Alp) e M

Se dice entonces que las superficies M y M son congruentes, y escribimos
M = M. Como los movimientos en R? son difeomorfismos, también lo son
las congruencias entre superficies.
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Puesto que, la inversa de una conguencia y la composicién de congruencias
son congruencias, se concluye que la relacién de congruencia es relaciéon de
equivalencia.

Recordemos que para las curvas en el espacio, se habfan definido inva-
riantes geométricos computables de congruencia, (arco, curvatura y torsion)
que nos permitian decidir cuando dos curvas son congruentes.

Un problema central de la teoria de superficies es el determinar invariantes
geométricos computables de congruencia con andlogo fin.

2.5 CAMPOS DE VECTORES

2.5.1 Campos de vectores sobre subconjuntos de R”

Sea S un subconjunto de R", y f : S — R™ una aplicacién. Se dice que
f es diferenciable, si localmente en torno (en R™) de cada punto p € S, se
puede extender a una funcién diferenciable. En particular el conjunto §(S5)
de funciones diferenciables f : S — R tiene estructura natural de anillo.

Un campo de vectores sobre un subconjunto S de R™ viene determinado
por una aplicacién diferenciable X : S — R", que se interpreta como una
asignacion que hace corresponder a cada punto p € S un vector X(p) € R™.
Podemos escribir para todo p € S:

X = (X1, Xon)

donde las funciones diferenciables X; : S — R reciben el nombre de compo-
nentes de X.

2.5.2 El médulo de los campos de vectores Xg

El conjunto Xg de los campos de vectores sobre un subconjunto S de R"
tiene estructura natural de R-espacio vectorial. Ademds es un §(.S)-mdédulo,
donde §(95) es el anillo de las funciones diferenciables f : S — R.

Puesto que, dado un campo X = (X1, ..., X,,) € Xs , podemos escribir la
identidad

& 0 0 -
X=) X;— — =(0,...,17,... 1
izz; axl |S , COIl axz (07 ) ’ 70) ( 5)
se concluye que el conjunto (0/0x |s,...,0/0z, |s) de campos de vectores

sobre S constituye una base del médulo Xg .

2.5.3 Campos normales a una superficie.

Un vector v € R? se dice que es normal unitaria a un plano I vectorial de
R3 si se verifica que < v,v >=1, vy <v,E >=0, VeIl
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Un plano IT de R? tiene exactamente dos normales unitarias v , y cada
una de ellas define una orientacion de 11 en el siguiente sentido:

Una base (£,n) de II se dice que es(td) positiva(mente orientada) (con
respecto a v ) si el vector £ X 7 tiene el mismo sentido que v , es decir, si <
& x n,v > es positivo, lo cual equivale a decir que det(&,n,v) > 0.

Un campo v € X, sobre una superficie M de R3 se dice normal unitaria
a M si v(p) es normal unitaria a 7,M , para todo p € M. No siempre existe
una normal unitaria v € X, a una superficie M pero, cuando existe, se dice
que M es orientable y v define una orientacion en M. Asi, dar una orientacién
en M supone establecer una orientacién sobre cada espacio tangente T,M
y que esta orientacién varie diferenciablemente al mover el punto p sobre la
superficie. Si la superficie M es conexa y orientable, admite exactamente dos
orientaciones.

Una carta (U, ¢ = (u,v)) de M induce una orientacién sobre U, que es la
definida por la normal unitaria:

_ 0p/0u x Op/dv
~10/0u x dp /v

€ Xy .

2.5.4 Campos de vectores tangentes a subconjuntos de R”

Un campo de vectores X € Xg sobre un subconjunto S de R se dice tangente
a S si, para todo p € S, se verifica X(p) € TS . Se denota por X(5) al
conjunto de los campos tangentes a S. Obsérvese que:

a) Si S = U es un abierto de R" | entonces X(U) = Xy . En particular,
Xy es un F(U)-moédulo.

b) Si S = M es una superficie de R?, entonces X (M) estd estrictamente
contenido en X, y constituye un §(M)— submdédulo.

c) Si U es abierto de la superficie M y V € X(M), entonces V' se puede
restringir a U y da lugar a V|, € X(U)

2.5.5 Representacion analitica local de un campo tangente a una
superficie

Si (U,c) es una carta de una superficie M, entonces, para cada i = 1,2
, la asignacién 0p/du; , que hace corresponder a cada p € U el vector
(O¢/0ui)epy € Tp,M , define un campo tangente a U, que denominamos i-
éstmo campo coordenado. De hecho, el conjunto

Iy Op
ou’ Ov

constituye una base del F(U )—rnc’)dulo X(U) y se tiene, por (15):

or; 0 .
8uz Z ou; 6% =12). (16)
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Obsérvese que usando las identificaciones de los epigrafes 2.2.5 y 2.2.2 se

tiene
dp  (0x Oy 0z
aui n (9uz-’ auz-’ auz
Sea ahora V' = Z?Zl Vi% |ar € X(M) un campo tangente a una superficie
M y sea (U, c) una carta de M. Puesto que (2, 2) constituye una base del

§(U) -médulo X(U) , existirdn V7, Vy € F(U) tales que se podra escribir

2

0
V= Vg (17)

=1

esta expresion se denomina expresion analitica local de V' en la carta (U, c)
y las V¢ (i = 1,2) son las componentes locales de V' en la carta (U, c) .

De la identificacion (2.2.2) V€ o p = Vi€ se sigue V¢(p) = V(u(p), v(p))
y escribiremos V¢ = V¢(u,v) .

Por otra parte, las funciones V; € F(M) (j = 1,2, 3) restringen a funciones
diferenciables V;|,, : Y — R . Entre éstas y las V¢ (i = 1, 2) existe la siguiente
relacién

O0x;
Vilu =D _Vigat (1=12.3). (18)

2.5.6 Curvas integrales de un campo

Sea X € X(U) un campo de vectores sobre un abierto U de R". Una curva
a: I — U se dice curva integral de X si X(a(t)) = /(t) para todo t € 1.
Tomando en R" coordenadas (z1, ..., z,,) y escribiendo a(t) = (z1(t), ..., x,(t))
y X = (Xi,...,X,), la condicién necesaria y suficiente para que « sea curva
integral de X es que las funciones z;(t) verifiquen el sistema de ecuaciones

'3 xXr t g eeey In 14 ‘

La teoria general de ecuaciones diferenciales asegura:

1. Para cada t5 € R y cada p € U , existe una curva integral de X,
a:1 —U,contyel yal(ty) = p. Por otra parte, si : J — U es
cualquier curva integral de X verificando la misma condicién, entonces
alINnJ=p|INnJ.

2. (méds aun) Para cada ty € R y cada p € U , existen entornos I de t,
y V C U de p y existe una funcién diferenciable ¢ : I x V — U tales
que, Vg € V, la funcién ¢(+,q) : I — U es una curva integral de X con

¢(t07 q) =dq
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2.6 FORMAS BILINEALES EN SUPERFICIES
2.6.1 Definicion

Una forma bilineal sobre una superficie M es un operador B que asocia, a
cada punto p € M, una forma bilineal B, : T,M x T,M — R verificando la
siguiente propiedad de diferenciabilidad:

Para todo par de campos V,W € X(U) definidos sobre un abierto U
de M, la aplicacién:

BV,W):U>p— B,(V(p), W(p)) e R

es una funcién diferenciable.

La forma bilineal B induce una funcién (denotada por la misma letra)
B:X(U) xXU)— FU) que es F(U)-bilineal, es decir, verifica, para todo
U V,WeX(U) y todo f,g € F(U), las propiedades:

L. B(fU + gV.W) = fB(U, W) + gB(V, V')
2. BU , fV + gW) = fBU ,V) + gB(U,W)

3. Ademds, si V es abierto contenido en U , se verifica: B(V |, W |,) =
B(V.W) |y .

2.6.2 Componentes

Si (U ,p ' =c=(u,v)) es una carta, las funciones:

dp Op o
be. = — =12
ij B(auza 8u]) S S(U) (17] ’ )
determinan completamente B en U ; ya que, si V = 25:1 V;Ca%% eXU) y
W=7, I/Vf%% € X(U) , se tiene:

2
B(V,W) =Y bVews.

ij=1

Las funciones: bf; U — R se denominan componentes de B en la carta
(U ,c). Habida cuenta de los convenios introducidos en 2.2.2; valdran las
identificaciones b5; o ¢ = bf; .

Observacion 2.1 En la prdctica, la condicion de diferenciabilidad de una
forma bilineal B sobre la superficie M se garantiza cuando podemos asegurar
que sus componentes b;; en una carta arbitraria son funciones diferenciables.
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Proposicién 2.1 Sea B una forma bilineal sobre M , sean (U,c), (U,T)

dos cartas de M y sean b, bfj las correspondientes componentes de B. Si la

aplicacion cambio de carta
coc ' cUNU) —eUNU)

tiene por ecuaciones (ver 2.2.6) u; = u;(u,v), teniendo en cuenta 2.3.3 se
concluye que:

es decir

2.7 PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL

El producto escalar ordinario de vectores en R? induce un producto escalar
sobre cada espacio tangente 7,M a una superficie. Es la llamada primera
forma fundamental, que permite determinar sobre la superficie medidas de
longitudes de curvas. Hay otra forma bilineal fundamental sobre cada T, M
que controla las curvaturas (normales) en p de las curvas contenidas en la
superficie. Es la denominada segunda forma fundamental. Las dos formas
fundamentales contienen toda la informacién geométrica de la superficie.

2.7.1 Definicion

Si M es una superficie de R®* y p € M, entonces T,M es un subespacio
vectorial 2-dimensional de T,R* = R? y, por tanto, es un plano euclideo. En
estas condiciones, se tiene la siguiente :

Definicién 2.1 Dada M superficie de R3, existe una tnica forma bilineal
sobre M (que denotamos por G) de manera que, para cada U abierto de M
y VW e X(U) , se tiene:

GV, W)(p) =<V(p),W(p) >, VpelU

Se denomina a G primera forma fundamental de la superficie M . Usualmente
escribiremos < V,W > en lugar de G(V,W).

2.7.2 Expresion analitica local

Sea M una superficie de R?. Presuponiendo que se ha fijado de antemano
una carta (U ,c) de M , las componentes g;; de la primera forma fundamental
G se escriben:
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g =< 02 06 N~ O D
Y (9 (9u] —1 (9uz an .

Introducimos los siguientes nombres para los coeficientes g;; (que son
estdndar en la bibliografia)

___0p 0y ___0p 0y __0p 0y
E:gll—<au7au>7F—912_<au7av>7G—922_<av7 U>7

que se denominan coeﬁczentes de la primera forma fundamental de M . Si
V=372 Ve 8‘2 wW=37, We2 - € X(U) , entonces se tiene:

2
(¢ (¢ (¢ Cc E F Wc
<V7W>:ZQUV;VV] :(‘/1"/2)<F G> <W;c> ;
ij=1
en particular,

V> = E(VE)?2 + 2FVEVy + G(VE)? .

2.7.3 Longitudes de curvas

Sea (U,c = (u,v)) una carta de una superficie M de R? y sea (co «a)(t) =
(u(t),v(t)) la correspondiente expresién analitica de una curva « : [a,b] —
U. Entonces se tiene la siguiente expresién para la longitud de a:

/|a )| dt = /\/ (u, 0) (22 4 oF(a, )‘;—“%+G( )(%)%lt

2.7.4 Integrales de funciones en recintos coordenados

Sea (U,c = (u,v)) una carta de una superficie M de E?, con ¢ : U— U la
parametrizacion local asociada. Una funcién f : U — R se diré integrable (o
medible) silo es f = fop:U — R; en tal caso, se llama integral de f en M

/fda—/fuv

nétese que si ¢ es una determinacién del angulo entre dp/du, y dp/0v se
tiene

— X =— dudv (20)

2 2

2
O (1 — cos® ¢)

D

o 0

390 390
8uxa

3u o
= EG— F?

i

ov
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por tanto se verifica también

/Mfda: /Uf(u,v)\/E(u,v)G(u,v) — F(u,v)?dudv

lo que prueba que la integral es una magnitud intrinseca (que depende solo
de la primera forma fundamental).
Un recinto R de M contenido en U se dice medible silo es ¢(R ). Se llama

integral de f en R a:
/ fdo = / fxrdor
R M

siendo xx la funcién caracteristica de R. Se define el drea de R como:
AR ) = / Xrdo = / VEG — F2dudv .
M c(R)

La definicién de funcién (o recinto) medible no depende de la parametri-
zacion ¢ utilizada, ni tampoco la integral de la funcién (o el drea del recinto).
Probemos esto ltimo:

Pongamos ¢ = (u,v), € = (4,v) dos cartas con el mismo dominio U, por
(19), se tiene:

a(a,7)\” -
det (g;'}) = det (aEu ;) det (gij)

, U

ast:

/ fop(u,v)y/det (gz])dudv

> J(u, v)
= fow(u,v)y/det (g7, det( - ) dudv
/C(Z/{) ( ) ( ]) a(u7v>
_ / £ o i, v)/det (g7 dudv
c(U)
2.8 Ejercicios Propuestos
1. Sea M la imagen de la aplicacién p(u,v) = (usinv,ucosv,v) con

(u,v) € R%
(a) Encontrar una funcién F : R® — R diferenciable de forma que
M=F10)y DF(p) #0Vpe M.
(b) Probar que ¢ define una parametrizacién (global) de M.
(c) Determinar 7,M en los puntos p = (0,0, z).
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2. Se considera la aplicacién ¢ : R? — R3 definida de la siguiente forma:
©(u, v) es la interseccién de la recta definida por los puntos (u, v,0) y el
polo norte p™ = (0,0, 1) con laesfera S? = {(x,y, z) € R3 : 224y +22 =
1}. Se denomina a ¢ proyeccion estereogréfica desde el polo norte pt.

(a) Determinar las ecuaciones de ¢ y probar que define una parame-
trizacion de la esfera con imagen S? — {p*}

(b) Encontrar una aplicacién diferenciable ¢ : R® —{(x,y,1) : (z,y) €

R?} cuya restriccion a S — {p™} coincide con la carta ¢ = (u, v)
-1

¥
(c) Si €= (u,v) es la carta definida por la proyeccién estereogrifica
de la esfera desde el polo sur p~ = (0,0, —1). determinar las ecua-

ciones de €op : R? — {(0,0)} 3 (u,v) — (u,v) € R* —{(0,0)} y
comprobar que es un difeomorfismo.

3. Fijados los nimeros positivos 7 y R con r < R, se llama toro 7 al
conjunto formado por los puntos (z,y,z) de R? por los que pasa la
circunferencia C de centro el punto (0, R,0) radio r, y situada en el
plano x = 0, al girar alrededor del eje OZ.

(a) Demostrar que 7 = F'~1(0), siendo
F:R®> (z,y,2) > (2 +¢y° + 2> — R® —7"2)2—4R2(r2—z2) eR
(b) Probar que DF(p) # 0, para todo p € M, y por tanto M es una

superficie.

(c) Probar que la aplicacién (¢, 0) = ((R + rcos ¢) cosf, (R + rcos ¢) sin b, rsin ¢)
define una parametrizacion local del toro 7 cuando (¢, 0) € (—m, )X
(—m, 7).

(d) Determinar los puntos p del toro 7 (con R = 2, r = 1) del ejercicio
tales que

1,T = {<§1=52»€3)p 16+ &+ & =0}

y determinar en las coordenadas (¢,0) la expresién analitica de

(1,07_1>p
4. Sea M = {(z,y,2z) e R3: 2% +y? — 22 =1}, y sea
0 0 0
X =zr—+ay+ (1+2°) 4
zxax—kzyay—l—(—kz)az

(a) Probar que M es una superficie, y X es un campo tangente a M.
(b) Probar que ¢(t,0) = (cosh(t) cos(f), cosh(t) sin(f), sinh(t)) , (¢,0) €
R X (—m,7) define una parametrizacién de M.

(¢) Determinar la expresién analitica del campo V restriccién de X a
M en las coordenadas (t,60).
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3 TEORIA LOCAL DE SUPERFICIES

Supondremos, en adelante y salvo aviso explicito, que M es una superficie
conexa de R? orientada por una normal unitaria v € X,; . Asf pues, todo
lo que sigue es igualmente vélido en el dominio de una carta. El signo de
algunas funciones que aqui se van a establecer va a depender de la orientaciéon
elegida. El lector decidira cuéles.

3.1 SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL
3.1.1 Aplicacién de Gauss

El campo normal v se puede interpretar como una aplicacién diferenciable
v: M — S? C R3, y asf interpretada se denomina aplicacion de Gauss.
3.1.2 Operador de Weingarten

Es importante observar, que para cada p € M, el vector v(p) es normal
a T,M y a T,S? por tanto, ambos planos vectoriales coinciden, y dv(p) :
T,M — T,S* = T,,M resulta ser un endomorfismo. Se denomina operador de
Weingarten en p al endomorfismo

L,=—dv(p): T,M — T,M

Concretando: si & € T,M y o : I — M es una curva por p en M con
a/(0) = &, se tiene:

L,(§) =—(voa)(0)

en particular, si se ha fijado una carta (U , ¢ = (u,v)) de M, podemos escribir

para cada p € U
r ( dp ) L 0 (voy)
P 8ul c(p) auz

3.1.3 Curvatura normal de curvas en superficies orientadas

(21)

c(p)

Sea a: I 3 s — a(s) € M una curva birregular parametrizada por la longi-
tud de arco, sea {T, N, B} el triedro de Frenet de o y sea £(s) la curvatura
de a en s. Se llama curvatura normal de o en (M,v) a la proyeccién del
vector de curvatura o sobre la direccién normal, es decir:

ky =<a' voa>:1—R;

como la curvatura x de « verifica @’ = T" = kN , denotando por ¥(s) € [0, 7]
el angulo (no orientado) definido por N(s) y v(«(s)) se tiene:

Ku(s) = k(s) < N(s),v(a(s)) > = k(s)cosi(s), Vs € ;
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obsérvese que, en los puntos s € I en los que N(s) = tv(a(s)) , se verifica
Ry(s) = £k(s).
Por otra parte, como < T',v o a >= 0, derivando se tiene :

0=<T' voa>+<T,(voa) >;
En particular, si a(0) =p y T(0) = £ € T,M , se concluye que:
k,(0) = — < dv(p)(§),€ >= (£, (£) . €) -

Como consecuencia se obtiene el siguiente:

3.1.4 Teorema de Meusnier

a) Todas las curvas birregulares en M que tienen en un punto p de su tra-
yectoria la misma recta tangente tienen en dicho punto la misma curvatura
normal.

b) Todas las curvas birrequlares en M que tienen en un punto p de su
trayectoria el mismo plano afin osculador (no tangente a M en p) tienen en
dicho punto la misma curvatura.

Probemos el apartado b): Supéngase a, 8 : I — M, parametrizadas por
el arco, a(0) = p = 5(0), y sea II el plano osculador comin no tangente a
M en p. Entonces o/(0),5'(0) € T,M NIl = L que es una recta vectorial.
Asi necesariamente es o’ (0) = +3'(0), ya que |o/(0)] = |5'(0)| = 1. Podemos
suponer que ' (0) = 3'(0) pues caso contrario sustituirfamos 3(s) por 3(—s).
Ademds o”(0),3”(0) € II y son ortogonales a L, luego son necesariamente
proporcionales: 3”(0) = A\a’(0) con A € R. pero por a) se deduce que:

ku(0) = (87(0),v(p)) = A (2" (0),v(p)) = (a"(0), ¥(p))

Como « tiene plano aoculadior en s = 0, se verifica o”’(0) # 0 entonces,
necesariamente es (a/’(0), v(p)) # 0, pues si (a’(0), v(p)) = 0, entonces seria
II = span(a’(0),a”(0)) = T,M. asf se deduce que A = 1, y 3”(0) = o”(0)
por lo cual tienen la misma cuevatura k = | (0)| = |3"(0)]

Dados p € M y € € T,M, con |{| = 1, tendria sentido (por a)) definir
la ”curvatura normal de (M, ) segin el vector unitario” £ como el nimero
real — < dv(p)(§),€ > . Ahora bien: dados p € M y & € T,M, con &£(+# 0,)
arbitrario, se verifica

SANS  <ges 0 NFEDER,

por lo que definimos la curvatura normal de (M, v) en la direccion de £ como
el nimero real
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51/(5) ::< Ep(g);f > .
<& E>
La terminologia ”en la direccién de” es intencional, en el sentido de que
este nimero real depende, no ya del vector tangente (no nulo) propiamente
dicho, sino de su clase proyectiva, por lo que en algin caso utilizaremos el
concepto de curvatura normal de (M,v) en el punto p para referirnos a la
funcién

(22)

P(TPM) > [5] - /fu(f) €eR,

donde P(T,M) es el proyectivizado del espacio tangente.

3.1.5 Segunda Forma Fundamental

Definicién 3.1 Dadas M superficie de R® y v orientacion en M, existe
una Unica forma bilineal sobre M (que denotamos por H) de manera que,

para cada U abierto de M y VW € X(U) , se tiene
HV, W)(p) =< L,V(p),W(p) > Vpel

Se denomina a H segunda forma fundamental de la superficie orientada
(M, v).

Se verifica:

1. Sipe My&neT,M: H(En) =< Ly(&),n >
2. SipeMy&eT,M (£+#0,) :

_ RE9)

3.1.6 Una interpretaciéon geométrica de la Segunda Forma Fun-
damental.

Sea (M, v) una superficie orientada de R? y sea p un punto de M. Definimos
la aplicacion altura h, : R®* — R por la relacién:

hy(7) =< pZ,v(p) > , Vo € R? .

Asi, los puntos x € M para los que h,(x) > 0 estardn situados a un lado
del plano afin tangente a M en p y los = para los que h,(z) < 0 al otro. Pues
bien, vamos a ver que es precisamente la segunda forma fundamental H, en
p la que nos proporciona (hasta el ”segundo orden”) este tipo de informacién
sobre la funcién h, en las proximidades de p. En efecto:
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Sea ¢ € T,M, con [{] = 1, y sea a : I — M una curva birregular
parametrizada por la longitud de arco y tal que «(0) = py o/(0) = € .
Estudiemos el comportamiento, en torno al 0 € I , de la funcién h,oa : I —
R. Se tiene:

—_—
d(hy o a) (0) = d < pa(s),v(p) > (0)

— = =< (0) ,v(p) >=0 ;

como (h, o a)(0) = 0, si por ejemplo fuera d?(h, o a)/ds*(0) # 0 , entonces
hy o a presentarfa un extremo local estricto en 0 € I , lo que nos permitirfa
concluir que, para I pequeno, «([) estaria situada a un solo lado del plano
afin tangente. Ahora bien, usando 3.1.3 y (23) se concluye que

d*(hy 0 @)

= (0) =< a"(0),v(p) >= ki (€) =H(5E)

lo que nos permite concluir que, efectivamente, H,, controla (hasta el ”segun-
do orden”) el comportamiento de h,, en las proximidades de p.

De esta interpretacién pueden sacarse interesantes propiedades geométri-
cas sobre cémo es la superficie. Por ejemplo, si la segunda forma fundamental
es definida, la superficie debe estar, en un entorno del punto en cuestion, a
un solo lado del espacio afin tangente; y si es no degenerada pero no definida,
entonces deben existir dos rectas en el espacio afin tangente que dividen a
éste en cuatro sectores, estando la superficie por encima o por debajo de ellos
alternativamente.

3.1.7 Expresién analitica local

Sea (M, v) una superficie orientada de R*. Presuponiendo que se ha fijado de
antemano una carta (U ,c) de M , las componentes h;; de la segunda forma
fundamental H se escriben:

3
821’k
<8u18uj > Z < Ou;Ou vk
En efecto, se tiene que (O¢/du;,v) = 0, en todo punto, y asi

© Ou; \Ou;' /) \ OuOu;’ Ou;’ Ou;

por otra parte, teniendo en cuenta (21) se ve que L (0p/0u;) = —0v/0u;
asi que

_ dp o dp Op Op Ov 02
hiy=H( 52— | = (Lo 2= ) =—
aui auz 8uz 8uj au] (9uz auﬁu]
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Introducimos los siguientes nombres para los coeficientes h;; (que son
estdndar en la bibliografia)

0? 0? 0?
65h11:<—¢y>, fEh12:<—90,l/>, gEh22:<a—f,V
(%

ou?’ Oudv -

y se denominan coeficientes de la sequnda forma fundamental de (M, v).

Se ve que la segunda forma fundamental es simétrica, es decir: para todo
U abierto de M y todo VW € X(U) , H(V, W) = H(W, V).

SiV=32 Vil W=32, WF 2 € X(U) , entonces se tiene:

) i 1

2 ¥
H(V,W) =" hiVEWS = (V7 Vy) ( f g ) < %’ ) |

ij=1

en particular,

H(V.V) = (V)" + 2fVEVY +g(Vy)* .

3.2 CURVATURAS

3.2.1 Aplicaciones autoadjuntas

Sea R un espacio vectorial euclideo con producto escalar <, >ysea L : E — E
una aplicacion lineal. Se dice que L es autoadjunta si < Lv,w >=< v, Lw>,
para todo v,w € E. La forma bilineal H : E x E 5(v,w) —»< Lv,w >€ R
se denomina forma bilineal asociada a L. H es simétrica si y sélo si L es
autoadjunta.

El siguiente teorema contiene resultados suficientemente conocidos del
dlgebra lineal elemental:

Proposicion 3.1 Sea L : E — E una aplicacion lineal en un espacio vecto-
rial euclideo & y sea H su forma bilineal asociada.

a) L es autoadjunta si y sdlo si tiene, respecto de alguna (o toda) base
ortonormal de E, una matriz representativa simétrica.

b) L es autoadjunta si y sdlo si, respecto de alguna (o toda) base de B, las
matrices (1;;) , (9ij) v (hij) , representativas de L , <,> y H en dicha
base, respectivamente, verifican (1;;) = (gi;)"*(hi;). En particular, sila
base es ortonormal (g;; = d;;), las matrices de L y de su forma bilineal
asociada H coinciden.

c) Si L es autoadjunta, existe una base ortonormal formada por autovecto-
res de L. Esto significa que, respecto de dicha base, la representacion
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matricial de L (y de H) es una matriz diagonal:

A
An

Por otra parte, st H : E x E — R es una forma bilineal simétrica, existe
una unica aplicacion lineal autoadjunta L : & — K que tiene a H por
forma bilineal asociada.

3.2.2 Expresion analitica local del Operador de Weingarten

Sea (M, v) una superficie orientada de R3. La segunda forma fundamental
define, en cada espacio tangente 7),M, una forma bilineal simétrica; la co-
rrespondiente aplicaciéon autoadjunta es la aplicacion de Weigarten en p, ya

que
HEn) =< Ln> ,VEneT,M

El operador de Weingarten £ puede también entenderse como un endo-
morfismo §(M)-lineal £ : X(M) >V — —Dyv € X(M) , definiendo:

(LV)(p) == Lp(V(p)) ,Vpe M.

Si (U ,c = (u,v)) es una carta de M , el operador de Weingarten viene
determinado, en la base {Jy/0u,dp/0v} del médulo X(U), por funciones
diferenciables [;; € §(U) (i,j = 1,2) , llamadas coeficientes del operador de
Weingarten, tales que

{ £(%‘5) =192 + 1 %2
ﬁ(gf) = li25t + l228—f

Es fécil ver que los coeficientes [;; se obtienen a partir de los coeficientes
hi; de la segunda forma fundamental; en efecto, usando la Propos. 3.1.b
queda la siguiente igualdad entre matrices de funciones:

(li) = (95) " (hig) |
o de forma mads explicita:

eG — fF G —gF _ JE—el _gE—[F

R e ey iy R ey R
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3.2.3 Curvaturas de superficies orientadas

Fijado un punto p de una superficie orientada (M, v) de R3, los invariantes
geométricos (traza, determinante, autovalores, etc.) de la aplicacién de Wein-
garten £, determinan invariantes geométricos de la superficie, que a su vez
nos permiten determinar el aspecto geométrico de ésta en las proximidades
del punto p.

Definicién 3.2 Fijado un punto p € M, se llaman:

a) Curvaturas principales k1(p), k2(p) de (M,v) en p a los autovalores de
L,.

b) Curvatura de Gauss K (p) de (M, v) en p al determinante de L, .

¢) Curvatura Media H(p) de (M,v) en p a 1/2 de la traza de L, .

Obsérvese que la curvatura de Gauss no depende de la orientacién (local
o global) de la superficie, ya que det(L,) = det(—L,).

Usando (24) se tiene por tanto la siguiente férmula local, que pone de
manifiesto que la curvatura de Gauss K : M — R de una superficie de R3 es
una funcién diferenciable:

3.2.4 Clasificacién de los puntos de una superficie

Sea p un punto de una superficie orientada (M,v) de R3. Aplicando la
Propos. 3.1.c, se concluye que existe una base ortonormal positiva (e, e2)
de T),M formada por autovectores de £, . Segtn las definiciones del apartado
anterior, se tiene:

Epel = kl(p) €1, £p€2 = kQ(p) €2,

K(p) = hpkatr) . H(p) = 2Rl

Se llama a (e1, e3) base adaptada a (M,v) en p. En estas condiciones:

Definicién 3.3 Se dice que p es:
a) hiperbdlico si K(p) <0
b) parabdlico si K(p) =0 y ki1(p) y ko(p) no son ambas nulas
¢) eliptico si K(p) >0
d) umbilico si kq1(p) = k2(p)
e) plano si k1(p) = ka(p) = 0.
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3.2.5 Direcciones principales

Sip € M, se dice que un vector tangente £ € T, M no nulo define una direccion
principal si € es autovector de £, . Asi, p es umbilico si y sélo si todas las
direcciones en T,M son principales. Por otra parte, si p no es umbilico
entonces T,M posee exactamente dos direcciones principales distintas, que
son las definidas por los vectores e; y es de la base adaptada.

3.2.6 Curvaturas principales e Indicatriz de Dupin.

Sea (e1,e2) una base adaptada a (M,v) en p y sean ki(p) vy ka2(p) las cur-
vaturas principales: £,(e;) = k;(p)e; (elegimos la notacién de forma que se
tenga: ki(p) > k2(p)). Un vector unitario genérico & € T,M se escribe:
€ = (cosf)ey + (senf)ey. De esta forma obtenemos un representante cuasi-
canonico de cada direccion; el otro representante serfa —¢ , obtenido eligiendo
el 4ngulo 6 + 7 .La curvatura normal de (M, v) en la direccién de € es, por :

k(&) = H(E, €) =< L€, E>= ki(p) cos® O + kq(p)sen® 0.

La férmula que acabamos de demostrar (llamada férmula de Euler) prue-
ba que la curvatura normal de (M, ) en p es una combinacién afin y ”con-
vexa” (ya que cos?6 >0, sen?6 > 0y su suma es uno) de k1(p) y ka2(p). Al
variar 6 entre 0 y 27 , obtenemos todos los valores del intervalo [ks(p), k1(p)],
en particular ky(p) para 6 = 0 (y m) y ko(p) para = w/2 (y 37/2) , que
son los dngulos correspondientes a las direcciones de £; y &,. De esta for-
ma concluimos que las curvaturas principales k1(p) y ko(p) son los valores
méximo y minimo, respectivamente, de la curvatura normal de (M,v) en
p. El producto ki(p)ka(p) = K(p) es (salvo quizés el signo) el cuadrado de
la media geométrica de los dos valores extremos, mientras que la curvatura
media H(p) es la media aritmética de estos extremos; es decir, otra forma de
interpretar la curvatura de Gauss y la curvatura media es como las medias
que razonablemente se pueden hacer de los valores extremos de la curvatura
normal.

El conjunto
Dy = {{ € T,M [ H(EE) =<1}

se denomina indicatriz de Dupin de (M,v) en p. Es evidente que, si Xe; +
Yes€D, , se verifica: k1(p)X? + ko(p)Y? = £1 . Por otra parte, se deduce
de (23) que, si £€D, , se verifica: k,(§) =£1/ <> .

Obsérvese que, para el punto p, se tienen las siguientes equivalencias:

a) p es hiperbdlico si y sélo si D,, consiste en un par de hipérbolas cuyas
asintotas tienen direcciones definidas por la ecuacién k;(p) X2+ky(p)Y?2 = 0.

b) p es parabdlico si y sélo si D), consiste en un par de rectas distintas.
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c) p es eliptico si y sélo si D, es una elipse.
d) p es umbilico (no plano) si y sélo si D, es una circunferencia.
e) p es plano si y sélo si D, es vacio.

3.2.7 Direcciones asintdticas

Sip € M, se dice que un vector tangente { € T,M no nulo define una
direccion asintdtica si < L€, >= 0, lo que equivale a decir que se anula la
curvatura normal £, () de (M, v) en la direccién de €. Entonces se tiene:

a) p es eliptico si y sélo si 7,M no posee direcciones asintéticas.

b) p es hiperbdlico si y sélo si T,M posee exactamente dos direcciones
asintoticas distintas.

c) p es parabdlico si y s6lo si T,,M posee una tnica direccién asintética.

3.2.8 Lineas de curvatura y lineas asintéticas

Sea, M una superficie de E3. Una curva regular o : I — M se dice linea de
curvatura de M (respectivamente, linea asintética de M ) si, para cadat € I,
el vector o/ (t) define una direccién principal (respectivamente, una direccién
asintética) de 7,M. Es importante observar que tanto el cardcter de linea de
curvatura como el de linea asintética se preservan frente a cambios regulares
de pardametro.

Una consecuencia inmediata de la definicién algebraica que hemos dado
de direcciones principales es que una curva regular o : I — M es linea de
curvatura si y sélo si, para cualquier eleccién (no necesariamente global) de
normal unitaria v , se verifica:

dlvoa) kdoz
a  Tdt’
donde la funcién &k : I — R da lugar, en cada t € I, a un autovalor (curva-
tura principal) de Lo . Este resultado se conoce como teorema de Olinde-
Rodrigues.

Similarmente se prueba que una curva regular o : I — M es linea asint6ti-
ca si y sélo si, para cualquier eleccién (no necesariamente global) de normal
unitaria v , se verifica:

dvoa) da
Ta ca "

3.2.9 Simbolos de Christoffel

Fijada una carta (U,c = (u,v)), es claro que el conjunto de campos locales

(%‘5, %‘f, v) , donde v es la normal unitaria inducida por la carta, constituye

una base del médulo X;,. Las derivadas (??) con respecto a u y v de los
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campos de esta base local se podrdn a su vez escribir como combinacion
lineal de estos mismos campos. Como

Po [ Pe N, T .,
8ui8uj 8ui8uj’ N 8uZ3u] "

es un campo tangente, se podré escribir (punto a punto) como combinacién
lineal de Oy /0uy, es decir

auzauj era +hiy (1,5 =1,2), (25)

Las funciones I'}; = I'};(u,v) se llaman simbolos de Cristoffel.
Por otra parte el operador de Weingarten da la identidad:

ov 2 dp .
o __z_;lﬁ@_uj (i=1,2);

se tiene entonces:

%L F111 5u Flldv + ev
Q0 _
By Fmgu +T% a o+ fv
81)(5 = Pé?au + P228U +gv
v = —li15 — o5
2 % &
L wV = —l12% - 522%

Es importante observar ahora que todos estos coeficientes se obtienen a
partir de los de las dos formas fundamentales (g;;) y (hi;)

3.2.10 Curvatura geodésica:

Sea o : [ — M una curva diferenciable sobre la superficie M orientada por
el vector unitario normal v, y sea Supongase que « estd parametrizada por
el arco, es decir |@/| = 1. Entonces

o — <O//7 l/> v

es para cada t un vector tangente a M, y ortogonal a v y o, por tanto
podemos escribir
" =Ry (Vv xd)+ Ky

se denomina entonces a k, curvatura geodésica de o y representa (salvo el
signo) la longitud de la proyeccién del vector de curvatura o sobre el plano
tangente. Si denotamos k,(t) es la curvatura normal en o/(t), se tiene:de
forma que si k = |@”| es la curvatura de se verifica la identidad:

2 _ .2 2
K™ =Kyt K,
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3.2.11 Geodésicas

Una curva vy : I — M se llama geodésica si " = k,v , es decir 4" es ortogonal
a M en todos los puntos ().

Proposicién 3.2 Si v : [ — M es geodésica, entonces (v',7") = 0. En
particular || es constante y por tanto, estd parametrizada con pardmetro
proporcional a la longitud de arco.

En particular, una geodésica tiene curvatura geodésica nula.

Sea (U,c = (u,v)) una carta de M y supéngase v : I — U, con (co
() = (u(t),v(t)) = (ui(t), us(t)). Expresemos analiticamente la condicién
de que la proyeccién ortogonal de 4”(t) sobre T, M sea nula. Tenemos

V() = p(u(t), v(t)) y asf
I du;
Z ou; dt

Derivando y aplicando otra vez la regla de la cadena queda:

e 2 (d [Op\ du; Do dPu;

L o A

dt? — dt \Ou; ) dt = Ou; dt?
2

B P du; duj Z Oo d*uy,
n — Ou;O0u; dt dt Ouy, dt?

Usando ahora la igualdad 25 se tiene:

2y L 2 p du; du;  dPup | Op 2 du; du,
—_— = | et A T A i hyi— G Y5
e Z{Z g dt e ( oun ZZ ar ar (7

k=1 \¢,=1

Como el primer sumatorio es la parte tangencial de +”, se tiene el siguiente
resultado:

Proposicién 3.3 Sea (U,c = (u,v)) una carta de M y sea v : I — U una
curva , con (cov)(t) = (u(t),v(t)). Entonces v es una geodésica si y sélo
si las funciones uq(t) = u(t), us(t) = v(t) verifican el sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden:

d?uy, N du; du;
dt? dt dt

Zj_

—2If(u,0) =0 (k=1, 2)

El siguiente resultado se obtiene de aplicar el epigrafe 2.5.6 de existencia
y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales al siguiente sistema
particular
duk
- Sk ( = 7 )
Cfék . . (k=1.2) (26)
= = Zi,j:l f 5]:[‘7,_] (U(t), U(t))
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Proposicion 3.4 Sea M superficie. Entonces se tiene:

1. Para cadap € M y cada § € T,M, existe una geodésica v : I — M por
£.

2. Dos geodésicas por § € T,M coinciden en la interseccion de sus domi-
n%08.

3. Por cada § € T, M existe una tnica geodésica mazimal, que denotamos
por ye i Ie — M.

4. Fijados € € T,M y s € R, se verifica:

{tEIs§<:>St€I§ y

Yoe(t) = 7 (st) (27)

La iltima afirmacién es una consecuencia del particular aspecto de las
ecuaciones (26)
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3.3 Ejercicios propuestos

1. Considérese la superficie parametrizada.

u? v3
o(u,v) = (u— ?+uv2,v— §+vu2,u2 —112>

a) Determinar los coeficientes de la primera y segunda formas funda-
mentales. b) Determinar las curvaturas principales.c) Demostrar que
las curvas coordenadas ( u = cte , 6 v = cte) son lineas de curvatura.
d) Probar que las curvas u + v = cte, o también u — v = cte, son lineas
asintéticas.

2. Sea M una superficie de revolucién obtenida al hacer girar una curva
regular simple

a(u) = (p(u),0,h(u) a <u<b

en el plano X Z, en torno al eje Z. Se supone p(u) > 0 para a < u < b.

Probar que p(u,v) = (p(u) cosv, p(u) sinv, h(u)) a < u < b, —1 <
v < 7 define una parametrizacion local de M.

Determinar en la parametrizacién anterior, los coeficientes de la
primera forma fundamental.

Determinar la segunda forma fundamental.
Caracterizar los puntos parabdlicos, y planos.

Probar que los meridianos (u = t, v = cte) y los paralelos (u =
cte,v = t) son lineas de curvatura.

Supéngase (h')> 4 (p')” = 1. Probar que la curvatura de Gauss K
de M es K = p"/p.

Probar que los meridianos (v = t, v = cte) son geodésicas.

Probar que un paralelo (u = ug,v = t) es geodésica, si y solo si
p'(ug) =0

3. Determinar en el origen, las direcciones principales y asintéticas de la
superficie M definida por z = 2% —y? y demostrar que todos sus puntos
son hiperbdlicos.

4. Probar que el origen es un punto umbilico para la superficie definida
por 2z = a2 + 2. Probar que la curvatura de Gauss de M verifica:

K(p)>0Vpe M,y inf{K(p):pe M} =0

5. Se considera el cilindro M = {(x,y,2) € R®: 22 +¢*> = 1}
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(a) Probar que las curvas x = cost, y = sint, z = at, con a € R son
geodésicas de M

(b) Encontrar todas las geodésicas de M.



