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$1.-INTRODUCCION

Estas notas estdn basadas en un seminario impartido por el autor. durante
el curso 89-90 en la Facultad de Matemé4ticas de la Universidad Complutense de
Madrid.

El seminario iba dirigido a alumnos del Curso de Doctorado del Departa-
mento de Geometrfa y Topologfa, y a profesores de la Facultad, con una forma-
cién basica en Geometr{a Diferencial, pero no necesariamente especiaiistas en
temas de Cosmologfa.

El tema central del seminario, y de estas notas, gira en torno a uno .de
los mis famosos teoremas de Hawking, que de forma coloquial podrfamos
enunciarlo asf:

En cualquier modelo matemitico fisicamente razonable del Universo,

‘el pasado de cualquler particula siempre es finlto.

Tomando como punto de referencia esta af irmacién, nuestra idea es presen-
tar a un lector matemé4tico de nivel equivalente a postgraduado, las ideas ba-
sicas de la Cosmologia moderna y algunas de las herramientas de la Geometr{a

Diferencial que aquf entran en juego.

En primer lugar, se trata de expresar en un lenguage geomiétrico. preciso
el significado de ia afirmacién anterior, para transformarla en ei enunciado
matemético clésico y riguroso. Para elio serd necesario iniclalmente explicar
qué objeto geométrico es un modeio del universo, segin la Teor{a Generai de la
Relatividad (Espacios de Lorentz), y que se entiende en este contexto por  un
modelo razonable. Es decir, qué restricciones geométricas se deben imponer a
nuestro modelo para que reflejen determinadas propiedades fisicamente piausi-
bles dei Universo. Estos requerlmieritos fisicos pueden esquematizarse de ia
siguiente forma:

1.- Buenas propiedades de Causalidad.
2.- El Universo est4d en expansién.

3.- La gravedad atrae.

En segundo lugar presentaremos una panoramica general de las herramientas
y técnicas geométricas en espacios de Lorentz iInvolucradas en la demostra-

ci6én del Teorema de Hawking.

Finalmente, mostraremos la linea argumental que nos conduce a la demos-

tracién del Teorema.
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§2.- CAUSALIDAD EN ESPACIOS DE LORENTZ

Los espacios de Lorentz, constituyen segin la teorfa General de ia Rela-
tividad, el objeto geométrico adecuado para representar los modelos cosmolégi-
cos del Universo. En éste epfgrafe, se analizarin un primer grupo de propieda-
des que debemos exigir a nuestro modelo, para que resulte "razonable” desde el
punto de vista Causal. Propiedades tales como que "Nadie puede influir en su
propio pasado (ni siquiera en sus proximidades)"... etc. Se corresponderdn con

determinados requerimientos geométricos a nuestro modelo.

2.1 APROXIMACION A LA TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

En reiatividad especial un suceso viene determinado por un punto de un
espacio affn M de dimensién 4, en cuyo espacio vectoriai subyacente M ests
definida una forma bilineal simétrica con signatura -+++. Esta estructura,
denominada espacio de Minkowski, constituye el modelo adecuado para el estudio
de de la dinidmica de particulas en un unlverso carente de masas gravitatorias.

Desde el punto de vista de la Geometrfa Diferencial, podemos considerar
el espacio de Minkowskl M como una variedad diferenciable de dimensién 4, en

donde para cada suceso peM el espacio tangente TPM estd candénicamente

c(0)el?) cil,

identificado con M, via el isomorfismo lineal: T;’Maé'(o) —s]ip :
siendo c:(-e,€) —M una curva diferenciable con c(0)=p.

En consecuencia, queda inducida en -cada espaclo tangente TPM.=ﬂ .una forma
bilineal simétrica gp:TPMxTPMa(v,w) —sg(v,w)eR.

El espaclo de Minkowskl (M,g), es pues un espacio de Lorentz, segin la

siguiente definicién:

2.1.1 Espacio de Lorentz

Un espacio de Lorentz, es una variedad diferenciable M, real, conexa de
dimenslén cuatro , dotada de un tensor métrico g que asigna (de forma diferen-
ciable) a cada espacio tangente TpM’ una métrica con signatura -+++, que den-
otamos por gP:TPMxTPMa(v,w) —glv,w)=<v,w>eR.

Se denomina a g, métrica Lorentziana de M.

El espaclo de Lorentz, es el objeto geométrico, que la Teorfa General de
la Relatividad elige para representar modelos cosmolégicos.

En una primera aproximacién podrfamos pensar que un espacio de Lorentz.
viene a ser un como un espacio de Minkowski "distorsionado” desde el
punto de vista métrico y topolégico.

La idea geométrica central de la Relatlvidad General, es que esta distor-
slén ( determina y) viene determinada por la presencia de las fuerzas gravita-

torias, que son las tnicas que gobiernan el Unlverso a gran escala. De esta

»
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forma, toda la informacién relevante a nivel "cosmolégico” debe quedar descri-

ta en la geometria de M.

2.2 CARACTER CAUSAL Y ORIENTACION TEMPORAL.
2.1.1 Carécter Causal de vectores.

Cada espacio tangente TPM al espacio de Lorentz M, reproduce el modelo de
Minkowski, como aproximaclén lineal de M en p, y podemos trasladar a él ia
terminologfa habitual de los espaclos lineales de Lorentz. Asf por ejemplo, el
caricter causal de un vector no nulo veTPM se dird temporal, espacial o luz si
<v,v><0, <v,v>s0 o <v,v>=0 respectivamente. De forma anidloga un campo de vec-
tores XeX(M) se dird temporal, causal o luz, si X(p) mantiene el mismo caric-
ter causal en todo punto peM.

Ei conjunto l‘-?p de vectores causales en TPM, tiene exactamente dos compo-
nentes conexas que denotamos arbitrarlamente por l’s‘; y 6’; y denominamos conos

causales. Si por ejemplo vel's’;. podemos escrlbir l’s‘;=(wel’§p:<v,w><0).

2.1.2 Orientacién temporal.

Una orientacién tlempo en el espacio de Lorentz M, es una asignacién que
hace corresponder a cada peM un cono causal 8; de TPM. que llamamos cono cau-
sal futuro en p. Esta asignacién debe ser diferenciable en el sentido de que
en cierto entorno U de cada punto peM, puéd;é“cx:'or'xs'trulrse una campo temporal
XeX(U) con X(a)68: para todo aell. Esta coﬁdlcién ethvale- usando particiones
diferenciables de la unidad- a la existencia de un campo temporal XeX(M), que

\

en cada punto seflala al cono causal positivo. .
Un espacio de Lorentz orientado tiempo, lo denominamos espacio orientado
de Lorentz. Un vector causal de TPM se dir4 futuro, si pertenece al cono cau-

sal futuro. Caso contrario se denomina vector causal pasado.

2.3 CURVAS CAUSALES.

Sea M un espacio orientado de Lorentz.

Una curva diferenciable a trozos a:la,b]—M se dir4 temporal, causal, o
luz, futura o pasada, si ese es el caricter de cualquier vector a’(t) para to-
do tela,b], incluidos los vectores a'(a'), o'(b’) y los vectores tangentes
a’(t:) y a’(t;) en los puntos de ruptura intermedjos.

Si la curva « estid definida en un intervalo I abierto de R (eventualmente
no acotado) o:I —M, diremos que posee un caracter causal determinado cuando
para todo a,bel, a<b, la curva a|la,b] sea diferenciable a trozos, y tenga el
mismo caréicter causal. B

Finalmente, una curva digamos, causal futura a:{a,b) —M, se dir4 futura-
inextendible, si no existe urgl a(t). Andlogamente se define el concepto de pa-

sado-inextendible; a se dir4 inextendible, si es futura y pasada inextendible.



2.3.1 Tlempo préplo.
Las curvas temporales futuras a:[a,b] —M, representan trozos de las li-

neas del universo de las partfculas materiales. Se llama longitud de « a:

b
L(a)=I|a'(t)|dt, donde |a'(t)|=\/-<a'(t),a'(t)> . La iongitud L(a) representa
a

el lapso de tiempo medido por un reloj que viaja con la partfcula, entre los
sucesos «(a) y a(b).

Desde el punto de vista f{sico, solo interesa de una curva temporal futu-
ra, su trayectoria, y no su parametrizacién concreta. Sin embargo para este
tipo de curvas, hay una parametrizacién canénica- por la longitud del arco-
con claro significado ffsico. Esta parametrizacién viene determinada (salvo
trasiacién de par&metro) por la condici6n:|a’(t)|=1. El pardmetro t se
denomina entonces tiempo propio, ya que éntonces t representa ei tiempo

marcado por un reioj que viaje con la particula.

2.3.2 Particulas con pasado finito.
Una curva temporal futura inextendible «a:(a,b)—M tal que
{_l’t:l’l.(allt.bll) es finito, para todo bl con a<bl<b se interpreta ff{sicamente

como una partfcula con pasado finito.

2.3.3 Caracter Causal de las geodésicas.. -.... . -—-=i - oo st

Dada una geodésica 9:[a,bl—M, como la funcién <y’ (t),7'(t)> es
constante, su caracter causal, solo depende del caracter causal de ¢%’'(a).
Supuesto este vector temporal futuro, y -Ir’(a)|=l,- entonces ‘'t “es ‘el tiempo
prépio de 7. Una geodésica causal futura y maximal 7:(a,b) —M es Inextendible

en el sentido de las curvas causales. Si es luz, representa la Ifnea del

universo de un rayo de luz. Si es temporai, indica la Ifnea del universo de

una partfcula materfal en caida libre, es decir, solo afectada por las fuerzas

gravitatorias.

2.4 PRECEDENCIA CRONOLSGICA Y CAUSAL. PROPIEDADES GLOBALES

En nuestro espacio orientado de Lorentz M, la Ifnea del universo de cual-
quier "sefial” viene determinada por una curva causal futura, de forma que si
no existe tal curva entre sucesos distintos p y q de M, podemos conciuir que p
no tiene influencla sobre q. En el caso contrarlo, diremos que p precede cau-
salmente a q, y escribimos: p<q. La notacién p=q, indica como es habituali,
P=q, 0 p<q. '
2.4.1 Futuro Causal y cronolégico.
El futuro causal del suceso p, viene definido por el conjunto:
3'(p)={qeM:p=q) e Indica el conjunto de sucesos de M sobre los que el suceso p
puede tener influencia.

Se dice que el suceso p precede cronolégicamente al suceso q, y

»
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escribimos p<<q, si existe una curva temporal futura que los une. De forma
andloga, se llama futuro cronolégico de p al conjunto l'(p)=(qu:p<<q).
Propiedades tales como:
P<<g=2p<q, p<<Lq<<r=ap<<r, p<q<r=+p<r
tlenen demostracién trivial en un espacio orientado de Lorentz arbitrario. No
as{ la propiedad de transltividad fuerte:
P<Q<<rap<<r, o p<<q<r3p<<r

cuya demostracién puede verse en [ON pag 293l

2.5 PROPIEDADES LOCALES DE LA PRECENCIA CRONOLSGICA Y CAUSAL.

En el espacio M de Minkowski, los conceptos de precedencia causal admiten
una formulacién particularmente simpie. De hecho si p, q son dos sucesos, de-
notando por 1N(t)=p+t'p—q) Osts] la dnica geodesica en M uniendo p a q se veri-
fican las equivalencias:

p<q & 1pq es causal futura, y p<<q o 1pq es temporal futura

Veremos que estas "buenas" propiedades de Causalidad, son heredadas lo-

calmente en un espacio orientado de Lorentz, a través de la aplicacién expo-

(AL S

nencial:

2.5.1 Geometrfa Local de Geodésicas.

Sea M un espacio de Lorentz. Si yeIpM. .denotamos por urv:lv ~—Mala G0 ...

nica geodésica maximal con 1",(0)=v.
Las geodésicas conservan su caracter por cambios lineales de parametro,
es declr, si telw entonces stelv, y se tiene 7“(t)=1v(st). Asf el conjunto
ﬁp=(veTPM: lelv) es un abierto estrellado respecto a OETPM. y la aplicacién
expp:ﬁpav —)7v(l)eM es diferenclable, y verifica 1v(t)=expp(tv) (0sts=1).

Fig. 1

M

e x
Pp

AN
)

Por otra parte, se prueba que expp. es no slhgular en OeTPM. y existe U en-

torno de 0 en TPM y ‘UP entorno de p en M, tal que expp:ﬁ ——3U es un difeo-
morfismo , denotando por Usx —pxefl, la aplicacién inversa, se tiene la
identidad:

1px(t)=expp(tpx) (Ost=1)
que expresa la propledad de que para cada xeU existe una tnica geodésica

1“:[0.1] —>U que une p a x. Se dice entonces que U es un entorno normal

»
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de p. Cuando U es entorno normal de cada uno de sus puntos, se llama
geodésicamente convexo. La existencia de una base de entornos geodésicamente

convexos en cada punto es un hecho conocldo.

2.5.2 Causalidad Local.

Un abierto U geodésicamente convexo de M, es también espacio orientado de
Lorentz, y podemos hablar en é1 de precedencia cronolégica <<u y causal <

Se tienen entonces las sigulentes equivalencias:

-a) P<<q; 9 ® Pq es vector temporal futuro. Por otra parte, si a:{0,1] —U
es temporal futura uniendo p a q, se verifica L(a)SL(7N)=|pq|.

b) P<q; 4 ® Pq es vector causal futuro.

Denotando por l‘(p.‘U)=(qe‘U:p<<u q ) el futuro crdnoléglco del punto p en
U, se verifica que 1'(p,U) es un conjunto abierto.
De aquf se deduce trivialmente:

c) l‘(p)=l‘(p.M) es un conjunto abierto.

2.6 CONDICIONES DE CAUSALIDAD.
El buen comportamlento local de la causalidad, contrasta con la presencia
de todo tipo de "patologfas” desde el punto de vista global, en espacios de

Lorentz arbitrarios. Por ejemplo, la posible presencia de curvas causales

- futuras cerradas o casi cerradas; : vulnera -los- més 'elementaleS:.priniclplos I T

loséficos de relaciones Causa-Efecto. Es pues necesario. imponer en nuestro mo-
delo clertas restricciones que Impidan la g;c_istencia de curvas causales inde-
seables. B

2.6.1 Espaclos Causales.

Un espacio orientado de Lorentz, M es Causal si en él no existe una curva

£

causal futura cerrada, es decir: VpeM,peJ‘(p).

Esta condicién impone restricciones topolégicas a la variedad M de parti-
da. Por ejemplo, si M es compacto entonces no puede ser causal.

En efecto, la propledad de compacidad impone que M pueda obtenerse como
unién finita de conjuntos ablertos de la forma I‘(pl) i=1,...,r, y podemos su-
poner que l’(pl) no estid contenido en I‘(pl) para i=2,...,r. Pero entonces
pltl‘(pl) i=2,..,r, lo cual indica que plel‘(pl), y existe por tanto una curva
temporal futura cerrada.

La propiedad de no existencia de curvas causales futuras casi cerradas

viene dada por el siguiente criterio:

2.6.2 Espacios Fuertemente Causales.

M es Fuertemente Causal si para todo peM, y todo entorno U de p existe
V entorno de p, con V<U y tal que toda curva causal futura uniendo dos puntos
de V estid contenida en U.

La Causalidad Fuerte implica evidentemente la propiedad de Causalldad.

>
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2.6.3 Establlidad Causal.

Otra v{a para imponer la no existencia de curvas causales futuras casi
cerradas, es la propledad de estabilidad causal, que exige que el espacio
permanezca causal cuando se realizan pequefias perturbaciones de la métrica:

Sean g, h dos métricas de Lorentz en M. Decimos que h es mas ancha que
g, y escribimos g<h si todo vector causal en (M,g) es temporal en {(M,h), es
decir: g(v,v)s0, y v20+ h(v,v)<0.

Se dice que M=(M,g) es establemente causal, si existe h métrica de Lo-

rentz en M mas ancha que g, tal que (M,h) es espacio causal. (Véase figura)

Fig. 2

b Cono de h
p Cono de g

Un buen criterlo para reconocer esta propiedad en un espaclo de Lorentz M

es el siguiente:

Supbngase que existe una funcién diferenciable T:M ——R tal que el campo
-grad T es temporal futuro. Entonces M es causal pues sl a:la,b] —M es curva
causal futura, entonces (T.a) (t)=g{grad T,a’(t)})>0, y por tanto « no puede
ser cerrada. De hecho, una sutili modificacién del argumento permite probar
que M es fuertemente causal.

Por otra parte, es facil probar que la métrica h en M definida por:
h{v,w)=g(v,w)-gl{grad T,v) gl{grad T,w), es una métrica (orientada) de Lorentz
més ancha que g, y el campo —grath sigue siendo temporal futuro en (M,h}, que

conserva as{ la propledad de causalidad.

Una funcién diferenciable T:M ——R se llama funcién tiempo global, si ei
vector -grad T es temporal futuro.

Se prueba que la estabilidad causal equivale a la existencia de una
funcién tiempo globai (Ver [HE] pag 198), y por lo anterior, implica ia causa-
iidad fuerte.
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2.7 ESPACIOS GLOBALMENTE HIPERBGLICOS

La propledad de Estabilidad Causal es hereditaria para‘ subconjuntos
ablertos conexos de M. Este hecho constituye un indicio de que tal propiedad,
no puede ser una exigencia causal suficiente. En efecto, no parece razonable
suponer nuestro modelo de Universo contenido estrictamente en un modelo mas
amplio. Se hace pues necesario afiadir alguna exigencia mas, que implique de

alguna forma esta condiclén de maximalidad.

2.7.1 Funcién Tiempo de Cauchy
Una funcién tiempo T:M ——R, se denomina funci6én tiempo de Cauchy, si pa-
ra cada curva temporal inextendlble «:(a,b) —M se verifica:
um Tla(t))=+m um T(ee(t))=—vo.
a+ b -
Se dice que M es globalmente hlperbéllco, si admite una funcién tiempo global

de Cauchy. En particuiar, M es estabiemente causal.

2.7.2 Hojas espaclales

En un espacio globalmente hiperbélico, las superficles Sr=T—'(r) se
denominan hojas espaciales de T. Todas las hojas espaciales son difeomorfas
entre sl. De hecho es fé4cil probar que M es difeomorfo a RxS . En efecto:

Si V=grad T, sea U= <VvV
ces: (T.c)'(t)=<c’(t),V>=<U(c(t)),V>=1. "Asf- si T(c(0))=0, es T(c(t))-t. y por
ser ¢ temporal e Inextendible y T tlempo de Cauchy, se concluye que el dominio
de definicién de c es todo R. Si F:Rx<M —M es el flujo global de U, entonces

3 » ¥ C una curva integral maxlmal de U,.enton-

la restriccién l-':l!xSo —M es difeomorfismo.

En particular cada hoja espacial es una hipersuperficie Riemanniana ce-
rrada y conexa de M. AdemAs son superficies de Cauchy, segin la siguiente de-
finici6n: '

2,7.3 Superficles de Cauchy

Una superficle de Cauchy en un espacio orientado de Lorentz M, es un sub-
conjunto S de M que corta una sola vez a cada curva temporal Inextendible.

Las superficies de Cauchy tienen algunas propledades parecidas a las
hojas espaciales de una funcién tiempo, por ejemplo:

a) Una superficie de Cauchy es un conjunto conexo:

En efecto: Si V es un campo temporal, entonces para peM, S corta una sola
vez a la curva integral maximal ap de V " con ap(0)=p. y la aplicacién
[ :Map——)(lm a )JnSeS es continua y abierta. En consecuencla, S es conexa. Si
S es diIf erenclable, entonces Pg €s submersién.

b) Dos Superficies de Cauchy son slempre homeomorfas'

S1 S y L son superficies de Cauchy, entonces para un campo temporal fijo,
las aplicaciones ple:L —S, ¥y pT|S:S —L son continuas e Inversa ia una de

la otra. En particular L y S son homeomorfas (o difeomorfas en caso diferen-

»
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SI A es subconjunto de M se denota por I'(A) a la unién de los futuros
cronoléglcos I'(a) de puntos aeA. Se tiene entonces:

c) St S es una superficle de Cauchy entonces M se obtlene como unién dis-
Junta I'(S), S, I'(S), y S es el borde topolégico comin de I'(S) y I°(S)

En particular S es un conjunto cerrado. Finalmente:

d) Una superficle de Cauchy es una hipersuperficle topolégica.

2.7.4 Caracterizaciones de los espacios giobalmente hiperbéiicos.

La condicién "Globalmente Hiperbélico” desempefia en geometr{a Lorentziana
un papel anédlogo al de completitud métrica en espacios Riemannianos, y ha sido
ampliamente estudiada. Presentamos aquf algunas de sus caracterizaclones més
importantes:

En un espacio M fuertemente Causal son equivalentes las afirmaciones:

i) M admite una superficie de Cauchy.

il) M es fuertemente causai, y para cada p,qeM con p<q, J(p,q)=J+(p)nJ_(q)
es un conjunto compacto.

iil) Existe una funcién continua T:M ——R tal que THr) es superficie de
Cauchy para todo reim T, y Tox es estrictamehte creciente para cada curva
causal futura de M.

iv) M es globalmente hiperbélico. : A

v) M admite una superficie diferenciable (espacial) de Cauchy.

En adelante llamaremos superficle de Cauchy, a una superficle diferencia-

ble espaclal de Cauchy.
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§3 EXPANSION DEL UNIVERSO

El desplazamiento al rojo de las ondas luminosas procedentes de objetos
lejanos constituye hoy en dfa la unica prueba experimentai de la Ley de
expansién del Unlverso formulada por Hubble en 1929, y admitida sin reservas
en todas las teorfas Cosmolégicas modernas.

Nos proponemos en este epfgrafe dar una formuiacién geométrica precisa de
este fenémeno, que se incorpora como hipétesis en el Teorema de Hawking.

Para ello son necesarios aigunos preliminares.

En lo que slgue, M es una variedad diferenciable conexa, topolégicamente
orientada, de dimensién cuatro, y dotada eventualmente de una métrica orienta-
da tiempo de Lorentz.

La hlpétesls de orientabilidad topolégica, no es estrictamente necesaria
en esta exposicién. Sin embargo la adoptamos por simple cuestién de claridad

expositiva,

3.1 EL OPERADOR DIVERGENCIA

Para dar sentido a la idea de expansién (o contraccién) de un recinto de
una variedad diferenciable, son necesarios algunos ingredientes geométricos:

Por una parte es necesario disponer de . una teorfa de Iintegracién en
la variedad M para poder medir. volumenes de recintos.. Esta teorfa viene deter-
mlnada por una forma de volumen, que es canénica si M es semlriemannlé.na.

Por otra, se necesita conocer la ley de movimiento del recinto. Esta ley
se determina a través del flujo de un campo de vectores..

Finalmente, se requiere de un operador- operador divergencia- que mida la
“"tendencia” a la expansién (o contracci6n) infinitesimal de regiones

transportadas por el flujo dei campo.

3.1.1 Formas de Volumen. Orientacién Topolégica.
Recordamos que una forma de volumen en M, es una forma w de grado méximo

que no se anula en ningin punto.

1" 2'3
conjunto L'(M) de bases positlvas de M define una de las dos componentes

Una base (eo.el.ez.ea) de TPM se dird positiva si w(eo,e ,e_,e >0. El

conexas del fibrado de referencias L(M). Tal elecclén significa wuna
orientacién topolégica en M.

Es conocido que en una variedad M dotada de una forma de volumen w, se
puede desarroliar una teorfa de integracién de funciones f:M—R con soporte
compacto. Si D es un recinto medible, se llama volumen de D al nimero:

vol(D)=]| x w
u?
donde X, es la funcién caracteristica del recinto.
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3.1.2 Formas de Volumen canédnicas.

Si M es Lorentziana (o Riemanniana), puede definirse una forma de voiumen
o, canénica. Indicaremos cémo.

Una base ortonormal ordenada en un espaclo tangente TPM es una base
(eo.el.ez.ea) con <e|.ej>=0. si =}, <e°.e°>=.tl, y <el.el>=l. i=1,2,3.

El criterlo de definicién de w, ©s entonces el siguiente:

m“(e0 e e ea)-l cuando (eo.el.ez.ea) es una base ortonormai ordenada
y positiva de TpM'

Ciaramente w,, se conserva por transporte paraleio.

Supuesto S una hipersuperficie semiriemanniana de M, con vector normal
unitario N, la forma de volumen canénica w, en S viene definida por el crite-
rio:

ws(el....en)=wM(N(p).e e ) para e e eT S.

3.1.3 Flujo local de un campo de vectores.

Si XeX(M) es una campo de vectores, recordamos que un flujo local de X
por un punto p de M, viene definido por una cuaterna (U,Uo,e.F) donde
l-':IexUo ——U es aplicacién diferenciabie verificando que cx:leat —F(t,x)eU
es curva integral de X por x Vero, (es decir cx(0)=xy X(c(t)_!=c'(t)

para todo tel Ademds, F U 9x*-—‘—->F('t—*ai»)EF—(-1J }eU-es* difeomorfismo &itel:? fpimir oo mst

Si w es una forma de volumen en M, la expresién L w en funcién del fiujo
(F )’'o -
es: L aputg
3.1.4 Operador Dlvergencia respecto a una forma de volumen.
Supongase w forma de volumen en M. Sl XeiI(M) entonces la derivada de Lie
L v define una n-forma en M, que es por “tanto proporcional a w. Se define
div Xe?(M) por la identidad: L w-(dlv X) w.

El significado geométrico del operador divergencia es el sigulente:

vol(D )- vol(D ) vol(Dt)—vol(Do) ]

(div,X) =}im [ m vom)) ] =42 oD [U'B‘ t

donde F‘t es un flujo local para X en torno a p, y Dt=Ft(D). siendo D un eie-

mento de una familia de entornos que se contraen a p.

3.1.5 Operador Divergencia respecto a una conexién.

Si M estd dotada de una conexién lineal T' con derivada covariante D, se
define el operador divergencia dlvr asociado a la conexién, de la forma
(dlvrx)(p)=Traza(T Mav —D XeT M).

. P v p

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado:

La forma de volumen w se preserva por transporte paralelo (i.e.

wa-—'O vXeX(M)), si y solo si dlvr=dlvw.
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3.2 INVARIANTES GEOMETRICOS DE INMERSISN.

En lo que sigue, S es una hipersuperficie espacial del espacio orientado
de Lorentz M. En particular, S es variedad Riemanniana tridimensionali.

Para cada punto peS, existe un dnico vector N(p)eTPM temporal, futuro,
ortogonal a TPS y unitario. El campo N a lo largo de S es diferenciable, y lo

denominamos campo normal a S. En particular, S es topolégicamente orlentable.

3.2.1 Segunda Forma Fundamental
Las conexiones de Levi-Civita V de M y v® de S est4n relacionadas a tra-
vés de la segunda forma fundamental por medio de la férmula de Gauss:
VVW=V:W+II(V,W), siendo V,WeX(S), y H(V,W) la componente normal a S de VVW.
Si N es el campo normal a S, se define el tensor "shape" en un punto peM:
9’p(v.w)=<ll(v.w).N(p)> para v,weTpS.
El tensor ¥ es simétrico, y por elevacién de uno cualquiera de sus indi-
ces puede interpretarse como operador lineal .‘f T S———)T S es decir:
Y (v,w)= <.‘f (v),w> para todo v, weT S
Si VyWson campos tangentes a S como <W,N>=0 y <N N>=1 en S se verifica:
0=V<N,N>=2<VVN.N>, asf va es tangente a S. Por otra parte:
0=V<W.N>=<vvw.N>+<W.VVN>=<II(V.W).N>+<va.w>=<.9’(V)+va.w>
Por tanto Y(V)=-VVN. Es declr, efi cada punto-peM, es f~"!fp:-’l’bMav-'—-:—)'—v;NeT;M: i s

3.2.3 Subvariedades Totalmente geodésicas.

La hipersuperficie espaciai S, :se dice: totalmente geodésica en' peS, sl °

las geodésicas de S que pasan por p, son también geodésicas en M.

Nétese que en estas circunstancias el tensor "Shape” .‘fp es idénticamente
nulo, ya que si ueTpS. y 7(t) es la geodésica en S con ¥(0)=p, y ¥’(0)=u,
pqr hipétesis y es geodésica en M, y se v erifica V7.1’=0. Por tanto:

o !fp(u.u)=<vu1'.N(p)>f’;<0,4N(p)>=0
En particular VuN=O para todo ueTpS.

3.2.4 Curvatura medla y divergencia
Se llama curvatura media de S en peS a us(p)=—traza(YP).
El siguiente resultado ofrece una primera interpretacién de la curvatura
media:
Teorema: (INA] pag 129)
Sea peS, U entorno de p en M, y NeX(U) tal que N(x)=N(x) para todo xeS=UnS.
Entonces (div N)p= us(p). En particular (div N)|S solo depende de N|S.
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3.3 INTERPRETACISN FISICA DE LA CURVATURA MEDIA.
En lo que sigue se supondrd que M es un espacio orientado de Lorentz, y S
es una hipersuperficle espaclal de M.

3.3.1 Sincronizacién Local. .

Considerese un suceso p=y(0)eM corréspondiente a un observador inercial
(i.e geodésica temporal futura): y:1 —M. Admitamos que ei observador dispone
en el suceso p, de un sistema de sicronizacién que le permite percibir el con-
Junto de sucesos simultineos a p, como una pequefia hipersuperficie espacial S
ortogonal a Np=7'(0) contenida en un cierto entorno V de p geodésicamente con-

vexo. En estas condiciones se tiene el siguiente resuitado (Véase figura 4):

TEOREMA:
Existe entonces un entorno U contenido en ‘V,‘ de p en M, y NeX(U) campo
temporal unitario futuro, tai que:
i) N|S es campo normal a S y N(p)=Np.
if) El flujo F:Ieon —>U de N en torno a p, induce un difeomorfismo entre
IexS y U
iii) Las curvas integrales de N son geodésicas temporales.
fv) N es un vector normal a cada una de las hipersuperficies St=Ft(S) pa-
ra tele.
Idea de la demostracién:

Extiendase dlferenclablemehté Np=1’(0)n ébtho campo normal unitario en S.

Para e>0 suficientemente pequefio, cada geodésica y =~ :1 —M," est4 -céontenida- -

N{x) €
en V para todo punto x de S. Témese entonces ‘U=(expx(tN(x)):xeS,teIe)SV, y

N(7mx)(t))=7 N(x)(t). Aplfquese ahora el lema de Gauss ({ON pag 126).m

Al par (Ft’S) io denominaremos sincronlzacién local de ¥ en p.

Cada hipersuperficie espaclal St del lema anterior, se interpreta como
un subespacio (local) de simultaneidad, y es una hoja espacial respecto a una
funclén tiempo (local) T:U-—R, que toma por definicién el valor t en cada

hoja St' Las partfcuias inerciales ¥ xe€S, son geodésicas temporales

futuras ortogonales a cada St, cuyo t};(e’::rpo prépio colncide con el definido
por T. Esta situacién sugiere que las partfculas Y 0SE encuentran en reposo
unas respecto a otras, y el volumen que ocupan en cada instante, es el
determinado por cada St'

Supéngase ahora que S=SnU siendo S una superficie de Cauchy:
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3.3.2 La curvatura media como medida de expansién.

En las condiciones anteriores demostraremos que ps(p) mide la tendencia
que tiene S a expandirse (us(p)>0) o contraerse (us(p)<0) cuando se produce
una deformacién St infinitesimal de S siguiendo las lineas de campo (geodési-
cas) de el campo N. Mas concretamente, manteniendo las notaciones anteriores,

probaremos que:

1 v’ol(St)—vol(S)
uP=iim 518 [11'3 ; ]
En donde se entiende que la superficie vo(St) estd medida con la forma de vo-
lumen canénica en cada S¢=Ft(S)’ y que S=So pertenece a una famfilia contracti-
va de entornos de p en S.
Para ello nétese en primer lugar, que le répresenta la forma de volumen

canénica en cada hipersupeficie St' por lo que:

’ I i w - I l"w
vol(S )- vol(S ) s (F ) l"w -l"w

iy t "LV&‘ T ]w«l‘

Como F es el flujo de N, se tiene F N=N, por lo que (F )l w=] F 2 y en S:

(F)iw-lw (F)w-w--" : :
grg T glg —_—= l Lw— (dlv N)| s-"s ws

Por tanto:

B vol S [U)%‘

vol(S )- vol(S )

| up s Iw-ww

3.3.3 Formulacién Geométrica de la Expansién’ del Universo.

Los epfgrafes anteriores justifican la siguiente definicién:

a) Una superficie de Cauchy en un espaclo orientado de Lorentz, se dice
en expahslén, si existe una constante positiva k tal que S tlene curvatura me-
dia us(p)>k en cada punto peM.

b) Un espacio orientado de Lorentz, se dice que verifica la ley de expan-
sién, si admite una superf icle de Cauchy en expansién.

Si iInterpretamos una superficie de Cauchy como una hipersuperflcie global
de slmultaneidad, respecto a una funcién tiempo global, la ley de expansi6én

expresa la idea de que el universo espacial, se expande en algin momento.



-15-

§4 Ley bE NO REPULSION.

Si M es un espacio de Minkowski, paré'el:' suceso p=y(0) de un observador
Inercial 7:1—M, el hlperplano espacial p+7’(0)l=expp(7’(0)l) representa el
conjunto de sucesos simuitdneos con p desde el punto de vista de 7.

Si ahora M es un espacio orientado de Lorentz, parece natural asignar
como espacio local de simultaneidad de ¥y en el suceso p=¢(0) Iia
hipersuperficie S=expp(7'(0)l)nV, siendo ¥V un entorno geodésicamente conve-
xo de p. Fijemos una sincronizacién local (Ft,S) de 7 en torno a p.

Probaremos que si Ricc(y’(0),7'(0)) es negativo, entonces cuando S se
contrae hacia el punto p la funcién t—)vol(St) tiene derivada segunda positi-
va en t=0. Esto significa que la velocidad de expansién de S crece estricta-
mente con el tlempo y sugilere la idea de que la gravedad en las proximidades
del suceso p es repulsiva.

La ley de no repulsi6én, establece que la situacién anterlor no debe
darse en ningin suceso p de ningun observador Inercial ¥, y se expresara
entonces por la condiclén geométrica Rlcc(V,V)z0 para todo vector V temporal.

Estableceremos aigunos prerequlsitos:

4.1 VARIACIONES DE UNA CURVA.
En lo que sigue M es un espacio de: L,orentz.:?lfg;denota ‘el Intervalo'(-3,8) . *
4.1.1 Concepto de VYariacién.
Sea 0 el conjunto de curvas diferenciables a:l=[a,b] —M Una varlacién de
una curva aef), es una aplicacién diferenciable: '
x:laxla(s,t) —)x(s.t)=i.(t)=tt(s)eM
de forma que A°=a.

La variacién x puede interpretarse como una aplicacién:

- -\ _dx _
x:14:98 —)x(s)-A'eQ. El campo V(t)-ﬁluo(t)—x'(o,t), tel deflne un campo a

lo largo de «, que se denomina campo velocidad inicial de la variacién.

Fig.3

Curva longitudinal ’\s
»(s,t)

Curva transversal tt

4.1.2 Campos a lo largo de una variacién.
Un campo X a lo largo de la variacién x es una aplicacién diferenclable

x:laxla(s,t)_—bx(s,t)eTM tal que X(s,t)eTx“ t)Nl para todo (s,t)elaxl.

»
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Los campos x.(s,t)=t;(s) y xt(s,t)=A;(t) son los campos tangentes a lo

largo de la variacién x.

4.1.3 Derivacién parcial covariante

Si X es un campo a lo largo de x, en particular es campo a lo largo de
cada curva longitudinal ?«., y es poslble calcular la derlvada covariante:
VA,(t)X=Xt(s,t) que se denomlna derlvada parclal covarlante de X respecto a t,
y da lugar a un nuevo campo a lo largo de x. De forma aniloga se define
Xt(s.t)=\7t,t(s)x.

Las derivavlones parclales veriflcan naturalmente la regla de Leibniz:

B X Y=< Y+ Y >, & X Yr=<X ,Yr+X,Y >
s s s at t t

para campos X, Y a lo largo de x.
En particular, escribimos x =(x)... etc. La diferenciax -x viene
st st st ts
medida por el tensor de torslén T(x.,xt).
Por otra parte, si X es un campo a lo largo de x se verifica:
X“—Xh=R(xt,x.)X

slendo R el tensor de curvatura.

4.2 CAMPOS DE JACOBI.

Sea 7:I=[a,b] —M una geodéslca temporal en e] espaclo de Lorentz M.
4.2.1 Variaciones geodésicas.

Una variacién x:laxla(s,t) —-)x(s,t)=h.(t)e'M de 7 se llama variacién geo- -
désica sl las curvas longitudinales ?«. son geodésicas para todo sela.

Si x es variacién geodésica, entonces xtt(s,t)=7«;’(t)=0, y por las férmu-
las 4.1.3 se tiene:

0=x“'=xm+R(xt,x.)xt=xu'+R(xt,x')xt

As{ particularizando en s=0, si J(t)=x'(0,t) es el campo Inicial de la

variacién, y J'(t) denota la derivada covariante de J a lo largo de 7, se ve

que J verifica la ecuaclén diferenciai J'’+R(y’,J)y’=0.

4.2.2 Espacio de campos de Jacobi.

Un campo J a lo largo de 7y se llama campo de Jacobl si verifica la
ecuacién de Jacobi:

J3’+R(7’,)7’=0

El conjunto $(y) de los campos de Jacobi a lo largo de 7, tiene estructu-
ra evidente de R-espaclio vectorial. Tomando ur'mg base (Eo=7”E1’E2’E3) paraiela
a lo largo de 7y y escribiendo en componentes la ecuacién de Jacobi, para un
campo J=Z¢lElse obtiene un sistema iineal de ecuaciones de segundo orden de la

forma ¢;’=2auwj con aU:l —R diferenciables. Asf la aplicacién:

JHy)zd —a(J(O),.I’(O))e"l,‘ MxTPM
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es un isomorfismo iineal.

4.2.3 Campos de Jacobl ortogonales.
Sea J un campo de Jacobi sobre 7. El producto escalar <J,7'> es una
funcién 1—R, y <J,7'>''=0. En efecto:
<J,7">'=<1,¥">, y <, y>"=<1",y">=-<R(7y",1)7’,7">=0
Asf, la condiclén necesaria y suficiente para que J sea ortogonal a 7y ( es
decir, <J(t),7'(t)>=0 para todo t) es que los vectores J(a), y J'(a) sean

ortogonales a ¥’(a).
4.3 FORMULACISN GEOMETRICA DE LA LEY DE NO REPULSI6N.

Fijemos una sincronizacién local (Ft.S) en torno a el suceso p=y(0) dei
observador inercial y:1 —M, siendo S=expp(1'(0)l)n‘u el espacio naturai de
simultaneidad por el suceso p de 7.

(Utilizaremos lfbremente las notaciones y resultados de 3.3)

Nétese que en U disponemos de una funcién escalar "curvatura media" defi-
nida por p(Ft(x))‘:pt(Ft(x)) para todo xeS, siendo K:S, —R la funcién curva-
tura media en St’ Sea

Vs(t)=Vol(St)= Lo

S,

En esta condiciones, se trata de demostrar el siguiente resultado:

V;’(O) . .
Ll,l;\ —7;(67-=-Ricc(1 (0),7'(0))
(Asf, sl Rice(7’(0),7°(0)) es negativo y S es suficientemente pequefia,” es
V;’(O) es positiva)

Demostracién:
Por 3.3.2 se tiene V’(t)=I pi w. Determinemos V'’(0):
s )g tN s

t
J.p in - J.p in .
V;(t)— V;(O) s, s (ptoFt)Fthw -poin
Vool ———— =Up ——= jws' ;
s

Pero: F'l w=i
tN

F:w, ya que F:N=N por ser Ft el flujo de N. Ademas:

N
L ] L ]
(noF JFiow ~-piw (p oF JF w-p w0
t t tN oN _ t tt 0 _
Ue T =1, lip i =
»
(it oF )F w-(u oF ) (p oF Jo-p w
t t t t t t ¢t 0
[ t U e + N
=(uf NI w), y asf: v;'(o)=js p: (1) + SN(p)(in). Por tanto:

V;’(O) 2
L-&T vol(S) ”o(P)+Np(”)
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Pero por ser S una hipersuperficie totalmente geodésica en p, el tensor
.?p se anula identicamente (ver 3.2.3), y por tanto: uotp)=us(p)=0, con lo que:
v "(0)
L_& TEY('S_) (p.7)'(0).
Nuestro propésito es ahora probar que (u.7) (0)=-Ricc(y’(0),7'(0)). (Véa-
se figura).

. 1
Para ello, fijemos un vector unitario ueTpS=1'(0) y sea ¢ (s)=expp(su)
|s|<8. La variacién de 7 definida por x"(s'.t)=exp (s)(tN (s)) [t]<e, |s]|<8, ' -

define un campo inicial J(t)=x'(0.t). Como las curvas A':(-c,c)at —x(s,t)el

son geodésicas, el campo J es de Jacobi y verifica:
el VA - Vv =Y N=
J(0)=x (0,0)=0"(s)=u, y J'(0)=x_(0,0)=x, (0,0)=-1| (x(s,00)=V N=0
(La condicién VuN=0 se verifica por ser S totalmente geodésica en p, y 3.2.3)

iR
Fijemos entonces una base ortonormal (ul.....un) en TPS=7'(0) , ¥y sean
Jx""’ Jn los campos de Jacobl obtenidos a partir de cada u por el procedi-
miento anterior. Los campos Jk son ortogonales a ¥y, y para €£>0 suficientemente

pequefio, podemos suponer que determinan una base de 7'(t)L para |t|<c.

Sea g, (t)—<J (t),J (t)> Denotando por gj(t) la matriz inversa, para
VeX(y)L podemos escrlbir V(t)-z <v,J] >ng J Nétese que g (0)—8

Denotando por .9’t T ;.S —T , el operador "Shape" en el punto 7(t)

7(t)7t (t) t
de St, es (u.v)(t)=—Traza(.9’t) se verifica (prescindiendo de t):

?(Jk)=—VJkN=—VNJk=-Jk =-<Jk.JJ>g" 3.y ast u.7=-Traza(.9’)=<Jk,JJ>g‘k.

Derivando respecto a t queda:
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p’=[<J;',JJ>+<J;,J'J>]gj‘+<J;,JJ>(g"k)'. y para t=0, como ro=o, y I
verifica la ecuacién de Jacobl, queda:

O $ < Bia? ' LT k)_
(n.7)'(0)= }} <-R(y (0)"':(0))7 (0),J)(0)>g (0) ’2.:‘<R(Np.uk)Np,u’>8

=—E<R(N ,u )N ,u >=-Traza(T Mav —R(N ,vJN €T M)=-Ricc(N ,N )=
P k p k P p P P 2

=-Ricc(y'(0),7°(0))
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4 EL TeOREMA DE HAWKING
Hemos introducido ya todos los ingredientes que permiten formular en el

contexto de la geometrfa diferencial, lo que se entiende por un modeio de
universo fisicamente razonable que se da por hipétesis en el Teorema de
Hawking. Hagamos una breve recapitulacién:

O0) La teorfa General de la Relatividad, sugiere como modelos del Universo
los espacios orientados de Lorentz M.

1) Desde el punto de vista de la causalidad, se requiere que nuestro
espacio M sea Globalmente Hiperbélico.

2) La ley de expansién del Universo exige que exista una hipersuperficie
de Cauchy S en M, y una constante k positiva de manera que la funcién curvatu-
ra media uS:S—>R veriflque: ps>k. .

3) El caricter atractivo de la gravedad impone que el tensor de Riccl
verifique Rlcc(V,V)ZO para todo vector V temporal.

Llamaremos Universo de Hawking a una terna (M,S,k) verificando las pro-
pledades 1) 2) y 3) anteriores.

El Teorema de Hawking puede entonces enunciarse asf:

TEOREMA H (de Hawking)
En un Universo de Hawking (M,S,k), cualquier curva témporal futura e

inextendible pasada a:(a,bll—eM.’tien'e longitud -finita..- - 77 -

4.1 ESQUEMA DE LA DEMOSTRACISN DEL TEOREMA DE HAWKING

Para probar el teorema H es suficiente déemostrar el siguiente
TEOREMA l*ll

En un Universo de Hawking (M,S.,k), si a:(a,b] —M es curva temporal fu-
tura e inextendible pasada, con a(b)eS, se verifica que L(ax) es menor o igual
que 3/k.

En efecto, si el teorema Hl es cierto, y a:(a.bll——m es curva temporal
futura e inextendible pasada, podemos encontrar a:(a,b)—M con b>bl tal
que &I(a.b!l=a. y « es temporal futura e inextendible, por lo que corta a la
superficie de Cauchy S en un tdnlco punto a{b)eS. El Teorema Hl afirma entonces
que &I(a.b] tiene longitud finita, y en consecuencia, también a.

Por 1ltlmo, para probar H! es claramente suficiente probar:

TEOREMA l-l2

En un Universo de Hawking (M,S,k),si pel (S), entonces el supremo de las

longitudes de las curvas causales futuras a!:[al.bl —M con a!(a!)=p. a!(b)es,

es menor o igual que 3/k.

Esquematizaremos la prueba de este ltimo enunciado, medlante ias tres

siguientes proposiciones, que delimitan las técnicas geométricas empleadas:
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PROPOSICION A: "Teorema de exlstencla”

Sea M Giobalmente Hiperbélico, S superficie de Cauchy y pel (S). Existe
entonces una geodésica temporal futura A:[0,1) —M con A(O)=p, A(l)=qeS, y
longitud mayor o igual que la longitud de cualquier otra curva causal que una

p con S,

PROPOSICION B :"Condicién necesaria de extremalizactén”
Una curva A como la de la proposicién A, es necesarlamente ortogonal a S
L
(i.e. A'(l)eTqS ).

PROPOSICION C:"Condicidn suficlente de no extremalizacisn”
En un Unlverso de Hawking (M,S,k), sea y una geodésica temporal futura
que une pel (S) con S, y es ortogonal a S. Entonces sl L(y)>(3/k), existen

curvas causales futuras de longitud mayor que 7, que unen p con S.

En particular como no existen curvas causales futuras de longitud mayor que A,
que unan p y S, se concluye que:

L(A)=sup {Longitud de curvas causales futuras que unen p con S} =3/k

4.2 EL. TEOREMA DE EXISTENCIA.

La demostraclén del "teorema de .existencia”, se basa en.técnlcas relacjo- . .

nadas con teorfa de Ifmites de curvas causales en espacios globalmente hiper-

bélicos.

4.2.1 Separacién temporal.

Si p y q son puntos de M, con psq, se define la separacién temporal
©(p,q) com el supremo de las longitudes de las curvas temporales futuras que
unen p a q. Si no es cierto psq, se conviene en asignar a t(p,q) el valor 0.

SI A es un subconjunto de M, y pel (A), se define t(p,A) como el supremo

de las longitudes de las curvas causales futuras que unen p con A.

4.2.2 Curvas que maximizan la separacién temporal.

Si M es fuertemente causal, entonces para cada peM, podemos elegir U en-
torno convexo y causalmente convexo de p, de forma que para X,y €U xs Y €S e
quivalente a x<y, y en este caso existe una unica geodésica causal futura
7xy:[0,l] —U que une x con y. Esta geodésica verifica: L(zrxy)=t(x,y).

Asf, si p<¢<q y ¥ es una curva temporal futura uniendo p a q con
L(y)=t(p,q), entonces ¥ debe coincldir en un entorno convexo de cada uno de
sus puntos con una geodésica. Se concluye entonces que ¥y, eventualmente repa-

rametrlzada por la longltud de arco, es una geodésica
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4.2.3 Esquema general para la demostracién del Teorema de existencia.
La existencia de una geodésica temporal futura A que una el punto pel (S)
con la éuperflcle de Cauchy S del espaclo globaimente hiperbélico M, tal que

L(A)=t(p,S), queda establecida a por medio de los teoremas siguientes.

Teorema | ([ON] pag 411 Prop 19)

SI M globalmente hilperbéilco, p,qeM, y p<<q , existe una curva temporal
futura uniendo p a q con longitud t(p,q).
~ Teorema 2 ([ON] pag.410 Lema 17, y pag 412 Lema 21)

En..un espacio M globalmente hiperbéllco la funcién separacién temporal
©:MxM—R y es‘ continua.
Teorema 3 (ION] pag 423 Lema 40)

Supongase M globalmente Hiperbélico, S superficie de Cauchy, y pel (S).
Entonces J'(p)nS es compacto.

La demostracién dei teorema de existencia es ahora f4cil. En efecto:

Si es superficie de Cauchy en M, y pel (S), por el teorema 3 el conjunto
K=3'(p)nS es compacto. Por el teorema 2 la aplicacién Max —st(p,x)eR es conti-
nua, y toma su maximo sobre K en un punto qe€S; este maximo, es justamente

t(p,q). El teorema 1 asegura ahora la existencia de una curva A temporal futu-

ra unlendo p a q con L(A)=t(p,q), que es la curva: buscada. Por '4.2;1'la curva "~ ~ =~

A, quizds reparametrizada, es una geodésica.

§4.3 CONDICISN NECESARIA DE EXTREMALIZACISN.

La curva A obtenida en el apartado anterior es necesariamente ortogonal a

La demostracién de este hecho, pasa por la teorfa de célculo de varia-

ciones para la funcién Longitud.

4.3.1 Primera y Segunda Férmulas de Variacién.

Se denota por n' al conjunto de curvas diferenciables temporales futuras
de M parametrizadas en el intervalo 1=[0,1).

Si x es una variacién de aeR’, y |a’|=c constante positiva. Sea
V(t)=x (0,t) el campo inicial de la variacién y A(t)=x (0,t) el campo
aceleracién iniclal. Se verifica entonces:

dL(;(S)) -— -l ! » » _l ! (1) » 1
—d5 — o™ 5 o<V s >dt=c U <V,a’>dts <V,a'>|

0
Nétese que si V es ortogonal a a, y & es geodésica, entonces gl'—él;(—?l)lpo

Si ahora ¥ es una geodésica de Q', con |7’|=c, se verifica la segunda

férmula de variacién:
-1

2, (— 1
L L L L
d_L_(’ﬂEl" = U[<v',v’>-<R(1',V)1’,v>]dt +<A,7’>| ']

ds2 =0 ¢ |} ()
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donde 6 denota la componente normal de V.

4.3.2 La condici6h necesaria.

Sea S una hipersuperficie espacial pel (S). Denotamos por 2'(p,S) al con-
junto de curvas de Q' que unen p con S. Una variacibn x, se dice (p,S)-
admisible, si x(s)eR'(p,S) para todo s. Los campos iniciales de las variacio-
nes (p,S)-admisibles, de aeR’ constituyen el llamado espacio tangente
Tan’(p,S) y viene definido por el conjunto de campos VeX(a) con V(0)=Op, y
V(1) tangente a S.

La curva aef’(p,S), se llama extremo local para L, si para toda variacién

(p,S)-admisible x, de a«, la funcién s —L(x(s)) tiene un extremo lfocal en s=0.

En particular, si A es geodésica temporal futura, ae'(p,S) y L(A)=t(p,S)

entonces A es maximo global para L, y por tanto para toda variacién
(p,S)-admisibie con V | se tiene:

s =0 C

[ 3] ’ 1 _l ’ 1_ ’
0= [IO<V,A >dt+ <V,A >|o ]-E<V.A >|°—<V(1).A (1>

Como V(1) puede ser cualquier vector tangente a S por A(l), se concluye

que A es ortogonal a S.

4.4 CONDICISN SUFICIENTE DE NO EXTREMALIZACISN.

Sea 159’(p,S),' una geodéslca, con 7¥(1)=qeS y %zv'(l)=Nq vector normal a
S, unitario futuro. .’fq(v,w)=<ll(v,w),Nq> representa er?tonces el tensqr "shape”
en q.

Si x es una variacién (p,S)-admisible de y con vector velocidad inicial V
ortogonal a ¥, y aceleraclén A. De la primera férmula de variacién se deduce

dL(x(s))' -0. Apiicando ahora la segunda férmula de variacién, y tenien-

do en cuenta que A(0)=0, y A(1)=7;’(0), queda para c=|7'(0)|=L(¥):

LR, _ =1 [ our voaocorer vrer vatad]
" |~ [J'([:v. V>-<R(y", V)y .V>]dt] sV,

Una condiclon suficlente para poder asegurar que exlisten curvas en
Q’(p.S) con longitud mayor estrictamente que y, es que exlista una varlaclon x

d’L(x(s))

dsz ||=O

En efecto, en estas circunstancias la funcién s-——)L(i(s)) tiene un minlmo

de y, como la de arriba, tal que: >0.

local estricto para s=0.
Probemos en las hipétesis del teorema de Hawking, que existe una tal va-

riacién, cuando L(y)=c >g .

Sea (e o'® ,ez,ea) una base ortonormal bien ordenada de TPM, con

eo=7’(0), y sea (Eo’Ex’Ez’Es) el transporte paraieio de dicha base a lo lar-
go de 7.



Tomando V‘(t)=tE‘(t), i=1, 2, 3, se ve que V‘eT"Q’(p.S). es ortogonal a

7, ¥ puede construirse una variacién X, (p,S)-admisible de y con vector ini-
cial Vl. se tiene:

d*L(X (s))

1
“l » » (] »
|0 = = U (‘"V. WV >-<R(7,V)y .Vl>ldt] -srq(vl.vl)lt=l

2

ds

Si para algin i este nimero es >0, hemos concluido. Caso contrario, pode-
3,

d’L(X,(s)) WL, () NP
mos suponer T— |'=OSO. con lo que ——ds—z—— |'=°so. Pero entonces

i=1
como V;=El. Ric(U,V)=Traza (W —R(U,W)V), Ricc(y’,7')20, y us(q)= -Traza(.?q)>k A

queda:

3
z, " d’L(X (s) 1
" ] -1 [ ) _3 _g
0z —;:;—-— 'l=0=—C [3-Iot2RlC(7 W7 )dt] 'ﬂ.ls(Q)Z}Is(Q) EZk c>o-

1=1 .
y esto es contradictorio.
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