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INTRODUCCION

Estas notas hablan de la Geometria -geometria lineal, geometria
diferencial- que hay encerrada en el movimiento de un sdlido rigido, y van
dirigidas a matematicos no necesariamente especialistas en estos temas.

La tarea no ha sido facil, pues era necesario buscar una exposicion
divulgativa -para no especialistas- y al mismo tiempo profunda y capaz de
aprovechar al mdximo la indudable capacidad matemdtica del auditorio. Ellos
Jjuzgardn si he conseguido encontrar este equilibrio.

Pero detrds del sélido rigido hay también mucha fisica elemental (y menos
elemental), que intencionadamente ha sido "escamoteada” -en beneficio del
auditorio- y sustituida por alguno de lo que lo fisicos denominan Principios
de la Mecédnica, y que tienen la ventaja (para los matemdticos) de admitir una
formulacién estrictamente geométrica.

Las notas constan de cinco secciones. Las cuatro primeras, tienen por
ob jetivo exponer cuales son las herramientas y técnicas geométricas bdsicas,
que permiten analizar el movimiento libre del sdélido. La ultima seccion esta
dedicada a utilizarlas.

En la exposicién me he dejado guiar por un "principio” (no mecéanico), sin
el cudl en muchas ocasiones nos seria imposible avanzar. Este principio
podriamos enunciarlo asi:

“Si es necesario, no importa creerse ciertas cosas, lo importante es

entender lo que uno se estd creyendo”.



SECCION 1
LOS MOVIMIENTOS COMO GRUPO GEOMETRICO DE TRANSFORMACIONES

La referencia general para esta seccién es [4] Cap XIII y XIV

Preliminar: Espacios Euclideos orientados.
Pl. Espacios vectoriales euclideos orientados.
Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial E dotado de una

forma cuadratica definida positiva. El producto escalar inducido se denota

por ExE3(u,v) —u.veR, y por Esu—|u|=+/u.u €R la norma inducida.

Si e=(e1,...,en),e’=(e;,...,e;) son bases ortonormales de E, la matriz de

cambio de base P que verifica: £’=¢P, satisface la condicién:
P'P=I

El conjunto de éstas matrices se denota por O(n) y tiene estructura de
grupo. SO(n)={PeO(n):det P=1} constituye un subgrupo.

Las bases ortonormales € y €' se dicen que definen la misma orientacién
si la matriz P de cambio de base pertenece a SO(n). Esta relacién es de
equivalencia sobre el conjunto B de las bases ortonormales, y lo descompone en
dos clases B=B'uB_

Una orientacién en E consiste en elegir como "positiva" una de las
componentes anteriores. Se dice entonces que E esta orientado.

Cuando dim E=3, fijada una base ortonormal positiva (?,]),T()) de E, se

X T S I I -
define para u=u11+u2 J+u3k, v=v11+v2 J+v k:

3
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uxv= [ u u_ u
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y se prueba que el resultado no depende de la base ortonormal positiva tomada.

Se suponen conocidas las propiedades clasicas del producto vectorial.

P2 Espacios afines euclideos orientados.

Un espacio afin euclideo orientado es un espacio afin E, cuya direccién E
es un espacio vectorial euclideo orientado.

Si a,beE, denotaremos por aBeE al vector "libre" definido por ayb,y
llamaremos d(a,b)=|§:’|.

Llamaremos sistema de referencia euclideo (SR) a e=(eo,g) donde eer, y
€=( ,...,E)n) es una base ortonormal positiva de E.

Si € y € son SR en E existe una matriz P con £’=¢P de la forma:



1

o ‘
P= p ’ 3 con ?eSO(n), y se denomina matriz de cambio de referencia.

El conjunto de matrices P verificando la propiedad anterior, tiene

estructura de grupo, que se denota por SE(n).

P3. Modelos analiticos.
El modelo analitico con dimensién n de espacio afin euclideo orientado
que usaremos en estas notas es el siguiente:
3 Yy
& = [1]: =|. |eE 8= [0]: v=|. |eE [1] [1]=[ 0 ]
n a . n n v . n a) |b] |b-a
a \
n n
El producto escalar y la orientacién en ?n se obtienen al identificarlo

con el modelo analitico habitual de espacio vectorial euclideo orientado
v
1
E ={v=|l |: veR}, vvw=v W +..4v W .
n . 1 11 n n
v
n

1.1 Transformaciones ortogonales. Clasificacién.

El lo que sigue E y E’ E’’... etc. son espacios vectoriales euclideos
orientados con dimensién igual a nzl.

Una biyeccién f:E —E’ se dice isometria si preserva el producto escalar.
Se prueba entonces que f es isomorfismo lineal. De hecho, si € y €’son BO en
E y E’, entonces la matriz A tal que f(e)=¢’A verifica AtA=1 y A€O(n). Se
denomina a A representacién matricial de f y escribimos A=Mee,(f )

Se dice que la isometria f:E —E’ preserva la orientacién (o es
isometria directa), si transforma una (toda) base ortonormal positiva de E en
una base ortonormal positiva de E'. Esto equivale a decir que Mee'(f )eS0O(n)
para €, y € bases ortonormales positivas.

Una isometria f de E (en si{ mismo) se denomina transformacién ortogonal.
Denotamos por O(E) al grupo de transformaciones ortogonales de E, y por
SO(E) al subgrupo de transformaciones ortogonales directas.

Fijada una BO+ € en E, la aplicacién Mz::'“ee establece isomorfismos:

MC:O(IE)af —>feeO(n) y M€:SO(IE) —S0(n)

Existe una identificacién natural entre O(IEn) y O(n).



PROPOSICION:
Sean € y £’ bases ortonormales positivas de E. Asi €’=eP con PeSO(n).

Si feO(E) y Me(f )=A, entonces Me,(f)=P_1A P.u

DEFINICION:

Si f,f’eO(E), se dicen equivalentes,(f~f’) si existen e, €

bases
ortonormales positivas en E tales que Me(f )=M€,(f ’).

La condicién f~f’ equivale a la existencia de geSO(E) tal que f’=gof og_l.

TEOREMA:
Si feO(E), existe una base ortonormal positiva de E tal que la matriz
=M€(f ) es de la forma:
J=DIAG(-Ir,Is,G(61),...,G(t?p))

donde r y s son enteros no negativos, ﬂle(—n,n),lk denota la matriz identidad
cos ¢ -sen ¢ ]

de o6rden k y G(0)=[Sen 6 cos ©

Por otra parte, r, s y la sucesion Ols...s'op determinan un sistema
completo de invariantes.

En particular si f,f’€O(E), es f~f’ si y solo si f y f* tienen el mismo
polinomio caracteristico.
NOTA:

Si dim E=3, puede tomarse ¢ de forma que 0<9<m.

1.2 Movimientos euclideos. Clasificacion.

En lo sucesivo E, E’...etc serdn espacios afines euclideos orientados
de dimensién n con direcciones los espacios vectoriales euclideos orientados
ﬁ, ﬁ’...etc.

Si oeE denotamos Vo:Eaa —>03a€k que es biyectiva.

A partir de una aplicacién f:E —E’y un punto o€E puede construirse la
aplicacion fozﬁ —E que hace conmutativo el diagrama (o’=f(0)).

E—1

A f 7

E—>F’
La aplicacién f es afin cuando f_ es lineal, y en este caso fo=f3 para

todo o,0€E. Se denota ?=fo y se denomina a T aplicacién lineal asociada a f.

Noétese que T viene definida sin ambigiiedad por:



T:E3ab 2T (@) T (b <E’
DEFINICION:
Una aplicacién afin f:E —E’ se llama isometria (directa), si T:E —5F es
isometria directa.
Si e=(e°,2) y e’=(e(’,,?:>’) son SR+ en E y E’ repectivamente, denotando
f(e)=(f(e°),?(3)) se tendra f(e)=c’A, donde
a
1 ot 1
A= con a=| . |,y A=(a =M —>,(?)Eo(n)
3 iy € &

a a’
n

Se denomina a A representacién matricial de f y escribimos A=Mee,(f ).

Las matrices A (det '_A)=1) del tipo anterior se denominan matrices afines
euclideas, y constituyen un grupo denotado por E(n).

Una isometria f de E (en si mismo) se denomina movimiento . Denotamos por
E(E) al grupo de movimientos de E, y por SE(E) al subgrupo de movimientos
directos.

Fijado € SR en E, la aplicacién ‘“e=‘“ee establece isomorfismos:

MC:E(E)af —)feeE(n) y Me:SE(E) —SE(n)

Existe una identificacién natural entre E(En) y E(n).

PROPOSICION:
Sean € y £’ SR de E. Asi €’=¢P con PeSE(n). Si feE(E) y Me(f)=A,
entonces Me,(f )=P’A P.m

DEFINICION:
Si f,f’€eE(E), se dicen equivalentes,(f~f’) si existen €, € SR+ en E
tales que Me(f)=Me,(f ).

La condicién f~f’ equivale a la existencia de geSE(E) tal que f’=gof og_l.

TEOREMA:
Sea f un movimiento de E:

Existen entonces p=0 r, s enteros no negativos, y -1[<‘t9l5...1?p<1[
(univocamente determinados por f) y un SR+ ¢ de E tal que la matriz J=Me(f ) es
de la forma:

1 0 ,
J=l n 1 con J =DIAG(I ,-1,G(#),...,G(9 )) si u>0
J 1 r s 1 P

1



1 .
J=(-|——}—] con j=DIAG(Ir,-Is,G(1‘}l),...,G(ﬂp)) si u=0

Se denomina a p=u(f) moédulo de desplazamiento de f.

Por otra parte, r, s, t y la sucesién 015...50p determinan un sistema
completo de invariantes.

En particular si f,f’€E(E), es f=f’ si y solo si u(f)=u(f’) y T y [

tienen el mismo polinomio caracteristico.m

NOTA:

Desde el punto de vista geométrico, el médulo de deslizamiento u=u(f) de
un movimiento feE(E) viene definido por:

p(f)=MIN{ Iml :acE}

asi u(f)=0 equivale a que f tiene puntos fijos.

En la préctica, si f no tiene puntos fijos, entonces u(f )=|v| siendo veF
el dnico vector que verifica la propiedad (para T, traslacién de vector v):

f o‘l.'v=‘l.'vof es un movimiento con puntos fijos.

dicho vector hay que buscarlo en Ker(f-id).

1.3 Especializacién en dimensién tres.

Supondremos en lo que sigue que E es un espacio afin euclideo
tridimensional orientado.

El anterior teorema de clasificacién aplicado a este caso, nos

proporciona la siguiente representacién matricial reducida para feSE(E):

_[n 1 0 0 )
= O O cos® -sen ¢ n<d=n, puz=0

O O sen® cos ¢
respecto a cierto SR e=(eo,'é)l,gz,33).
Si pu=0 denomina a f giro de eje Q=eo+<gl> (orientado por E)l) y angulo #.Lo
denotamos G(Q,9).
Si u>0 y 9#0, se denomina a f movimiento helicoidal. Tomando v=,.1?e)l se ve que:
f =‘|:voG(Q,19)=G(Q,19)o‘|:v

v es el vector de deslizamiento.
Si 9=0, entonces f es una traslacién.

No analizaremos el resultado del teorema de 5.2 para movimientos no
directos, sin embargo para lo que sigue, conviene considerar las simetrias

respecto a planos:



DEFINICION:
Un movimiento de E se llama simetria planar, si respecto a cierto SR
e=(e°,gl,32,33). admite una matriz de la forma:
J=DIAG(1,1,1,-1)
Se denomina a P=e°+<31,32> plano de simetria de f. Denotamos a f por
S(P). Noétese que el plano de simetria determina univocamente a f. Ademas:
S(P)?=id
La determinacién de subgrupos continuos de SE(E) requiere la utilizacién
de la siguiente versién restringida del teorema de Cartan Dieudonné:
LEMA:
Sean P y Q dos planos de E. entonces:
a) Si P//Q entonces S(Q)oS(P) es una traslacién de vector Z_qu) siendo peP,
g€Q puntos que la minima distancia de P a Q.
b) En otro caso, S(Q)oS(P) es un giro de eje orientado PnQ y dngulo ¢ el doble
del formado por P y Q.m
Usando técnicas de descomposicién de traslaciones y giros como producto

de simetrias planares, puede llegarse al siguiente resultado:

TEOREMA:

a) El producto de dos giros de ejes paralelos es un nuevo giro de eje
paralelo a los anteriores.

b) El producto de un giro de eje Q por una traslacién de vector ortogonal a Q

es un nuevo giro de eje paralelo a Q.



1.4 Lista exaustiva de subgrupos continuos en dimensién tres. v

Sea E un espacio afin euclideo orientado tridimensional. Se entiende por
subgrupo continuo de SE(E) un subgrupo G conexo de SE(E). Se llama dimensién
de G a su dimensién como variedad diferenciable, es decir, el namero de
parametros independientes necesarios para determinar un elemento del gr‘upb.
TEOREMA:

Sea G un subgrupo continuo de SE(E) con dimensién k. Entonces 0=k=6, y
existe un SR € en E tal que las representaciones matriciales de los elementos

de G se expresan en la forma: (todos los pardmetros varian en R)

1 0 0O O
o |0 1 0 0
k=0: o o 1 o
0O o 0o 1
1 0 0 0 ) (1 O o O )
k=1: o 1 0] 0] A1 0O o
"]0 O cos® -send|’ |0 O 1 o
0O O sen ¥ cos GJ o o o 1 J
(1 0 0 0o ) (1 0 0 0 )
k=2: | 1 O o |.[x 1 o o
O O cos¥ -send|’ |u O 1 0
(O O sen ¥ cos ¥ 0 O o 1 |
(1 O 0] 0 ) (1 O o 0 )
_~. 10 1 0 0 A1 o 0 | (10
k=3: B O cos® -sen#®|’ |u O 1 o [0 x] ReSE(3)
¥ O sen ¥ cos ¥ v O o 1 |
(1 0 O 0 )
=4. |% 1 0 (0]
"{B O cos © -sen ®
¥ O sen ¥ cos ¥
k=6: SE(3)

Para ver que esta lista es exahustiva, consultese [7].



SECCION 2
LOS MOVIMIENTOS COMO GRUPO TOPOLOGICO
Preliminar: El cuerpo de los cuaternios.

La referencia general para este apartado es [8].

Sea M un espacio vectorial euclideo orientado tridimensional, denominamos
conjunto de cuaternios al producto cartesiano IH=leﬁ.

Un elemento ae€H, se escribirda de la forma: a=(ao,2) con aoe[R y geﬁ.

Para a,beH, se define:

a+b=(a +b ,2+ B)), ab=(a b -2.5), a B+ b 3+ ng))
o o oo 0 0

1) H con las operaciones antes definidas es un cuerpo (no conmutativo).

2) La inclusién [Raa0 —)(ao,O)eIH es un monomorfismo de cuerpos.

3) La inclusién Bod —)(0,2)€|H es un monomorfismo de grupos.m

4) Los monomorfismos anteriores permiten identificar a°=(ao.3) y 2=(0,3), de
forma que para todo aeH se tiene a=a°+_a). Se denomina a a parte real de a, y a
2 . s s . .

a parte imaginaria. Si a°=0, se dice que a es puro.

5) Un cuaternio es real si y solo si conmuta con todo cuaternio.

6) Si e=l(i,j,k) es base ortonormal positiva de l‘ﬁ se verifica:
. o e s ar_ e 22 22
ij=-ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=j, i"=j"=k“=-1 (1)
Asi un cuaternio a puede escribirse de forma dnica como:
S = AT
a=a +a i+a_j+a k con a=a i+a_j+a k
5 0 1 2 3 1 2 3
7) Si a=a°+aeIH al cuaternio a=a -a se le denomina conjugado. La aplicacién
conjugacién Ha—aeH es un isomorfismo de cuerpos.

8) Si a=a°+_a)elH, se llama moédulo de a al real positivo |a| que verifica:

|a|2=a2+|_a) 2
o —

2 — — . . -1_a
Se prueba que |a|“=aa=aa. En particular se tiene para a#0: a =—

|a|
9) Un cuaternio es puro, si y solo si su cuadrado es un real negativo.

. . . 2 2
Concretamente, se tiene la equivalencia: ael'ﬁ ® a =-|a| .

10) El conjunto $°=(aeH: |a|=1} es un subgrupo multiplicativo de H"=H-{0}.

1.1 El grupo topolégico s° como recubridor doble de SO(3).

Un grupo topoldgico es un grupo G, dotado de una topologia que hace
continuas las aplicaciones producto, e inversa. As{ s° como subespacio de H, y
SO(3) como subespacio de [R9, tienen estructura natural de grupos topolégicos.

Identificaremos de manera obvia SO(3) con SO(R) en cuanto se haya fijado



en B una base ortonormal positiva e=(i, j,k).

TEOREMA:
Si quH*, entonces para cada xel es qxq-leﬁ y la aplicacién:
p :Pox —gxq R
es una TO+ de B. Por otra parte, la aplicacion:
p H 34—, €SO(H)

es un epimorfismo con nicleo IR Fmalmente, la restriccién:

p:Sasq —)pquO(ﬁ)

es un epimorfismo con nicleo {-1,1}.

Demostracioén:

Nétese que para qelH*. xeh es (qxq-l)2=qx2q_l-x2--|x| Asi Py define una
transformacién ortogonal en B que es homomorfismo. Ademas p —1d & quR (ver
propiedad 5)).

Analicemos para qu3 la TO p ﬁ—)ﬁ veamos que es un giro:

Como |q| =q +|q| , existe un udnico angulo ¢ con q =cos 9, |q|—sen o.

Probaremos que p es un giro de eje orlentado <q> y angulo 2 9.

Sea iefl un vectorqunitario en la direccién de El) Se tiene entonces:

q=cos ¥ +i sen ¢
construyamos e=(i, j,k) base ortonormal positiva de B. Entonces:
P, (i)=qiq'=i (identidad en C)
p (J)—qu =(cos © + sen ®)j(cos ® -i sen ®)=j cos 20 +k sen 29
p (k)—qkq '=(cos © + sen 9)k(cos ® -i sen 9¥)=k cos 289 -j sen 29

que corresponde a la representacion matricial del giro anunciado.m

COROLARIO: (Témese B=R°)

a) La aplicacién p:S‘x,3 —>S0(3) es un recubridor de dos hojas para SO(3).
Denotando por P(RY)=P(H) el espacio proyectivo real de dimensién 3:

b) La aplicacién p:lH“i —5S0(3) induce un homeomorfismo entre P(R') y SO(3).m
En consecuencia, SO(3) es conexo, compacto y tiene a Zz como primer grupo

de homotopia.
2.2 El grupo topolégico SE(3).
La aplicacién IEaxSO(3)9(a,K)—)[; % ]ESE(3) define un homeomorfismo que

permite identificar a=(a,7), y K=(O,K). La aplicacién es un isomorfismo de

grupos si se dota a IEaxSO(3) del producto:



(a,X)(b,B)=(a+Rb, KB)

Por otra parte, las restricciones:

(IE3,+)aa—)[; 9 ]eSE(3), So(3)s3 —>[(1) 9 ]eSE(3)

definen monomorfismos de grupos, que permiten "sumergir” en SE(3) el grupo
aditivo IE3, que constituye asi el grupo de las traslaciones T3 de SE(3), y el
grupo (multiplicativo) SO(3) que determina el grupo GO(3) de movimientos que
dejan fijo el origen de E. Nétese que SE(3)=T3 G°(3), y T3nG°(3)=(id),pero
este producto no es directo.

La versiéon no analitica de este resultado es la siguiente:
TEOREMA

Sea T(E) el subgrupo de las traslaciones del espacio afin euclideo E.

Fijado o€E, la aplicacién:

¥ :SO(E)sf —¥ (FIeSE(E) con ¥ (F):Esa —0+T(0d)eE

es un monomorfismo de grupos, cuya imagen GO(E) estd formada por los
movimientos que dejan al punto o fijo.

Por otra parte, T(E)nG _(E)={id}, T(E) GO(E)=SE(E) y la aplicacién:

ExSO(E)s(v,T) —>t_o¥_(f)eSE(E)

es un homeomorfismo.

-10-



SECCION 3
LOS MOVIMIENTOS COMO GRUPO DE LIE
Supondremos conocida la teoria de torsores expuesta en el apéndice. Las

referencias utiles para esta seccién son [3], [5], y [6].

1.1 Parametrizaciones de los grupos SO(3) y SE(3).

Un grupo de Lie, es un grupo G con una estructura de variedad
diferenciable, que hace diferenciable a la aplicacion: GxG3(a,b) —sab 'eG

Los grupos SO(3) y SE(3) tienen estructura de variedad diferenciable como
subvariedades regularmente inmersas de R’ y R'Z respectivamente, y respecto a
esta estructura, son grupos de Lie.

Por otra parte, la estructura diferenciable para SO(3) puede deducirse
también a partir de la estructura diferenciable de 53, por medio del
recubridor de dos hojas p:S3 —>S0(3) establecido en 2.1, y la de SE(3) como
variedad producto lR3xSO(3). Estamos interesados aqui en establecer algunas
"cartas” o parametrizaciones locales mas o menos estandar de estos grupos.

Como es sabido, una carta de una variedad diferenciable M de dimensién n,
puede verse como una terna (U,U,p) donde U es abierto de M, U es un abierto de
R" (o de un espacio vectorial euclideo n-dimensional), y ¢:U —U es un
difeomorfismo. La aplicacién inversa <I>=qp_1:U —>U se denomina parametrizacién
local.

Como cuestién previa puede establecerse el siguiente:
LEMA:

A partir de una carta (U,U,p) de SO(3) puede obtenerse otra carta (U,U,9)
de SE(3), donde ﬁ=[E3xU, G=[E3xU y

9:0a(a,R) —(a,p(R))el

la aplicacién inversa 3=_¢71 es tablece una parametrizacién.m

Curiosamente, todas las cartas que aqui vamos a establecer sobre
SO(3) tienen por dominio U=SO(3)-{simetrias respecto a ejes}. Una carta (U,p)
de estas caracteristicas puede "trasladarse" a un entorno de una simetrfa ¢
respecto a recta, teniendo en cuenta que L0:SO(3)3g —0.86S0(3) es

diferenciable, y definiendo ¢¢:0U —(U)=U mediante el diagrama: (o%=id 1)
L
u—2 5 U

N

Partiendo de la aplicacién p:!‘»3 —S0(3) establecida en 2.1 se pueden

-11~-



construir algunas parametrizaciones geométricamente interesantes de
S0(3)=SO(#) (Témese ﬁ=(E3). En efecto, la aplicacién "parte pura”
D 2eh
p:IHaa—(ao,a) —ae
induce un difeomorfismo de S§=(q653:qo>0) sobre la bola D =(vef: [v[<1}. La

composicién & definida por:

g3

\ llJ’c)so(ﬁ)

establece una parametrizacién siendo U=SO(ﬁ)-G(1r), donde G(wx) denota al

-1
PP,

cerrado de SO(I-ﬁ) de las simetrias respecto a ejes. Se tiene asi:

Parametrizacion &:
La aplicacién :0° —SO(H)-G(r) tal que:
®(0)=id, y <I>(3)=G(<3>,2 arcsen(lzl) si veD’~(0} [arcsen:(O,l) —(0, %)]

es una parametrizacién local de SO(Tﬁ).I

Sea Il-ll=((1,5)):5)eﬁ)cll-l. Entonces Hl es espacio afin euclideo con direccién
ﬁ, y su extensién proyectiva ﬁl=|l~IlUIP(ﬁ)=P(Il~I).

Componiendo & con la proyeccién estereografica de 53 —>IHI, se obtiene:

Parametrizacion ¥

La aplicacién ¥:H l—)SO(ﬁ)-G(n) definida por:

¥(1,8)=id, y ¥(1,3)=6(<2>,2 arctg(|3|) si 3eh-(3) [arctg:(0,+oo) —s(0, %)]
es una parametrizacién local de SO(ﬁ).
Difeomorfismo ¥:

Por otra parte, la aplicacién @:ﬁfﬂ’(ﬂ-l) —5SO(R) que coincide con ¥ sobre

|H1’ y @([3])= Simetria de eje <> para todo [3]eIP(I'ﬁ), define un difeomorfismo.

EJERCICIO: Analicese geométricamente la parametrizacién ¥ de SE(IHI) obtenida
de ¥ a través del LEMA 1.

Analizaremos ahora otro tipo de parametrizacion que involucra el
espacio de torsores Jor(E) del espacio afin euclideo E, y tiene mds interés

de cara al estudio de la cinematica del sélido rigido.

Parametrizacion exponencial:
Si VeJor(E), entonces V:E —>E. Se define V°=idE, V1=V, y por induccién
para k>1 V=, Noétese que Vk:E —>ﬁ es una aplicacién afin que no tiene

porqué ser torsor. Cosidérese la serie:
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k=00

T= 1 _k

T!V (3.1.1)
k=0
y nétese que de ser convergente, definirfia un endomorfismo afin de E.
PROPOSICION 1:

La serie anterior define un elemento T de SE(E) que denotamos por exp(V).

Demostracién:

Fijado e=(eo,gl,32,23) SR en E, V admite una representacién matricial de

la forma: Ve= [?r‘—g], donde S es una matriz cuadrada de 6rden tres

hemisimétrica. Es decir S+S'=0. Es claro que la convergencia de (3.1.1).
k=0
depende de la convergencia de la serie: Z —%{-,(Ve)k pero:

k=0

11 O 1 {O] O 2 0 0 k+1 0 0
) o) () S5

€ o] I € u| S € S u Sz € Sku Sk+1
k=00

S 1 _k . 1 0

Denotando por e =exp(S)= T'S ,se tiene entonces: Te= S s Y

: e"ul e

k=0

_— . e S .
para ver que T es movimiento, es suficiente ver que €~ es matriz ortogonal.

t t
. t . S, S\t_S (S)_S+ _ 0
Como las matrices S y S conmutan, se tiene: e (e”) =e’e "~ '=e” ~ =e =I.

trz(s)__0

Por otra parte, det(es)=e =e =1, por lo que T es movimiento directo.m

Analicemos ahora el significado geométrico de la aplicacién exponencial:

PROPOSICION 2
Si VeJor(E) es un torsor de vector (_o), eje central Q, y médulo de

deslizamiento A, entonces T=exp(V), es un movimiento helicoidal de eje Q
> N ®
(orientado por w), éngulo |@|, y vector de deslizamiento A
|6
Demostracion:

Témese un SR € en E, de forma que la matriz Ve sea de la forma:

o] o o o 1] o o 0
A 0 0 0 A 0 0 (0]

V8= 0 0 o - 1 , asi se tiene: exp(Ve)= 0 0 cos o -sen o
0 0 w 0 0

0O sen wl cos wl

[

Denotando por ©&(m) al conjunto de torsores de E cuyo vector asociado
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> o > o
®, verifica |@|<m, se demuestra el siguiente

TEOREMA:

La aplicacién exp:Tor(E) —SE(E) es suprayectiva, e induce un
difeomorfismo de &(w) sobre el complementario de las simetrias respecto a
rectas.

3.2 Una nota sobre el espacio tangente.
Sea A un espacio afin de dimensién m, con direccién R. si 7:(a,b) —A es

una curva diferenciable, entonces para Te(a,b), w(tiﬂrieﬁ), y se define:
dy _ ﬂti'ﬂ‘ri 3
=4 = — "¢
dt 't=t t-t

se denomina a ¥’(T) vector tangente a la curva ¥ en t=t. Cuando =0, se dice

gt

que ¥ es una curva por p=y(0)eA que define el vector tangente ¥’(O).

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, regularmente inmersa en
A. Fijado peM, el espacio TPM tangente a M en p, se puede interpretar como el
conjunto de todos los vectores ¥’(0), cuando ¥ es un curva por p contenida en
M. Asi TPM puede considerarse un subespacio vectorial de & con dimensi6n n.

Si M y N son dos variedades, y f:M —N es aplicaciéon diferenciable,
entonces para cada peM, la aplicacién df(p), diferencial de f en p, es una

aplicacién lineal de TPM —)Tf (p)N, que puede definirse de la siguiente forma:

df (p)(y’(0))=(fox)’(0)

para toda curva ¥ por p.

3.3 Algebra de Lie del grupo de movimientos direcfos.

Sea E espacio afin euclideo orientado. Estamos interesados en conocer
cual es el caracter geométrico de los elementos del espacio tangente TlG en la
identidad 1 del grupo de Lie G=SE(E) de los movimientos directos de E.

El conjunto A de endomorfismos afines de E, tiene estructura de espacio
afin sobre el espacio vectorial R de las aplicaciones afines de E en E. Esta
estructura viene definida por la igualdad:

F2(p)=T(p)a(p) para todo f,geh, y todo peE
Como G=SE(E) es una subvariedad de A, es de esperar que los elementos de

TIG se puedan representar como aplicaciones afines de E en E:

TEOREMA: T1G=f’]'or‘(E).
Demostracion:

Si VeJor(E), entonces la curva y:Rat -—>etveG es diferenciable, y ¥(0)=1.
Ademas, 7’(1:)=Voervy en particular 7’(0)=Voe0=Vol=VeTlG. Asf 27or(E)§TlG.
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Reciprocamente, sea g:(-a,a)at—égteG curva diferenciable con g0=l, y sea
dg

V=T: lt_°=g’(0):E —E. si _g)tzg —E es la lineal asociada a g, se tiene:
d_g)t
V=—dt— t—o:g —)g Veamos que v es hemisimétrica. En efecto: si u,veg, la

aplicacién (-8,3)at ——)(é)tu).(gtv)elR es constante. Calculando su derivada en

t=0 queda:

0= [ﬂi:_‘” |t=°] @@ w. [d(%-:v) |t=o] V). v+u.V(v)
* Fijada geG la thaslacion a la iyquienda Lg:Gaa —>gaeG define un
dLg(l)=(Lg) +T,C —>TgG
aAL&'/jadaVeTlG, puede constrwinee un campa V en § can V(1)=V  definida pon:
V(g)=(Lg).(V)

Denatanda pon £(G) al espacic de campos sectonial de G insaniantes pon
tadas las thaslacicnes a fa izquienda, ce e que Vef(G), y que la aplicacion:
T,GsV —Vef(G)
es un inomorfiome lineal. €ama £(G) tiene estwictuna natunal de algebra de Lie

neopecta al conchete de %ie [ , ]decampooenG,ento:weoTlGadmueww
unica esthwuctuna de algebra de £Lie que hace al isamanfisma antenion,
lnomaonfioma de algebnaa de fie, y siene definida pan:
[V,WI=[V,WI1(1) pana tode V,WeTlG

:aalqe&nade&eTlGaALco:wt/uddaoekederwtapmgqueoeLdmﬁﬁca
mediante el inomonfioma antenion can £(G).

.9’LVegoedeﬁne£aaplicadmad4‘w1taadvpm:

adv: 9aW —[V,Wleg

que nesulta sen un endomonfiomo lineal de g. Por atha pade, oe prueba que el
campa V es campleta, y se denaota Rat —exp(tV)eG La cwwa integral de V que
pasa pon 1. £a aplicacion: exp:93V —exp(V)eG neaulla sen difenenciable y
define un difeomonfiome en un entonno de Oeg

* -
Lo que slgue a continuaclén escrito en letra "a mano” es véiido en un

grupo de Lie G arbitrario. Su comprensién requiere quiz&s de conocimientos
algo més profundos de Geometrfa Diferencial, no obstante su lectura no es
estrictamente necesaria para la comprensién de estas notas.
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TEOREMA:
Si V, WeJor(E), entonces VoW—WoVe?Tor(E), y la aplicacién:
Tor(E)xT or(E)>(V,W) —VoW-WeVeTor(E)
define en Jor(E) una estructura de &4lgebra de Lie.
Pon atha pante, esta estwictuna caincide con la definida pon G, cuanda ae
conwidena a Jor(E) espacia tangente a G en 1, y exp(V)=eV pana tedo VeJor(E). -
Daremos una descripcién explicita de este algebra de Lie Jor(E) usando
un sistema estandar de generadores:
Si e=(o,_1),]),fc)) es un SR de E, construimos (I,],K,i, j,k) base de Jor(E),

de la siguiente forma: (se identifica VeJor(E) con su matriz respecto a &)

(0 (0] (0] 0) (0 (0] 0 0) (0 0 0 0)
=/t o o o ,lo o o o . fo o o o
0 0 0 o]’ {1 0 0 o)’ 0 0 0 0
o o o o (0o o o o 1 o o o
(o 0O o0 0 (0 0 o0 0 (0 0 0 O
i= 0 (0] (0] of. ._lo (0] (0] 11, k= (0] o -1 (0]
o o o -1'¥lo o o of*lo 1 o o
o o 1 o |0 -1 o o 0 o o o
obteniendose la siguiente tabla para el corchete:(el primer factor, es el
horizontal)
i J k I J K
i 0 2k|-2j1 O 2K[-2]
J |-2k| O 2if-2K| O 21
k 2j|{-2i| O 2J(-21| O
I (0] 2K|-2J| O 0 0
J |-2K}] O 21| O 0 0
K 2J|-21I| O 0o (0 0

A partir de aqui se pueden obtener todas las subdlgebras de g salvo
isomorfismos:
{0}, <i>, <D, «i,I>, <1,)>, <i,j k>, «i,J,K>, <i,LLJ,K>, g
que se corresponden con los subgrupos continuos de SE(E) establecidos en la

seccién 1, gracias al siguiente resultado:

PROPOSICION:

Yea G un grupa de Lie con algebra de Lie g Eaiste una convespandencia
biyectina entne lao subalgebran de Lie de g y Loo oubgrupos continuce de G
Eala conrespondencia siene dada a thaves de la aplicacion exponencial mediante
La siguiente negla :

4 la subalgebna b de g Le cornesponde el subgrupa H genenade pon exp b
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SECCION 4
LOS MOVIMIENTOS COMO GRUPO RIEMANNIANO
La referencia para este apartado es [6]
4.1 Breve apunte sobre variedades riemannianas.

" Una variedad riemanniana, es una variedad M, dotada de una métrica
riemanniana, entendiendo por tal, una estructura euclidea en cada espacio
tangente TpM, que varfa diferenciablemente respecto al punto. Si u,veTpM,
<u,v> denota su producto escalar.

Sea o¢:[a,bl] —M una curva diferenciable. Se llama energia de ¢ a:

b
Ec)= 4 I :o"(t),o’(t)>dt

El siguiente problema tiene un profunda relacién con el analisis
geométrico del movimiento inercial de los sistemas mecdanicos:
"Dados dos puntos p,qeM se plantea la cuestiéon de determinar las curvas ¢ en M
(parametrizadas en un intervalo fijo) que minimizan el valor de la energfa".

La solucién de este problema, que involucra complicadas técnicas de
calculo de variaciones, a grandes rasgos puede expresarse asi:

Si los puntos p y q son "préximos", la solucién ¥ es ‘Gnica.

Las curvas y que minimizan localmente la energia se denominan geodésicas
de M, y se obtienen como solucién de un sistema lineal de ecuaciones

diferenciales de segundo orden. Geométricamente esto significa lo siguiente:

TEOREMA  Para cada peM y cada veTpM, existe una Unica geodésica ¥, por p

que define el vector v. (es decir, 7v(0)=p y 7"/(0)=v)-

Sea f:M —N es un difeomorfismo entre variedades riemannianas. Se
dice que f es isometria, si en cada punto peM la aplicacién df(p) define
isometria (lineal). Si ¥ es una curva en M, entonces foy es una curva en N,

con la misma energia que y. Por tanto las isometrias preservan las geodésicas.

4.2 Métricas invariantes en un grupo de Lie.

Un grupo riemanniano es un grupo de Lie G que es variedad riemanniana. Se
dice que la métrica es invariante por traslaciones a la izquierda, si las
aplicaciones:

Lg:Gaa —gaeG
definen isometrias. La métrica se llama biinvariante, si ademas son isometrias
las traslaciones a la derecha:

Rg: Gaa —ageC

-17-



Sea G un grupo de Lie ) con algebra de Lie ,g=TlG. Fijado en g un
producto escalar euclideo, podemos dotar a cada TgG de una métrica, imponiendo
que la aplicacién (Lg) «9 ——)TgG sea isometria lineal. La métrica asi obtenida
es invariante por traslaciones a la izquierda. Se plantea entonces el problema
" de determinar un criterio para reconocer cuando una métrica en g da lugar a
una métrica biinvariante en G. Los resultados en este sentido que nos van a
interesar en estas notas estdn resumidos en el siguiente
TEOREMA:

Supéngase G conexo, y <,> una métrica en su algebra de Lie g. Entoces la
métrica extendida a G es biinvariante, si y solo si para todo Veg la
aplicacién ad,;: gsW —I[V,Wleg es hemisimétrica.

Por otra parte, si la métrica es biinvariante, entonces para cada Veg la

aplicacién Rat —exp(tV)eG es una geodésica.

4.4 Una clase de métricas biinvariantes en SE(3).
Considérese SE(E) el grupo de movimientos directos en el espacio

afin euclideo E.

LEMA:

Si 6=(1,J,K,i,j,k) es un sistema generador de Jor(E) cuyo corchete de lie
verifica la tabla 3.2, entonces la métrica en Jor(E) que hace a € base
ortonormal, se extiende a una métrica biinvariante en SE(E).

Demostracién:

Por el Teorema final de 4.3, es suficiente comprobar que para todo
VeJor(E), adv:ffor(E) —>Jor(E) es hemisimétrica respecto a esta métrica, o de
forma equivalente, que su matriz respecto a 6 es una matriz hmisimétrica.

Pero esta comprobacién es suficiente hacerla sobre los elementos de 6.

Una inspeccién inteligente a la tabla concluye la demostracién. m

Supéngase ahora fijado el SR e=(o,'i:‘,]),fc)). y sea 6=(1,],K,i, j, k) el siste-
ma generador de Jor(E) establecido en 3.2.
Nétese que para A>0, el sistema 6A=(?\I,?\J,7\K,i, j.k) verifica también la

tabla de 3.2 y por el lema, la métrica <,>, en Jor(E) que hace ortonormal a

A

6;\, también es biinvariante. Por supuesto, también son biinvariantes todas las

- .
En lo que slgue, puede suponerse sl se qulere que G=SE(E) y g=Tor(E)
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del tipo u<,>, con w>0.

Concretamente una de éstas métricas viene definida por la férmula:

<V,W>=Traza [(Ve)(We)t] para todo V,WeJor(E), siendo Ve’ We las

representaciones matriciales de V y W respecto a la base e de E.

NOTA FINAL:

Considérese el recubridor de dos hojas p:S3 _>SO(R) establecido en 2.1. La

estructura riemanniana natural de $° puede trasladarse a SO(®) mediante p-
Pues bien, la métrica asi inducida en SO(ﬁ) es métrica biinvariante. Esto

proporciona cierta intuicién geométrica sobre la proximidad en distancia

riemanniana entre dos elementos de SO(ﬁ).

153 hay definido un operador exponencial natural:

Si aeﬁ, e? se corresponde con la suma en el cuerpo H de los cuaternios de la

k
. a a . . .
serie Z—k—. Como era de esperar, e coincide con exp(a) en el sentido de los

Por otra parte en B=T

grupos de Lie, y en el sentido de las variedades riemannianas:
La aplicaciéon t —exp(ta) define la geodésica por les® que determina el vector
tangente aeTlsa, que describe un circulo maximo en 53.

Es un interesante ejercicio, el tratar de de analizar el significado

geométrico de estas afirmaciones en SO(ﬁ) a través de p.
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SECCION 5
DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO
La referencia general para esta seccién es [1] Cap 6. Otras referencias

apareceran a lo largo del texto.

5.1 Descripcion geométrica del espacio de posiciones de un sélido.

Desde un punto de vista formal, un sélido rigido puede considerarse como
un par (&,p) donde & es un espacio afin euclideo tridimensional orientado, y
p:& —[0,+w)cR es una funcién acotada, integrable y con soporte compacto ¥,
tal que <¥> (subespacio generado por ¥) es igual a &. Se denomina a p funcién
densidad de masa.

En la practica, una vez fijado un sistema de referencia cartesiano

euclideo positivo (brevemente, SR), e=(o,-1>,_j),i()), un sélido rigido siempre

a

puede "representarse" en la forma (& 3.p) siendo €3={ [;]:a= a; eIR3} el espacio
. : a
3

afin euclideo canénico de las coordenadas cartesianas.

Fijemos E un espacio afin euclideo tridimensional orientado, que
interpretaremos como el espacio en reposo. Una posicién del sélido en E, es
por definiciéon una isometria directa P:&?3 —E. Si aeé?3 es un punto del sélido,
entonces P(a) se interpreta como la posicién del punto a en E. Nbtese que ae&?3
representa también las coordenadas de P{a) respecto a Pe.

Al conjunto de todas las posibles posiciones P del sélido, lo denotamos por M
y lo llamaremos espacio de posiciones.

El espacio M de posiciones tiene estructura canénica de variedad
diferenciable. En efecto, si e=(e°,gl,gz,5)3) esun SRen Ey xezE —>€3 son las
coordenadas cartesianas inducidas, para cada posicion PeM se define PseSE(B)
por:

€—P;>E

P€=x€oP: 3;\ lxe
€\
La aplicacién .Ms:MaP——-—)PseSE(B) es una biyeccién que da estructura de
variedad diferenciable a M. Esta estructura no depende del SR en E tomado,
pues si e=£Q (QeSE(3)) es otro SR en E, entonces: x8=Qox-£ y por tanto

P =x€oP=QoxEoP=QP-£. Asi denotando por L_:SE(3)3sA——QAeSE(3) la traslacién por

€ Q

la izquierda en SE(3) se verifica la conmutatividad del diagrama:
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M-
M -_-L>SE(3)

AN L
M:\ Q
SE(3)

Otro planteamiento que no involucra a priori el SR € es el siguiente:
El grupo de movimientos directos de E, SE(E) actua de forma natural en M

como grupo de difeomorfismos de la siguiente manera:

8—P—->E

A:SE(E)xM3(8,P) —2 1 (P)=8oPeM: %;\\ l@
E
Esta actuacién es simplemente transitiva, es decir, Si A,BeM existe un
Unico €SE(E) tal que doA=B. Asi, Si OeM es una posicién, el difeomorfismo:
E,:M5A —0 cA€SE(E)
da a M estructura de grupo de Lie que denotamos por Mo'
Si OeM es otra posicién, sea $€SE(E) con $.0=0, entonces para cada PeM se
tiene: EE(P)=(<I>oO-1)oP=O—lo(Q_IoP)=E7?(A°-1(P)) y por tanto el diagrama:

M—2 M

° NSE(s)

es conmutativo, y A. establece un isomorfismo entre los grupos M0 y ME'

(]
Supuesto fijado ahora el SR € en & que identifica € y 83, tomando €=0(e),

se tiene entonces la identificacién E°=M€:M —SE(3)=SE(&).

Noétese por otra parte, que M es una variedad sumergida en el espacio afin
A de las aplicaciones afines de 83 en E, que tiene por espacio vectorial

asociado el espacio R de las aplicaciones afines de 83 en E.

5.2 Descripciéon geométrica del espacio de estados de un sélido rigido.

Un movimiento del sélido, viene dado por una curva diferenciable
P:Ist——P(t)eM. El parametro telSR representa el tiempo, P(t) es la posicién
del sélido en el instante t, siendo para cada aegs, P(t)a la posicién del
punto a del sélido en el instante t. Supuesto que O€l, se dice que P es un

dP

movimiento del sélido por P =P(O)eM, y Jc =P’(0) representa un vector

|t=0
tangente de M en P que se denomina velocidad inicial del sélido.
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Los elementos de TM (como P’(0)) son aplicaciones afines de 83 en B,
estudiaremos cual es la propiedad geométrica que los caracteriza y cudl es su
significado cinematico:

El movimiento P(t) del sélido hace describir a cada punto peE la
trayectoria p(t)=P(t)oP_l(p), y en el instante t=0 tiene por velocidad v(p)=
=P’(0)oP ' (p). Como P(t)oP'=¢(t) es una isometrfa de E, se concluye que
¢’ (0)=v:E —E es un torsor que describe la velocidad instantdnea de cada
punto. Se obtiene asi el siguiente:

TEOREMA 1

Fijado PeM, se verifica que los vectores VeT_M son aplicaciones afines

V:83 —-)ﬁ tales que v=VoP ' es un torsor dePE, que representa el campo de
velocidades instantaneas de un movimiento P del sélido por P con P’'(0)=V.
En particular, usando la teoria de torsores, se deduce la existencia de
un tnico vector (eF de forma que para todo p,q€E se verifica:
v(q)=v(p)+§xp_q)

Se denomina a & velocidad angular instantdnea de giro definida por V en

Por otra parte, el conjunto Q de puntos peE tales que v(p) es paralelo a
8 constituye una recta afin de E con direccién 8. Se denomina a Q eje

instantaneo de rotacién.
Finalmente, se sabe que existe A€R, de forma que v(p)=7\§ para todo pefQ.
gl

Denominamos a A médulo de desplazamiento.

El par (Q,A) los denominamos invariantes geométricos de V en P, y
caracterizan geométricamente (como veremos) al movimiento helicoidal del
s6lido que produce sobre E la distribucién v=VoP™! de velocidades puntuales
inducida por V.

El siguiente diagrama esquematiza esta situacién, y permite definir el

torsor cinematico v en & :

3
o o o o e_P g
1 1 ul 0 ote e, 3
veB V=P lwep=| % F = v vV lv
2 3 1 \s
u | -w w 0 & P E
3 2 1

Observese que la matriz v es la representacién matricial de v en el
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sistema de referencia Pe, y describe analiticamente en dichas coordenadas la
distribucién de las velocidades de las particulas puntuales del sélido. Es

decir, si aegs, v(a) son las coordenadas de la velocidad de Pa respecto a Pe.

NOTACION: Cuando se considera V:&'3 —F como vector tangente a M en P
escribimos V=VP.
COROLARIO
Las aplicaciones T™aV, —5(P,VoP ' )eMxJor(E) TMaV, —>(P,?_loV)eMxﬂor(83)
determinan trivializaciones globales de TM, y escribimos:
V=V_=(P,VoP™)=(P,FoV)
Por otra parte, si $eSE(E) es (Ad,) ’(Vp)s(%P,?-loV). Es decir, la
actuacién de (Ad,) , €n TM puede verse sobre Mxﬂ'or(@s) asi:
(Ad,)’:Mxﬂor(es)a(P,v) —a(¢oP,v)eijor(€3)
La demostracién de esta ultima afirmacién puede hacerse asi:
Sea P(t) un desplazamiento que define el vector V en P. Entonces ®cP(t) es un
desplazamiento que define el vector W=(A¢) LV) en Q=%P, y asi W=3oP’(0)=3oV,
por tanto: WQE(Q,a-loW)=(Q,?—103_1030V)=(¢0P,?_10V).I
Existe un desplazamiento candénico que define el vector V en P. Es el
denominado desplazamiento helicoidal, que viene definido de la forma que
sigue: Tomando v=?-lov:€3 ——>§3, entonces para cada t la aplicacién
etvzé’3 —)83 es una isometria positiva. Se define P(t) mediante:
§

P(1:)=Poetv t",\ TP(t). Asi P’(O):?ov =V,
e N €

3

TEOREMA 2

En las condiciones anteriores la aplicacién H(t)=P(t)oP"\E —E define para
cada t un movimiento helicoidal de eje Q, angulo (orientado segin el sentido
de 8) igual a Ialt y médulo de desplazamiento igual a At.

Demostracién:

Sean (Q,A) los invariantes geométricos de VETPM. Fijemos un SR en E,

e=(e°,—e)l,—e)2,—e)3), tal que eer y <—e)l>=3. La matriz respecto a este sistema del
o] o 0 O
o A 0 0 0
torsor cinematico v=VoP = en E sera v =
€ 0 0 0 -wl
0 0 W 0



Podemos suponer sin pérdida de generalidad que P(e)=e y por tanto Pe=I’

1| o 0 0
tv At (] 0 (0]
con lo que Ve= ¥ P(t)8=e = lo 0 cos wlt -sen wlt .
(0] (0]

sen wlt cos wlt

Se obtiene otra demostracién mas elegante (sin usar la referencia e)
teniendo en cuenta que: H(t)=P(t)oP-1=Po(etv)oP_1=exp(tv):E —E cuya matriz
asociada respecto a € es justamente la Ultima que hemos escrito, y representa

para cada t el movimiento helicoidal anunciado.

5.3 Significado geométrico de la energia cinética.
Sea (€,p) un sélido rigido. Si ¥ es el soporte (compacto) de p, y dv es

el volumen canédnico de &, se llama masa del sélido m={dm, siendo dm=pdv.
¥

Supdngase que V es un vector tangente a M por la posicién P.
Se trata de determinar la energia cinética del sélido en el estado
definido por VP. Para ello debemos recordar como se deducen los torsores

cinemdticos v y v=v de VP a partir del diagrama:

v=vpi\¥ lf

La energia cinética del estado Vp tiene el valor:

W(V)=—;—J v(p).v(p) (poP'l(p))dvE
P(¥)
Teniendo en cuenta que (una vez fijado € SR en &), v representa la

matriz de v respecto a P(e) y que cada ae€ (=8"3) representa las coordenadas
de P(a) respecto a P(e), el cdlculo de la anterior integral, se reduce a

calcular en el espacio analitico 8"3 la integral:
W(V)= o f v(a).v(a) dm
y

(Se obtiene un argumento mas elegante, sin usar el SR e, aplicando el
teorema del cambio de variable).
TEOREMA La energia cinética W:TM —R es invariante por la accién del grupo
SE(E) |

sobre M. Por otra parte, W induce una unica métrica Riemanniana < ,> en M de
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forma que para todo VeTPM se verifica que:
W)= % <V, V>

Finalmente <,> induce a través de EO:M —SE(&) una métrica en SE(E) invariante
por traslaciones a la izquierda, que es independiente de la posicién inicial O
elegida. En particular, la métrica en M es invariante por traslaciones a la
izquierda en el grupo Mo para todo OeM.
Demostracion:
La identificacién TMeMxJor(&) definida por TM;VP —a(P.T’)'loV)eMxﬂor‘(ga) permite
escribir la accién de SE(E) sobre TM en la forma:($eSE(3))

(Aé)‘:Mxﬂor(g)B(P,v) —>(A¢(P),v)eMx30r‘(8)
y la energia cinética W:MxJor(€)>(P,v) — %— I ;v(x),v(x)>dmelR.
Esto prueba la invariancia de W por la accién de SE(E).

Por otra parte, la aplicacién:

Jor(&)xTor(€)a(u,v) —><u,v>=I<u(x),v(x)>dmelR,
¥

define en Jor(&) una f orma bilineal definida positiva, y W(P,v)=%<v,v>.
Tomando para U,VeTPM <U,V>=<T’)-1oU,T’)_1oV>, queda inducida en M la métrica

invariante por SE(E) pedida.

Si 0, OeM y #=000"'€SE(E) entonces el diagrama ,..\ 25 es
0

SE(6)
conmutativo. Asi si dotamos a SE(€) de la métrica que hace a Eo isometria,
entonces como AQ es isometria, también lo es 33'
Finalmente, la aplicacién SE(E)>® —)¢o=0_lo<l>oOeSE(8) es un isomorfismo de

grupos, y el diagrama:
A

M -——Q—) M
:‘0 :0
]

(o]

es conmutativo. Esto prueba que la métrica en SE(E) es invariante por

traslaciones a la izquierda, al igual que la definida en Mo.l

5.4 Calculo de la energia cinética: Elementos dindmicos de un sélido.

Fijado VeTPM, v=T’)_1oVe‘:Tor‘(€), nos proponemos hacer un calculo explicito



de la energia cinética W(V). Este célculo nos permitird introducir de forma
natural los invariantes dinamicos del sélido (&,p) de los que depende.
Sea »e€ la velocidad instantinea de giro definida por v. Es decir:

v(a)=v(o)+_¢3xo_a> para todo o,a€8

se tiene por tanto: W(V)=%J‘ v(a).v(a) dm=(§1+(5.‘2 con
¥

1 1 > =
= — . d G = —_ . dm
=73 IyV(a) v(o) dm =5 I;(a) (wxo0a)

Calculemos cada uno de los sumandos Gl, GZ:

_ _1 __1__ > —
(5.‘1— (5.‘u+(5.‘12 con GII-TJ‘yv(o).v(o) dm (5.‘12- > J‘yv(o).(wxoa) dm

(’;‘u=—; m v(o).v(o) representa la energia cinética de un sélido que

tuviera toda su masa concentrada en el punto o.

(’;‘12=——é—3.(v(o)xJ‘ o3 dm)=—%m 3.(v(o)xo_g>), siendo ge& el punto
¥y

definido por la condicién: m o_g> =I o2 dm.
s

LEMA
El punto g no depende del origen o tomado. Se denomina a g centro de gravedad

del sélido.

Demostracién:
Fijados o,ce€ , sean g y g tales que m o_g> =I 0a dm y m c_g> = e dm.
[+] [ [+] y [ y
Se tiene entonces: m c_g>c=I o3 dm= (c_o>+a>) dm=m co+ I oa dm=m (_&>)+o_g)o)=m
¥ b ¥

En adelante supondremos que el origen o tomado coincide con el centro de

gravedad g del sélido. En particular se tiene: o_g>=I 03 dm=0 y el sumando (5.‘12
¥

es identicamente nulo. Asi:

€ =¢ =— m v(o).v(o)

1 1

)=

Por otra parte, 2@2=Iv(a).(3xa>) dm=6.m(v) donde m(v)=I oaxv(a) dm es por
¥ ¥

definicién el momento cinético del sélido respecto a o. Se tiene:
m(v)=I 0ax(v(0)+ox0a) dm= U oa dm] xv(0)+3(2)

¥
Donde 3:?33 —>I o_a>x(3xo_a>) dmeg es el llamado tensor de inercia, que es un
¥
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tensor tipo Iii, métricamente equivalente al tensor J tipo Iig definido por:

3:§x§5(31,32) -—)3(31,32)=31.§(32)E|R. ¥y que también llamamos tensor de inercia.

Teniendo en cuenta que I oa dm=0 por ser o el centro de gravedad, queda:

¥’
1 22
@2—33(‘0;(0)
3(3,8)
Se denomina a I(w°)= 5 _') , momento de inercia del sélido respecto del eje
w.0

@ ,que pasa por O y es paralelo a @. Tenemos asf finalmente:

W(V)=€ +€ = % m | v(o) | % -—é— Iw) [3[ 2=é— m|v(o) | 2 _é_,' 3(3,8) (5.4.1)

El primer sumando (El representa la energia cinética de traslacién, y es
la energia cinética que tendrfa un sé6lido que tuviera su masa m concentrada en
(el centro de gravedad) o y se moviera con velocidad v(o).

El segundo sumando (52 se interpreta como la energia cinética de rotacién

con velocidad angular instantanea & alrededor del e je w.

OBSERVACIONES:

Fijada una posicién PeM del sélido, la aplicacién M=Pom es el momento
cinético (respecto al centro de gravedad) en el espacio en reposo E.

De hecho, si Po=e oY V es un vector de TPM y v=BloVeTor(€) se verifica:

M(v)=B(m(v))=B U

oaxv(a)p dvolg] I € va(p)(poP ) dvol
¥ P

(#)°

El momento cinético m(v) respecto al centro de gravedad o solo depende de
el vector 3 asociado al torsor y tiene por valor 3(3), escribiremos por abuso
de notacién m(v)=m(3), e identificaremos por tanto 3 con m. Andlogamente

escribiremos M(v)=M(3). Se tiene asi el siguiente diagrama:
g_P .2

l\¥ lu

Finalmente estableceremos una férmula atil para el calculo <V,F> siendo
V,FeTPM. Considerense los diagramas:

8——>E QL—E

féél‘o e__xl

Si o y o] son los vectores de rotacién de v y ¢ respectlvamente, usando (5.4.1)
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queda: 2 W(V)=<V,V>=<v,v>=m v(o).v(o)+m(3).3.
Como el vector asociado a el torsor f es ?“(3) (véase proposiciéon 7 del
Apéndice), se obtiene la férmula:
<V,F>=<y,f>=m v(o).f(0)+m(s).B (@)
Aplicando B a cada sumando y teniendo en cuenta que f’) es isometria queda:
m v(o).flo}=m V(0).Flo)  m(@).F (@)=(Pom)(@).B=M().8
y por tanto se tiene:
<V,F>= m V(o).Flo#M@).8  (5.4.2)

5.5 Andlisis geométrico del Tensor de Inercia.

El tensor de inercia 3 junto con el valor m de la masa y el centro de
gravedad oe&, proporcionan toda la informacién necesaria y suficiente para la
descripcién del movimiento inercial del sélido.

Es de esperar pues, que las propiedades geométricas del tensor 3 se
traduzcan en propiedades dinamicas del sélido.

TEOREMA 1
El tensor de inercia J es simétrico. Es decir:
3.8 =3(3).9 para todo 8.0 €8
1772 2" 1" 2
Demostracién:

Teniendo en cuenta la identidad ax(bxc)=(c.a)b-(b.a)c para a,b,ceé se
tiene:

(03x(3 x08)).& =I(08.03)s - (5 .03)631.5,=(03.03)(@ .8 )-(& .03)(03.3)
y la Ultima expresién es simétrica.m

Usando un resultado clasico de algebra lineal se tiene:

COROLARIO 2
. I - e k) 2
Existe una base ortonormal positiva &=(i, j,K) en 5 formada por
autovectores de 3. Es decir, si 3=w _1)+w ])+w -l-() entonces:
3(3,3)=I S A
R 55 5 1 12233
Donde Il=3(1,1), Iz=3( 1.4) 13=3(k,k) son las momentos de inercia de los ejes
que pasando por o tienen direcciones _1), 3), T<> A estos ejes se les denomina
ejes principales de inercia , siendo Il, Iz’ 13 los momentos principales de
inercia.
Llamaremos a e=(o,2) SR principal del sélido (brevemente SRP) y denotaremos

por X,y,z a las coordenadas respecto a este sistema.

-28-



DEFINICION 3
Se denomina elipsoide de inercia © al conjunto de puntos a€€ tales
que 3(_o_a),o_a))=1. Respecto a las coordenadas principales tiene por ecuacion:
2. .2 2
Ix"+ y'+1 z™=1
1 2 3

Si a€® entonces el momento de inercia respecto al eje oa definido por

3(oa,03) —,_ 1
o y a se escribe I(oa)= :)—’:) . Asf |od|= .
<oa, 03> vi(oa)

El elipsoide de inercia, junto con la masa total caracterizan totalmente

las propiedades dinamicas del sélido.

NOTA:
En la prictica, el célculo del momento de inercia del sélido respecto de

un eje w se obtiene mediante la integral: I rzdm, donde r:& —)IR denota la
funcién distancia a w.

COROLARIO 3.
Sea VeTPM, y v=l_>)_1oVe?Tor(8). Entonces si la matriz de v respecto al SRP e

0 I 0 0 0 T TR
u 0 -ow w v(o)=u i+u_j+u k
1 3 2 . 1 2Y '3
es v = = se tiene: y
u2 w3 ° -wl > e T T 14
0= i+w_j+w Kk
u -W w 0] 1 2 3
3 2 1
1 2 .2 2 2
W(V)= > [m (u L rug )+ Iw +12w2+13w3 ]
[ ]

En particular si el sélido es dindmicamente simétrico, es decir:
I=I =I =1
1 2 3

entonces la expresién de la energia cinética es:

W(V)=3 [m (wPruZrul)s 10 +wz+w§)]
5.6 Significado geométrico del principio de minima energia.
Sea (M,<,>) la variedad Riemanniana obtenida a partir del sélido rigido
(&8,p). Nuestro problema es el siguiente:
Supuesto que sobre el s6lido no actuan fuerzas exteriores, y dado VPETPM,
determinar el movimiento P(t) del sélido (compatible con las leyes de la
dindmica de Newton) tal que P’(0)=VP. Se denomina a P(t) movimiento inercial

del sélido.
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La solucién geométrica a este problema se obtiene a partir del principio
de minima energia:
Dado un movimiento del sélido Q:[to,tll——-;oM llamamos energia de Q a:

t
0

I<Q’(t),Q’(t)>dt
t

TEOREMA 1: (Principio de minima 1Energia): Ver [3]

Fijada una posicién PeM del sélido, existe un entorno U de P en M, tal
que para todo Po’ PleM, se verifica la siguiente propiedad: .

De entre la familia de todos los movimientos Q(t) del sélido tales que:
Q:[to,tll——;o‘l.lsM, Q(t‘))=Po y Q(t1)=P1’ existe uno y solo uno P:[to,tll —U que
hace mfnima la energia. Este movimiento es exactamente el unico inercial de la
familia.m

Dicho de otra forma: Los movimientos inerciales se caracterizan por la

propiedad de minimizar localmente la energia.

COROLARIO 2: Ver [5]
Las curvas de M que minimizan localmente la energia (y por tanto los
movimientos inerciales del sélido rigido), son exactamente las geodésicas de

la conexién de Levi-Civita asociada a la variedad Riemanniana (M,<,>) =

Para el caso de un sélido rigido dindmicamente simétrico, la solucién a

nuestro problema viene dada por:

TEOREMA 3

Si se verifica Il=IZ=Is=Il, entonces, fijado VPETPM, entonces el
movimiento inercial P(t) del sélido con P(O)=P y P?(O)=VP, es el movimiento
helicoidal definido por:

P(t)=Poe"™”

siendo v=B oV el torsor cinematico inducido por V en 6.
Demostracién:

Fijada una posicién de referencia inicial Oe€ y un SR principal € en &
(=€3),la aplicacién:

E,:MsA —0  oA€SE(E )

identifica a M con el grupo de Lie de matrices SE(€3), y ToM con el algebra de
Lie 9’or(€3). La métrica <,> en M induce sobre T0M=.°Tor(€3) un producto escalar
euclideo que viene definido por:

t 1 t
<v,v'>=m {(uu'+u u'+u U’ )+0(w 0'+w W'+w @’ )=m{u .W')+ = 1 Trz{uw .w
’ (11 22 33)(11 22 33) ( )2 ( )
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ol o o o o] o o o
u 0 -w W u’ 0 - w’
v= 1 3 2 |_ vl ! 3 2 |_
u w 0 -w ? u’ w’ 0 -w’
2 3 1 2 3 1
u | -w w 0] u | -w w’ 0]
3 2 1 3 2 1

Usando la teorfa cldsica de métricas en grupos de Lie, el resultado se
sigue de forma inmediata despues de comprobar que para todo vef’Tor(f;"s) la
aplicacién: adv:?Tor(gs)av’ —->[v,v’]=v.v’—v’.vefTor(€3) es hemisimétrica
respecto a este producto escalar, es decir:

<adv(v’),v”>+<v’,adv(v”)=0, para todo v,v’,v”e?Tor(S"a)

En efecto, la condicién anterior implica que la métrica <,> en M,
invariante por traslaciones a la izquierda, también lo es por traslaciones a
la derecha, y para este tipo de métricas, las curvas t —se' son geodésicas.
5.7 Teoremas de conservacion.

A partir de un estado VPeTPM del sélido, se pueden definir ciertas
magnitudes fisicas tales como energia cinética, momento cinético...etc. Se
dice que una magnitud es conservativa, si para todo movimiento inercial
P(t) del sélido, el valor de la magnitud en P’(t) permanece constante respecto
al tiempo. Por ejemplo, como consecuencia del corolario 2 anterior se tiene:
TEOREMA

La energia cinética es una magnitud conservativa.

Demostracién:

Nétese si P(t) es una geodésica de M, entonces W(P’(t))=%<P'(t),P’(t)>
es constante.

Todos los demas teoremas de conservacién pueden obtenerse a partir del

siguiente resultado valido en una variedad Riemanniana M cualquiera:

TEOREMA (de Noheter): Ver [6] pag 252 Lema 26.
Sea <bs, s€(~8,8) una familia uniparamétrica de isometrias de M, y <I>°=idM.
Supdéngase que para todo PeM, s——><I>s(P) es una curva diferenciable. Entonces:

Si P(t) es una geodésica, la funcién:

. d
t —<P (t), TS s=0(@s(P(t)))>
permanece constante.m
Consideremos en particular una familia uniparamétrica dada por

una aplicacién diferenciable (-8,8)3s — QseSE(E), ¢ =Id, y apliquemos el
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teorema anterior a AQ :

8
Expresaremos ahora el teorema de Noheter de forma mds explicita con

ayuda de los siguientes diagramas: (P(t) es un movimiento inercial del sélido)

€ P(t E e P(t E 2
f(t)l \E(t)lfl’ V(t)l \V(t)lv(t) ml \M(t)

2 \P 5\t 2\

B(t) B(t) P(t)

donde p=-3-| _(®)eTor(®), y Ft)= S | & oPt)=poP(t)eT M.
En el segundo diagrama V(t)=P’(t), y en el tercero, M(t)=B(t)om es la
aplicacién momento cinético en el espacio en reposo para el instante t.

El teorema de Noheter afirma entonces que <V(t),F(t)> es constante.

Si fleF es el vector rotacién asociado a ey O(t) es el vector rotacién
asociado a v(t), usando la férmula (5.4.2) se verifica:

<V(£),F(t)>= m V(t)(0).F(t)(o)+M(t)@(1)).8= cte  (5.7.1)

COROLARIO: Ley de conservacién de la velocidad del centro de gravedad.
Supuesto P(t) un movimiento inercial del sélido, entonces la velocidad

P’(t)(o) del centro de gravedad permanece constante.

Demostracién:

Manteniendo las notaciones anteriores, tomemos ueg un vector arbitrario,

y sea QS:EBX —x+sueE, entonces qp=—g—s L_O(Qs):E _)]':_‘ es el torsor constante
¢:Eax —>ueg, cuyo vector rotacién asociado es 8=0. Por (5.7.1) queda:
m V(t)(0).F(t)(o)=m V(t)(0).@(P(t)(0))=m V(t)(0).u= cte

Como ueE es arbitrario se concluye que P’(t)(0)=V(t)(o) es constante.m

COROLARIO: Ley de conservacién del momento cinético.
En un movimiento inercial P(t) el momento cinético respecto al centro de
gravedad en el espacio de reposo, permanece constante.
Demostracion:
Por el resultado anterior, V(t)(o)=ueE es constante. En consecuencia
el centro de gravedad describe una trayectoria en E de la forma:

P(t)(o)=e0+tu, con e0=P(0)er (5.7.2)

Fijemos un vector 820 arbitrario de E y sea QO el eje de E que pasando
por e tiene la direccién de ﬁ Tomando e=(e0,31,32,33) un SR en E tal que E)l

3=|3|E)1 tomemos <I>s de forma que:
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1| o o 0 ol o o o
0 0 0 0 d 0 0 0 0
(q’s)e: 0 0 cos|a|s —sen|§|s - Si ¥=3s s=0(¢s) €S P:~lo 0 o -|a|
0 0 senlals cos|a|s 0 0 |a| 0

con lo que ¢:E —F es un torsor de vector de rotacién § que verifica ¢(eo)=0.

Manteniendo las notaciones previas por 5.7.1 se tiene:

m u.F(t)oHM(t)@(1).3= cte
Usando ahora (5.7.2) analicemos el primer sumando:
u.F(t)(o)=u.¢(P(t)o)=u.¢(eo+tu)=u.(qp(eo)+t3xu)=t[u.(axu)]=0

Queda entonces M(t)(@(1)).8= cte, y como g es un vector arbitrario,
necesariamente M(t)(@(t)) es constante.m
5.8 Ecuaciones de Euler.

Sea P(t) un movimiento inercial del sélido. Considerese el diagrama:

€ P(t E
v(t)l \V(t)lv(t)
2 B

B(t)
sea @(t) el vector rotacién asociado a v(t), m(t)=m(B(t)) y M(t)=B(t)(m(t)).

Por la ley de conservacién del momento cinético se tiene: M’(t)=0. Asi:
0=(B(t)m(t))’ =P’ ()m(t)}+B(t)m’ (1)=V(£)(m(t))}+B(t)m’ (t)
Aplicando a los dos miembros la isometria B (1) queda:
0=V(t)(m(t))+m’ (t)=B(t)xm(t)+m’(t)

y se tiene asi el siguiente resultado:
TEOREMA

Si P(t) es movimiento inercial, y 3(t) es el vector de rotacién de
v(t)=P’(t)oP(t)”", entonces se verifica la identidad:

dm ((t)

Tdt

COROLARIO: Ecuaciones de Euler.
_)
J

En las hipétesis anteriores, fijado en & un SR principal e=(o,_1), ,l_c)),

=m(3(t))x3(t) o0 mas brevemente: m’=mx3

y siendo V(t)=?-l(t)ol”(t), entonces para wi=wi(t) ... etc la matriz:

0 | o 0 0 T T
u 0 -w w 0| O v(t)(o)=u=u i+u_j+u k
1 3 2 17 2Y '3
v(t) = =
eyl v, 0 -o u | w > 3 3
wt) =w_ i+w j+o k
u | -e, o 1 2 '3

satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

-33-



dwl dwz dw3
I —r=-Llwe, I — =(13-Il)w3w1 13T=(11'IZ)“’1“’2 (5.8.1)

dul du2 du3
—gF = 42U, % = Y9N, —gF T 49, e (5.8.2)
Demostracion:

La base (?,j,f()) es una base de autovectores de m=3 con autovalores
respectivos los momentos principales de inercia 11’ 12, 13. Asi:

m(3)=(Ilwl)?+(12w2)3+(13w3)i(>

El primer grupo de ecuaciones se obtiene como consecuencia de la igualdad

m’=mxs.

El segundo grupo de ecuaciones se obtiene derivando los dos miembros de:

B(t)u(t)=V(t)(o)

Por el teorema de conservacién de la velocidad del centro de masas, la
derivada del segundo miembro es identicamente nula, y la del primero:
0=(Pu)’=V(u)+Bv’. Aplicando a los dos miembros B! queda:

=V(u)+u’=Bxu+u’. Por tanto:
w=uxe

que equivale a las ecuaciones referidas.m

OBSERVACION:

Nétese que pueden resolverse primero las ecuaciones (5.8.1) y con los
valores wi(t) obtenidos, se resuelven las (5.8.2).

En particular si Il=12=13=ll, entonces las wi son funciones constantes, y
las ecuaciones (5.8.2) son lineales. El movimiento obtenido es de tipo

helicoidal tal como se adelantaba en 5.6.
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APENDICE
TEORIA DE TORSORES
En lo que sigue, E es un espacio afin tridimensional euclideo orientado
con direccién E. El producto u.v, representara el producto escalar de los
vectores u,veg
DEFINICION 1: Torsores
Un torsor en E, es una aplicacién afin V:E —E tal que su aplicacién
lineal asociada V:E —E es hemisimétrica, es decir:
V(u).v+u.V(v)=0
PROPOSICION 2: Algebra de Lie de los torsores.
El conjunto Jor(E) de todos los torsores de E tiene estructura natural de
algebra de Lie.
Demostracion:
La suma de torsores, y el producto de un escalar por un torsor, se
definen de forma natural.
Si V,W son torsores, entonces se prueba que:
[V, WI=VoW-WoV

es un torsor, y define un corchete de Lie.m

PROPOSICION 3: Vector # asociado a un torsor.
Si VeJor(E), existe un dnico vector BeF tal que se verifica:
V(p)=V(o)+axop
para todo o,peE.
Demostracién:

Fijamos E)=(e?,e_2),e:) un SR en E. Se tiene:

(222 3,22 2.2 2
V)(el)—(v)(el)-el)e1+(V)(el).ez)e2+(V)(el).es)es

Por tanto, la matriz de V) respecto a E) serd de la forma:

0 -w w
3 2
w 0 -w
3
-w w 0

> > > . . . .
Tomando (4.\=(4.v1e1+(4.\2e2+(4.\3e3 se comprueba mediante un simple célculo que si

> > > . . .
u=u € +u é +u € se tiene la identidad:
11 22 33
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5> 2
0 -v w u € € ¢
3 2 1 1 2 3
9 S -
(W=(e',e'e’)] w. 0 -w ul=le w w [=wxu
1' 72’73 3 1 2 1 2 3
w w 0 u u u u
2 1 3 1 2 3

Evidentemente el vector & es Gnico verificando tal propiedad, y se tiene

para o,peE: V(p)=V(0)+V(op)=V(o)+axop.m

PROPOSICION 5: Eje central Q y médulo de deslizamiento A.

Dado un torsor VeJor(E) con vector (_9)*0, entonces el conjunto Q de puntos
acE tales que V(a) es proporcional a I constituye una recta afin de E con
direccién <@> que se denomina eje central del torsor.

Por otra parte, existe un escalar a€R tal que para todo a€Q se tiene:

V(a)=ais
y la expresion de V, cuando se toma a€Q como punto de referencia es:
V(p)=ai+dxap
Se denomina a A=a|3| médulo de deslizamiento.
Demostracién:

Si Q#@, veamos que existe un ae€R, tal que V(a)=ai para todo aeQ. En
efecto, si a,beQ y V(a)=oc3, V(b)=33, entonces V(£)=(B-a)3=3x§)>. Asi a=B.

Por otra parte, (si Q#@) esto prueba que Q es necesariamente una recta
afin con direccién <Z)>>, ya que si a,bef:

V(aB)=V(b)-V(a)=oil-ai=0=0xab
Luego ab es proporcional a 3 Reciprocamente, si a€Q, peR entonces a+p.3€Q.

Probemos finalmente que Q+@:

Fijado un punto o€eE de referencia, buscamos un punto a€E tal que
V(a)=V(o)+@xoa=0s para algin valor de a€R, es decir,

oaxe=V(0)-oi
Usando la férmula (uxv)xw=(u.w)v-{u.v)w queda:
(@BxV(0))xa=|8| *V(0)-(2. V(o))
que puede escribirse en la forma:

[—1— (3><V(o))] 0 =V(o)—[a'w°)]3
2 2
o] ||

_)
De donde se deduce: oa= 1—2 (@xV(0)) y a=w'V(:)
o |o|

Dado un torsor VeJor(E) y e=(eo,gl,32,gs) un SR en E, llamamos
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representacién matricial de V respecto a £ a la matriz:

ol o 0 0 ) > 2> 2
Vie )J=uée+ ué+ ué
u 0 -W % 0 11 22 33

1 3 2
Ve= u (7] 0 @ > > > >
2 3 1 W=WEeE+ WeEéE+we
11 22 33

u -w (7] 0

3 2 1

Las ecuaciones de V en las coordenadas (xl) inducidas por € seran:

0 0 0 ]{ ] [
0 -W 7]
1 3 2 1|
w 0 -w -
2 3 1 2
- (7] 0
1 3

3 2
COROLARIO 6: Expresién matricial reducida.
Dado un torsor VeJor(E), existe un SR s:=(e0,_e:’l,_e:'2

s £ £,0

1
X
X
X

L
WeYN v =

,33) en E de forma que

la representacién matricial Vs de V respecto a € es:

o] o 0 o0

A O 0 0
Ve<l o 0 0 -o

o| o w O

Demostracién:

. . 2 — . . -
Témese eer eje central € unitario en la direccién de w.m

PROPOSICION 7:
Supongase & otro espacio afin euclideo orientado, y #:& —E una
isometria. Si V es un torsor de E con vector 3, parametro A, y eje central Q,

entonces @ 'oVod es un torsor en & con vector 3 () eje o (Q) y parametro A.
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