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Capitulo 1

Introduccion

Una de las caracteristicas que distingue al ser humano de los demds seres
vivos es su capacidad de formular preguntas sobre los més variados aspectos
de la propia wvida. Pero esa capacidad no dice mucho en su favor si, a su
vez, no intenta dar respuestas a tales cuestiones. El contenido y el fondo de
las respuestas ofrecidas depende, entre otras muchas variables, del punto de
vista desde el que se formule la pregunta ya que no se utilizan las mismas
armas para responderla. El cientifico, el filésofo, el tedlogo y, en general,
cualquier persona no utilizan en la misma medida la razén, la intuicién, la
fe, etc. por lo que es dificil que coincidan en la misma respuesta. Pero
estas diferencias no implican una incompatibilidad sino m&s bien pueden ser
aspectos complementarios de la misma realidad.

Ya en estas pocas lineas hemos nombrado una serie de conceptos (ser
humano, ser vivo, vida, persona, realidad) que todos usamos en nuestra vida
cotidiana y que han sido objeto de profundas y sesudas discusiones a lo largo
de toda la Historia. Desde los tiempos méas remotos el concepto de wida
ha sido una fuente inagotable de preguntas que atin hoy sigue manando.
Se ha buscado dar explicacién al origen, al mecanismo de transmisién y a
la misma definicién de vida entre otros muchos aspectos. En el libro del
Génesis podemos encontrar el origen del ser humano, desde un punto de
vista puramente religioso, en los siguientes fragmentos:

”Y dijo Dios: Hagamos al hombre a nuestra imagen, conforme a
nuestra semejanza; y senoree en los peces de la mar, y en las aves
de los cielos, y en las bestias, y en toda la tierra, y en todo animal
que anda arrastrando sobre la tierra. Y crié Dios al hombre a su

imagen, a imagen de Dios lo crié; macho y hembra los crig.”?

Esta respuesta no pretende detallar el mecanismo por el cual aparecieron
todas las especies vivientes, sino poner de relieve que todo ha sido creado a
partir de un Ser superior y primigenio.

1Génesis 1, 26-27.



En el poema Enuma Elish, escrito en Babilonia en la mitad del segundo
milenio antes de Cristo, aparece una creacién del Universo, donde el ser hu-
mano es creado por los dioses a partir de la sangre de otro, Kingu, ajusticiado
en presencia del dios Ea:

Lo apresaron, lo colgaron ante Ea,
condenado, cortaron sus arterias,

y de su sangre crearon la humanidad.”?

Al igual que en La Biblia, no se intenta hacer ciencia con esta descripcién
de la creaciéon de la humanidad. El mensaje que se intenta transmitir es que
el ser humano proviene de la sangre de un dios rebelde y ésa puede ser la
explicacién de su beligerancia.

También en la antigua Grecia se buscaron explicaciones al origen de la
vida humana. Asf, segin Censorino®:

” Anaximandro de Mileto pensaba que del agua y la tierra calien-
tes han nacido o bien peces o bien animales similares a los peces:
en éstos los hombres se formaron y mantuvieron interiormente,
como fetos, hasta la pubertad; sélo entonces aquellos reventaron
y aparecieron varones y mujeres que ya podian alimentarse por
sf mismos.”*

En 1859, Charles Darwin publicé el revolucionario libro de El origen de
las especies que contradecia la teorfa aceptada por la gran mayoria de na-
turalistas, entre ellos el eminente Karl von Linnaeus (1707-1778), la cual
postulaba que todas las especies habfan sido creadas como tales y se re-
producfan sin ninguna variaciéon de la pareja original. Es conocida la gran
controversia creada por los partidarios y detractores de la nueva teorfa, de la
que Darwin se mantuvo al margen. En el capitulo introductorio de El origen
de las especies, Charles Darwin escribe:

” Al considerar el origen de las especies, es totalmente compren-
sible que un naturalista [...] llegue a la conclusién de que las
especies no han sido creadas independientemente, sino que han
descendido, como variedades, de otras especies.|...| es absurdo
atribuir a meras condiciones externas la estructura, por ejemplo,

2 Theories of the Universe, from Babylonian myths to modern science. Editado por
Milton K. Munitz. The Free Press, 1957. Fragmento tomado de la pagina 19.

3(Censorino vivié a mediados del siglo 11T d.C. y escribié De die natali (Sobre el dfa del
nacimiento).

4Fragmento de Los filésofos presocrdticos, vol. 1. Editorial Gredos. Madrid, 1978.



del pédjaro carpintero, con sus patas, su cola, su pico y su len-
gua tan admirablemente adaptados para capturar insectos bajo
la corteza de los arboles.”®

Ademds de especialistas, también algunos grandes cientificos de otras
especialidades se han visto atraidos por este tema. Este es el caso de Erwin
Schrodinger, que en 1944 publicé un pequeno volumen con el sugerente titulo
s Qué es la vida? donde trata este concepto desde un punto de vista fisico
cudntico. Schrodinger da la siguiente descripcion de vida:

7; Cudl es el rasgo caracteristico de la vida? ;Cudndo puede de-
cirse que un pedazo de materia estd vivo? Cuando sigue ’haciendo
algo’, ya sea moviéndose, intercambiando material con el medio
ambiente, etcétera, y ello durante un periodo mucho maés largo
que el que esperarfamos que ’siguiera haciéndolo’ un pedazo de
materia inanimada en circunstancias similares.”%

Pero también hay intentos que no se limitan a un inico punto de vista,
sino que tratan de dar una respuesta bastante mds global. En 1996 Frank
Tipler publica La fisica de la inmortalidad, donde estudia los conceptos de
vida, alma, resurreccién..., conceptos marcadamente filoséficos y teoldgicos,
desde un punto de vista mds cercano a la ciencia, aunque sin apartarse de
éstos. Su definicién de vida es la siguiente:

”...]Ja vida es informacién conservada gracias a la seleccién natu-
7
ral.”

A partir de esta definicién las leyes fisicas imponen condiciones para que
exista esa vida, ya que si no fuese posible intercambiar informacion en algin
lugar del universo en algiin momento determinado entonces en ese lugar y en
ese momento no podria existir la vida, o en sus propias palabras:

”Si las leyes de la fisica no permiten que se pueda procesar infor-
macién en cierta region del espacio-tiempo, la vida simplemente
no podré existir allf.”®

5 Del origen de las especies por medio de la seleccion natural o la conservacion de las
razas favorecidas en la lucha por la vida. Charles Darwin. Fragmento tomado de El origen
de las especies, ed. Alba Libros, Madrid, 1999.

SFragmento tomado de la pagina 109 de ;Qué es la vida? FErwin Schrodinger, 3¢
edicién, Tusquets editores, Barcelona, 1983.

TF. Tipler. La fisica de la inmortalidad. Alianza Editorial, Madrid, 1996. Pagina 178.

8F. Tipler. Op. cit. pagina 179.



Para estudiar cudndo es posible procesar informacién y cudndo la vida
puede existir para siempre, Tipler emplea la teoria de causalidad desarrollada
en las décadas de los 60 y 70 fundamentalmente dentro de la Teorfa de la
Relatividad General. Establece la condicién de que exista al menos una
curva -y en un espacio-tiempo en la que el procesamiento de informacién no
se detenga hasta llegar al final del tiempo, es decir, a su frontera causal. Otra
condicion es que la informacién procesada sélo debe ser tenida en cuenta si
es posible comunicérsela a la curva ~, apostillando que:

”...]Ja manera més apropiada de medir la duracién del tiempo es
a través de la velocidad del pensamiento, en vez de utilizar el
tiempo propio medido por relojes atémicos.”?

Estas formas del tiempo se corresponden, segiin Tipler, con dos de las
formas que existen en la filosofia de santo Tomads de Aquino: el tempus seria
el andlogo al tiempo propio:

”...consistente en el tiempo medido por el cambio en las relaciones
(por ejemplo, las posiciones) entre los cuerpos fisicos sobre la
Tierra. [...] también se cumple que el tempus controla el tiempo
en las mentes dotadas de cuerpo.”!?

La otra forma de tiempo es el aevum que se corresponderia con el tiempo
subjetivo definido por la velocidad del pensamiento:

”...la duracién para el caso de los seres conscientes incorpéreos
-los dngeles- no esta controlada por la materia sino que se mide
por la variacién de los estados mentales de estos mismos seres.” !

En la filosofia tomista existe una tercera forma de tiempo, el aeternitas,
que es

”... la duracién [de tiempo] experimentada sélo por Dios”.!2

Para Tipler el aeternitas se corresponde con

”... el equivalente al conjunto de todas las experiencias de todo

lo viviente que existio, existe ahora y existird en la totalidad de
la historia universal, junto con todos los instantes de tiempo no
experimentados por la vida.”!3

9F. Tipler. Op. cit. pagina 186.
OF. Tipler. Op. cit. pagina 187.
UF, Tipler. Op. cit. pégina 187.
12F. Tipler. Op. cit. pagina 187.
I3F. Tipler. Op. cit. pagina 209.



Con todas estas premisas, Tipler deduce que el universo debe ser cerrado
para que se pueda intercambiar informacién entre dos lugares cualesquiera
donde exista la vida y también la frontera causal futura debe estar formada
por un tinico punto para que no existan horizontes de sucesos y la informacién
pueda ser transmitida desde cualquier punto del universo hasta cualquier
curva v de las anteriores. Este punto ideal se denomina punto omega'* y a él
confluyen todas las historias de todo lo viviente. El tiempo que experimenta
el punto omega es el aeternitas, asf pues el punto omega es eterno y por tanto
lo identifica con Dios. Para Tipler, los modelos de espacio-tiempos de punto
omega son modelos matemaéticos de Dios.

Guiados por los modelos geométricos que aparecen en la obra de Tipler, el
objetivo de éste trabajo, dejando al margen las ideas filoséficas contenidas en
las obras mencionadas, es mostrar qué propiedades impone el hecho de que
un espacio-tiempo sea de punto omega. Nuestro trabajo tiene un cardcter de
recopilacién seleccion y exposicién, de algunas técnicas y resultados dispersos
en la literatura, que contribuyeron a establecer algunas buenas propiedades
recientemente conocidas de este sugerente modelo cosmolégico. Hemos apor-
tado en algunos casos demostraciones alternativas a las originales. En otras
ocasiones nos hemos recreado en reproducir a nuestro modo demostracio-
nes especialmente delicadas o especialmente geométricas. Por tltimo, hemos
renunciado intencionadamente a exponer, algunas otras demostraciones que
emplean casi exclusivamente herramientas del Anilisis

Para poder tener una buena definicién del punto omega se necesita ve-
rificar unas minimas condiciones de causalidad: si el espacio-tiempo cumple
la condicién de distincién de pasado entonces hay una caracterizacién de
los puntos en la frontera causal futura como pasados cronolégicos de curvas
inextensibles hacia el futuro. Esta caracterizaciéon no es posible si solo se
verifica la condicién cronolégica o causal. El espacio-tiempo que verifique la
condicion de distincién de pasado y ademés sea de punto omega, serd auto-
méticamente globalmente hiperbdlico y cerrado. Suponiendo que también se
cumple la razonable condicién de convergencia temporal entonces se tiene la
existencia de una superficie de Cauchy con curvatura media constante cerca
del punto omega. También se demuestra que si no hay dos superficies de Cau-
chy con la misma curvatura media constante entonces existe una foliacién de
tales superficies de Cauchy lo suficientemente cerca del punto omega.

Se introducen multiples resultados bésicos de espacios de Lorentz, causali-
dad y célculo de variaciones sin dar su demostracion explicita pero indicando
la referencia para encontrarla y tratar de hacer asi, en la medida de lo posible,
que el trabajo sea autocontenido.

1Segtin John Gribbin en El punto omega (Alianza editorial, Madrid, 1987) el nombre
de punto omega se debe al filésofo jesuita francés Pierre Teilhard de Chardin que en su
libro El fendmeno humano (Taurus, Madrid,1974) expone la idea de un punto en el futuro
al que se converge, que llama Omega, donde todo se une integramente en si mismo.



En la ultima parte del trabajo se ofrece, como ilustraciéon de la teoria,
el estudio de las condiciones suficientes que deben cumplir los modelos de
Robertson-Walker para ser de punto omega.



Capitulo 2

Preliminares

El objetivo de esta secciéon es mostrar algunas propiedades de los espacio-
tiempos de punto omega. Para ello, en primer lugar, trataremos de crear un
marco adecuado para el desarrollo de la teorfa, recordando las definiciones
necesarias y ciertos resultados importantes para luego definir una frontera
del espacio-tiempo bajo hipétesis de causalidad adecuadas.

2.1 Curvas en espacio-tiempos

Las siguientes definiciones se pueden encontrar facilmente en un gran nimero
de referencias, pero recomendamos la consulta de [9] y [10] debido a que
hemos tomado un punto de vista més cercano a éstas.

Definicién 2.1.1 Se dice que el par (M, g) es un espacio-tiempo si M es
una variedad diferenciable tal que dim M > 2 y g es un tensor de tipo (0,2),
simétrico, diferenciable y no degenerado tal que para todo p € M existe una
base de T,M en la que g, = diag(—1,+1, ..., +1)*

Abusando de la notacién, diremos que M es un espacio-tiempo si (M, g)
lo és y no hay una posible confusién con la métrica g. Un vector v € T,M
tal que v # 0 diremos que es:

espacial si g,(v,v) > 0
nulo 6 luz si g,(v,v) =0
temporal si g,(v,v) <0

Cada una de estas categorfas en las que puede estar un vector v € T,M
se denomina cardcter causal de v. El conjunto de vectores luz de T,M

IEsta definicién coincide con la de variedad de Lorentz en [9, capitulo 3]. Tradicio-
nalmente, los espacio-tiempos se consideran de dimensién 4, pero vamos a aceptar cual-
quier dimensién mayor o igual a 2 sin olvidar que nuestra motivacién son los espacios
tetradimensionales.



desconecta al conjunto de vectores temporales en dos componentes conexas
(ver [9, capitulo 5]), que llamaremos futuro y pasado de p respectivamente.

Definicién 2.1.2 2Sea 7 una funcion sobre M que asigna a cada p € M una
componente conexa T, del conjunto de los vectores temporales de T,M. La
funcion T es diferenciable si para cada p € M existe un campo vectorial V
diferenciable en algin entorno U de p tal que V, € 7, para todo q € U. A una
funcion tal la llamaremos orientacion en el tiempo de M. Diremos que
(M, g) es orientable en el tiempo si admite una orientacion en el tiempo.
Si tenemos una orientacion en el tiempo T en (M, g) entonces diremos que
(M, g) estd orientada en el tiempo.

Si (M, g) estd orientado en el tiempo y p € M, v € T,M, diremos que v
es un vector futuro (resp. pasado) siv estd en el futuro (resp. pasado) de

p.

Observacion 2.1.1 La orientabilidad en el tiempo para un espacio-tiempo
es equivalente a la existencia de un campo vectorial X temporal, es decir
que para todo p € M el vector X, € T,M es temporal. En efecto, si X existe,
entonces asignando a cadap € M la componente conexa de T, M que contiene
a X, tenemos una orientacion en el tiempo. Por otro lado, si tenemos una
orientaciton en el tiempo T en M entonces para cada punto p € M existe
un entorno U, en el que estd definido un campo vectorial temporal Xy, cuyo
valor para cada g € U, estd en 7,. Utilizando particiones de la unidad de M
se puede construir un campo X temporal definido en todo M. Los detalles
pueden verse en [9, lema 5.32].

Definiciéon 2.1.3 Sea v : I' — M una aplicacion continua y diferenciable
a trozos donde I' es un intervalo contenido en R, entonces diremos que vy
es una curva en M. A las clases de equivalencia de curvas en M bajo la
relacion ~ dada por v ~ << p=~vop dondey:1' — M, u: %X — M
son curvas en M y ¢ : I' — X es un difeomorfismo tal que ¢’ > 0 también
las llamaremos curvas en M.

Diremos que 7 es una curva temporal (resp. luz o nula, espacial) si
su vector tangente es temporal (resp. luz, espacial) en cada punto de v(T').
Si v es una curva temporal tal que posee puntos s € I' en los que no es
diferenciable, se debera entender que

Fr» (V' (s7).7 (7)) <0

gy(s)(7/(3_>>7/(3_)) <0
y ademads

v (s) (7/(S+>> 7/(8_)) <0

2Esta definicién aparece en [9, pag. 145].




donde +/(s™) representa el vector tangente por la derecha de s y +/'(s7) es
el tangente por la izquierda de acuerdo con la notacién tradicional. Las dos
primeras condiciones quieren decir que 7/(s™) y 7/(s7) son vectores tempo-
rales y la tercera condicién significa que 7/(s™) y 7/(s”) son o bien ambos
futuros o bien ambos pasados. En el mismo sentido diremos que = es una
curva temporal futura (resp. pasada) si todo vector tangente de 7 es un
vector temporal futuro (resp. pasado).

Diremos que una curva (o un vector) es causal si sus vectores tangentes
tienen cardcter temporal o luz. Con esto estamos asumiendo que las curvas
son regulares, es decir, que su vector tangente nunca se anula. Por esta razén,
toda curva causal es o bien futura o bien pasada, pero no puede ocurrir que
tenga unos vectores tangentes futuros y otros pasados.

Definicién 2.1.4 Un abierto C' C M es convexo si es un entorno normal
de cada uno de sus puntos, es decir, que para cualquier par de puntos p,q € C'
existe una unica geodésica contenida en C' que los une.

Lema 2.1.1 Dado un recubrimiento abierto R de M, existe un recubrimien-
to C' formado por abiertos convexos tales que cualquier elemento de C' estd
contenido en uno de R.

Demostracién: La demostracién puede verse en [9, lema 5.10]. W

Definicién 2.1.5 Sea v : I' = M wuna curva en M, sea a = inf(I") y b =
sup(T") (posibilitando a = —oc0, b = +00), entonces diremos que ¢ € M es un
extremo o punto final de vy si para toda sucesion {s;} C ', s; — a implica
que Y(s;) — q o bien s; — b implica que y(s;) — q. Siy es una curva causal
futura entonces en el primer caso q es un extremo pasado y en el sequndo
caso es un extremo futuro de 7.

Si v es una curva causal tal que no existe extremo futuro (resp. pasado)
de v en M, entonces diremos que 7 es inextensible hacia el futuro (resp.
pasado). Sino existiesen extremos pasados ni futuros, diremos simplemente
que 7 es inextensible. Si una curva no es inextensible, se dice que es
extensible. Por conveniencia y para evitar comportamientos patolégicos
(ver [10, seccién 1]) requeriremos que todas las curvas causales extensibles
contengan a sus extremos®.

Proposicion 2.1.1 5i C' es un abierto convero de M, entonces una curva
causal v contenida en un subconjunto K C C' compacto es extensible.

Demostracién: Ver demostracién en [9, lema 14.2(5)]. W

3La extensibilidad de una curva no implica que ésta pueda realizarse de forma diferen-
ciable ni tan siquiera de una forma unica. Si 7y : (a,b] — M es una curva extensible que
oscila de tal manera en v(b) € M que no existe +'(b), entonces ~ se puede extender en un
entorno convexo C' de v(b) extendiendo a partir de v(b) la geodésica que une (b — €) con
~(b) para cierto € > 0 tal que y(b—¢) € C.

10



2.2 (Geometria y curvaturas de espacio-tiempos

En esta secciéon vamos a hacer un breve resumen de algunos elementos im-
portantes de la geometria diferencial de espacio-tiempos. Daremos sus de-
finiciones para evitar posibles confusiones debido a que en la literatura se
encuentran distintas definiciones de los mismos objetos geométricos como es
el caso del tensor de Riemann que cambia de signo segin el autor que lo
trate.

Denotaremos mediante V a la conexién de Levi-Civita de M, es decir,
a la unica conexién que verifica que

[X,Y] = VxY — Vy X

y ademads
X-g(Y,2)=g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) (2.1)

siendo X, Y y Z campos tangentes a M, y [X,Y] = XY — Y X es el
corchete de Lie de X e Y. Recordemos que la conexiéon de Levi-Civita
viene caracterizada por la férmula de Koszul:

20(VxY, Z) =X -g(YV,2)+Y - g(Z,X) - Z-g(X,Y) -

-9 (X7 [Yv Z]) +g(Ya [ZaX]) —l—g(Z, [XvY])
9 9

Dl Ggn los cam-

Sea z',..., " un sistema de coordenadas de M y sean
pos coordenados asociados a dicho sistema.

Recordemos que los simbolos de Christoffel son las funciones reales
I'Y; definidas por
A VI
o7 Q) Y Ok

Estas funciones se pueden expresar en funcién de la métrica g mediante la

siguiente férmula:

\Y%

2 ozt ox’ oxm

Vamos a definir el tensor de curvatura o de Riemann de la misma
manera que en [3] y en [7] como

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixyZ (2.3)

teniendo en cuenta que, por ejemplo, en [9, pag. 74| esta definicién se hace
con el signo opuesto. La contraccién del tensor de curvatura de Riemann nos
define el tensor de Ricci

Rice (X,Y) :Z g(em,em) g (R(X,en)Y, en) (2.4)

donde {e,,},,_; ,, forma una base local de campos vectoriales mutuamente
ortogonales y unitarios.

11



Definicién 2.2.1 Diremos que M wverifica la condicion de convergencia
temporal si Ricc(v,v) > 0 para todo v temporal. La interpretacion fisica
de esta condicion en modelos cosmologicos es que la gravedad, en promedio,
atrae (ver [9, pdg. 340]).

Consideremos a S C M como una hipersuperficie espacial diferenciable,
entonces si V' y W son campos tangentes a S, definimos la segunda forma
fundamental como

X (VW) = g(VyW,N)

donde N es un campo normal a S. Por las propiedades de la conexién V se
puede demostrar que y es un tensor simétrico (ver [9, lema 4.4]). Hay que
notar que podemos elegir el campo N como futuro o como pasado teniendo
en cuenta que obtendremos valores opuestos de y. Por ello vamos a fijar el
convenio de elegir N, en todos los casos a partir de ahora, como el campo
futuro normal a S.

Una vez que tenemos la segunda forma fundamental definimos la curva-
tura media de S como

i
L

k=— g(‘7%‘6,fV)

i=1

donde {V;},_, , , es una base ortonormal de campos vectoriales tangentes
a 5. Notese que en [9, pdg. 101] se hace esta definicién dividiendo entre
n— 1.

Observacién 2.2.1 Por la formula 2.1 (pag. 11) tenemos que
g(Vv.Vi,N) +g(VyN, V) =V;- g (Vi, N) =0
y por tanto
9(Vv,Vi,N) = =g (Vy,N,V;)

Recordemos ademds que para cadap € S, la aplicacion de Weingarten de-

finida por L : T,S — T,S es un endomorfismo ya que como 29 (VyN,N) =
V(p)—(VvN)(p)

V-g(N,N) =0 entonces (VyN) (p) € T,,S. Entonces como

n—1 n—1

k= —Zg(VviV%,N) :Zg(VwNaW)

i=1 =1
la curvatura media es la traza de la aplicacion de Weingarten y por eso k no

depende de la base vectorial elegida.

Para profundizar sobre estos objetos geométricos podemos consultar en
[3], [7] o [9] ya que aqui sélo hemos dado de manera breve las definiciones
puesto que ya se suponen familiares.

12



2.3 Condiciones de causalidad

De ahora en adelante consideraremos que el espacio-tiempo M esta orientado
en el tiempo. Con esta orientacién podemos definir ciertos conjuntos que nos
permiten estudiar la estructura causal de M.

Definicién 2.3.1 Sea N un subconjunto de M, y sea S un subconjunto de
N:

a) Llamaremos futuro (resp. pasado) cronoldgico de S en N al conjunto
de puntos de N que pueden ser conectados con S mediante una curva
temporal futura (resp. pasada) contenida en N. Lo denotaremos con
IT(S,N) (resp. I=(S,N)). En el caso que N = M lo denotaremos
simplemente con I1(S) (resp.I~(S5)).

b) Llamaremos futuro (resp. pasado) causal de S en N a la union
de S con el conjunto de puntos de N que pueden ser conectados con
S mediante una curva causal futura (resp. pasada) contenida en N.
Lo denotaremos con J*(S,N) (resp. J=(S,N)). Cuando N = M lo
denotaremos simplemente con J*(S) (resp.J~(S)).

c¢) Diremos que S es un conjunto derono si para todo p € S se verifica que
It(p)nS=o.

d) Diremos que S es un conjunto acausal si para todo p,q € S se verifica
que no existe ninguna curva causal y que conecte p con q.

e) Si S es un conjunto dcrono, llamaremos dominio de dependencia fu-
turo (resp. pasado) al conjunto de puntos p € M tales que cada curva
causal inextensible hacia el pasado (resp. futuro) que pasa por p inter-
seca a S. Lo denotaremos como DT (S) (resp. D~(S)). Y llamaremos
dominio de dependencia a D(S) = DT (S) U D~ (S). Frecuente-
mente, a los dominios de dependencia se los llama desarrollos de
Cauchy.

Observacion 2.3.1 En la bibliografia, para abreviar, a veces se utiliza la
expresion p < q para decir que q € 1(p), también la expresion p < q para
decir que existe una curva causal futura desde p hasta q. La expresion p < q
quiere decir que o bien p < q o bien p = q. Fventualmente también usaremos
esta notacion.

Proposicién 2.3.1 Si C es un subconjunto convexo de M entonces I (p, C)
y I~ (p,C) son abiertos para todo p € C.
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Demostraciéon: Como C' es convexo entonces es un entorno normal de
cada uno de sus puntos, as{ pues, existe un entorno C de 0 € T, »M tal
que exp,, : C — C es un difeomorfismo. Queremos encontrar para cada
q € I"(p,C) un entorno U contenido en It (p, C). Es claro que F :T,M — R

v—g(v,v)

es una funcién continua (de hecho diferenciable), si v = exp,'(q) € C es un
vector temporal futuro entonces F(v) = a < 0y por tanto se tiene que existe
un entorno abierto I de a € R tal que todo vector de F~'(I) es temporal
futuro. Como F es continua entonces F~!(I) es un entorno abierto de v
contenido en C. Por tanto U = exp,(F~!(I)) es un entorno abierto de ¢
contenido en I (p,C) por ser todo vector de F~(I) temporal futuro. De
igual manera se procede con I~ (p,C). B

Corolario 2.3.1 Los conjuntos I (p) y I~ (p) son abiertos para todo p € M.

Demostracién: Sea {C;},.; un recubrimiento convexo de M. Si ¢ €
I7(p) entonces existe una curva « temporal futura que une p con q. Ademds
existe j € I tal que ¢ € C; y tomamos ¢’ € yNC; tal que ¢ € I~ (¢) NI (p)

Por la proposicién 2.3.1 tenemos que existe un entorno U de ¢ tal que
U C It(¢,C)) y como It(¢,C;) C IT(¢") C I"(p) entonces tenemos que
U C I(p). Por tanto I"(p) es abierto. Con un razonamiento analogo se
demuestra que I~ (p) es abierto. B

A continuacién vamos a enunciar un teorema de causalidad que es bésico
para poder estudiar el caracter causal de los espacio-tiempos.

Teorema 2.3.1 Sea M un espacio-tiempo, si « es una curva causal que une
los puntos p,q € M y no es una geodésica luz, entonces en cualquier entorno
de la curva a existe una curva temporal 3 que une los puntos p y q.

Demostracién: Ver demostracién en [9, proposicién 10.46]. B

Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.3.2 Sir e J"(q) yqge I (p), obiensir € IT(q) yq € J (p)
entonces r € 1T (p).

Demostracién: En el primer caso, si ¢ € I (p) entonces existe una curva
oy temporal que une p con ¢, y si r € J*(q) entonces existe una curva causal
az que une g con r (si ¢ = r entonces ap se reduce a un punto). Entonces la
curva a = a1 U es una curva causal que une los puntos p con r y no es una
geodésica luz ya que a; es temporal. Por el teorema 2.3.1 tenemos que existe
una curva temporal S que une p con r, por tanto se tiene que r € [ +(p). En
el caso en que r € I7(q) y ¢ € J"(p) se razona de manera analoga. B

Este corolario es igualmente cierto considerando los pasados cronolégicos
y causales y su demostracion es andloga invirtiendo los papeles del futuro y
del pasado.
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Observacion 2.3.2 Vamos a ver algunas propiedades importantes de los
pasados y futuros cronoldgicos y causales que utilizaremos frecuentemente.

Es claro por la definicion que I (p) C J*(p), y como consecuencia del
corolario 2.3.2 (ver [7, pdg. 183]) se tiene que int(IT(p)) = int(J*(p)) y
ademds I+(p) = J*(p).

También se desprende de la definicion que si A y B son dos conjuntos
tales que A C B entonces es claro que IT(A) C IT(B) y que I~ (A) C I~ (B).

Diremos que un conjunto S es un conjunto futuro (resp. pasado) si
It(S) C S (resp. I=(S) C S) que en el caso en que S sea abierto entonces
tenemos la igualdad entre estos conjuntos (ver [7, pags. 217ss]). Para cual-
quier A C M se tiene que el conjunto I (A) es un conjunto futuro y ademdas
Jt(A) = JT(J"(A)). De igual manera el conjunto I~(A) es un conjunto
pasado y ademds J~(A) = J~(J~(A)) (ver [10, seccion 2]).

Un hecho que utilizaremos mds adelante es que tanto el futuro y el pasado
cronoldgico de un punto, I (p) y O~ (p), son hipersuperficies topoldgicas
cerradas, dcronas e inmersas en M. Este resultado y su demostracion puede
verse en [7, proposicion 6.3.1].

Para el estudio de la causalidad vamos a necesitar el concepto de limite
de sucesiones de curvas causales y algin resultado de existencia. De los
diversos enfoque que aparecen en la literatura vamos a destacar el concepto
de sucesion limite aparecido en [9] y el de curva lémite que encontramos en
[7]. Ambos los utilizaremos mds adelante segiin nuestras necesidades.

Definicién 2.3.2 Sea {a,,} una sucesion infinita de curvas causales futuras
en M, y sea C = {C;} un recubrimiento convexo de M. Una sucesion
limite para {a,} relativa a C es una sucesion (finita o infinita) p = py <
p1 < ... en M tal que:

1. Para cada p; existe una subsucesion {a,,} y, para cada m existen nime-
T0S Smo < Sm1 < ... < Smy tales que:

() lm au,(sy,) =p; para cada j < i.

m—00

(b) Para cada j < i, los puntos p;, pj+1 y los segmentos de o, defi-
nidos en [Sm;, Sm,j+1] estdn contenidos en un unico C; € C para
todo m.

2. Si {p;} es infinito, entonces no converge. Si {p;} es finito entonces
contiene mds de un punto y ninguna sucesion estrictamente mds larga

verifica la propiedad 1.

La figura 1 trata de hacer visible este dificil concepto que viene justificado
por la veracidad de la siguiente proposicion:
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Figura 1. Cuasi-limite en un entorno convexo Cj.

Proposicién 2.3.2 Sea {a,} una sucesion de curvas causales futuras tales
que {,(0)} converja a un punto p € M y que ezista un entorno de p tal que
solo contenga una cantidad finita de curvas «,,, entonces relativa a cualquier
recubrimiento convexo C', existe una sucesion limite comenzando en p.

Demostracién:Ver demostracion de [9, proposicién 14.8]. B

Una vez que tenemos una sucesién limite {p;} y si A; es la geodésica
causal futura que une p; con p;;; en un conjunto convexo C; verificando la
propiedad 1 de la definicién anterior, entonces uniendo las \; obtenemos una
geodésica a trozos A = U\; conectando todos los p;. Diremos en ese caso
que A es un cuasi-limite de {a,} con vértices p;. Si {p;} es infinita,
entonces \ es inextensible hacia el futuro, y si {c,} son inextensibles hacia
el futuro, entonces A serd inextensible hacia el futuro. Para ver mas detalles
se recomienda consultar [9].

Definicién 2.3.3 Diremos que una curva A es una curva limite de una
sucesion {\;} de curvas si para todo punto p € \ existe una subsucesion
{A\x} tal que cada entorno de p interseca a todas excepto un nimero finito de
curvas de la subsucesion {\}.

Proposicién 2.3.3 Sea U C M un abierto y sea {c,} una sucesion infinita
de curvas causales inextensibles hacia el futuro tales que o, C U para todo
n. Sip € U es un punto de acumulacion de {a,}, entonces existe una curva
causal \ que pasa por p y es inextensible hacia el futuro en U tal que también
es curva limite de {ov,}.

Demostracién: Ver demostracién en [7, lema 6.2.1]. W

Podemos pedir que el espacio-tiempo verifique ciertas condiciones de cau-
salidad en funcién de cémo se comporten las curvas causales en M. En el
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capitulo 3 de [3] podemos encontrar una exposicién completa de las condicio-
nes de causalidad en la que se describen las implicaciones entre unas y otras.
Enunciamos ahora las mds importantes teniendo en cuenta que si se verifica
una de ellas entonces se verifican todas las anteriores (ver [3]).

Definiciéon 2.3.4 Vamos a definir las siguientes condiciones de causalidad:

a) Diremos que M cumple la condicion cronoldgica si no existen curvas
temporales cerradas.

b) Diremos que M cumple la condicion de causalidad si no existen curvas
causales cerradas.

c¢) Diremos que M cumple la condicion de distincion del pasado (resp.

futuro) si I=(p) = 1 (q) (resp.I™(p) = I1(q)) implica que p = q para
todo p,q € M.

d) Diremos que en p € M se cumple la condicion fuerte de causalidad
si para cada entorno U de p € M existe un entorno V.C U de p
tal que cualquier segmento de una curva causal con extremos en V,
estd contenido enteramente en U. Esto quiere decir que no hay curvas
causales casi cerradas en p, es decir, que existe un entorno V' de p tal
que cualquier curva causal que abandone V' no regresa a dicho entorno.
Diremos que M cumple la condicion fuerte de causalidad si la verifica
para todo p € M.

e) Diremos que M es establemente causal si existe una funcion f : M —
R cuyo gradiente es temporal para todo punto de M (ver [7, proposicion

6.4.9])*.

f) Diremos que M es globalmente hiperbdlico si se verifica la condicion
fuerte de causalidad y ademds para cualesquier puntos p,q € M se tiene
que JT(p) N J~(q) es compacto.

Definicién 2.3.5 Una superficie de Cauchy es una hipersuperficie topo-
logica S C M tal que cualquier curva temporal inextensible interseca a S una
y solo una vez.

Definicién 2.3.6 Una funcion tiempo de Cauchy es una funcion conti-
nua f: M — R tal que es estrictamente creciente a lo largo de toda curva
temporal futura y ademds para todo r € Im f se tiene que f~1(r) es una
superficie de Cauchy.

4Esta definicién estd tomada de la proposicién 6.4.9 de [7] y que caracteriza de esa
manera los espacio-tiempos establemente causales. La estabilidad causal significa que si
perturbamos ligeramente la métrica g entonces el espacio-tiempo continua verificando la
condicién de causalidad. Para ver un tratamiento m&s exhaustivo del tema ver [7, pag.
198ss].
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Proposicién 2.3.4 Si M es globalmente hiperbélico entonces J*(p) y J~(p)
son cerrados para todo p € M.

Demostracién: Como en la demostracién de [3, proposicién 3.16] su-
pongamos que ¢ € J*(p) — J7(p) y tomemos r € I7(q). Dado que I~ (r)
es entorno abierto de ¢ y ademds ¢ € J*(p) se puede ver que r € It (p).
En efecto, tomando una sucesién {g,} C J(p) tal que g, — ¢, para n sufi-
cientemente grande se tiene que r € I (g,) y como ¢, € J*(p) entonces el

corolario 2.3.2 (pdg. 14) implica que r € I (p). Entonces se tiene que

qge Jt(p)nJ—(r) — (J*(p) N J’(T))

pero esto es imposible ya que si M es globalmente hiperbdlico entonces
Jt(p) N J~(r) es compacto y por tanto cerrado, por lo que J*(p) N J~(r) =
Jt(p) N J~(r) y no puede existir tal punto q. B

Proposicion 2.3.5 Sea M un epacio-tiempo con una superficie de Cauchy
S C M, y sea X un campo vectorial temporal’ sobre M. Sip € M, una curva
integral mazximal de X que pase por p corta a S en un unico punto o(p).
Entonces 0 : M — S es una aplicacion abierta, continua y suprayectiva
dejando S fija punto a punto. En particular, S es conexa.

Demostracién: Ofrecemos la demostracién de [9, proposicién 14.31].
Es conocido que las curvas integrales maximales de X son inextensibles. Sea
¥ : D — M el flujo de X donde D es un abierto de M x R. Como
S es una hipersuperficie topoldgica de M entonces Dg = (S x R) N D es
una hipersuperficie topolégica en D y como U es diferenciable entonces su
restriccion W : Dg — M es continua. Como ademds S es una superficie
de Cauchy, es claro que ¥ : Dg — M es biyectiva. Como Dg y M tiene
la misma dimensién, entonces ¥ es un homeomorfismo. La proyeccién 7 :
S xR — S es una aplicacién abierta, continua y suprayectiva, por tanto,
como o = mo W~! entonces o es abierta, continua y suprayectiva y ademés
deja S fija punto a punto. Tenemos que M es conexo, entonces como o es
continua concluimos que o(M) = S es conexa. W

Una consecuencia importante de esta proposiciéon y que vamos a utilizar
en el futuro es la equivalencia topolégica de las superficies de Cauchy, es
decir:

Corolario 2.3.3 Todas las superficies de Cauchy de un espacio-tiempo M
son homeomorfas.

®Debido a que el espacio-tiempo es orientable en el tiempo, el campo vectorial temporal
X existe como se explica en la observacién 2.1.1 (pdg. 9).
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Demostracién: La siguiente idea de la demostracién puede verse en
[9, corolario 14.32]. Sean S y T dos superficies de Cauchy de M y sea X
un campo vectorial de M. Si og y o7 son las retracciones construidas en la
proposicién 2.3.5 para Sy T respectivamente mediante el flujo de X entonces
las restricciones og : T'— S y or : S — T son aplicaciones inversas. i

Observacion 2.3.3 Un resultado importante que relaciona los dominios de
dependencia definidos anteriormente con la hiperbolicidad global es el teorema
14.38 de [9] que dice que si A es un conjunto dcrono, entonces intD(A) (si
no es vacio) es globalmente hiperbdlico. Se puede aplicar este teorema a una
superficie de Cauchy S, que por definicion es un conjunto dcrono. Como
D(S) = M entonces al ser M abierto se tiene que intD(S) = M con lo
que se concluye que M es globalmente hiperbdlico. FEsto quiere decir que la
existencia de una superficie de Cauchy en M asegura la hiperbolicidad global.

Proposicién 2.3.6 (Geroch) Si M es un espacio-tiempo globalmente hiper-
bolico, entonces existe un difeomorfismo® ¥ : M — S x R donde S es una
hipersuperficie de M tal que para todo a € R se tiene que V71(S x {a}) es
una superficie de Cauchy.

Demostracién: Ver demostracién en [6] preferentemente o en [7, pro-
posicién 6.6.8]. W

Observacion 2.3.4 Recordemos que se puede demostrar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. M es globalmente hiperbdlico.
2. Existe una funcion tiempo de Cauchy en M.
3. M posee una superficie de Cauchy.

Para ver que 1)=2) basta con aplicar la proposicion 2.3.6 de Geroch que
nos construye el difeomorfismo ¥V y comprobar que la funcion f = wo W
es una funcion tiempo de Cauchy donde m : S x R — R es la proyeccion
natural. En efecto, f es continua porque tanto m como ¥ también lo son.
La nota al pie de pdgina de la proposicion 2.3.6 nos indica que f también
es estrictamente creciente a lo largo de cualquier curva temporal futura. Por
ultimo, si r € R entonces

) =(@ol) ()= or H(r) = ¥7H(S x {r})

es una superficie de Cauchy como asequra la proposicion 2.3.6. Es trivial que
2)=3) y por la observacion 2.3.3 tenemos que 3)=1).

%En la demostracién de esta proposicién el difeomorfismo ¥ es tal que si ¥U(p) =
(T1(p), Ua(p)) € S x R entonces ¥ es una funcién estrictamente creciente a lo largo
de cualquier curva temporal futura.
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Por definicién las curvas inextensibles no tienen puntos inicial ni final,
pero si pudieramos asociar un ”inicio” y un "final” de forma univoca a di-
chas curvas, podriamos estudiar el comportamiento a gran escala del espacio-
tiempo. Estos”extremos” de curvas inextensibles no seran puntos del espacio-
tiempo sino puntos ideales. Veamos la forma de hacerlo.

Definicién 2.3.7 Diremos que W es un conjunto pasado irreducible’ y
lo abreviaremos como IP si cumple las siguientes propiedades:

a) W es abierto no vacto.
b) W es un conjunto pasado, es decir, I- (W) =W.

c) W no se puede expresar como union de dos conjuntos que verifiquen las
propiedades a) y b) anteriores y que no estén contenidos el uno en el
otro.

Diremos que W es un IP propio® si se puede expresar como el pasado
cronolégico de algiin punto de M, en caso contrario lo llamaremos IP ter-
minal’. Abreviaremos esta nomenclatura denotdndolos como PIP y TIP
respectivamente. De la misma manera se puede dar una definicién dual de
conjunto futuro irreducible, asi tendremos los IF divididos en PIF y
TIF.

En la figura 2 se puede ver un ejemplo trivial de cémo se asocian los IP y
los IF a la frontera del espacio-tiempo. En un rectangulo abierto del espacio-
tiempo de Minkowski como espacio-tiempo en si, los puntos del borde tales

como p se asocian a TIP de la forma de A. El punto ¢ se relaciona con el
TIF B, y al punto 7 se le asocia o bien el TIP C' o bien el TIF D.

d

Figura 2. TIFs y TIPs.

Definicion 2.3.8 Introduzcamos las siguentes definiciones fundamentales:

"En inglés: indescomposable past set.
8En inglés: proper IP.
9En inglés: terminal IP.

20



a) Llamaremos frontera causal futura (resp. pasada) o c-frontera del
futuro (resp. pasado) de M al conjunto de todos los TIP (resp. TIF).
A la union de la c-frontera del futuro y la del pasado la llamaremos
simplemente frontera causal o c-frontera.

b) Diremos que M es un espacio-tiempo de punto omega si la c-frontera
del futuro estd compuesta por un tunico TIP.

En la figura 2 se ve facilmente que la c-frontera estd formada por el borde
del rectangulo.

Una vez recordadas estas definiciones, el objetivo del resto de esta seccién
es dar una caracterizacién de los TIP mediante curvas temporales inexten-
sibles hacia el futuro. Esta caracterizacién no es gratuita y tendremos que
pagar el precio de perder generalidad en las condiciones de causalidad. Se
resume en una versién ligeramente més fuerte del teorema de Geroch, Kron-
heimer y Penrose (ver [3, proposicién 6.14]) que enunciaremos al final de la
presente seccién. Las demostraciones de las siguientes proposiciones 2.3.7 y
2.3.8 estan inspiradas en [7, proposicién 6.8.1].

Proposicién 2.3.7 1~ (q) es un IP para todo q € M.

Demostracién: Es claro que I~ (g) es un conjunto abierto y pasado.
Veamos que si se puede descomponer en dos conjuntos abiertos y pasados no
contenidos el uno en el otro obtendremos una contradiccién. Supongamos que
I=(q) = UUV donde U y V son abiertos y pasados tal que U ¢ V' y tampoco
V ¢ U. Tomemos entonces dos puntos r y p talesque r € U\V yp € V\U.
Entonces tendremos que ¢ € I (r)N 1" (p) y por tanto existe W entorno de ¢
tal que para todo Z C W entorno de ¢ tenemos que Z C I (r) NI (p). Asi
pues, para todo s € Z NI~ (q) tenemos que r,p € I (s). Si s € U entonces
como U es un conjunto pasado y ademds r,p € I~ (s) tendriamos que r,p € U
contradiciendo que p ¢ U. Por tanto necesariamente s € V' | pero en ese caso
r,p €V yaquer,p € I (s)y de nuevo hay una contradiccién ya que r ¢ V.
Asf pues no existen tales r y p y por tanto no es posible encontrar U y V
abiertos y pasados tales que I~ (q) = U UV que no estén contenidos el uno
en el otro. W

Proposicion 2.3.8 W es un IP si y sdlo si existe una curva causal vy tal
que I~ () =W.

Demostraciéon: Supongamos primero que W es un IP, entonces tenemos
que W puede ser un PIP o un TIP. Supongamos que es un PIP, entonces
W = I~(q) para cierto ¢ € M. Cualquier curva temporal 7 que tenga a g
como punto final en el futuro verifica que I~ (¢) = I~ (). Por tanto -y es una
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curva temporal, por tanto causal, tal que W = I~ (7). Supongamos ahora
que W es un TIP. Tomemos un punto p € W, entonces

W= (WnIt(p)uW\I(p))
y por tanto como W = I~ (W) tenemos que
W=I1"(WnIt(p)ul (W\I"(p))

Veamos que p ¢ I-(W \ IT(p)). Si no fuera el caso, entonces existiria un
g€ W\ IT(p) tal que p € I~(q) o lo que es lo mismo ¢ € I (p) pero eso no
puede ser ya que entonces ¢ estarfa y no estaria en I1(p) a la vez. Asi pues
p ¢ I-(W\IT(p)). Como W es un TIP, no puede ser la unién de dos abiertos
pasados no contenidos el uno en el otro, entonces W = I~ (WNI"(p)) ya que
p ¢ I~ (W\It(p)). Sitomamos dos puntos cualesquiera r,q € W entonces
podemos suponer que W = I~ (W N I*(r)) y asf existe ¢ € W N IT(r) tal
que ¢1 € I(q). Por tanto W NIt (q) NI (r) # @ y por tanto existe un
punto s € W tal que r,q € I~ (s). Es decir, que para cualquier par de puntos
r,q € W existe algin punto s € W en el futuro de ambos. Mediante esta
propiedad vamos a construir una curva 7y temporal e inextensible hacia el
futuro tal que I~ (y) = W. Sea {p,} una familia numerable de puntos de
W densa en WW. Elijamos un punto ¢y € W, entonces para qg y po existe
un punto ¢ € W N It(q) NI (py). Consideremos ahora los puntos ¢; y
p1, entonces existe gg € W N I (q) NI (py). Continuando de esta manera
obtenemos una sucesioén {g,} C W tal que ¢,.1 € I (g,) para todo n. Por
tanto podemos encontrar una curva temporal inextensible hacia el futuro que
pase por todos los ¢,. Dado un punto p € W tenemos que como W N I*(p)
es abierto y no vacio entonces debe contener algin py ya que {p,} es denso
en W. Para cada k, p; esta en el pasado de ¢, por tanto p estd en el pasado
de v. Esto implica que W C I~ (v) y como ademés v C W que es abierto y
pasado, entonces tenemos que [~ (y) = W.

Veamos el reciproco. Supongamos primero que 7 tiene un p € M punto
final en el futuro, entonces claramente se tiene que I~ (p) = I~ (7) que por la
proposicién 2.3.7 (pag. 21) es un IP. Supongamos ahora que v es inextensible
hacia el futuro, tenemos que ver que no existen U y V abiertos pasados y no
contenidos el uno en el otro tales que I~ () = U U V. Supongamos que si
existen. Podemos tomar entonces r € U\ V 'y ¢ € V\U. Como r,q € I~ ()
entonces existen 71,q; € v tales que r € I (r1) y ¢ € I (q1). Como y es
inextensible hacia el futuro entonces existe p € 7 tal que ri,¢1 € I~ (p).
Ahora bien, si p € U entonces r,q € U ya que U es un conjunto pasado, lo
que contradice que ¢ ¢ U, pero si p € V entonces r,q € V' y se contradice
que r ¢ V. Por tanto no existen U ni V' con las condiciones mencionadas y
asf tenemos que I~ () es un IP. &

Hay que observar en la demostracién anterior que si W es un IP entonces
existe una curva temporal tal que su pasado cronolégico coincide con W,
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es decir, es posible restringir en la parte directa de la proposicién 2.3.8 el
resultado a curvas temporales. Pero nos interesa darnos cuenta de que el
reciproco podemos generalizarlo para el conjunto de las curvas causales.

Es interesante investigar en qué condiciones el pasado cronolégico de una
curva temporal inextensible hacia el futuro puede coincidir con el pasado
cronoldgico de un punto del espacio-tiempo. Que eso no suceda impone cier-
tas condiciones de causalidad como podemos ver en la siguiente proposicion.
Primero necesitaremos un lema.

Lema 2.3.1 Sea v una curva temporal inextensible hacia el futuro, sea p €
M tal que I=(y) = I~ (p). Si para todo entorno W relativamente compacto
v entra y sale continuamente de W, entonces se incumple la condicion de
distincion de pasado.

Demostracién: Vamos a construir una sucesién de curvas temporales
{7,,} a partir de v que tenga una sucesién limite con la que demostraremos
que existen puntos ¢ de dicha sucesion tal que 17 (q) = I~ (p).

Tomemos una sucesién de entornos de p relativamente compactos {W,,}
tales que Wiy C Wy y ademds W,, — p. Por hipdtesis vy entra y sale
continuamente de cada Wj. Tomemos ahora una sucesién de puntos {¢,,}
tal que qx € v N Wj. Es claro que ¢, — p ya que ¢, € W,,, — p. Definimos
ahora la sucesién de curvas {v,,} como 7, = 7 a partir de g, hacia el futuro
Y @n serd el extremo pasado de +,,. Sin perder generalidad podemos suponer
que el pardmetro de 7y, comienza en 0, es decir, 7, (0) = ¢,. Por tanto
7,(0) — p y ademds 7, no converge a p ya que -, también entra y sale de
cualquier entorno relativamente compacto. Se cumplen entonces las hipdtesis
de la proposicién 2.3.2 (pag. 16) y por tanto existe una sucesién limite de
{7,,} relativa a un recubrimiento convexo {C;}. Sea ésta p = py < p; <
Py < ... . Siescogemos de la sucesion limite cualquier pp # p, veamos que
I=(pr) = I (p). Sea s € I~ (p), como p € J (pg) entonces por el teorema
2.3.1 (pag. 14) es claro que s € I~ (pg) por lo que I~ (p) C I (pg). Por
otro lado, si consideramos s € I~ (p), y como pj, es un punto de la sucesion
limite, entonces por la propiedad 1.a de la definicién de sucesién limite existe
un pequeno entorno V' de py totalmente contenido en 17 (s) y existe n tal que
VN7, #@. Sear € VNr,, entonces por la construccién de {7, } se tiene
r€VNyycomos e [ (r)entonces s € I~ (y) = I (p). Asi concluimos que
I~ (pr) = I~ (p) y no se verifica la condicién de distincién del pasado. B

Proposicion 2.3.9 Si vy es una curva temporal inextensible hacia el futuro
tal que I=(v) = I~ (p) para algin p € M entonces M incumple la condicion
de distincion del pasado.

Demostracién: Tenemos que estudiar dos casos distintos:
Caso 1: Supongamos que para todo W entorno de p convexo y relativa-
mente compacto se tiene que y N W # & entonces:
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a) Si p € v entonces existe r € v tal que r € I7(p). Como 7 es inextensible
hacia el futuro y r € ~ tenemos que r € I~ (y) = I (p) y entonces
r € I(p) NI~ (p). Asi pues no se verifica la condicién cronolégica y
por tanto tampoco la condicién de distincién del pasado.

b) Si p ¢ ~ entonces vy se aproxima a p tanto como queramos. De esta
manera tenemos dos posibilidades.

i) Supongamos que v entra y permanece dentro de un entorno W
de p convexo y relativamente compacto. Pero eso es imposible
ya que entonces vy permaneceria en W que es compacto y por
la, proposicién 2.1.1 (pag. 10) tendriamos que 7y es extensible,
contradiciendo su inextensibilidad.

ii) Por el contrario, supongamos que no existe ningin entorno W de
p convexo y relativamente compacto en el que 7 entre y no salga
de él. Eso es lo mismo que decir que para todo entorno W de p
en el que v entre, entonces tiene que volver a salir. Como adema&s
yNW # @ para todo W convexo y relativamente compacto,
entonces vy tiene que entrar y salir continuamente de W. Por el
lema 2.3.1 (pdg. 23) se tiene que M incumple la condicién de
distincion del pasado.

Caso 2: Supongamos ahora que existe W, entorno de p relativamente
compacto tal que y N W; = &. Nuestra intencién es construir una curva
A temporal inextensible en las hipétesis del lema 2.3.1. Para ello vamos a
usar fuertemente la condicién /~(y) = [~ (p). Tomemos una sucesién de
entornos {IV,} de tal forma que Wy, C W para todo entero k y ademds
W, — p. Tomemos también un punto r, € I~ (p,W;) C I~ (p) = I (7)
entonces existe s; € v tal que r; € I~ (s1), es decir, que existe una curva oy
temporal que une r; con s;. Como s; € I~ () = [~ (p) entonces existe un
punto ro € I~ (p, W3) tal que s; € I~ (rg), es decir, una curva (3, temporal
que une $; con ry. Repitiendo este proceso (ver figura 3) obtenemos unos
puntos 7, € I~ (p,Wy) C I (p) = I () y s € 7 tales que 1, € I (si) y
sk € I~ (rgs1). Es decir, existen curvas oy y 3, temporales futuras que unen
Tk CON Sk ¥ Sk con 1y respectivamente. Por tanto la unién de todas esas
curvas A = |J,(ax U ;) es una curva temporal hacia el futuro que entra
y sale continuamente de cada Wj por lo que ademds es inextensible. Para
poder aplicar el lema 2.3.1 necesitamos ver que I~ (A\) =1~ (p). Sis € I~ (\)
entonces existe r € A tal que s € I (r), entonces r € ay U 3, para cierto
k. Por tanto r € [ (sgr1) y entonces s € I (sk41). Asi pues tenemos
que s € I~ (y) y por tanto I~ (\) C I (y) = I (p). Veamos la inclusién
inversa. Si s € I (p), como I*(s) es abierto, p € I'(s) y ademds W,, — p
entonces existe k tal que W, C I (s). Como hemos visto antes, tenemos que
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r € I™(p, Wr) N A, por tanto 1, € W N Ay asi r, € IT(s) N\, por lo tanto
tenemos que s € I (ry) C I~ (A). De esta manera vemos que I~ (p) C I~ (\)
y concluimos que I~ (A) = I~ (p). Ahora estamos en condiciones de aplicar
el lema 2.3.1 para la curva A, por tanto en este caso también se incumple la
condicién de distincién de pasado. B

Figura 3. Construccién de A en la demostracién de la proposicién 2.3.9.

Esta proposicién equivale a decir que en un espacio-tiempo M que verifica
la condicién de distincién del pasado, el pasado cronolégico de cualquier curva
temporal inextensible hacia el futuro es un TIP. Como corolario de estas pro-
posiciones podemos obtener una version ligeramente méds fuerte del teorema
de Geroch, Kronheimer y Penrose no sélo para espacio-tiempos fuertemente
causales sino para los que cumplen la condicién de distincién del pasado. El
resultado es el siguiente:

Corolario 2.3.4 St M cumple la condicion de distincion del pasado, en-
tonces un conjunto W es un TIP si y solo si existe una curva v temporal
inextensible hacia el futuro tal que I~ (y) = W.

Demostracién: Es consecuencia directa de las proposiciones 2.3.8 y
239. 1

Este corolario no es cierto en general para espacio-tiempos causales. A
continuacion se dan ejemplos en los que existen curvas temporales inextensi-
ble hacia el futuro para las que su pasado cronolégico coincide con el pasado
cronolégico de un punto del espacio-tiempo. Tomemos como M un cilindro 2-
dimensional. En la figura 4 escogemos la métrica ds? = dadt y ast M verifica
la condicién cronoldgica pero no la causal ya que t = cte es una curva causal
cerrada. Ademds elegimos como 7 a la curva dada por ~(s) = (s, exp(—s)),
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s € la,00) que es temporal e inextensible hacia el futuro. Para la figura
5 tomamos la métrica ds? = (cosht — 1)%(dt? — dz?) + dzdt y quitamos el
punto (0,0) € M, de esta manera el espacio-tiempo M verifica la condicién
de causalidad pero no la de distincién del pasado. Consideramos una curva
temporal 7 tal que y(s) — (0,0) cuando s — oo. En estos dos ejemplos
tenemos que I~ (p) = I (7).

/M

Figura 4. Espacio-tiempo que verifica la condicién cronolégica tal que
I7(p) = I" (7).

L
t L

i

L
2

Figura 5. Espacio-tiempo que cumple la condicién causal y en el que
I=(p) = I" ().

Una propiedad que usaremos mds adelante viene dada por el siguiente
lema:
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Lema 2.3.2 Si M wverifica la condicion de distincion de pasado y es de punto
omega entonces el inico TIP es el propio M.

Demostracién: Como M verifica la condicién de distinciéon de pasado
entonces existe una curva temporal v inextensible hacia el futuro tal que
I=(7) es el unico TIP de M por ser de punto omega. Si suponemos que
p € M — 1~ (v) entonces cualquier curva temporal inextensible hacia el futuro
que pase por p definird un TIP distinto de I~ (7), lo que contradice que M
es de punto omega. Por tanto M =1 (). B
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Capitulo 3

Espacio-tiempos de punto
omega

3.1 Causalidad

En esta seccién vamos a demostrar un teorema de Seifert que afirma la exis-
tencia de una superficie de Cauchy en un espacio-tiempo de punto omega
que cumpla la condicién de distinciéon del pasado. Para ello vamos a de-
mostrar una serie de lemas que compondran la demostracién completa del
teorema. También vamos a caracterizar, bajo las mismas hipotesis, algunas
de las superficies de Cauchy contenidas en estos espacio-tiempos.

Lema 3.1.1 Si (M, g) cumple la condicion cronoldgica entonces I (01T (p)) =
I*(p) para todo p € M.

Demostracién: Demostremos primero que I*(p) C I7(0I"(p)). Si se
cumple la condicién cronolégica entonces se tiene que I (p) NI~ (p) =Dy
ademds p ¢ I7(p), si W es cualquier entorno de p se cumple que I (p)NW
gy I (p)NW # &. Por tanto p € I (p) y asi tenemos que I1(p) C
1401 (7).

Veamos la inclusién inversa. Sea g € IT(0I7(p)), entonces existe r €
oIt (p) tal que g € I™(r) o lo que es lo mismo r € I~ (q) y por tanto existe
un entorno W de r tal que W C I~ (¢q). Como ademds W N IT(p) # @
entonces existe s € W N I1(p) tal que ¢ € I7(s). Entonces como g € I7(s)
y s € I'T(p) se tiene que g € I (p). Por tanto I7(0I*(p)) C I (p).

Por tanto queda demostrado que IT(9I7(p)) =I7(p). W

Lema 3.1.2 Si (M, g) es un espacio-tiempo de punto omega donde se cumple
la condicion de distincion del pasado entonces se tiene la descomposicion
M = 0It(p)UIt(p)UI (OIT(p)) para todo punto p € M tal que es una
union disjunta.
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Demostraciéon: Veamos primero que son disjuntos dos a dos:

a) OI"(p) N I*(p) # 2.

Es trivial ya que I"(p) es abierto.
b) I'(p) N I (97 (p)) = 2.

Sea g € I~ (01" (p)) entonces existe r € I (p) tal que r € I7(g). Sisupo-
nemos que g € I (p) entonces tendriamos que r € I (p). Asi pues habriamos
encontrado un punto r € I (p) NI T (p). Pero esto es una contradiccién por
lo visto en el apartado a).

c) oIt (p)NI-(0I*(p)) = 2.

Esto es obvio ya que 97 (p) es un conjunto acrono. Si ¢ € I~ (911 (p))
entonces existe r € I (p) tal que r € I7(q). Si suponemos ademds que
q € 01T (p) entonces tanto r como ¢ pertenecen a JI*(p), pero esto y el
hecho de que r € I7(q) contradice que 91" (p) sea un conjunto dcrono.

Continuemos ahora viendo la descomposicién. Supongamos que existe
un punto ¢ € M \ [0IT(p) UIT(p)UI (01" (p))], tomemos también unas
curvas v y [ temporales inextensibles hacia el futuro que pasen por ¢ y p
respectivamente. Queremos ver que ¢ ¢ I~ (). Supongamos lo contrario,
que ¢ € I(B), entonces existe r € [ tal que r € I7(g). Como el punto r
pertenece a la curva [ entonces o bien r € I (p) o bien r € I~ (p). Entonces
para toda curva o temporal que une ¢ con r se tiene:

a) si r € IT(p), a corta a OI*(p) ya que ¢ ¢ I(p), entonces tenemos
que ¢ € I~(0I7(p)). Pero esto contradice que el punto ¢ pertenece a
M\ [OIF (p) U I (p) U I~ (01" (p))].

b) sir € I~ (p) entonces ¢ € I~ (p) y como se cumple la condicién de distin-
cién del pasado se tiene que p € 917 (p), por tanto g € I~ (911 (p)). Con
lo que se vuelve a contradecir que ¢ € M\[0IT(p) U I (p) U I~ (01T (p))].

Asi pues, tenemos que ¢ ¢ [~ (/). Ahora bien, como ¢ € I~ (7) entonces
I=(B) # I (7) y por tanto las curvas [ y v definen diferentes puntos en la
c-frontera del futuro, lo que contradice la hipétesis del tinico punto omega.
Asi pues no existe ningiin punto

g€ M\ [0 (p) UIT(p) UI (0T (p))]
Por tanto hemos demostrado que podemos descomponer el espacio-tiempo

M como OIT(p)UIt(p)UI—(0It(p)). A
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Lema 3.1.3 Si (M, g) es un espacio-tiempo de punto omega que cumple la
condicion de distincion del pasado entonces para todo punto p € M se tiene

que DI (91 (p)) = OI* (p).

Demostracién: Estd claro que I~ (017 (p)) N 01~ (01T (p)) = & ya que
I=(0I"(p)) es abierto y por tanto no contiene ningiin punto de su frontera.
Entonces por el lema 3.1.2 (pag. 28) tenemos que 01 (91" (p)) C 01T (p) U
I*(p). Supongamos que tenemos un punto g € 91~ (911 (p))NI*(p), entonces
existe W entorno de ¢ tal que para todo V entorno de ¢, V' C W, se tiene
que I~ (0I*(p)) NV # @& (por pertenecer g a la frontera 01~ (01" (p)) ), pero
esto es imposible debido a que para todo V entorno de ¢ suficientemente
pequeno se verifica que V' C I1(p) (por pertenecer ¢ a I7(p) ) y de nuevo
por el lema 3.1.2 sabemos que I*(p) NI~ (01" (p)) = @. Por tanto no puede
existir ningin g € 0~ (91" (p)) NI (p). Asi pues 01~ (91T (p)) C OIT(p).

Veamos la inclusién inversa. Sea un punto ¢ € OI*(p) entonces para
todo W entorno de ¢ se tiene que W N I~ (q) # O, asi pues tenemos que
W NI~ (0IT(p)) # @. Entonces ¢ € I-(0I+(p)) y como ¢ ¢ int(I~ (017 (p)))
entonces ¢ € 91 (01" (p)). Asi pues tenemos 01" (p) C 91— (91 (p)) y por
tanto concluimos que 91~ (01" (p)) = 0I*(p). A

Posiblemente este lema 3.1.3 es cierto para espacio-tiempos més generales,
sin la necesidad de que se verifique la condicién cronoldgica ni que la c-
frontera del futuro sea un unico punto, pero de momento y para nuestras
necesidades actuales nos vale este resultado. Se expone este resultado por
su necesidad para resolver un pequeno detalle técnico en la demostracion del
lema 3.1.4.

Lema 3.1.4 Si (M, g) es un espacio-tiempo de punto omega que cumple la
condicion de distincion del pasado entonces la frontera derona IT(p) es una
superficie de Cauchy para todo p € M.

Demostracién: La observacién 2.3.2 (pag. 15) afirma que 9I7(p) es
una hipersuperficie topolégica cerrada, dcrona e inmersa en M. Por el lema
3.1.2 (pdg. 28) tenemos la descomposicién M = I (p)UIT(p)UI~ (01T (p))
para todo p € M. Supongamos que OI"(p) no es una superficie de Cauchy,
entonces existe una curva 7y temporal inextensible que no corta a 91 (p). Por
el lema 3.1.2 se tiene que v C I (p) U1 (07 (p)) y como por el lema 3.1.3
hemos visto que 01~ (01(p)) = 01" (p) entonces o bien v C I~ (01" (p)) o
bien v C I (p).

Supongamos primero que v C I~ (07 (p)), entonces considerando sus
conjuntos pasados se tiene que I~ () C I~ (I~ (01" (p))). Como I~ (91" (p))
es un conjunto pasado entonces I~ (I~ (017 (p))) = I~ (0I*(p)) y como M es
de punto omega entonces por el lema 2.3.2 (pdg. 27) se tiene que I~ (y) = M.
Por tanto

+

M =1"(y) CI"(I"(0I"(p))) = I~ (0I"(p))
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contradiciendo la descomposicion del lema 3.1.2. Asi pues no es posible que
la curva v esté contenida en I~ (911 (p)).

Supongamos ahora que v C I"(p). Tomemos una sucesion { ¢, }men C 7y
tal que ¢, > ¢m11 para todo m, no existan subsucesiones {¢;} que converjan
a p y ademds para todo r € v existe un nimero k tal que ¢ € I~ (r) (todo
esto es posible debido a que v es inextensible). Consideremos sucesiones de

curvas {v,,} v {,,} tales que

7, = 7 restringida al conjunto I*(g,)

B,, es una curva temporal futura que une p con g,

Asi pues, la sucesién de curvas {«,} tal que

Oén=5nU7n

es una sucesién de curvas temporales inextensibles hacia el futuro tales que
a,(0) = p para todo n, y por lo tanto p es un punto de acumulacién de {«, }.
Ademds como p no es un punto de acumulacién de la curva  entonces se
tiene que {a,} - p. Por tanto por la proposicién 2.3.3 (pdg. 16) tenemos
que existe una curva limite A causal inextensible hacia el futuro que pasa
por p. Demostremos entonces que v N I~ (\) = (). En efecto, si existiese
r € v N I (\) entonces existiria k¥ € N tal que ¢; € I~ (r) y por tanto
¢ € YN I (A\) para todo i > k. Como ademds \ es inextensible hacia el
futuro, existe ¢ tal que g, € I~ (A(¢)). Llamemos X al segmento de A contenido
en IT(A(t)) (que también serd inextensible hacia el futuro), entonces los
puntos de acumulacién de {f3,,} estardn contenidos en /~(gx). Veamos que

A(t) ¢ I=(qx) y entonces tendremos que los puntos de A serén puntos de
acumulacién de {,,} y por construccién también lo seran de . Si ocurriese el
caso contrario, es decir, \(t) € I~(gx) entonces como tenemos que se verifica
la condicién cronolégica y que gx € I~ (A(t)) se tiene que A(t) € I~ (q).
Como I7(gx) es un entorno de A(t) y todo entorno de \(¢) interseca a I~ (gy)
entonces existe s € I~ (qx) NI (qx) lo que contradice la condicién cronoldgica.
Ast pues A(t) ¢ T~ (qi) y por tanto  se acumula en \ a medida que se mueve
hacia el futuro. Por otro lado, si tomamos un punto \(¢') de A, como M es de
punto omega, tenemos que la curva -y intersecard a I (A(t')) y por tanto existe
un punto s € ¥ N IT(A(¥')). De esto se deduce, por el corolario 2.3.2 (pdg.
14), que existe un segmento abierto Ay C A tal que A\g C I~ (s). Pero esto
es contradictorio ya que los puntos de acumulacién de v se tienen que hallar
en I (s) y por tanto los puntos de \g no pueden ser puntos de acumulacién
de 7 (ver figura 6) con lo que entonces Ay no serfa curva limite de {a, }. Asf
tenemos que v N I~ (A\) = (), pero como M es de punto omega entonces ésto
no es posible ya que I~ (\) = M. Por tanto no existe v totalmente contenida
en I (p). Hemos demostrado que dicha curva  no puede existir y por tanto
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cualquier curva v temporal inextensible debe cortar a 911 (p), que por tanto
es una superficie de Cauchy. W

¥

Figura 6. Esquema de la demostracion del lema 3.1.4.

Existe un teorema debido a Penrose (ver [10, teorema 3.20]) que afirma
que para todo g € OI"(p) se tiene que existe una geodésica nula 5 contenida
en I (p) con punto final futuro en ¢ que bien es inextensible hacia el pasado
o bien tiene punto final pasado en p. Diremos entonces que esas geodésicas
nulas son geodésicas nulas generadoras de 917 (p).

Lema 3.1.5 Si M es de punto omega y cumple la condicion de distincion
del pasado entonces I (p) es compacto y distinto del vacio para todop € M.

Demostracién: Observemos primero que como por el lema 3.1.4, M es
globalmente hiperbdlico, entonces es claro que 917 (p) # () ya que se tiene
que p € OI"(p). Ademds también tenemos que para todo p € M, el futuro
causal J*(p) es un conjunto cerrado y como 917 (p) = dJ"(p), asi pues se
tiene que

oI (p) = J"(p) — I"(p)
Entonces para cada ¢ € 11 (p) existe una curva causal futura desde p hasta
q que por el teorema de causalidad debe ser una geodésica nula generadora
ya que g ¢ I (p).

Veamos ahora que toda geodésica nula generadora de 91" (p) (inextensible
hacia el futuro) abandona 01" (p) para entrar en I*(p). Supongamos, por el
contrario, que existe  geodésica nula generadora que no abandona 017 (p),
es decir 5 C dI*(p). Entonces tomando sus pasados tenemos que I~ (f) C
I=(0I™(p)), y como M es de punto omega entonces I~ () = M. Asi pues
M = 17(B) € I"(0I*(p)) contradice la descomposicién del lema 4. Por
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tanto no existe § C 0I"(p) geodésica nula generadora inextensible hacia el
futuro.

Siguiendo la demostracién de [5, lema 5.1]" definamos C(p) C 91" (p) co-
mo el conjunto de puntos donde las geodésicas nulas generadoras abandonan
Ol (p)?. Sea X un campo temporal futuro y sea

O(p) = {u € T,M : g(u,u) =0, g(u, X) = —1}

Cada u € O(p) define una direccién nula futura a partir de p y se tiene
ademads que O(p) es compacto, de hecho es homeomorfo® a la esfera S"~2. Si
lo € R es tal que exp, (lou) € C(p) entonces diremos que [y es la distancia
de p a C(p) en la direccién u denotdndola como ly(u). Es claro que lp(u)
estd definido para todo u € O(p) ya que toda geodésica generadora abandona

OI"(p) desde cualquier direccién. Definamos ahora el conjunto
O(p) = {€u € T,M 1w € O(p),0 <€ < lo(uw) |

Es trivial que 1" (p) = exp, O(p), asf que si demostramos que O(p) es com-
pacto entonces como la aplicacién exp, es continua se tiene que 9 *(p) es
compacto.

En efecto, tomemos una sucesién {v,} C O(p), ésta define otra sucesién
{u,} € O(p) de tal manera que v, = &, u, para algin &, < lo(u,). Como
O(p) es compacto entonces u, — u € O(p). Como lo(u) es finito, queremos
ver que {£,} tiene un limite & € [0,lo(u)] ya que entonces {u € O(p) es un
limite para la sucesién {v, }. Supongamos por el contrario que {£,,} no tiene
ningtn limite en el intervalo [0, lo(u)], entonces podemos encontrar un nimero
7 y una subsucesién {&,} tales que &, > 1 > lp(u) para todo k. Ahora bien,
como 7 > lp(u) entonces p’ = exp,nu € I*(p). Para cualquier ¢ € I*(p) N
I~ (p') se tiene que I (q) y I~ (q) son entornos de p' y p respectivamente. Para
un k suficientemente grande se tiene que exp, v, € I*(q) C I'*(p) y como
v, = &, u, entonces se contradice que &, < lo(u,). En resumen, cualquier
sucesién {v,} C O(p) tiene limite en O(p) y por tanto O(p) es compacto y
entonces 01" (p) = exp, O(p) es compacto. W

Teorema 3.1.1 (Seifert) Si M es un espacio-tiempo de punto omega que
verifica la condicion de distincion del pasado entonces M es globalmente hi-
perbolico y las superficies de Cauchy son compactas.

Demostracién: Es una consecuencia directa de los lemas 3.1.4 y 3.1.5.
|

'La demostracién de Budic y Sachs es més general que la que se expone aqui.

2A C(p) se le denomina en inglés future null cut locus de p y es un conjunto bien definido.
Est4 formado por los primeros puntos conjugados de cada geodésica nula generadora. Para
m4és detalles se puede consultar [3, capitulo 9] y [5].

3En el caso en que n = 2, O(p) consiste simplemente en un par de puntos.
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Este teorema 3.1.1 y el lema 3.1.5 nos permiten demostrar que ademds de
ser I (p) para todo p € M una superficie de Cauchy, tenemos que 91~ (q)
es superficie de Cauchy siempre y cuando ¢ esté suficientemente cerca del
punto omega. Para demostrar este resultado y entender el significado de
”suficientemente cerca del punto omega” necesitamos unos lemas previos.

En todo lo que sigue a continuacién y hasta el final de esta seccién vamos
a considerar que M es un espacio tiempo de punto omega que verifica la
condicién de distinciéon de pasado. Por el teorema 3.1.1 se tiene que M es
globalmente hiperbdlico y que sus superficies de Cauchy son compactas. Asf
pues, la proposicién 2.3.6 nos asegura la existencia de una foliacién S(t) de
superficies de Cauchy espaciales, diferenciables donde ¢ se incrementa en la
direccién temporal futura. Esto es equivalente a la existencia de una funcién
tiempo de Cauchy diferenciable f : M — R tal que f~!(¢t) = S(t). El campo
vectorial X = W% es ortogonal a cada S(t), es decir, todas las
curvas integrales de X cortan ortogonalmente a todas las S(t) y ademds si A
es una curva integral entonces f o A\(t) = t, es decir que las curvas integrales
se pueden parametrizar mediante el pardmetro de la foliacién. En efecto,

(fo ) (t) =df - (X(t)) = df - (X(A(1)) =

grad(f) B
<gmd<f>,gmd<f>>> -

por tanto foA(t) = t+ ¢ donde c es la constante de integracién que podemos
normalizar para que f o A(t) = t.

— g (grad(f), X(\(1)) = g (gmd<f>, -

Lema 3.1.6 St v C M es una curva temporal inextensible hacia el futuro
entonces no existe p € M tal que v C I~ (p).

Demostracién: Este es un resultado trivial. Supongamos que existiese
p € M tal que v C I~ (p), entonces tendriamos que I~ (y) C I- (I~ (p)) =
I~ (p) y como M es de punto omega [~ (y) = M y entonces M C I~ (p) lo
que es una contradiccién. W

Corolario 3.1.1 Sea p € M entonces toda curva v C M temporal inexten-
sible hacia el futuro tal que v NI~ (p) # O interseca a O~ (p).

Demostracién: Como por el lema 3.1.6 v € I~ (p) entonces 7y debe salir
de I~ (p) y por tanto intersecar a su frontera 01~ (p). B

Lema 3.1.7 Sea v una curva temporal inextensible. Si existe p € M tal que
vy NOI~(p) # 0 entonces para todo q € I (p) se tiene que vy N OI~(q) # 0.
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Demostraciéon: Sabemos que M es globalmente hiperbdlico, entonces
si g € I'T(p) se tiene que I~ (p) C I~ (q). Ademsds es facil ver que O~ (p) N
0I~(q) = 0, en efecto, supongamos que existe r € 91~ (p) N I~ (q) entonces
como 01~ (p) = J~(p) — I~ (p) se tiene que

reJ (p)

y como p € [~ (q) entonces por el corolario 2.3.2 (pdg. 14) tenemos que
r € I~ (q) contradiciendo que r € 91~ (q) = J (q)—1 (q). Por tanto 91~ (p)N
017 (q) = 0. Ahora bien, si I~ (p) C I~ (q) son abiertos tales que 9I~(p) N
I~ (q) = () entonces esto implica que

oI (p) C I"(q)

Por hipétesis yNAI~(p) # () y por tanto yN 1~ (q) # 0. Por el corolario 3.1.1
concluimos que

YNOI~(q) #0

como queriamos demostrar. l

Corolario 3.1.2 Sean A curva integral de X y v una curva temporal inex-
tensible. Si existe t tal que y N OI~(A(t)) = O entonces y N AL~ (A(')) = 0
para todo t' < t.

Demostracién: Este corolario es un caso particular del lema 3.1.7, basta
tomar p = A(t'), negar la tesis y asf se obtiene la negacién de la hipétesis. B

Lema 3.1.8 Sea A\ una curva integral de X. Si para toda p curva integral
de X se tiene que uNOI~(A(ty)) # 0 entonces OI~(A(ty)) es una superficie
de Cauchy.

Demostracién: Por la observacion 2.3.2 (pag. 15) sabemos que 01~ (A(to))
es una superficie topolégica dcrona, cerrada e inmersa en M. Consideremos
una superficie Sy de la foliacion S(t). Para cada punto p € S existe p,, curva
integral de X tal que p € p,. Por hipétesis sabemos que toda curva integral
p, de X corta a 91~ (A(tg)) y como OI~(A(tp)) es un conjunto dcrono sélo

cortard en un unico punto g,. Definimos la funcién ¢ :5; — R donde ¢, es el
p—tp

valor de ¢ para el que ¢, € S(t). La funcién ¢ es continua ya que 91~ (A(to))
es una hipersuperficie y cualquier curva integral de X la interseca. Como Sy
es compacto existe m_ el minimo de ¢. De esta manera tenemos que existe

ms, < m_ tal que
S(m_) C I'*(S(m.))

y ademds como toda curva integral de X corta a 91~ (A(ty)) por hipétesis y
a S(m.) por ser ésta superficie de Cauchy, entonces

S(m.) C I7(01" (A(t))) = I~ (A(to))
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Como toda curva 7 temporal inextensible corta a S(m.) y como S(m.) C
I~ (A(tp)) entonces por el corolario 3.1.1 tenemos que v N A1~ (A(to)) # 0
como querfamos demostrar. ll

Lema 3.1.9 Sea \ una curva integral de X. St para todo t existe una curva
integral p, de X tal que p, N OI~(A(t)) = 0 entonces existe ju curva integral
de X tal que pNAI~(A(t)) = 0 para todo t.

Demostraciéon: Como M es un espacio-tiempo de punto omega, se tiene
que |J I~ (A(u)) es un recubrimiento de M y ademds como las superficies

de Cauchy de la foliacién S(u) son compactas, si fijamos una superficie de
Cauchy Sj perteneciente a la familia S(u), entonces podemos encontrar un
subrecubrimiento finito de Sy y por tanto un valor 7" tal que Sy C I~ (A(T)).
Entonces si s € 91~ (A(T)), cualquier curva temporal inextensible que pase
por s intersecard a Sy y como Sy C I~ (A(T)) entonces s € I1(Sy). Asi
pues tenemos que d1~(A(T)) C I7(Sy). Si p € Sy llamaremos j, a la curva
integral de X que pasa por p. Definimos en S los siguientes conjuntos:

A(t) = {p € So:p,NOI (A1) =0}

El corolario 3.1.2 (pdg. 35) nos indica que A(t) C A(t') cuando t > t' y por
hipétesis como para todo t existe p, tal que pu, NAI~(A(t)) = () entonces es
claro que A(t) # () para todo t. Si demostramos que A(t) es cerrado para

todo t > T, entonces tendremos que [ A(t) # 0 por ser Sy compacto (ver
t>T

[8, teorema 5.9]) y por tanto existe una curva integral p, con r € (| A(t) tal
£>T

que se tiene que p, N OI~(A(t)) = 0 para todo t > T y con el corolario 3.1.2
podemos concluir que p, N OI~(A(t)) = 0 para todo t.

Veamos que A(t) es cerrado o equivalentemente que Sy — A(t) es abierto
para todo t > T'. En efecto, sea t > T y sea q € Sy — A(t), entonces la curva
1, interseca a 91~ (A(t)) en un punto r € I*(g). Entonces el conjunto U =
I=(r)N(Sy — A(t)) es un entorno de g en Sy. Por el corolario 3.1.1 (pédg. 34)
obtenemos que cualquier curva integral p, con q € U intersecard a 01~ (r) en
un punto s € p, NI~ (r). Entonces s € J~(r) y como r € J~(A(t)) entonces
tenemos que s € J~(A(t)). Ahora bien, como J~(A(t)) = 91~ (A(t))UI~(A(2))
siendo esta unién disjunta, si s € 91~ (A(t)) concluimos que para todo g € U
la curva integral p, corta a I~ (A(t)). Si por el contrario s € I~(A(t))
entonces el corolario 3.1.1 nos permite concluir que p, N OI~(A(t)) # 0. Ast
pues Sy — A(t) es abierto y por tanto A(t) es un cerrado en Sy. W

Ahora estamos en disposicién de demostrar la siguiente proposicién:
Proposicién 3.1.1 Si M es un espacio-tiempo de punto omega que verifica
la condicion de distincion de pasado entonces existe una superficie de Cauchy

S C M tal que para todo p € I7(S) se tiene que I~ (p) es una superficie de
Cauchy.
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Demostraciéon: Sea A una curva integral de X, entonces afirmamos que
existe ¢ tal que 01~ (A(t)) es superficie de Cauchy. Supongamos que no es
cierto, es decir, que I~ (A(t)) no es superficie de Cauchy para ningin ¢.
Entonces por el lema 3.1.8 (pdg. 35) tenemos que para cada t existe una
curva integral u, tal que w, NI~ (A(t)) = (). Pero por el lema 3.1.9 tenemos
que existe una curva integral p tal que N AT~ (A(t)) = () para todo t y esto
implica que p N I~ (X) = () por lo que se contradecirfa que M es de punto
omega. Asi pues existe ¢ tal que 91~ (A(t)) es superficie de Cauchy. Entonces
cualquier curva v temporal inextensible es tal que y NI~ (A(t)) # 0 y por el
lema 3.1.7 tenemos que para todo g € IT(A(t)) = IT(0IT(\(t))) se verifica
que vy N AT (q) # (. Asf pues tenemos que si S = OIT(A(t)) entonces para
todo g € I7(S) se verifica que 01~ (q) es una superficie de Cauchy. B

3.2 Variacion de una curva

Recordemos ahora algunos conceptos bdsicos del cdlculo de variaciones, que
es un arma fundamental para la demostraciéon de la unicidad de superficies
de Cauchy con curvatura media constante. Inspirados en [9, seccién 8 y 10]
vamos a mencionar los resultados méas importantes.

Definicién 3.2.1 Una variacion de un segmento de curva « : [a,b] —
M es una aplicacion diferenciable ¢ : [a,b] X (—0,0) — M tal que 0 <
d € R y ademds a(t) = ¢(t,0), Vt € [a,b]. Dado uy € (=6,9), la curva

0" :[a,b] — M diremos que es una curva longitudinal de la variacion
t—(tu0)

y dado tg € [a,b], diremos que la curva ¢ : (—=06,0) — M es una curva
u—p(to,u

transversal a la variacion. A la curva a se la de;;émz‘;m curva base de la

variacion, y llamaremos campo vartacional de © al campo V' sobre la curva

a tal que V (t) = ¢,(t,0), donde ¢, denota la derivada de ¢ en la direccion

transversal, es decir, que para cada t € |a,b], V(t) es el vector velocidad de

la curva ©' en el punto u = 0.

Nos interesa estudiar la longitud de las curvas longitudinales de una va-
riacién para determinar cuando una curva base temporal es la que maximiza
la separacién temporal entre sus extremos.

Denotemos como £(7y) a la longitud de una curva -, y denotemos también
Ly(u) a la longitud de la curva longitudinal ¢*, entonces Ly(0) = L(a),
donde « es la curva base de . Es decir, Ly : (—0,6) — Ry ademds

u—L(p")
T / dc " d?L
escribiremos Ly, = <X y Ly, = <=,

Una variacién ¢ de una curva diferenciable a trozos « : [a,b] — M es
también diferenciable a trozos. Sean a =ty < t; < ... < t) < t}y1 = b los
puntos en los que a no es diferenciable, entonces la restriccién de ¢ a cada
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[ti,tiv1] X (=0,0) para i = 1,..., k es diferenciable. El campo variacional V'
es siempre diferenciable a trozos y podemos suponer que a y ¢ tienen los
mismos puntos en los que no son diferenciables . Por otro lado, el campo
tangente a v tendrd discontinuidades en {¢;};_, . Denotaremos Aca/(t;) =
o (tF) — o/ (t7) € Tou)M donde o (t]) denota el vector tangente a a por
la derecha, i.e. por [t;,t;11], y /(t;) denota el vector tangente de a por la
izquierda, i.e. por [t;_1,¢;] parai=1,....k — 1.

Con esta notacién tenemos la férmula de la primera variacién de la lon-
gitud de arco:

Proposicién 3.2.1 Sea « : [a,b] — M un segmento de curva diferenciable
1
|§

a trozos con || = |g(a/,a/)|2 = 1. Si ¢ es una variacion de a con campo

variacional V', se tiene que:

£0(0) = [ (T VYt + 3 gl8a(0). V(1) ~ lglal. V),

a

donde V representa la conexion de Levi-Chivita.

Demostracién: Ver demostracién en [9, proposicién 10.2]. B

Una variacién ¢ con campo variacional V' es de extremos fijos si V' (a) =
0 € TayM y V(b) =0 € Top)M, es decir, la primera y la tltima curvas
transversales son constantes.

Corolario 3.2.1 Un segmento « de curva diferenciable a trozos, con veloci-
dad constante |o/| > 0 es una geodésica diferenciable si y sélo si la primera
variacion de la longitud de arco L,(0) = 0 para toda variacion ¢ de extremos
figos con campo variacional V.

Demostracién: Ver demostracién en [9, corolario 10.3]. W

Sea S una hipersuperficie diferenciable y « : [a,b] — M una curva
diferenciable que maximiza la separacién temporal entre S y un punto p € M,
es decir, a(a) € Sy a(b) = p, conp € I7(S). Entonces es claro que a también
maximiza la separacién temporal entre a(a) y p. Por tanto, si tomamos una
variacién ¢ con campo variacional V' de extremos fijos se tiene que

b
0= £,(0) = / o(Voed, Vit

a

para todo ¢ (y por tanto para todo V') lo que implica que Vo' = 0y
por tanto « es geodésica. Ahora bien, si tomamos otra variacién ¢ de « con
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campo variacional V tal que 0 # IN/(a) € To(a)S y ademas ‘N/(b) =0¢€ TomM,
es decir, la variacién @ tiene como tunico extremo fijo a p = «(b) y por tanto

b
b ~

0= £5(0) = [ o(Vurd? Pyt = [gl. V)] = gla(a). V(@)

entonces se tiene que o/(a) es ortogonal a V(a). Podemos repetir este argu-
mento para ver que si una curva « maximiza la separacién temporal entre
dos hipersuperficies S y S’ entonces se tiene que o’(a) es ortogonal a S y
o/(b) es ortogonal a S’

Por otro lado, si « es una geodésica diferenciable tal que L£{,(0) = 0
entonces esto implica que « es tal que su longitud L(«) es extrema entre
ala) y a(b). En este caso tenemos la féormula de la segunda variacién de
longitud de arco:

Teorema 3.2.1 Sea « : [a,b] — M wuna geodésica tal que |/| = 1. Si ¢ es
una variacion de o con campo variacional V' entonces

£(0) = / —g(Va V.V V) + g(R(V. o), V)] dt — [g(Vy Vo))"

a

donde R es el tensor de curvatura.

Demostracién: Ver demostracion en [9, teorema 10.4]. W

A continuacién y siguiendo [9, capitulo 14] vamos a introducir la nocién
de separacién temporal. Este concepto relaciona estrechamente el célculo
de variaciones con la estrucura causal de un espacio-tiempo.

Definiciéon 3.2.2 Sean p,q € M tales que p < q, entonces se define la
separacion temporal entre p y ¢ como

T(p,q) = sup{L(7) : v segmento de curva causal futura desde p hasta q}
considerando las siguientes convenciones:
7(p,q) = o0 si el conjunto de longitudes no estd acotado
7(p,q) =0 sip y q son tales que q & J*(p)

Lema 3.2.1 La separacion temporal 7(p, q) entre p y q verifica las siguientes
propiedades:

1. 7(p,q) > 0 si y sélo si g € I (p).
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2. Sip < q < r entonces se tiene que T(p,q) + 7(q,r) < 7(p,7). Esta
propiedad se denomina desigualdad inversa del triangulo.

Demostracién: La demostracién puede verse en [9, lema 14.16]. B

Lema 3.2.2 La funcion separacion temporal T : M x M — [0, 00] es semi-
continua inferior.

Demostracién: Ver demostracién en [9, lema 14.17].

Proposicion 3.2.2 Sean p,q € M tales que p < q. Si M globalmente hi-
perbdlico entonces existe una geodésica causal v uniendo p con q tal que

L(y) =7(p,q).
Demostracién: La demostracién puede verse en [9, proposicién 14.19)].

Proposicion 3.2.3 5i M es globalmente hiperbolico entonces la funcion se-
paracion temporal T : M x M — [0, 00| es continua.

Demostracién: Ver demostracién en [9, lema 14.21]. W

3.3 Superficies de curvatura media constante

Lema 3.3.1 Si M es un espacio-tiempo de punto omega que verifica la con-
dicion de distincion del pasado entonces existe una superficie de Cauchy S
tal que se verifica que M —[I*t(p) U I~ (p)] es compacto para todo p € IT(S).

Demostracién: Por la proposicién 3.1.1 (pdg. 36) tenemos que exis-
te una superficie de Cauchy S tal que para todo p € I7(S) se tiene que
0I~(p) es una superficie de Cauchy. Tomemos entonces p € I7(S). Como
los conjuntos I (p) y I~ (p) son abiertos entonces M — [I*(p) U I~ (p)] es un
conjunto cerrado. Como M es globalmente hiperbdlico, por la proposicién
2.3.6 (pdg. 19) existe una foliacién S(t) de M tal que S(a) es una superficie
de Cauchy espacial para todo a € R. Ademds sabemos que I~ (p) y 01" (p)
son superficies de Cauchy compactas, por tanto existen ty,t; € R tales que
lo<t1y

OI(p) C I"(S(t)) (3.1)
o1 () < I (S(t) 32)
Demostremos que I1(S(t1)) € I*(p). En efecto, si s € I7(S(t1)) existe
r € S(t1) tal que s € I (r). Como OI*(p) es superficie de Cauchy y como
se verifica 3.1 entonces cualquier curva v temporal inextensible que pase por

r intersecard a I*(p) en un punto u € I (p) N~v. Es decir, s € I (u)
y u € OI"(p). Tomemos un entorno W de u tal que W C I~ (s) y como
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u € OI"(p) se tiene que W N I7(p) # &. Por tanto existe w € W N IT(p)
lo que implica que w € I~ (s) N I*(p) y por tanto s € I (p). Esto concluye
que I7(S(t;)) € I*(p). De forma andloga se puede ver usando 3.2 que

I(S(to)) C I~ (p). Asf pues
M~ [IT(p)UI(p)] C M — [I7(S(t1)) U I (S(to))]
y como M ~ S(ty) x R se tiene que
M — [I(S(t1)) UT~(S(to))] =~ S(to) x [to, t1]

que es un producto de conjuntos compactos y por tanto compacto. Como
M — [I7(p) Ul (p)] es un cerrado dentro de un compacto entonces también
es compacto. H

Teorema 3.3.1 (Bartnik) Sea M un espacio-tiempo globalmente hiperbélico
con superficie de Cauchy compacta que verifica la condicion de convergencia
temporal. Si M — [IT(p) UI (p)] es compacto para algin p € M entonces
existe una superficie de Cauchy S diferenciable*, con curvatura media cons-
tante tal que p € S.

Demostracion: La demostraciéon de Bartnik utiliza técnicas y argumen-
tos analiticos por lo que la omitimos. Esta demostracién puede verse en [2].
|

Lema 3.3.2 Sea M un espacio-tiempo que posee una hipersuperficie S C M
diferenciable, espacial, compacta, con curvatura media constante k # 0 y que
verifica la condicion de convergencia temporal, entonces en cualquier entorno
U C M deS existen hipersuperficies S y S_ con curvaturas media ki y k_
respectivamente tales que ky < k < k_.

Demostracién: Sea N el campo vectorial normal sobre la hipersuperficie
S, vamos a extender N a un campo N en un entorno U de S. Para cada
p € S existe un entorno UP de p en S donde para todo z € UP la curva
v,(t) = exp,(tN(x)) estd definida para todo t € (—¢,,¢€,) siendo ¢, > 0.

n
Como S es compacta entonces existen pi, pa, ..., p, tales que S =J U,
=1

1=
es decir, tiene un recubrimiento finito formado por {4?'},_;, . Tomando

i=1,...,n

entonces € = E?in {€,,} > 0 podemos considerar que para todo p € S la

curva vy, (t) estd aéﬁnida arat € (—e, €). Asi pues podemos tomar un entorno
V() p : pues p

4El enunciado de Bartnik de [2] dice que la superficie debe ser C%® ya que trabaja con
la clase C2. En la demostracién utiliza [1, teorema 4.1] donde se indica que si consideramos
la clase C* entonces la superficie es C** para k > 1. Como nosotros estamos trabajando
con la clase C*° entonces nuestra superficie serd también C'°.
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U C M de S tal que para todo g € U existap € Sy t € (—¢,¢€) tal que ¢ =
7,(t), de esta manera definimos N(q) = 7,,(t) que resulta ser una extension

del campo N. Elegimos ahora {M} campos vectoriales sobre S
i=1,....,n—1

.....

Bt A

Podemos extender estos campos a campos V; en el entorno U transportando
paralelamente V;(p) a lo largo de 7,(t) para todo p € S. De esta manera para
cualquier p € S tenemos que como 7, es geodésica entonces (Vy V) (p) = 0,
como V; es paralelo a lo largo de v, entonces (VyV;)(p) = 0 y ademds
g(N(q),N(q)) = —1 para todo ¢ € U. Vamos a calcular cémo varfa la
curvatura media de S al moverla hacia el futuro a lo largo de N. Denotando
2 4 la derivada a lo largo de N y evaluando en p € S tenemos que

on
a n—1
5k = N(E; VVNV> ZN (Vy,N,V;)) =

n—1 n—1
=Y " (g(VNVy N Vi) + g(Vy,N,VaVi) =) g(VaVy N, Vi) =
=1 =1
n—1 n—1
=> g (R(N,V;)N + Vy, VAN + Viny N, Vi) =) g (R(N, V)N, Vi) +
i=1 i=1
n—1 n—1
+ 2{: g(‘7DﬂWJAL‘Q)::ZE: g(]%(DJ,VE)AC‘Q)%—g(J%QNDJV)fV,PJ)——
1=1 i=1
n—1 1
—g(R(N,N)N,N)+ Z 9 (VivyN, Vi) = —=Rice(N,N)+ » g (VinuN, Vi) =
1

3
I

=1 %

n—1
= —Ricc(N,N)+ Z g (V(va)N — V(VViN>N7 V%) =
i=1

n—1

= —Rice(N,N)— Z g <V(VV1_N)N, ‘/i) (3.3)

i=1
donde R representa el tensor de Riemann. Usando ahora que
n—1
VN =) g(VviN,Vj)V; + g(Vy,N, N)N
j=1
y ademds g(Vy, N, N) = 0 se tiene que

n—1
Vi N =) g(VviN, V)V (3.4)

j=1
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En efecto, utilizando la férmula de Koszul tenemos que
2(Vv N, N) = Vi (g(N, N))
y como g(N, N) = —1 constante en todo punto p € U entonces
9(Vi,N,N) =0

y por tanto queda demostrado que la ecuacién 3.4 es cierta. Retomando
ahora la ecuacién 3.3 tenemos que

a n—1

%k = —Ricc(N,N)— > 9 (VWVZ-N)N’ V}) —

n—1n—1
= —Rice(N,N)— ZZQ Vv.N,V;) - (VVJ-NuVi)
=1 j=1

en conclusion:

a . n—1ln—1

5k = (chc(zv, N+ D> x(VaVy)- X(‘G,%)) (3.5)
i=1 j=1

Como M verifica la condicién de convergencia temporal, es decir, se tie-

n—1

ne que Ricc(v,v) > 0 para todo vector v temporal, ademds como k :Z

i=1

X (Vi, Vi) # 0 entonces

n—1ln—1 n—1ln—1
SN TV V) X (Vi Vi) =D (x(Vi V)P > 0
i=1 j=1 i=1j=1

y por tanto

n—1ln—1
%k =- (Rz‘cc(N, N+ > XV Vi) ><<V;-,Vz~>) <0

i=1 j=1
Esto significa que la curvatura media decrece a medida que desplazamos
la superficie S a lo largo del campo N hacia el futuro. Por tanto, dentro
de U N I7(S) podemos encontrar una hipersuperficie diferenciable S, con
curvatura media k., no necesariamente constante tal que ky < k. De manera
andloga podemos demostrar que existe una hipersuperficie S_ con curvatura
media k_ no necesariamente constante tal que £ < k_ con lo que quedaria
demostrado el presente lema. W
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Observaciéon 3.3.1 La demostracion de este lema 3.3.2 (pdg. 41) pone de
manifiesto que si la superficie S de partida tiene curvatura media constante
k = 0 entonces no podemos asequrar que la superficie construida S, tenga
curvatura media k. < 0, pero es claro que podemos encontrar una superficie
Sy tal que su curvatura media verifique que |ky| < € para cualquier ¢ > 0
dado. En este caso no podriamos decir nada sobre el signo de ki (que no
tiene porqué ser constante), para ello tendriamos que estudiar el valor del
tensor de Ricci en S y su seqgunda forma fundamental. Por ejemplo, si S no
es totalmente geodésica o el tensor de Ricci es estrictamente positivo entonces
ky <0 como indica la formula 3.5. Por razones andlogas, podremos decir lo
mismo de S_. Asti pues, en general, dado € > 0 existen superficies S, y S_
tales que sus curvaturas media ki y k_ son tales que

|]{f—l{f+|<€

|k —k_| <e

Usaremos este hecho para estudiar la continuidad de las foliaciones existentes
en las “prorimidades” del punto omega a lo largo de las curvas temporales.

Proposicion 3.3.1 Sea M un espacio-tiempo con superficie de Cauchy com-
pacta y que satisface la condicion de convergencia temporal. Si S C M es una
hipersuperficie diferenciable, compacta, espacial, con curvatura media cons-
tante ko # 0, entonces no existe otra hipersuperficie diferenciable, compacta,
espacial, con la misma curvatura media constante k.

Demostraciéon: Supongamos que existe ScM hipersuperficie diferen-
ciable, compacta, espacial y con curvatura media constante kg tal que S # S.
Tenemos que considerar dos casos distintos:

Caso 1: Supongamos que existe ¢ € S tal que ¢ € I1(S). Como M
posee una superficie de Cauchy entonces es globalmente hiperbdlico y por
proposicién 3.2.3 (pdg. 40) la separaciéon temporal 7 : M x M — R es
una funcién continua y por tanto la restriccién (que seguiremos llamando
igual) 7: S X S — R también es continua. Tanto S como S son compactas
y por tanto también lo es S X S. Asf pues 7 : S X S — R alcanza un
maximo. Esto quiere decir que existen p € S, ¢ € S y una curva temporal
futura v : [a,b] — M tal que L(v) = 7(p,q) = 7(5,5) > 7(¢/,¢') para
todo p/ € S, ¢ € :Sz, es decir que v es la curva temporal futura de mayor
longitud entre S y S. Como hemos visto en la seccién anterior, 7 tiene que
ser una geodésica temporal futura tal que +'(a) es ortogonal a Sy 7/(b) es
ortogonal a S. Si ¢ es una variaciéon de 7y cuyo campo variacional V' es
tal que V(a) € T,S y V() es el transportado paralelamente de V'(a) a lo
largo de 7 para todo ¢ € [a,b] (por tanto V(b) € T,5). Por tanto, como 7
maximiza 7 se tiene que L£{,(0) < 0. Si tomamos ahora n — 1 variaciones
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..........

=1,...,m =1,...

los transportados paralelamente de {Vi(a)},_, L a lo largo de 7 para todo

.....

t € [a, b], entonces se tiene que L7, (0) < 0 para todo 1=1,...,n—1y ademds

b

n—1 n—1
0> 0 =% / —g(V Vi Vo Vi) + g(R(Vis /s Vi) di—
=1 =1 a

n—1 b

= S0V = [ Ricet' e+ k) ~ k(o)

=1 a

siendo Ricc(y',7) = 2 ( ( Y)Y Vi) —g(R(Y,v)Y, ') el tensor de Ricci

..... ~ n—1
ras medias de S y S respectivamente debido a que Y. [¢(Vy,Vi,7)] (a) =
i=1
n—1
)y que > [g(Vy; Vi, 7)] () = —kg(v(b)). Ademds se ha usado que
g YY) — 0 directamente de la definicién de R. Por tanto como
ks(q) = ks(p) = ko entonces

—ks(v(a)

—

b b

S, (0) = / Rice(+/, ')t + ko — ko — / Rice(y, 7t (3.6)

a a

Si tuvieramos que Ricc(v',7') # 0 para algin ¢ € [a,b] y como Ricc(v,v) > 0
Vv temporal entonces tendriamos que

n—1

b
Zﬁ'{,(O) = /Ricc(y',y’)dt > 0

1=1

lo que contradeciria que 0 > Z L7:(0). y por tanto la maximalidad de 7.

Asi pues, Rice(v',7') =0 para todo t € [a,b]. Por el lema 3.3.2 (pdg. 41)
existe W entorno de S tal que existe S* C W N I"(S) hipersuperficie dife-

renciable, espacial, compacta tal que sup kg«(r) <in£ ks(r) y existe q € S
res* re
tal que ¢ € IT(S*) entonces por el mismo argumento tenemos que existe

una curva temporal futura 7 que maximiza la separaciéon temporal entre S*
y S, tomando entonces variaciones {y;},_, de 7 con campos variacio-
nales {V;},_, ., respectivamente tales que {V( ) iy , forman base

..........
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ortonormal de 7,S* y {Vi(t)},_, _,, son los transportados paralelamente
de {Vi(a)},_ 1 alolargo de ¥ para todo ¢ € [a, b], entonces se tiene que

n—1 b
0= 3 £4,0) = [ Ricels', it + k5(0) ~ s (ia)
i=1 i
y como kg-(Y(a)) < kg(7(b)) = ko entonces kg(7(b)) — ks-(Y(a)) > 0. Como
también Ricc(v,v) > 0 Vv temporal entonces

b

n—1
> £4,0) = [ Ricel, )it + k() — ks (7)) > 0
i=1 ;
lo que contradice la maximalidad de 7. Asf pues, concluimos que no existe
tal S hipersuperficie, compacta, espacial con curvatura media constante k.
Caso 2: Si no existe ¢ € S tal que ¢ € I(S5), esto es equivalente a
decir que S C J~(S). Entonces si S # S, se tiene que existe p € S tal que

p € I7(S), con lo que este caso se reduce al caso 1 intercambiando los papeles
de Sy S.

Proposicion 3.3.2 Sea M un espacio-tiempo con superficie de Cauchy com-
pacta que satisface la condicion de convergencia temporal y sean Sy y Sy dos
hipersuperficies diferenciables, compactas, espaciales, con curvaturas media

k1 y ko respectivamente tales que sup k; <i£1f ko entonces IT(S1) NSy = @.
S 2

Demostracién: Supongamos que el resultado no es cierto, es decir, que
existe p € I7(S7) N Ss, entonces siguiendo el mismo argumento de la demos-
tracion del caso 1 de la proposicién 3.3.1 (pag. 44) podemos suponer que
existe v con la propiedad de hacer maxima la longitud entre curvas tempo-
rales uniendo S; con S5. De esta manera tendremos que

02 3" 24,0) = [ Ricel/ /)it + ko) (1 (0)

y como sup k; <ig1f ko entonces
S1 2

ka(y()) — k1(y(a)) > 0

Como ademds se verifica la condicién de convergencia temporal, es decir,
Rice(v,v) > 0 para todo v temporal tenemos que

b

0> nz_: Ly, (0) = / Rice(y,7')dt + ka(7(b)) — k1 (v(a)) > 0

es una contradiccién. Por tanto no existe p € I1(S;) N Sy. W
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Corolario 3.3.1 Sea M un espacio-tiempo con superficie de Cauchy com-
pacta que satisface la condicion de convergencia temporal y sean Sy y So dos
superficies de Cauchy diferenciables, compactas, espaciales, con curvaturas

media ki y ko respectivamente tales que sup ki < ko # 0 con ko constan-
S1

te (resp. iglf ki > ko # 0 con kg constante) entonces Sy C I1(Ss) (resp.
1
52 C I+(Sl))

Demostracién: Vamos a demostrar tinicamente el primer caso, ya que
el segundo es andlogo. Por la proposicién 3.3.2 tenemos que 17(S;) NSy = @
y como tanto S7 como S, son superficies de Cauchy entonces es claro que
S1 C JT(S2) y ademds JT(S;) = Sy U I1(S;). Buscaremos ahora demostrar
que S; NSy = & y por tanto concluiremos que S; C I7(Sz). Supongamos
que existe p € S N Sy, por el lema 3.3.2 (pdg. 41) podemos construir una
superficie de Cauchy T' C I7(S5) con curvatura media kr tal que

sup ki <inf kp <sup kr < ko
Sy T T

Como p € S1 N Sy entonces existird ¢ € T tal que ¢ € I7(S1) N IT(Sz2) lo que
contradice la proposicién 3.3.2. B

Observacion 3.3.2 Podemos dar otra version de este corolario de la si-

gutente manera: Sea M un espacio-tiempo con superficie de Cauchy compac-

ta que satisface la condicion de convergencia temporal y sean Sy y Sy dos

superficies de Cauchy diferenciables, compactas, espaciales, con curvaturas

media ki y ko respectivamente tales que kq <i§1f ko, y ademds ki # 0 cons-
2

tante y ko # 0 para todo p € Sy entonces Sy C I1(S3). La demostracion es
andloga construyendo la superficie T hacia el pasado de S; de acuerdo con el
lema 3.3.2.

Proposiciéon 3.3.3 Sea M un espacio-tiempo de punto omega que verifica la
condicion de distincion de pasado y la condicion de convergencia temporal.
Sea T una superficie de Cauchy tal que para todo p € I (T) se tiene que
M — [I*(p)UI (p)] es compacto. Si no existen S # S’ dos superficies de
Cauchy diferenciables, espaciales, con curvatura media constante k = 0 tales
que S, 8" C I(T), entonces existe F(t) una foliacion de I7(T) formada por
superficies de Cauchy diferenciables, espaciales, compactas y con curvatura

media constante tal que define una funcion tiempo h :I17(T) — R, donde k,
p—kp

denota la curvatura media del miembro de la foliacion que pasa por el punto

p € IT(T), que es continua.

Demostracién: Por el teorema 3.1.1 de Seifert (pdg. 33) sabemos que
M es globalmente hiperbdlico y las superficies de Cauchy son compactas. Si
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aplicamos ahora el teorema 3.3.1 de Bartnik (pdg. 41) tenemos que para
todo p € I™(T) existe una superficie de Cauchy diferenciable, espacial y con
curvatura media constante que lo contiene. La proposicién 3.3.1 (pag. 44)
nos asegura la unicidad de tales superficies siempre que la curvatura media
constante sea k # 0. Por hipétesis, también es tinica para el valor de k£ = 0.
Es decir, por cada p € IT(T) pasa una superficie de Cauchy, diferenciable,
espacial, compacta y con curvatura media constante. Veamos ahora que
para cada p € I(T') no existe mds de una de tales superficies. En efecto,
supongamos que existen dos de ellas Sy y 57 con curvaturas media ky y k;
respectivamente tales que ko > k;. Por el corolario 3.3.1 (pdg. 47) tenemos
que Sy € I7(Sp) y como M es globalmente hiperbélico entonces SoNS; = .
En resumen, para cada p € I*(T) existe una tunica superficie de Cauchy
diferenciable, espacial con curvatura media constante tal que no existe otra
con tales caracterfsticas y con la misma curvatura media. Esto establece
la existencia de la foliacion F buscada y de una funcién tiempo definida
por h :I7(T) — R, donde k, denota la curvatura media del miembro de la
p—kp

foliacién que pasa por el punto p € I (7).

Falta demostrar que h es continua. Sea p € I1(T) entonces existe una
superficie S de la foliacién F' con curvatura media constante k, dado ¢ > 0
construimos a partir de S unas superficies S, y S_ tal y como se hace en
el lema 3.3.2 (pdg. 41). Por la observacién 3.3.1 (pag. 44) sus curvaturas
medias k, y k_ son tales que

|k+—k|<€

|k — k| <e

Vamos a ver que existe un entorno W de p tal que para todo ¢ € W se tiene
que

|h(p) — h(g)| <€

En efecto, para todo ¢ € W = I7(S_) NI~ (Sy) existe una superficie S’ de
la foliacién con curvatura media constante k'. Si ¢ € I*(S) entonces k' < k.
Supongamos en este caso que k' < k — € entonces

K <i§1+f k.
y por tanto el corolario 3.3.1 (pag. 47) nos dice que S C I(S,), lo que
contradice el hecho de que ¢ € I7(S,). Por tanto

E>k—e¢
y como k' < k se tiene que k + ¢ > k' > k — € y entonces

|k —k'| = |h(p) — h(q)] < e
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Si g € I7(S) entonces k' > k. Supongamos de igual manera que k' > k + ¢
entonces

k' >sup k_
S

y de nuevo por el corolario 3.3.1 tenemos que S_ C I7(S’), pero esto es una
contradiccién ya que ¢ € I1T(S_). Por tanto

E<k+e
y como k' > k encontramos que k + ¢ > k' > k — € y por tanto
|k — K[ = |h(p) — h(q)] < €
El caso en que q € S es trivial ya que
|k —K|=|k—kl=0<e¢

Esto concluye la demostracién de la continuidad de h. W

.
“
“
=
re
-
L

L,

1< t=k

Figura 7. Las superficies de Cauchy con curvatura media nula no tienen
por qué ser lnicas.

Observacion 3.3.3 ;Cudl es el impedimento que nos obliga a considerar que
la superficie de Cauchy con curvatura media k = 0 sea tnica? En espacio-
tiempos que tengan mds de una superficie de Cauchy espacial con curvatura
media nula, no podemos obtener una funcion tiempo x en base a la curva-
tura media de una foliacion de superficies de Cauchy con curvatura media
constante. Si vemos la curvatura media como una medida del cambio del (n-
1)-volumen de tales superficies entonces las superficies con curvatura media
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constante representardn el conjunto de simultaneidad de tal cambio. Con-
sideremos el ejemplo del cilindro plano (ver figura 7) dotado de la métrica
ds? = —dt? + da®. Este espacio-tiempo verifica la condicion de convergencia
temporal y posee superficies de Cauchy diferenciables, espaciales, compactas
con curvatura media idénticamente nula pero no unicas ya que dado cual-
quier k € R se tiene que la hipersuperficie definida por t = k tiene curvatura
media nula. Por esto, necesitamos anadir alguna hipdtesis si queremos te-
ner dicha unicidad. Brill y Flaherty han demostrado en [4] la unicidad de
la hipersuperficie diferenciable, compacta, espacial con curvatura media nula
considerando Ricc(v,v) > 0 para todo v temporal como hipdtesis en lugar
de la condicion de convergencia temporal que permite que el tensor de Ricci
pueda ser igual a cero para algin vector temporal.

Observacion 3.3.4 Podemos demostrar un resultado ligeramente mds fuer-
te que el de Brill y Flaherty permitiendo que el tensor de Ricci se pueda
anular en un conjunto discreto de vectores temporales del espacio-tiempo M .
Esto es un resultado andlogo a la proposicion 3.8.1 (pag. 44):

Sea M un espacio-tiempo con superficie de Cauchy compacta y que sa-
tisface la condicion de convergencia temporal y ademdas se tiene que Z =
{v temporal : Ricc(v,v) =0} C TM es un conjunto discreto. Si S C M
es una hipersuperficie diferenciable, compacta, espacial, con curvatura media
constante kg, entonces no existe otra hipersuperficie diferenciable, compacta,
espacial, con la misma curvatura media constante ky.

Para demostrar este resultado repetimos la demostracion de la proposicion
3.3.1 hasta la formula 3.6 y asi tenemos que

b b

n—1
0 > Z£%<O) = /Ricc(q/)r}/)dt + kO _ kO — /RiCC(’YI,’Y/)dt
=1

a a

y por ser Z discreto entonces existe ty € [a, b] tal que Rice(v'(ty), 7 (to)) # 0.
Como el tensor de Ricci es diferenciable, entonces existe un entorno A C [a, b]
de ty tal que Ricc(y',v') # 0 en todo A. Por lo tanto

b
/Rz’cc(’y/, 7 )dt >0

a

Yy ast
n—1 b
0> Z[/{/Z(O) = /Ricc(w’,v’)dt >0
i=1 "

lo que nos lleva a una contradiccion.
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3.4 Espacio-tiempos de Robertson-Walker

A continuacion y como ilustracién de la teoria expuesta, vamos a estudiar al-
gunos casos especiales de espacio-tiempos, los espacios de Robertson-Walker®.
Para ello tendremos que encontrar condiciones para que se verifiquen las hi-
pétesis utilizadas anteriormente: la condicién de distincién de pasado, la
condicién de convergencia temporal y la existencia del punto omega. Asimis-
mo comprobaremos la existencia de la foliacién formada por superficies de
Cauchy dotadas de curvatura media constante tal que entre ellas sélo existe
una unica superficie con curvatura media nula.

Centraremos este estudio en los espacios de Robertson-Walker cerrados
(ver [7, pdg.136]), es decir, en los que las hipersuperficies ¢t = cte son difeo-
morfas a una 3-esfera. La métrica g de nuestro espacio-tiempo de Robertson-
Walker M vendréd dada por

ds® = —dt* + S*(t) [dy® + sen®x (d6° + sen®0 - dg”)] (3.7)

donde la funcién S se denomina radio del espacio-tiempo® y es tal que
S > 0. Las coordenadas recorren los siguientes intervalos:

t e (t[,tp)
x € (0,m)
0 € (0,m)
¢ € (0,2m)

donde los valores t; y tp serdn —oo 6 400 respectivamente si S no posee
ceros, o bien serdn los ceros de S teniendo en cuenta que en el intervalo
(tr,tr) no puede haber ningin cero de S. Asi pues, si v es un vector tal que
v = (vg, v1, Ve, v3) entonces

g (v,0) = — (v9)? + S%(t) [(v1)? + senx ((v2)? + sen?d - (v3)?)] (3.8)
por tanto serd temporal si
(v0)? > S%(t) [(v1)? + sen®x ((v2)® + send - (v3)*)] (3.9)

y como la coordenada t representa el tiempo, convendremos que v es futuro
si ademads vy > 0.
Estos espacios pueden verse como un producto

M = (t[,tF> X SO

°En la literatura también se llaman de Friedman-Robertson-Walker o simplemente de
Friedman, en especial cuando son estudiados como modelos cosmolégicos.

5El nombre de radio del espacio-tiempo o del universo es debido a que la hipersuperficie
t = cte es isométrica a una 3-esfera cuyo radio es precisamente S(¢).
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donde Sy representa la 3-esfera correspondiente al valor ¢ =ty € (t7,tr).
Los simbolos de Christoffel Ffj de la métrica g se pueden calcular usando
la férmula 2.2 y se obtiene que los tinicos no nulos son

Y =95(t) - S(t) I =16, = ST(:)) 33 =I5 - sen®0

9, =TY -sen?y Ti,=—seny-cosy I'Y =T% = Py (3.10)
0 2 _ 3 cos X
9, =19 -sen?) T2 = —senf-cosf T5;,=T3,= pY

donde a € {1,2,3} y b € {2,3}.

Condicion de distincion de pasado.

Recordemos que un espacio-tiempo M verifica la condicién de distincion
de pasado si no existen puntos p,q € M tales que p # ¢ y ademds [~ (p) =
I~ (q). Por lo tanto supongamos que existen dos puntos p = (po, p1, P2, P3)
y ¢ = (qo,q1,q2,q3) tales que I~ (p) = I~ (q). Es claro que entonces py =
do ya que en caso de que py < qo tendriamos que habria puntos de I~ (q)
que se podrian conectar mediante alguna curva ~(s) = (t(s), X(s), 0(s), d(s))
temporal futura con p, pero por la expresién 3.9 tenemos que > 0, entonces
no es posible que 7(s) sea temporal futura debido a que pg—qo < 0 y aplicando
el teorema del valor intermedio para t(s) tendriamos que existe un valor de
s tal que < 0 contradiciendo que 7 es temporal futura.

=14
=5+

Figura 8. Los espacio-tiempos de Robertson-Walker verifican la condicién
de distincién de pasado.

Concluiremos senalando que los pasados cronoldgicos de dos puntos p y
q contenidos en la misma superficie t = ty no pueden ser iguales. En efecto,
por la férmula 3.8 se comprueba que los vectores tangentes a la superficie
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t = ty son espaciales, por lo tanto los vectores del cono de luz pasado son
tales que su primera coordenada es vy < 0. Entonces considerando el espacio-
tiempo como el producto M = (t;,tr) x Sy donde Sy representa la 3-esfera
correspondiente al valor t =ty € (¢;,tr) podemos construir un entorno U de
p tal que

U= (to—€,to+e€) x U

donde Uy es un entorno relativamente compacto de p en la superficie t = ¢,
que no contiene al punto ¢ y ademéds ¢ > 0 de tal manera que toda curva
inextensible hacia el pasado en el cono de luz pasado que parta de p corte
a {to — €} x Uy.Asi pues, toda curva temporal pasada inextensible hacia el
pasado que comience en p también cortard a {ty — €} x Uy y por tanto existe
¢ € I (q) suficientemente cercano a ¢ tal que su primera coordenada es
q, > to—e y por tanto no puede ser conectado mediante una curva ~y temporal
pasada (ver figura 8). De esta manera tenemos que M verifica la condicién
de distincién de pasado.

Condicion de convergencia temporal.

A continuacién vamos a comprobar que para todo vector temporal v €
T,M se tiene que Ricc(v,v) > 0. Para ello vamos a denotar a los campos

9 9 9 0 I
coordenados {— —} como { 9200 BT ? 9220 B3

oir Dy’ 007 06

escribir los cédlculos de una forma mé&s compacta.
Sea Z = 7' dz un campo vectorial tal que Z(p) es temporal para todo
p € M y seael radlo del universo S(t) tal que S”(t) < 0, entonces tenemos

que

} respectivamente para

8 ) 8 8 8
. _ . ) (274
Rice(Z,7Z) = Ricc (Z Eret A &'L‘j) Z' 7’ Rice <3x’ 8:L‘J>

Utilizando las férmulas 2.4 y 2.3 (pag. 11) obtenemos que cuando i # j

o 0
chc(am 8361):0

y ademads
Ricc (%7 %) 33”)( )
Rice (i i) = 2(S'(1)* + S"()S(t) + 2
ox’ Ox
Rice (&, &) = (2(S'())* + S"(t)S(t) +2) - sen®x
Rice (a% a%) = (2 (S'(t))* + S"(t)S(t) + 2) - sen®x - sen®0

por tanto tenemos que

Rice(Z,7) = (ZO)2 (%?) + (2 (S'(1))* + S"(1)S(t) + 2) ¥ (3.11)
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siendo ¥ = [(Zl)2 + sen?x ((22)2 + sen?0 - (Z3)2>} :
Como Z es un campo temporal entonces por 3.9 tenemos que
(2%) > S2(t) - w
entonces

—38"(¢)
S(t)

—35"(¢)

()" > =55

S2(t) - W = —35"(t)- S(t) - ¥
y por 3.11 obtenemos que

Rice (Z,7) > 2 ((S’(t))2 Tl S”(t)S(t)) U >0
para todo vector Z(p) temporal.

Punto Omega.

Ademsds de las condiciones ya impuestas a la funcién S(t), es decir que
S >0y S” <0 para todo t € (t7,tr), trataremos de encontrar alguna
condiciéon més para que un espacio-tiempo M de Robertson-Walker sea de
punto omega. Sea v una curva temporal inextensible hacia el futuro, veamos
cudndo podemos unir un punto cualquiera p = (o, g, 0o, ¢y) € M con un
punto ¢ € v mediante una curva o temporal futura.

Recordemos brevemente el cdlculo de horizontes de sucesos (ver [11, pag.
259]). Nos podemos preguntar sobre si es posible alcanzar un valor concreto
de y mediante una curva causal [ tal que 0 = cte y ¢ = cte y que comienza
en p = (to, Xo, 0, Py), entonces por 3.7 (pdg. 51) se verificaria que

ds® = —dt* + S*(t) - dx* =0

y asi tenemos que

dt
= :l:—
=50

Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que x > x, entonces podemos elegir
el signo positivo de la ecuacién anterior, por tanto, integrando obtenemos

_ +/ti
SR A0

0

lo que nos lleva a deducir que el maximo valor de xy que podemos alcanzar es

><—><+/tFi
S L0

0
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A este valor x - se le denomina horizonte de sucesos de p y si, en particular,

lim A — o entonces se podrd alcanzar cualquier valor de .
t—tp Jto S(t)

Inspirados en este cdlculo vamos a definir ¢ de forma implicita. Sea o la
curva tal que t(s) es una funcién creciente y ademés

X(t) XO+£1 tto St)
0(t) = 0o+ &, [, <
O(t) = by + & ;S

donde &, &, y &5 son nimeros reales tales que (&1)% + (£,)% + (£3)% < 1, como

, <dt dx dt df dt dgbdt)
o'(s) =

ds’ dt ds’ dt ds’ dt ds
entonces tenemos que

o(s) = (dt & dt & dt &, dt)

ds’ S(t)ds’ S(t)ds’ S(t)d
y calculando el valor de g (¢/(s),0’(s)) obtenemos que

(60, 0'(9) = (G 5%0) |G + st (G2 +sento )] (G =

dt

= 1+ (60 + sen®x (6 + () sen®)] - (5)
dt

< [F1+(6)° + (&) + (&)°] - (5)* <0

por tanto ¢ es una curva temporal futura. Si ademds la funcién radio del
universo S(t) es tal que

<

/ es divergente cuando t — tp (3.12)

entonces podemos llegar desde un punto p = (to, X, o, @) hasta algiin punto
q = (t1,x1,01,¢;) € 7, mediante una curva temporal de la siguiente manera:

Recorremos la curva o hasta que se alcance alguno de los valores xq, 61 6
¢, supongamos que éste es ¢;, una vez alcanzado se continia por la curva o
que tiene las mismas coordenadas t, x y 6 que posee o y ademds ¢ = ¢, hasta
llegar a otro de los valores x; 6 6, supongamos que es 6. Se contintia por
la curva o9 que es la que conserva las coordenadas ¢t y x de la curva o pero
que tiene 0 = 0, y ¢ = ¢, hasta llegar al valor x; desde donde se continuara
por la curva o3 que tiene por coordenadas xy = x;, 0 = 01 y ¢ = ¢, hasta
llegar al valor ¢;. Se puede comprobar de la misma manera que hemos hecho
con la curva o, que las curvas o1, 02 y 03 son temporales.
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Asi hemos terminado de demostrar que dada cualquier curva temporal ~y
inextensible hacia el futuro, para cualquier punto p € M existe una curva
temporal futura (la construida mediante o, o1, 02 y 03) que conecta p con
algiin punto de 7 cuando se verifique 3.12. Esto quiere decir que M = I~ (7)
para cualquier curva temporal v inextensible hacia el futuro y por cumplir
M la condicién de distincién de pasado entonces M es de punto omega.

Si M es un espacio-tiempo de Robertson-Walker tal que el radio del uni-
verso S(t) verifica que

S(t) > O
S//( )

ft S(t es divergente Cuando t—tp

entonces podemos aplicarle la teoria expuesta anteriormente. Como hemos
visto, M es un espacio-tiempo de punto omega que verifica la condicién
de distincién de pasado, entonces por el teorema 3.1.1 de Seifert (pag. 33)
tenemos que es globalmente hiperbdlico con superficies de Cauchy compactas.
La hipersuperficie T' definida por ¢ = cte es de Cauchy porque cualquier
curva 3(s) temporal inextensible serd tal que su coordenada ¢ recorrerd todo
el intervalo (t;,tr) por tanto cortard a T, y lo hard una sola vez porque si la
curva es temporal entonces % # 0 para todo s.

El lema 3.3.1 (pdg. 40) nos dice que existe una superficie de Cauchy T
tal que para todo p € IT(T) se tiene que M — [I*(p) U I~ (p)] es compacto.
Entonces el teorema 3.3.1 de Bartnik (pdg. 41) nos asegura la existencia de
una superficie de Cauchy diferenciable, compacta, espacial y con curvatura
media constante. Como la condicién de convergencia temporal se verifica
de manera estricta, es decir, Ricc(v,v) > 0 para todo vector v temporal,
entonces la proposicién 3.3.1 (pdg. 44) nos indica que no existen dos de
esas superficies de Cauchy con la misma curvatura media’. Podemos aplicar
ahora la proposicién 3.3.3 (pag. 47) que nos dice que existe una foliacién de
superficies de Cauchy diferenciables, espaciales, compactas y con curvatura
media constante que define una funcién tiempo

hIH(T) =R

p— kT—’

El célculo de las superficies con curvatura media constante no es un problema
sencillo en general, pero en nuestro caso tenemos unas candidatas claras,
estas son las superficies de Cauchy T' definidas por ¢t = cte. Si {V;} i1, 3 Son

. ) ) 1
los campos vectoriales { 500 9x" S(0)-semx 96 S(0) senx-senf 09

} tangentes a T que

"Como se ha podido ver en la demostracién de 3.3.1 y se indica en la observacién 3.3.3
si existe una superficie de Cauchy diferenciable, espacial, compacta y con curvatura media
nula y se verifica que Ricc(v,v) > 0 para todo v temporal entonces esta superficie es tinica.
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ademds forman una base ortonormal de vectores tangentes a T" en cualquier
punto p € M. Utilizando los simbolos de Christoffel calculados en 3.10 (pég.
52), tendremos que su curvatura media vendra dada por

n—1 n—1

k==Y g(VyVi,N) =Y g(VyN,V;) =

=1 =1

— 1 . \V4 2 2 _|_—1 . \V4 2 3 +
“2) I\ VFar oy ) T S2) senty T\ Fot o0
1

v 0 0\ _
+52(t) “sen?y - sen20 Y ( 96 Ot 8_gb> B
_SW Ny g, S0
_WY;MWW_&ﬂﬂ

que como sélo depende de t, es constante para la superficie T definida por
t = cte y estas superficies son las que forman la foliacién de la proposicién
3.3.3. Asi pues la funcién tiempo h serd

S

h(t) =3+ 5

=3 H(t)

donde H(t) = % es precisamente la conocida funcién tiempo de Hubble®.

8La funcién tiempo de Hubble mide la expansién o contraccién del universo para cada
valor de t (ver [9]).
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