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Resumen

En este trabajo caracterizamos mediante técnicas elementales los duales del
grupo de los racionales QQ, cuando se le dota de diversas topologias de grupo que
aparecen frecuentemente en la literatura como la topologia usual, la discreta y las
p-adicas, asi como las topologias de Bohr inducidas por todas las anteriores. Ob-
tenemos ademds condiciones suficientes para que el dual de un grupo topolégico G
sea de primera categorfa en el grupo de todos los caracteres Hom, (G, T), dotado
de la topologia de la convergencia puntual. Por ultimo aplicamos este resultado a

los grupos topolégicos anteriormente mencionados.

1 Introduccién.

En este trabajo se aborda el estudio del grupo dual de los racionales QQ, cuando se le
dota de diversas topologias de grupo que aparecen frecuentemente en la literatura como
la topologia usual, la discreta y las p-adicas y las topologias de Bohr inducidas por todas
las anteriores. En la seccion 2 se construyen explicitamente isomorfismos topoldgicos que
permiten asociar dichos duales a grupos conocidos.

En la seccién 3 se estudia el “tamano” (desde el punto de vista de la teoria de categorias
de Baire) del dual de un grupo topolégico visto como subespacio del grupo de todos los
caracteres. Mas concretamente, bajo ciertas hipodtesis, el dual es de primera categoria,
como es el caso de los grupos estudiados. Ademads, se proporcionan ejemplos concretos de
caracteres no continuos.

A continuacion se introduce la notacién que sera usada a lo largo del trabajo. Al grupo

aditivo de los nimeros racionales dotado de la topologia discreta, lo denotamos por Qy;

*Este articulo se ha desarrollado bajo la supervisién de la Profesora Elena Martin Peinador.
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Q. sera el grupo de los racionales dotado de la topologia usual y R, el grupo aditivo de
los reales dotado, también, de la topologia usual.

Dado un ntimero primo p, la valoracion p-adica en Q se define como:
lp:Q — R
27" six:p’”% conn €N, mreZyptm,pin
v e ol = |
0 siz=0
A partir de dicha valoracién se define la métrica p-adica que induce una topologia de

grupo en Q, llamada topologia p-ddica y que denotaremoa por 7,. Una base de entornos

abiertos de 0 en 7, viene dada por {U;},.,, siendo:
Ul::{xe@: |x|p<2_l} = {pl% ‘neN, mEZ,p)(n}

A Q dotado de la topologia p-ddica, lo denotamos por (Q, 7).

2 Caracterizacién de los duales de Q.

Dado un grupo topolégico G, llamaremos caracter de G a un homomorfismo de G en
T, donde T es la circunferencia unidad del plano complejo con su estructura multiplicativa
heredada. Llamaremos dual de G al grupo formado por todos los caracteres continuos
de G dotado de la topologia compacto-abierta. El dual de G, denotado por G*, es a
su vez un grupo topoldgico, por tanto tiene sentido hablar del bidual G*. El famoso
teorema de dualidad de Pontryagin afirma que todo grupo topolégico abeliano localmente
compacto (LCA) es topolégicamente isomorfo a su bidual de forma canénica. Aquellos
grupos topoldgicos cuya aplicacién candnica en el bidual es isomorfismo topoldgico reciben
el nombre de grupos reflexivos, o reflexivos en sentido de Pontryagin.

A continuacion se estudia el dual de Q dotado de diversas topologias. En el caso de la
topologia usual y de las topologias p-adicas las demostraciones transcurren de modo para-
lelo apoyandose en el hecho de que las complecciones de los racionales en ambos casos (los
nimeros reales y p-ddicos, respectivamente) son grupos abelianos localmente compactos
cuyos duales son conocidos. Cabe observar, que los resultados de las proposiciones 2.2 y
2.4 se pueden obtener como consecuencia de un teorema maés fuerte para grupos abelianos
metrizables [3, Teorema 2, p.25]. Sin embargo, en nuestra demostracion se prueba que el
isomorfismo algebraico natural es, de hecho, un isomorfismo topoldgico, utilizando argu-
mentos elementales. En [11, Capitulo 3, Seccién 2| Raczkowski-Trigos obtiene, de forma
independiente, una demostracion similar de la proposicion 2.2.

Las demostraciones de 2.2 y 2.4 se apoyan en el siguiente resultado:

Proposicién 2.1 Sea G un grupo topoldgico abeliano y sea H un subgrupo denso. FEn-
tonces todo cardcter continuo de H se puede extender a G, es decir, H estd dualmente

sumergido en G.
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Demostracion: Sea x : H — T caracter continuo. Dado x € H = G, existe {z)}ren red
en H tal que x), — x. Definimos

X (2) = lim x(2,)

Se puede ver que X est4 bien definida y es un caracter continuo de G que restringido a H

coincide con Y. 0

Dual de Q,

Proposicion 2.2 El dual de Q con la topologia usual es topoldgicamente isomorfo a R,

es decir, Q) 2 R,.

Demostracion: Consideramos la aplicacion restriccion:
. A A\
p:Ry — Q
X 7 X,

que es, claramente, un homomorfismo. Dado que Q, = R,, se puede ver que p es inyectivo
y, ademas por la proposicién 2.1, también es suprayectivo. Asi pues, p es un isomorfismo
algebraico entre R y Q7.
Sea
v:R, — R}
T X

2mire para cada x € R,. Como 7 es un isomorfismo topoldgico [7, Ejemplo

donde y.,.(z) = e
23.27(e), p. 367], la composicién 6 := poy es un isomorfismo algebraico entre R, y Q2.
Veamos que de hecho 6 es un isomorfismo topoldgico:

- 0 es continua:
Dados K un compacto de Q, y e > 0, P(K,R.):= {x € Q) : x(K) C V} es un
entorno de 1 en Q7 siendo R, := {e*™ : |t| < ¢}.

Como K es compacto en Q,, K es acotado, es decir, existe M > 0 tal que |z| < M

para todo x € K.

2mire

Tomemos 6:= = y sea r € (—4,6). Como 0(r)(z) = Xrq, (T) =€ y para todo
x € K se tiene que |rz| = |r||z| < IM = e, resulta que §(r)(z) € R. para cada

x € K, es decir, 0(r) € P(K, R.) y, por tanto, 6 ((—6,0)) C P(K, R.).

- 0 es abierta:

Sea (_Wl, %) un entorno basico de 0 en R,,, con n > 4 entero.

Si tomamos K:= {O}U{l}u{—l}u{ﬁ tmeZ\ {0}} compacto en Q,,, entonces

P(K,R1) es un entorno de 1 en Q. Sea 1 # y € P(K,R1) y sea 0 # r € R, tal
n 1 n

que 0(r) = x»,, = X, entonces |r| < 7 pues cada una de las siguientes posibilidades

nos lleva a contradiccion:
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(i) Si % <r < o 1 entonces Xrq, (1) = €™ = ™" ¢ Ry
(ii) Si == <r, como n > 4, entonces r > =2y
Pero —
' r>% <~ r(nn—-2)>2n-1 <
<~ mn—-1)>m+2n-1) <
m __m™m
= B>y ti>0
por lo que existe [ € N\ {0} de modo que
rn n , 1 _r _ (n—1)
—2>l>—— yasi —< =< _
2 2(n—1) n — 2l n
Por tanto xy,, (%) — e2mirar ¢ Ri
(iii) Si —n—1l o< L antonces 2L > —p > L1 con 1o que se tiene que
n >I'>"n n. = = no d d

Xﬂ@u(_l) — 627rir(—1) — 2mi(—r) ¢ R

(iv) Sir < —ngl,entonces —r > ngl y por (ii) existe [ € N\ {0} tal que
1 —r(n=1)
<o <

Por tanto x,,, (5—}) — 2T — 2T ¢ R

De este modo, como r € (_Wl,%), si 0(r) = Xxrp, = X € P(K,Ry1), resulta que

P(K,R1) ge(tl 1)).

mon

O

Corolario 2.3 Q dotado de la topologia usual no es reflexivo en el sentido de Pontryagin,

es decir, Q, no es topoldgicamente isomorfo a Q).

Demostracién: La afirmacién se sigue de la proposicién 2.2 y del hecho de que R} = R,,.

Dual de (Q,7,)

Sea p un nimero primo, consideramos el conjunto

Q, = {(:f;n)nez:an{O,...,p—l}VneZyElnoeZtalque$n:0‘v’n<ng}

y en él definimos la suma del siguiente modo:

O

Sean T = (T )nez, con x,, = 0 para todon < ng y Tn, # 0, € § = (Yn)nez, con y, =0

—_~—

para todo n < mg y Ym, # 0, entonces t +y =x +y := ((m -+ y)n> siendo:

nez

(x+y), =0 para todo n < py = min{ng, me}

Tpo + Ypo = Spop"'(x"‘y)po con (x'f'y)poe {0,...,p—1}y Spo € L
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y para todo n > p, recursivamente, conociendo ( + ¥)n_1 Y Sn_1
Tpn+Yn+Sn1=8p+ (x+y), con(x+y),€{0,....p—1} ys,€Z

El conjunto @Q, con la suma arriba definida, es el grupo abeliano de los nimeros
p-ddicos, siendo su elemento neutro 0 = (0),ez.
Definimos:

Dado k€ Z, Vy :={t€Q,:2,=0Vn <k}
Dados z,9 € Qp, T # ¥, dp(Z,7) := 27" donde m = min{n € Z : z,, # y,.}
Dado 7 € Q,, d,(%,Z):=0

Por [7, Teorema 10.5, p. 110], los conjuntos {Vj }xrez satisfacen las condiciones para
ser una base de entornos de 0 para una topologia de grupo en @Q,. Bajo esta topologia Q,
es Hausdorff y localmente compacto, los conjuntos V) son subgrupos compactos de Q, y
la funcién d, es una métrica invariante sobre Q,, compatible con la topologia de Q,. En
[7, Teoremas 10.10 y 10.11, p. 112] se prueba que, de hecho, los nimeros p-adicos son un
cuerpo topoldgico.

Es un hecho conocido que (Q, 7,) se encaja homomorfa y topoldgicamente de manera

densa en Q,. El encaje natural viene dado por:

i:(Q>Tp) - Q
0 sin < ng

r — T=(Ty)pez cCON T, = '
An Sin > ng

o0

donde los ), se obtienen al escribir x de manera tUnica como r = g Ajp? con A; €

Jj=no

{0,...,p—1} para todo ng < j € Z, A\p, # 0y ng € Z.
De hecho, un niumero p-adico & = (x,)nez es racional si y solo si la sucesién de

coordenadas z,, es periédica a partir de cierto n (ver [6, Capitulo 9, p. 147]).

Proposicion 2.4 El dual de Q con la topologia p-ddica es topoldgicamente isomorfo a
Q,, es decir, (Q,7,)" = Q,.

Demostracion: Consideramos la aplicacién restriccion:

p: Q) — (Q7,)"
X = X

que es, claramente, un homomorfismo. Dado que (Q, 7,) = @, se puede demostrar que p
es inyectivo y, ademas por la proposicién 2.1, también es suprayectivo. Asi pues, p es un

isomorfismo algebraico entre Q) y (Q, )"

119



Sea
0 : Qp — @;\

£|—>ij

2 (S5

donde
27 (

para todo § € Q,. Como 6 es un isomorfismo topoldgico [7, 25.1, p. 400], la composicién
0" := pof es un isomorfismo algebraico entre Q, y (Q,Tp)A. Veamos que de hecho 6/ es

un isomorfismo topolégico:

- 6’ es continua:
Dados F' un compacto de (Q,7,) y £> 0, P(F,R.) es un entorno de 1 en (Q,7,)".

Como F' es compacto y Q = U Uy (siendo los Uy los entornos abiertos de 0 en
kEZ
la topologia p-adica), existen ki,...,k, € 7Z tales que F C UUk Sea m :=

min{k; : 1 < i < n}, entonces Uy, C U, para todo 1 < i < n y por tanto

F C U,,. Si consideramos V_,,, abierto de Q,, se puede ver que U,, C V,,;1 y como
{x7:7 €V} ={xz:x3(Vi) = {1}} se tiene:

9’(Vm) - ({X$ T € V_m}) =P ({X:L’ qu( m+1 {1}})
- {Xa:|@ Xz (V1) = {1}} {quQ X3 (Un) = {1}} -
C P(Un,e) C P(F,¢)

- 0’ es abierta:
Sea V,,, con m € Z, un entorno abierto de 0 en Q,. Sea, para cada n € Z, pr

la imagen por el encaje i del entero p", que tiene la forma p" = (Jum)mez. Si
tomamos K = {0} U {p" : n € Z} compacto en (Q,7,) y ¢ = 1, entonces P(K, R.)
es un entorno de 1 en (Q,7,)". Sea 1 # y € P(K,R.) y seg 0# 7€ Q, tal que
0'(z) = Xig =X entonces T € V,, pues:

Supongamos que & ¢ V,,, entonces existe n € Z, n < m, tal que z, # 0. Si
ne=min{n € Z: x,, # 0} (no <m y x,, € {1,...,p— 1}), resulta que:

x, = 0 para todon <nyg < x_, =0 para todo n > —ny

y dado § € (Q, 7,) se tiene:
0o —ng T,

Xip (W) =e

N




Asi pues:

—no —ng (E—s
__ . e2nz‘ (nzno 1 <S;O W))

Xy (077
omi——mo T
—e P o p g R
lo cual es una contradiccién. Por tanto, P(K, R.) C 0'(V,,). O

Corolario 2.5 Q dotado de la topologia p-ddica no es reflexivo en el sentido de Pontrya-
gin, es decir, (Q,7,) no es topoldgicamente isomorfo a (Q,Tp)/\/\.

Demostracion: La afirmacion se sigue de la proposicion 2.4 y del hecho de que QZ/,\ = Q,.

O

Dual de Q.

Si dotamos a Q de la topologia discreta, todo homomorfismo de @Q en T es continuo.
Por tanto el grupo de caracteres continuos de Qg es algebraicamente isomorfo al grupo de
caracteres de los racionales Hom(Q, T), es decir, Hom(Q, T) = CHom(Qg, T). En lo que
sigue se da una descripcién del dual de Q con la topologia discreta [7, 25.5, p. 404].

Sea para cadan € N\ {0}, T, :=T. Sin,m € N\ {0} son tales que m < n definimos

el homomorfismo continuo:
Inm - ']Tn - I’]Pm

n!
z = zml!

Como los g,,, cumplen:
(i) Para todon € N\ {0} gn = 17 : T,, = T,
(ii) Dados m,n,p € N\ {0} con m <n < p, gnmoGpn = Gpm

{Ty, gnm, N\ {0}} es un sistema inverso y su limite

1(iin T, == < (Zn)nen\foy € H']I‘n C G (Zn) = Zm sim <n

neN\{0}
cumple:
lim Ty = { (z)neroy € [ Tt 2 = 201 V0 € N\ {0}
neN\{0}
Definimos

6:Q) — lim T,

1)
X <X (n! neN\{0}
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Se puede demostrar que 6 estd bien definida y es un homomorfismo inyectivo.

Dado z= (zp)nen\{0} € H T, tal que z' = z,_4, definimos:
neN\ {0}

T

(n—1)'m

Xz * -
= 2

33 o

X, s un homomorfismo bien definido de Q en T y ademds, x, (%) = z, para todo
n € N\ {0}, por tanto 0 (x,) =z y 0 es sobreyectivo.

f es continua:

Sea U entorno basico de 0 en hin T,,, entonces U = V N hin T,,, con V entorno basico
de 0 en H T,, es decir, V = H V, con 0 € V,, abierto para todon € N\ {0}y V,, =T

neN\{0} neN\{0}
para cada n € (N\ {0}) \ B siendo B C N\ {0} finito. Para cada n € B existe ,> 0

tal que R., CV,, entonces tomando ¢,> % para todo n ¢ B, tenemos que R, = T para
cadan ¢ By HR‘E" cV.

neN\{0}
Sean K = {% 'n € B} y € = min{e, : n € B}. Evidentemente, K, siendo finito,
es compacto de Q y P(K,¢) es entorno de 0 en Q). Si x € P(K,¢), como para todo

L e K, resulta que y (%) eR.CR,,.

neB -
n.

Asif(y) = (x (%))%N\{O} c eg\[{oz}%gnm@ T, C VNlim T, = U, es decir, 8 (P(K. ) C
U.

6 es abierta:

Sea P(K,¢€) entorno de 0 en Q, con K C Q4 compacto y € > 0.

Como K C Qq, K es finito, es decir, existen m; € Z'y n; € N\ {0} coni € {1,...,l}y
I € N\ {0} de modo que K = {% i€ {1,...,5}}.

Tomamos B := {n; :i € {1,...,l}}, g, := ﬁ para cadan € By ¢, > % para todo

n¢ B. Asi R., = T paratodon ¢ By V = H R., Nlim T, es un entorno de 0 en
neN\{0} -

lim T,,.

Si 2= (Zn)nemfoy € V ¥ X, € Q) es tal que ¢ (Xz) =z, entonces, por la eleccién de V,

X, € P(K,¢) y por tanto V C 0 (P(K,¢)).

Asi pues 6 es un isomorfismo topolégico entre Q) y lim T,.

Dual de Q con la topologia de Bohr

En un grupo topoldgico abeliano (G, 7) la topologia débil (esto es, la topologia inicial)

asociada a la familia de sus caracteres continuos es una topologia de grupo menos fina
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que la original. Suele denominarse topologia de Bohr y la denotaremos por o(G,G"),

mientras que GG, designara a GG con la topologia de Bohr.

Observacion 2.6 o(G,G") es la topologia inducida en G por el encaje candnico de G

en su compactacion de Bohr (ver la introduccion en [4]). O

Proposicién 2.7 El dual de un grupo topologico abeliano G es algebraicamente isomorfo
al dual de G con de la topologia de Bohr, mas ain, G" = G} como conjuntos.
Demostracion: Dado un caracter continuo de GG con la topologia original, por la definicion
de topologia de Bohr, el cardcter también es continuo para o(G,G").

Si, por el contrario, se tiene un caracter continuo de G con la topologia de Bohr, como la
topologia de Bohr es menos fina que la topologia original, el cardcter también es continuo

para esta topologia. O

Teorema 2.8 Si G es un grupo localmente compacto y abeliano, entonces los duales de G
con su topologia original y la topologia de Bohr son topoldgicamente isomorfos, es decir,
G =GP,

Demostracién: La proposiciéon 2.7 demuestra que los conjuntos soporte de G* y G coin-
ciden. Por otra parte, por ser la topologia de Bohr menos fina que la topologia original,
todo compacto de GG en la topologia original es compacto en la topologia de Bohr. El
reciproco es cierto por el teorema de Glicksberg que afirma que en un grupo LCA to-
do subconjunto compacto en la topologia de Bohr es compacto en la topologia original
[5, Teorema 1.2, p. 269]. Asi pues, como 7 y o(G,G") tienen los mismos compactos,
los abiertos de la topologia compacto-abierta en cada uno de los duales coinciden, y la

identificacién de 2.7 no solo es algebraica sino también topoldgica. ]

Corolario 2.9 FEl dual de Q con la topologia de Bohr inducida por la topologia discreta

es topologicamente isomorfo al dual de Q con la topologia discreta, es decir, (Qd);\ ~Qj.

El resultado del corolario 2.9 no se puede afirmar directamente para Q, y (Q,7,), ya
que estos no son grupos localmente compactos. Sin embargo existe una generalizacion
del teorema de Glicksberg a una clase més amplia de grupos llamados grupos nucleares.

Estos grupos fueron introducidos por Banaszczyk en [1].

Teorema 2.10 Si G es un grupo nuclear, entonces el dual de G con su topologia original

y el dual de G dotado de la topologia de Bohr son topologicamente isomorfos, es decir,

GMN=G).
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Demostracion: Por la proposicion 2.7, para obtener el resultado solo es necesario probar
que las topologias coinciden. Ahora bien, todo compacto en la topologia original es Bohr-
compacto por ser o(G, G") menos fina que 7. Adem4s, por la generalizacién del Teorema
de Glicksberg para grupos nucleares [2, Teorema, p. 35|, todo compacto en la topologia
de Bohr es compacto en la topologia original. Por tanto, al tener ambas topologias los
mismos compactos, los abiertos de la topologia compacto-abierta en cada uno de los duales

coinciden, y el isomorfismo no solo es algebraico sino también topoldgico. 0

Corolario 2.11
(1) El dual de Q con la topologia de Bohr inducida por la topologia usual, (Qu);\, es
topologicamente isomorfo al dual de Q con la topologia usual. Es decir, (Qu)g =~ Q7.

AN

(2) El dual de Q con la topologia de Bohr inducida por la topologia p-ddica, (Q,7,)., es

AN
5 =

topoldgicamente isomorfo al dual de Q con la topologia p-ddica. Es decir, (Q,T,)
(Q, Tp)/\-
Demostracion: La demostracién es comun para las dos afirmaciones.
Todo grupo localmente compacto y abeliano es un grupo nuclear. Ademads, la clase de
grupos nucleares es cerrada bajo la operacién de tomar subgrupos, es decir, todo subgrupo
de un grupo nuclear es nuclear. Asi pues, como R, y Q, son localmente compactos y
abelianos y Q, y (Q, 7,) son subgrupos suyos, respectivamente, resulta que Q, y (Q,7,)

son grupos nucleares y por el teorema 2.10 (Q,)) 2 Q) y (Q,7,)" = (Q,7,)". O

3 Encaje de CHom(G,T) en Hom(G,T)

Dado un grupo topoldgico G denotamos por Hom,(G,T) al grupo de caracteres de
G dotado de la topologia de la convergencia puntual. CHom, (G, T) sera el grupo de los

caracteres continuos de G' dotado, también, de la topologia de la convergencia puntual.

Proposicién 3.1 Sea G un grupo topoldgico abeliano discreto. Si I' es un subgrupo de
G que separa puntos, entonces I = G.

Demostracién: Supongamos que I € G" y sea x € G\ T. Es bien sabido que, por ser I’
un cerrado en G g.t. compacto y abeliano, I' es dualmente cerrado, es decir, existe un
cardcter no nulo £ € G™ tal que (x) # 1y §r =1

Como G es discreto, por el Teorema de Dualidad de Pontryagin [8, Teorema, p. 53],
G = G™ y por tanto existe un elemento no nulo g € G tal que ag(g) = &.

Asf, para todo ¢ € T' C T, se tiene que 1 = £(¢) = ag(g)(¢) = ((g), por lo que T' no

separa a ¢g de 0, contradiciendo la hipdtesis. 0
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Corolario 3.2 Si G es un grupo topoldgico abeliano tal que G" separa puntos de G 1y es
cerrado en Hom,(G,T), entonces G" = Hom.(G,T).

Demostracién: G” es un subgrupo algebraico de Hom.(G,T) = GJ. Por tanto, por la
proposicién 3.1, G* = G* = Hom,(G,T). 0

En esta seccion, dado un grupo topoldgico G, se pretende estudiar el encaje de
CHom(G,T) en Hom(G, T) y averiguar como es de “grande” (desde el punto de vista
de las categorias de Baire) G dentro de Hom(G,T). Posteriormente, se particulariza
a los casos en que G sea el grupo de los racionales dotado, en un primer momento, de
la topologia usual y de la topologia de Bohr inducida por la misma y, después, de la
topologia p-adica y de la topologia de Bohr inducida.

Se introducen a continuacion algunos conceptos relacionados con las categorias de
Baire. Un conjunto A es casi-abierto (o tiene la propiedad de Baire) si se puede repre-
sentar como A = UAP = (UUP) \ (UNP) con U abierto y P de primera categoria.
Obviamente, todo conjunto abierto es casi-abierto. Ademds, como los casi-abiertos for-
man una o-algebra (ver [9, Teorema 4.3, p. 19]), los cerrados y los conjuntos F, son

casi-abiertos.

Proposicion 3.3 Sea G un grupo topologico. Si H es un subgrupo casi-abierto de sequnda
categoria de G, entonces H es abierto y cerrado.

Demostracion: Como H es un casi-abierto de segunda categoria, por el teorema de
Banach-Kuratowski-Pettis [10, Teorema 1, p. 295], HH' = H es un entorno de la
identidad. Por tanto ]f] # (), lo que implica que H es abierto y cerrado. ]

Proposicion 3.4 Si G es un grupo topoldgico metrizable, entonces G" es casi-abierto en
Hom,(G,T).
Demostracion: Sea {U,}, .y una base numerable de entornos de 0. Se comprueba direc-
tamente la igualdad
¢ =Ju;
neN
donde U? = {x € G" : Rex(U,,) > 0} es el polar de U,,. Se puede ver que U es cerrado en

Hom(G,T), para todo n € N, y por tanto G" = U U, es casi-abierto en Hom,(G,T).
neN ]

Corolario 3.5 Si G es un grupo topoldgico metrizable y G es de sequnda categoria en

Hom,(G,T), entonces G" es abierto y cerrado en Hom,(G,T).

Demostracion: Se sigue de las proposiciones 3.3 y 3.4. 0

125



Corolario 3.6 Si G es un grupo topolégico metrizable y G" separa puntos de G y es de
sequnda categoria en Hom,(G,T), entonces G" = Hom,(G,T).

Demostracion: Se sigue de los corolarios 3.2 y 3.5. 0

Corolario 3.7 Si G es un grupo topoldgico metrizable, G" separa puntos de G y G" &
Hom,(G,T), entonces G" es de primera categoria en Hom,(G,T)

Demostracién: Si G" fuera de segunda categoria en Hom,(G,T), por el corolario 3.6,
G" = Hom,(G,T). O

Para poder aplicar este resultado a los grupos estudiados es necesario demostrar que, en
todos ellos, el dual es un subgrupo propio del grupo de caracteres. Para ello se construyen,

en cada caso, caracteres no continuos.

CHom(Q,,T) # Hom(Q, T)

276

Consideramos, para cada n € N'\ {0}, z, = e*™ con

0= g o (e 2 -0

donde Ent [z] expresa la parte entera de z € R. 6., + Ent [g}

Obviamente, para todo n € N\ {0}, z, € T y, como 6, = n 24 para todo

n € N\ {0, 1}, se puede probar que z" = z, ;. Ademads se puede comprobar por induccién
que, para todo n € N\ {0}, % <6, < %, es decir, z, ¢ Ry

Asi pues,

Xy 1 Qu — T 2W¢%<%+(2Ent[§]<l—1)!))
=2

m(n—1)! i —1)!
% s Zn( ) — e?wzm(n 06, — e

es un homomorfismo y, sin embargo, no es continuo, ya que x, (%) no converge a 1.

Proposicién 3.8 Q) es de primera categoria en Hom,(Q,T).
Demostracion: El dual de Q, es precisamente R,. Como R, es LCA, su dual separa sus

puntos y, en particular, separa puntos de Q,. Por tanto el dual de los racionales con la
topologia usual separa puntos.
Asi pues, ya que Q, es un grupo topoldgico metrizable y Q) & Hom,(Q,T), por el

corolario 3.7, se tiene el resultado. 0

Corolario 3.9 (Q,)) es de primera categoria en Hom,(Q,T).

N
g

Demostracién: Basta observar que, por el corolario 2.11, (Q,)) = Q" y el resultado se

sigue de la proposicion 3.8. 0
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CHom((Q,7,),T) # Hom(Q,T)

Dado p € PP, consideramos el siguiente homomorfismo:

Xp : (Q7Tp) - T
1

N3
M, P

En (Q, 7,) consideramos la sucesion (p™),em (0}, que tiende a 0. Para cadan € N\ {0},

. 1 . p
. 2mip" ——= 27 o
se tiene que x,(p") =€ PHL =PI

Ahora bien, como, para cada n € N\ {0}, p+ 11 p", se tiene que para todo n € N\ {0}
existe k, € {1,...,p} tal que p" =k, (mod p+1).
ﬂ'ii ﬂik—" .
Asf pues, x,(p") = T = TP ¢ R%, es decir, x,,(p") no converge a 1 = x,(0) y
P

por tanto x, no es continuo.

Proposicién 3.10 (Q,7,)" es de primera categoria en Hom(Q,T).

Demostracion: Como Q, es LCA, su dual separa sus puntos y, en particular, separa
puntos de (Q, 7,). Ademés Q, es precisamente el dual de (Q, 7,,), por tanto el dual de los
racionales con la topologia p-adica separa puntos.

Asfi pues, ya que (Q, 7,) es un grupo topoldgico metrizable y (Q, 7,)" & Hom,(Q, T), por

el corolario 3.7, se tiene el resultado. 0

Corolario 3.11 (Q, Tp);\ es de primera categoria en Hom,(Q,T).

Demostracién: Basta observar que, por el corolario 2.11, (Q, Tp);\ >~ (Q,7,)" y el resultado

se sigue de la proposicién 3.10. 0
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