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Resumen

En este trabajo caracterizamos mediante técnicas elementales los duales del

grupo de los racionales Q, cuando se le dota de diversas topoloǵıas de grupo que

aparecen frecuentemente en la literatura como la topoloǵıa usual, la discreta y las

p-ádicas, aśı como las topoloǵıas de Bohr inducidas por todas las anteriores. Ob-

tenemos además condiciones suficientes para que el dual de un grupo topológico G

sea de primera categoŕıa en el grupo de todos los caracteres Homπ(G,T), dotado

de la topoloǵıa de la convergencia puntual. Por último aplicamos este resultado a

los grupos topológicos anteriormente mencionados.

1 Introducción.

En este trabajo se aborda el estudio del grupo dual de los racionales Q, cuando se le

dota de diversas topoloǵıas de grupo que aparecen frecuentemente en la literatura como

la topoloǵıa usual, la discreta y las p-ádicas y las topoloǵıas de Bohr inducidas por todas

las anteriores. En la sección 2 se construyen expĺıcitamente isomorfismos topológicos que

permiten asociar dichos duales a grupos conocidos.

En la sección 3 se estudia el “tamaño” (desde el punto de vista de la teoŕıa de categoŕıas

de Baire) del dual de un grupo topológico visto como subespacio del grupo de todos los

caracteres. Más concretamente, bajo ciertas hipótesis, el dual es de primera categoŕıa,

como es el caso de los grupos estudiados. Además, se proporcionan ejemplos concretos de

caracteres no continuos.

A continuación se introduce la notación que será usada a lo largo del trabajo. Al grupo

aditivo de los números racionales dotado de la topoloǵıa discreta, lo denotamos por Qd;

∗Este art́ıculo se ha desarrollado bajo la supervisión de la Profesora Elena Mart́ın Peinador.
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Qu será el grupo de los racionales dotado de la topoloǵıa usual y Ru el grupo aditivo de

los reales dotado, también, de la topoloǵıa usual.

Dado un número primo p, la valoración p-ádica en Q se define como:

|.|p : Q → R+

x �→ |x|p :=

{
2−r si x = prm

n con n ∈ N, m, r ∈ Z y p � m, p � n

0 si x = 0

A partir de dicha valoración se define la métrica p-ádica que induce una topoloǵıa de

grupo en Q, llamada topoloǵıa p-ádica y que denotaremoa por τp. Una base de entornos

abiertos de 0 en τp viene dada por {Ul}l∈Z, siendo:

Ul :=
{
x ∈ Q : |x|p < 2−l

}
=

{
plm
n : n ∈ N, m ∈ Z, p � n

}
A Q dotado de la topoloǵıa p-ádica, lo denotamos por (Q, τp).

2 Caracterización de los duales de Q.

Dado un grupo topológico G, llamaremos carácter de G a un homomorfismo de G en

T, donde T es la circunferencia unidad del plano complejo con su estructura multiplicativa

heredada. Llamaremos dual de G al grupo formado por todos los caracteres continuos

de G dotado de la topoloǵıa compacto-abierta. El dual de G, denotado por G∧, es a

su vez un grupo topológico, por tanto tiene sentido hablar del bidual G∧∧. El famoso

teorema de dualidad de Pontryagin afirma que todo grupo topológico abeliano localmente

compacto (LCA) es topológicamente isomorfo a su bidual de forma canónica. Aquellos

grupos topológicos cuya aplicación canónica en el bidual es isomorfismo topológico reciben

el nombre de grupos reflexivos, o reflexivos en sentido de Pontryagin.

A continuación se estudia el dual de Q dotado de diversas topoloǵıas. En el caso de la

topoloǵıa usual y de las topoloǵıas p-ádicas las demostraciones transcurren de modo para-

lelo apoyándose en el hecho de que las complecciones de los racionales en ambos casos (los

números reales y p-ádicos, respectivamente) son grupos abelianos localmente compactos

cuyos duales son conocidos. Cabe observar, que los resultados de las proposiciones 2.2 y

2.4 se pueden obtener como consecuencia de un teorema más fuerte para grupos abelianos

metrizables [3, Teorema 2, p.25]. Sin embargo, en nuestra demostración se prueba que el

isomorfismo algebraico natural es, de hecho, un isomorfismo topológico, utilizando argu-

mentos elementales. En [11, Caṕıtulo 3, Sección 2] Raczkowski-Trigos obtiene, de forma

independiente, una demostración similar de la proposición 2.2.

Las demostraciones de 2.2 y 2.4 se apoyan en el siguiente resultado:

Proposición 2.1 Sea G un grupo topológico abeliano y sea H un subgrupo denso. En-

tonces todo carácter continuo de H se puede extender a G, es decir, H está dualmente

sumergido en G.
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Demostración: Sea χ : H → T carácter continuo. Dado x ∈ H = G, existe {xλ}λ∈Λ red

en H tal que xλ → x. Definimos

∼
χ (x) := lim

λ∈Λ
χ(xλ)

Se puede ver que
∼
χ está bien definida y es un carácter continuo de G que restringido a H

coincide con χ.

Dual de Qu

Proposición 2.2 El dual de Q con la topoloǵıa usual es topológicamente isomorfo a R,

es decir, Q∧u ∼= Ru.

Demostración: Consideramos la aplicación restricción:

ρ : R∧u → Q∧u
χ �→ χ|Qu

que es, claramente, un homomorfismo. Dado que Qu = Ru se puede ver que ρ es inyectivo

y, además por la proposición 2.1, también es suprayectivo. Asi pues, ρ es un isomorfismo

algebraico entre R∧u y Q∧u .

Sea
γ : Ru → R∧u

r �→ χr

donde χr(x) = e2πirx para cada x ∈ Ru. Como γ es un isomorfismo topológico [7, Ejemplo

23.27(e), p. 367], la composición θ := ρ ◦γ es un isomorfismo algebraico entre Ru y Q∧u .

Veamos que de hecho θ es un isomorfismo topológico:

- θ es continua:

Dados K un compacto de Qu y ε > 0, P (K,Rε) := {χ ∈ Q∧u : χ(K) ⊆ V } es un

entorno de 1 en Q∧u , siendo Rε := {e2πit : |t| < ε}.
Como K es compacto en Qu, K es acotado, es decir, existe M > 0 tal que |x| < M

para todo x ∈ K.

Tomemos δ:= ε
M

y sea r ∈ (−δ, δ). Como θ(r)(x) = χr|Qu
(x) = e2πirx y para todo

x ∈ K se tiene que |rx| = |r||x| < δM = ε, resulta que θ(r)(x) ∈ Rε para cada

x ∈ K, es decir, θ(r) ∈ P (K,Rε) y, por tanto, θ ((−δ, δ)) ⊆ P (K,Rε).

- θ es abierta:

Sea (−1n , 1
n) un entorno básico de 0 en Ru, con n ≥ 4 entero.

Si tomamos K:= {0}∪{1}∪{−1}∪
{

1
2m : m ∈ Z \ {0}

}
compacto en Qu, entonces

P (K,R 1
n
) es un entorno de 1 en Q∧u . Sea 1 �= χ ∈ P (K,R 1

n
) y sea 0 �= r ∈ Ru tal

que θ(r) = χr|Qu
= χ, entonces |r| < 1

n pues cada una de las siguientes posibilidades

nos lleva a contradicción:
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(i) Si 1
n ≤ r ≤ n− 1

n , entonces χr|Qu
(1) = e2πir1 = e2πir /∈ R 1

n

(ii) Si n− 1
n < r, como n ≥ 4, entonces r >

2 (n− 1)
(n− 2)n

.

Pero
r >

2 (n− 1)
(n− 2)n

⇐⇒ r(n(n− 2)) > 2(n− 1) ⇐⇒

⇐⇒ rn(n− 1) > rn + 2(n− 1) ⇐⇒

⇐⇒ rn
2 > rn

2(n− 1)
+ 1 > 0

por lo que existe l ∈ N \ {0} de modo que

rn

2
≥ l ≥ rn

2(n− 1)
y aśı

1

n
≤ r

2l
≤ (n− 1)

n
.

Por tanto χr|Qu

(
1
2l

)
= e2πir 1

2l /∈ R 1
n

(iii) Si −n− 1
n ≤ r ≤ − 1

n , entonces n− 1
n ≥ −r ≥ 1

n , con lo que se tiene que

χr|Qu
(−1) = e2πir(−1) = e2πi(−r) /∈ R 1

n

(iv) Si r < − n− 1
n , entonces −r > n− 1

n y por (ii) existe l ∈ N \ {0} tal que

1
n ≤ −r

2l
≤ (n− 1)

n .

Por tanto χr|Qu

(−1
2l

)
= e2πir −1

2l = e2πi−r
2l /∈ R 1

n

De este modo, como r ∈ (−1n , 1
n), si θ(r) = χr|Q = χ ∈ P (K,R 1

n
), resulta que

P (K,R 1
n
) ⊆ θ

(
(−1n , 1

n)
)
.

Corolario 2.3 Q dotado de la topoloǵıa usual no es reflexivo en el sentido de Pontryagin,

es decir, Qu no es topológicamente isomorfo a Q∧∧u .

Demostración: La afirmación se sigue de la proposición 2.2 y del hecho de que R∧u ∼= Ru.

Dual de (Q, τp)

Sea p un número primo, consideramos el conjunto

Qp :=
{

(xn)n∈Z : xn ∈ {0, . . . , p− 1} ∀n ∈ Z y ∃n0 ∈ Z tal que xn = 0 ∀n < n0

}
y en él definimos la suma del siguiente modo:

Sean x̃ = (xn)n∈Z, con xn = 0 para todo n < n0 y xn0 �= 0, e ỹ = (yn)n∈Z, con yn = 0

para todo n < m0 y ym0 �= 0, entonces x̃ + ỹ = x̃ + y :=
(
(x + y)n

)
n∈Z

siendo:

(x + y)n = 0 para todo n < p0 = min{n0,m0}

xp0 + yp0 = sp0p + (x + y)p0 con (x + y)p0 ∈ {0, . . . , p− 1} y sp0 ∈ Z
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y para todo n > p0 recursivamente, conociendo (x + y)n−1 y sn−1

xn + yn + sn−1 = snp + (x + y)n con (x + y)n∈ {0, . . . , p− 1} y sn∈ Z

El conjunto Qp con la suma arriba definida, es el grupo abeliano de los números

p-ádicos, siendo su elemento neutro 0̃ = (0)n∈Z.

Definimos:

Dado k ∈ Z, Vk := {x̃ ∈ Qp : xn = 0 ∀n < k}

Dados x̃, ỹ ∈ Qp, x̃ �= ỹ, dp(x̃, ỹ) := 2−m donde m = min{n ∈ Z : xn �= yn}

Dado x̃ ∈ Qp, dp(x̃, x̃) := 0

Por [7, Teorema 10.5, p. 110], los conjuntos {Vk}k∈Z satisfacen las condiciones para

ser una base de entornos de 0 para una topoloǵıa de grupo en Qp. Bajo esta topoloǵıa Qp

es Hausdorff y localmente compacto, los conjuntos Vk son subgrupos compactos de Qp y

la función dp es una métrica invariante sobre Qp, compatible con la topoloǵıa de Qp. En

[7, Teoremas 10.10 y 10.11, p. 112] se prueba que, de hecho, los números p-ádicos son un

cuerpo topológico.

Es un hecho conocido que (Q, τp) se encaja homomorfa y topológicamente de manera

densa en Qp. El encaje natural viene dado por:

i : (Q, τp) → Qp

x �→ x̃ = (xn)n∈Z con xn :=

{
0 si n < n0

λn si n ≥ n0

donde los λn se obtienen al escribir x de manera única como x =
∞∑

j=n0

λjp
j con λj ∈

{0, . . . , p− 1} para todo n0 ≤ j ∈ Z, λn0 �= 0 y n0 ∈ Z.

De hecho, un número p-ádico x̃ = (xn)n∈Z es racional si y solo si la sucesión de

coordenadas xn es periódica a partir de cierto n (ver [6, Caṕıtulo 9, p. 147]).

Proposición 2.4 El dual de Q con la topoloǵıa p-ádica es topológicamente isomorfo a

Qp, es decir, (Q, τp)
∧ ∼= Qp.

Demostración: Consideramos la aplicación restricción:

ρ : Q∧p → (Q, τp)
∧

χ �→ χ| Q

que es, claramente, un homomorfismo. Dado que (Q, τp) = Qp se puede demostrar que ρ

es inyectivo y, además por la proposición 2.1, también es suprayectivo. Asi pues, ρ es un

isomorfismo algebraico entre Q∧p y (Q, τp)
∧.
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Sea
θ : Qp → Q∧p

x̃ �→ χx̃

donde

χx̃(ỹ) = e

2πi


∞∑

n=−∞
yn

( ∞∑
s=n

x−s

ps−(n−1)

)

para todo ỹ ∈ Qp. Como θ es un isomorfismo topológico [7, 25.1, p. 400], la composición

θ ′ := ρ ◦θ es un isomorfismo algebraico entre Qp y (Q, τp)
∧. Veamos que de hecho θ ′ es

un isomorfismo topológico:

- θ ′ es continua:

Dados F un compacto de (Q, τp) y ε> 0, P (F,Rε) es un entorno de 1 en (Q, τp)
∧.

Como F es compacto y Q =
⋃
k∈Z

Uk (siendo los Uk los entornos abiertos de 0 en

la topoloǵıa p-ádica), existen k1, . . . , kn ∈ Z tales que F ⊆
n⋃

i=1

Uki
. Sea m :=

min{ki : 1 ≤ i ≤ n}, entonces Uki
⊆ Um para todo 1 ≤ i ≤ n y por tanto

F ⊆ Um. Si consideramos V−m abierto de Qp, se puede ver que Um ⊆ Vm+1 y como{
χx̃ : x̃ ∈ V−k+1

}
=

{
χx̃ : χx̃(Vk) = {1}

}
se tiene:

θ ′(Vm) = ρ
({

χx̃ : x̃ ∈ V−m

})
= ρ

({
χx̃ : χx̃(Vm+1) = {1}

})
=

=
{
χx̃|Q : χx̃(Vm+1) = {1}

}
⊆

{
χx̃|Q : χx̃(Um) = {1}

}
⊆

⊆ P (Um, ε) ⊆ P (F, ε)

- θ ′ es abierta:

Sea Vm, con m ∈ Z, un entorno abierto de 0 en Qp. Sea, para cada n ∈ Z, p̃n

la imagen por el encaje i del entero pn, que tiene la forma p̃n = (δnm)m∈Z. Si

tomamos K = {0̃} ∪ {p̃n : n ∈ Z} compacto en (Q, τp) y ε =
1

p
, entonces P (K,Rε)

es un entorno de 1 en (Q, τp)
∧. Sea 1 �= χ ∈ P (K,Rε) y sea 0 �= x̃ ∈ Qp tal que

θ ′(x̃) = χx̃|Q = χ, entonces x̃ ∈ Vm pues:

Supongamos que x̃ /∈ Vm, entonces existe n ∈ Z, n < m, tal que xn �= 0. Si

n0:= min{n ∈ Z : xn �= 0} (n0 < m y xn0 ∈ {1, . . . , p− 1}), resulta que:

xn = 0 para todo n < n0 ⇔ x−n = 0 para todo n > −n0

y dado ỹ ∈ (Q, τp) se tiene:

χx̃|Q(ỹ) = e

2πi


∞∑

n=−∞
yn

( ∞∑
s=n

x−s

ps−(n−1)

)

= e

2πi


∞∑

n=−∞
yn

(−n0∑
s=n

x−s

ps−(n−1)

)
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Aśı pues:

χx̃|Q(ũ−n0) = e

2πi


−n0∑

n=−n0

1

( −n0∑
s=−n0

x−s

ps−(−n0−1)

)

= e
2πi

xn0

pn0−(−n0−1)
= e

2πi
xn0

p /∈ Rε

lo cual es una contradicción. Por tanto, P (K,Rε) ⊆ θ ′(Vm).

Corolario 2.5 Q dotado de la topoloǵıa p-ádica no es reflexivo en el sentido de Pontrya-

gin, es decir, (Q, τp) no es topológicamente isomorfo a (Q, τp)
∧∧.

Demostración: La afirmación se sigue de la proposición 2.4 y del hecho de que Q∧p ∼= Qp.

Dual de Qd.

Si dotamos a Q de la topoloǵıa discreta, todo homomorfismo de Q en T es continuo.

Por tanto el grupo de caracteres continuos de Qd es algebraicamente isomorfo al grupo de

caracteres de los racionales Hom(Q,T), es decir, Hom(Q,T) = CHom(Qd,T). En lo que

sigue se da una descripción del dual de Q con la topoloǵıa discreta [7, 25.5, p. 404].

Sea para cada n ∈ N \ {0}, Tn := T. Si n,m ∈ N \ {0} son tales que m ≤ n definimos

el homomorfismo continuo:
gnm : Tn → Tm

z �→ z
n!
m!

Como los gnm cumplen:

(i) Para todo n ∈ N \ {0} gnn = 1T : Tn → Tn

(ii) Dados m,n, p ∈ N \ {0} con m < n < p, gnm◦gpn = gpm

{Tn, gnm,N \ {0}} es un sistema inverso y su ĺımite

lim
←−

Tn :=

(zn)n∈N\{0} ∈
∏

n∈N\{0}
Tn : gnm(zn) = zm si m < n


cumple:

lim
←−

Tn =

(zn)n∈N\{0} ∈
∏

n∈N\{0}
Tn : zn

n = zn−1 ∀n ∈ N \ {0}


Definimos

θ : Q∧d → lim
←−

Tn

χ �→
(
χ

(
1
n!

))
n∈N\{0}
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Se puede demostrar que θ está bien definida y es un homomorfismo inyectivo.

Dado z= (zn)n∈N\{0} ∈
∏

n∈N\{0}
Tn tal que zn

n = zn−1, definimos:

χz : Q → T
m
n �→ z

(n−1)!m
n

χz es un homomorfismo bien definido de Q en T y además, χz

(
1
n!

)
= zn para todo

n ∈ N \ {0}, por tanto θ
(
χz

)
=z y θ es sobreyectivo.

θ es continua:

Sea U entorno básico de 0 en lim
←−

Tn, entonces U = V ∩ lim
←−

Tn, con V entorno básico

de 0 en
∏

n∈N\{0}
Tn, es decir, V =

∏
n∈N\{0}

Vn con 0 ∈ Vn abierto para todo n ∈ N \ {0} y Vn = T

para cada n ∈ (N \ {0}) \ B siendo B ⊂ N \ {0} finito. Para cada n ∈ B existe εn> 0

tal que Rεn ⊆ Vn, entonces tomando εn>
1
2 para todo n /∈ B, tenemos que Rεn = T para

cada n /∈ B y
∏

n∈N\{0}
Rεn ⊆ V .

Sean K =
{

1
n!

: n ∈ B
}

y ε = min{εn : n ∈ B}. Evidentemente, K, siendo finito,

es compacto de Q y P (K, ε) es entorno de 0 en Q∧d . Si χ ∈ P (K, ε), como para todo

n ∈ B 1
n!

∈ K, resulta que χ
(

1
n!

)
∈ Rε ⊆ Rεn .

Aśı θ (χ) =
(
χ

(
1
n!

))
n∈N\{0}

∈
∏

n∈N\{0}
Rεn∩lim

←−
Tn ⊆ V ∩lim

←−
Tn = U , es decir, θ (P (K, ε)) ⊆

U .

θ es abierta:

Sea P (K, ε) entorno de 0 en Q∧d , con K ⊂ Qd compacto y ε > 0.

Como K ⊂ Qd, K es finito, es decir, existen mi ∈ Z y ni ∈ N \ {0} con i ∈ {1, . . . , l} y

l ∈ N \ {0} de modo que K =
{
mi
ni!

: i ∈ {1, . . . , l}
}

.

Tomamos B := {ni : i ∈ {1, . . . , l}}, εn := ε
|mi| para cada n ∈ B y εn > 1

2 para todo

n /∈ B. Aśı Rεn = T para todo n /∈ B y V =
∏

n∈N\{0}
Rεn ∩ lim

←−
Tn es un entorno de 0 en

lim
←−

Tn.

Si z= (zn)n∈N\{0} ∈ V y χz ∈ Q∧d es tal que θ
(
χz

)
=z, entonces, por la elección de V ,

χz ∈ P (K, ε) y por tanto V ⊆ θ (P (K, ε)).

Aśı pues θ es un isomorfismo topológico entre Q∧d y lim
←−

Tn.

Dual de Q con la topoloǵıa de Bohr

En un grupo topológico abeliano (G, τ) la topoloǵıa débil (esto es, la topoloǵıa inicial)

asociada a la familia de sus caracteres continuos es una topoloǵıa de grupo menos fina
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que la original. Suele denominarse topoloǵıa de Bohr y la denotaremos por σ(G,G∧),

mientras que Gσ designará a G con la topoloǵıa de Bohr.

Observación 2.6 σ(G,G∧) es la topoloǵıa inducida en G por el encaje canónico de G

en su compactación de Bohr (ver la introducción en [4]).

Proposición 2.7 El dual de un grupo topológico abeliano G es algebraicamente isomorfo

al dual de G con de la topoloǵıa de Bohr, más aún, G∧ = G∧σ como conjuntos.

Demostración: Dado un carácter continuo de G con la topoloǵıa original, por la definición

de topoloǵıa de Bohr, el carácter también es continuo para σ(G,G∧).

Si, por el contrario, se tiene un carácter continuo de G con la topoloǵıa de Bohr, como la

topoloǵıa de Bohr es menos fina que la topoloǵıa original, el carácter también es continuo

para esta topoloǵıa.

Teorema 2.8 Si G es un grupo localmente compacto y abeliano, entonces los duales de G

con su topoloǵıa original y la topoloǵıa de Bohr son topológicamente isomorfos, es decir,

G∧ ∼= G∧σ .

Demostración: La proposición 2.7 demuestra que los conjuntos soporte de G∧ y G∧σ coin-

ciden. Por otra parte, por ser la topoloǵıa de Bohr menos fina que la topoloǵıa original,

todo compacto de G en la topoloǵıa original es compacto en la topoloǵıa de Bohr. El

rećıproco es cierto por el teorema de Glicksberg que afirma que en un grupo LCA to-

do subconjunto compacto en la topoloǵıa de Bohr es compacto en la topoloǵıa original

[5, Teorema 1.2, p. 269]. Aśı pues, como τ y σ(G,G∧) tienen los mismos compactos,

los abiertos de la topoloǵıa compacto-abierta en cada uno de los duales coinciden, y la

identificación de 2.7 no solo es algebraica sino también topológica.

Corolario 2.9 El dual de Q con la topoloǵıa de Bohr inducida por la topoloǵıa discreta

es topológicamente isomorfo al dual de Q con la topoloǵıa discreta, es decir, (Qd)
∧
σ
∼= Q∧d .

El resultado del corolario 2.9 no se puede afirmar directamente para Qu y (Q, τp), ya

que estos no son grupos localmente compactos. Sin embargo existe una generalización

del teorema de Glicksberg a una clase más amplia de grupos llamados grupos nucleares.

Estos grupos fueron introducidos por Banaszczyk en [1].

Teorema 2.10 Si G es un grupo nuclear, entonces el dual de G con su topoloǵıa original

y el dual de G dotado de la topoloǵıa de Bohr son topológicamente isomorfos, es decir,

G∧ ∼= G∧σ .
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Demostración: Por la proposición 2.7, para obtener el resultado solo es necesario probar

que las topoloǵıas coinciden. Ahora bien, todo compacto en la topoloǵıa original es Bohr-

compacto por ser σ(G,G∧) menos fina que τ . Además, por la generalización del Teorema

de Glicksberg para grupos nucleares [2, Teorema, p. 35], todo compacto en la topoloǵıa

de Bohr es compacto en la topoloǵıa original. Por tanto, al tener ambas topoloǵıas los

mismos compactos, los abiertos de la topoloǵıa compacto-abierta en cada uno de los duales

coinciden, y el isomorfismo no solo es algebraico sino también topológico.

Corolario 2.11

(1) El dual de Q con la topoloǵıa de Bohr inducida por la topoloǵıa usual, (Qu)
∧
σ , es

topológicamente isomorfo al dual de Q con la topoloǵıa usual. Es decir, (Qu)
∧
σ
∼= Q∧u .

(2) El dual de Q con la topoloǵıa de Bohr inducida por la topoloǵıa p-ádica, (Q, τp)
∧
σ , es

topológicamente isomorfo al dual de Q con la topoloǵıa p-ádica. Es decir, (Q, τp)
∧
σ
∼=

(Q, τp)
∧.

Demostración: La demostración es común para las dos afirmaciones.

Todo grupo localmente compacto y abeliano es un grupo nuclear. Además, la clase de

grupos nucleares es cerrada bajo la operación de tomar subgrupos, es decir, todo subgrupo

de un grupo nuclear es nuclear. Aśı pues, como Ru y Qp son localmente compactos y

abelianos y Qu y (Q, τp) son subgrupos suyos, respectivamente, resulta que Qu y (Q, τp)

son grupos nucleares y por el teorema 2.10 (Qu)
∧
σ
∼= Q∧u y (Q, τp)

∧
σ
∼= (Q, τp)

∧.

3 Encaje de CHom(G,T) en Hom(G,T)

Dado un grupo topológico G denotamos por Homπ(G,T) al grupo de caracteres de

G dotado de la topoloǵıa de la convergencia puntual. CHomπ(G,T) será el grupo de los

caracteres continuos de G dotado, también, de la topoloǵıa de la convergencia puntual.

Proposición 3.1 Sea G un grupo topológico abeliano discreto. Si Γ es un subgrupo de

G∧ que separa puntos, entonces Γ = G∧.

Demostración: Supongamos que Γ � G∧ y sea χ ∈ G∧ \ Γ. Es bien sabido que, por ser Γ

un cerrado en G∧ g.t. compacto y abeliano, Γ es dualmente cerrado, es decir, existe un

carácter no nulo ξ ∈ G∧∧ tal que ξ(χ) �= 1 y ξ
|Γ
≡ 1.

Como G es discreto, por el Teorema de Dualidad de Pontryagin [8, Teorema, p. 53],

G ∼= G∧∧ y por tanto existe un elemento no nulo g ∈ G tal que αG(g) = ξ.

Aśı, para todo ζ ∈ Γ ⊆ Γ, se tiene que 1 = ξ(ζ) = αG(g)(ζ) = ζ(g), por lo que Γ no

separa a g de 0, contradiciendo la hipótesis.

124



Corolario 3.2 Si G es un grupo topológico abeliano tal que G∧ separa puntos de G y es

cerrado en Homπ(G,T), entonces G∧ = Homπ(G,T).

Demostración: G∧ es un subgrupo algebraico de Homπ(G,T) = G∧d . Por tanto, por la

proposición 3.1, G∧ = G∧ = Homπ(G,T).

En esta sección, dado un grupo topológico G, se pretende estudiar el encaje de

CHom(G,T) en Hom(G,T) y averiguar como es de “grande” (desde el punto de vista

de las categoŕıas de Baire) G∧ dentro de Hom(G,T). Posteriormente, se particulariza

a los casos en que G sea el grupo de los racionales dotado, en un primer momento, de

la topoloǵıa usual y de la topoloǵıa de Bohr inducida por la misma y, después, de la

topoloǵıa p-ádica y de la topoloǵıa de Bohr inducida.

Se introducen a continuación algunos conceptos relacionados con las categoŕıas de

Baire. Un conjunto A es casi-abierto (o tiene la propiedad de Baire) si se puede repre-

sentar como A = U�P = (U ∪ P ) \ (U ∩ P ) con U abierto y P de primera categoŕıa.

Obviamente, todo conjunto abierto es casi-abierto. Además, como los casi-abiertos for-

man una σ-álgebra (ver [9, Teorema 4.3, p. 19]), los cerrados y los conjuntos Fσ son

casi-abiertos.

Proposición 3.3 Sea G un grupo topológico. Si H es un subgrupo casi-abierto de segunda

categoŕıa de G, entonces H es abierto y cerrado.

Demostración: Como H es un casi-abierto de segunda categoŕıa, por el teorema de

Banach-Kuratowski-Pettis [10, Teorema 1, p. 295], HH−1 = H es un entorno de la

identidad. Por tanto
◦
H �= ∅, lo que implica que H es abierto y cerrado.

Proposición 3.4 Si G es un grupo topológico metrizable, entonces G∧ es casi-abierto en

Homπ(G,T).

Demostración: Sea {Un}n∈N una base numerable de entornos de 0. Se comprueba direc-

tamente la igualdad

G∧ =
⋃
n∈N

U�
n

donde U�
n = {χ ∈ G∧ : Reχ(Un) ≥ 0} es el polar de Un. Se puede ver que U�

n es cerrado en

Homπ(G,T), para todo n ∈ N, y por tanto G∧ =
⋃
n∈N

U�
n es casi-abierto en Homπ(G,T).

Corolario 3.5 Si G es un grupo topológico metrizable y G∧ es de segunda categoŕıa en

Homπ(G,T), entonces G∧ es abierto y cerrado en Homπ(G,T).

Demostración: Se sigue de las proposiciones 3.3 y 3.4.
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Corolario 3.6 Si G es un grupo topológico metrizable y G∧ separa puntos de G y es de

segunda categoŕıa en Homπ(G,T), entonces G∧ = Homπ(G,T).

Demostración: Se sigue de los corolarios 3.2 y 3.5.

Corolario 3.7 Si G es un grupo topológico metrizable, G∧ separa puntos de G y G∧ �

Homπ(G,T), entonces G∧ es de primera categoŕıa en Homπ(G,T)

Demostración: Si G∧ fuera de segunda categoŕıa en Homπ(G,T), por el corolario 3.6,

G∧ = Homπ(G,T).

Para poder aplicar este resultado a los grupos estudiados es necesario demostrar que, en

todos ellos, el dual es un subgrupo propio del grupo de caracteres. Para ello se construyen,

en cada caso, caracteres no continuos.

CHom(Qu,T) �= Hom(Q,T)

Consideramos, para cada n ∈ N \ {0}, zn = e2πiθn con

θn =
1

2(n!)
+

1

n!

(
n∑

l=2

Ent
[

l

2

]
(l − 1)!

)

donde Ent [x] expresa la parte entera de x ∈ R.

Obviamente, para todo n ∈ N \ {0}, zn ∈ T y, como θn =
θn−1 + Ent

[
n

2

]
n para todo

n ∈ N\{0, 1}, se puede probar que zn
n = zn−1. Además se puede comprobar por inducción

que, para todo n ∈ N \ {0}, 1
4 ≤ θn ≤ 3

4, es decir, zn /∈ R 1
4
.

Asi pues,

χz : Qu → T

m
n �→ z

m(n−1)!
n = e2πim(n−1)!θn = e

2πim
n

(
1
2+

( n∑
l=2

Ent
[

l
2

]
(l−1)!

))

es un homomorfismo y, sin embargo, no es continuo, ya que χz

(
1
n!

)
no converge a 1.

Proposición 3.8 Q∧u es de primera categoŕıa en Homπ(Q,T).

Demostración: El dual de Qu es precisamente Ru. Como Ru es LCA, su dual separa sus

puntos y, en particular, separa puntos de Qu. Por tanto el dual de los racionales con la

topoloǵıa usual separa puntos.

Aśı pues, ya que Qu es un grupo topológico metrizable y Q∧u � Homπ(Q,T), por el

corolario 3.7, se tiene el resultado.

Corolario 3.9 (Qu)
∧
σ es de primera categoŕıa en Homπ(Q,T).

Demostración: Basta observar que, por el corolario 2.11, (Qu)
∧
σ
∼= Q∧ y el resultado se

sigue de la proposición 3.8.
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CHom((Q, τp) ,T) �= Hom(Q,T)

Dado p ∈ P, consideramos el siguiente homomorfismo:

χp : (Q, τp) → T
m
n �→ e

2πim
n

1
p+1

En (Q, τp) consideramos la sucesión (pn)n∈N\{0}, que tiende a 0. Para cada n ∈ N \ {0},
se tiene que χp(pn) = e

2πipn 1
p+1 = e

2πi
pn

p+1 .

Ahora bien, como, para cada n ∈ N \ {0}, p + 1 � pn, se tiene que para todo n ∈ N \ {0}
existe kn ∈ {1, . . . , p} tal que pn ≡ kn (mod p + 1).

Aśı pues, χp(pn) = e
2πi

pn

p+1 = e
2πi kn

p+1 /∈ R 1
p+1

, es decir, χp(pn) no converge a 1 = χp(0) y

por tanto χp no es continuo.

Proposición 3.10 (Q, τp)
∧ es de primera categoŕıa en Homπ(Q,T).

Demostración: Como Qp es LCA, su dual separa sus puntos y, en particular, separa

puntos de (Q, τp). Además Qp es precisamente el dual de (Q, τp), por tanto el dual de los

racionales con la topoloǵıa p-ádica separa puntos.

Aśı pues, ya que (Q, τp) es un grupo topológico metrizable y (Q, τp)
∧ � Homπ(Q,T), por

el corolario 3.7, se tiene el resultado.

Corolario 3.11 (Q, τp)
∧
σ es de primera categoŕıa en Homπ(Q,T).

Demostración: Basta observar que, por el corolario 2.11, (Q, τp)
∧
σ
∼= (Q, τp)

∧ y el resultado

se sigue de la proposición 3.10.
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