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Introduccion

Una de las preocupaciones mas antiguas del hombre es entender el lugar en que se
encuentra, si hay otros lugares, si éstos son parecidos y si realmente lo que merece
la pena es lo que se encuentra a nuestro alcance.

Desde tiempos ancestrales, mirdbamos a nuestro alrededor y veiamos una in-
mensa planicie. Cierto es que en la direccion vertical encontramos un amplio cielo,
plagado de hermosas estrellas, pero ésta es una direccion en la que no nos hemos
podido mover hasta muy recientemente. Los indios creian que la Tierra era un in-
menso plato colocado sobre una tortuga gigante que lo sustentaba. E incluso en los
mapas de la Edad Media, la tierra conocida aparece como un gran circulo.

Esto nos ha llevado al modelo matematico de plano. Euclides lo definia como
aquel objeto que se extiende indefinidamente en dos direcciones manteniéndose
siempre igual a si mismo. Este es un modelo que se ajusta bastante bien a lo que
vemos a nuestro alrededor, y que por tanto asociamos con todo lo que queda més
alld de nuestra vista. (Esta es una constante en el pensamiento del ser humano a
lo largo de la Historia: desde la pequefiez del alcance de nuestras percepciones
inferimos acerca de la realidad en la creencia de cierta omnipotencia en nuestras
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averiguaciones.)

Los hombres estuvimos un montén de siglos creyendo que la Tierra, el lugar
que habitdbamos, era un plano (o trozo de plano) que estaba colocado en la mitad
del Todo. Afortunadamente, tenemos posibilidades de imaginar que nuestra Tierra
pueda tener una forma distinta de la forma plana. Vivimos en un mundo de tres di-
mensiones. Vemos una naranja y nos la podemos imaginar de un tamafio gigantesco,
en el que su superficie casi parezca plana. De hecho, en la época de los griegos ya
se intuia (por un proceso deductivo) que la Tierra debia ser esférica. Eratdstenes
(276-197 A.C.) ya calculd con cierta exactitud el perimetro de la Tierra comparan-
do las sombras producidas por dos torres en el mismo momento del dia en puntos
distantes.

Pero el ser humano es tozudo y tiempo después, durante la Edad Media y el
Renacimiento, se condenaba a gente a arder en la hoguera por afirmar que la Tierra
no era plana. Sélo nos convencimos de la redondez de la Tierra cuando Magallanes
y Elcano completaron una vuelta a esta inmensa pelota (1519-1522).

La idea de una Tierra plana nos llena ciertamente de desasosiego. O bien se
extiende indefinidamente como un plano o bien se acaba como un plato. En el
primer caso, estamos perdidos en la inmensidad: si s6lo ocupamos un pequefio
trozo de un territorio infinito, no somos practicamente nada. ;Qué importancia
tenemos ante tal inmensidad? En el segundo caso, la Tierra se acaba, tiene un
limite. Si logramos llegar al borde ;qué encontraremos? ;caerémos al abismo?
Una Tierra redonda es mas reconfortante. Si nos empeflamos en ir en una direccion
fija y continuamos alejandonos, acabaremos por llegar a un punto que se encuentra
lo mas lejos posible del punto de partida (antipoda) y al continuar desplazdndonos,
nos estaremos acercando de nuevo, pero por direccidén opuesta de la que partimos.
No hay infinitud, y no hay borde.

Pero ;es ésta la Gnica posible forma de la Tierra? ;Existen otras posibilidades?

El tema no deberia plantearse de forma muy distinta cuando miramos un poco
mas alla, a nuestro Universo. Tenemos claro que vivimos en un planeta, que gira
alrededor de una estrella mediana y que esta en una rama de una galaxia espiral de
tamafio medio (La Via Lactea). Con todos nuestros telescopios, apenas vemos un
pequefio fragmento del Universo de 500 millones de afios-luz, una insignificancia
para un tamafio estimado de 20.000 millones de afos-luz. Si miramos a nuestro
alrededor, vemos tres direcciones perpendiculares entre si y bien definidas. EI
concepto matematico al que nos lleva es al de espacio lineal (R? diria un gedmetra).
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(Pero vamos a deducir de aqui que todo nuestro Universo es un espacio lineal?

Una posible solucion es que el Universo fuera una hiperesfera (esfera de di-
mension 3), es decir  S? = {(z,y,2,w) € RY2? +¢y* + 22 + w? = 1}.

En esta situacion, si nos alejamos indefinidamente en una direccidén, acabamos
regresando al punto de partida por la direccidn opuesta a la que tomamos. Bastaria
lanzar un viajero interestelar (un rayo de luz, por ejemplo) y esperar. Pero en los
12.000 millones de afnos de nuestro joven Universo, el viajero todavia no ha tenido
tiempo de dar una vuelta completa. ;Y encima el Universo se estd expandiendo!

7.1 Un mundo en dos dimensiones

Para entender como podemos enfrentarnos ante nuestra limitaciéon de entender los
cuerpos de tres dimensiones estando nosotros mismos inmersos en un mundo de tres
dimensiones, vamos a revisar una famosa biografia de un habitante de un mundo de
dos dimensiones. Edwin Abbott (1838—1926) escribié un libro titulado Flatland.:
A romance in many dimensions donde narra (en forma de biografia) las desventuras
de un habitante que llamaremos Planito en un Universo de dos dimensiones llamado
Planilandia. Este libro, que aparecié de hecho como una critica social, nos va a
servir de excusa con el fin de entender las dificultades de compresion para un ser
atrapado en su propia dimension. En el libro The shape of space,J. Weeks narra las
aventuras de Planito cuando decide averiguar que forma tiene realmente Planilandia.

Planito vive en un mundo de dos dimensiones, junto con muchos otros seres como
él (es decir, de dos dimensiones). Su percepcion del mundo es la de un plano que
se extiende indefinidamente en dos direcciones. No tienen més que los conceptos
de longitud y anchura. El concepto de altura es para ellos inimaginable, como lo es
para nosotros el concepto de cualquier dimensién de la que no tengamos percepcion
fisica. Todo el territorio por ellos explorado hace parecer de Planilandia un inmenso
plano. La creencia popular es por tanto la l6gica en esta situacion: Planilandia es
un plano, infinito e ilimitado en todas direcciones.

El concepto de infinitud es incobmodo y Planito se plantea la opcién de un mundo
finito (en términos matematicos, diriamos que su espacio es compacto). Pero por
otro lado la idea de que el mundo tiene un borde, un final, un limite, es igualmente
odiosa. Por tanto Planito intenta imaginar Planilandia como una superficie compacta
sin borde. Para ello recurre a un analogo dimensional (justo lo que nosotros
hacemos ahora). Mira a Linealandia, un mundo de una dimension, cuyos seres son
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segmentos que viven en una recta y que no tienen conciencia de nada fuera de esta
recta. Planito dibuja una circunferencia, y piensa “los seres de Linealandia pueden
vivir en un mundo finito y sin bordes y creer que estdn en una recta infinita”. La
analogia dimensional nos lleva a la idea de una hiper-circunferencia: un mundo de
dos dimensiones en el que yendo en una direccion fija acabas retornando al punto
de partida. Es decir, una esfera. Pero ciertamente es dificil de imaginar si uno no
tiene la oportunidad de agarrar un balén entre sus manos.

Para corroborar su teoria se embarca en un largo viaje: camina hacia el oeste
manteniendo su rumbo, hasta que al cabo de varios meses acaba llegando al lugar
de partida. Esto no convence a ninguno de sus coetdneos: lo justifican diciendo
que ha debido ir desviando ligeramente su camino para acabar volviendo al lugar de
partida. Planito quiere corroborar su teoria y hace otro viaje, esta vez manteniendo
rumbo al norte. Al cabo de un par de meses llega a su ciudad de origen. Pero lo
que resulta mas sorprendente: no se ha cruzado con los pasos dejados en su primer
viaje. Su teoria de la hiper-circunferencia es incorrecta, pero jPlanilandia no puede
ser un plano, tampoco!

. Segundo viaje
Segundo viaje — \
2| ,
Q)

Primer viaje

Primer viaje

Estas expediciones constituyen el comienzo de una revolucién en Planilandia:
aparecen decenas de estudiosos de la teoria de la forma de Planilandia, a la que
denominan fopologia de dos dimensiones. Esta teoria tiene los siguientes objetivos:
analizar la forma de los objetos, sin tener en cuenta los tamafios ni que algunas
partes de los objetos se agranden o encojan. Es decir se analizan los objetos salvo
homeomorfismo. Generalmente, se dice que para un top6logo, no importa la
diferencia entre un taza y una rosquilla.

Con este objetivo, Planilandia se dividié en zonas triangulares, cada una de
las cuales fue explorada por alguna expedicion para realizar mapas, que quedaban
archivados y numerados. Enseguida se observo que bastaba con indicar qué zonas
triangulares se debian pegar a cudles. Se podia determinar la forma de una superficie
de esta manera. Se podria decir que descubrieron la Topologia PL (del inglés:
Piecewise-Linear, que quiere decir, lineal a trozos).
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La topologia PL permite dar una bella demostracion del teorema de clasificacién
de superficies a base del proceso de cortar y pegar. Esta puede encontrarse en el
primer capitulo del libro Algebraic Topology: an Introduction de W. Massey.

Teorema 7.1 (Clasificacién de superficies) Las superficies compactas sin
borde, salvo homeomorfismo, son las siguientes:

e Orientables: esfera, toro y sumas conexas de g toros, g > 2.

e No orientables: plano proyectivo, botella de Klein y sumas conexas de estas
dos con g toros, g > 1.

Ahora necesitamos una serie de procedimientos que nos permitan construir estas
superficies. Lo que es mas importante, necesitamos que los procedimientos sean
intrinsecos, es decir, puedan entenderse desde una perspectiva de dos dimensiones,
para que les sean utiles a los top6logos de Planilandia.

Pegado de asas

Hay una zona circular (A) de Planilandia que funciona como una puerta inter-
espacial: cuando se entra por dicha zona, se sale por otra zona (B) en un punto
alejado de Planilandia. Pensamos en la superficie topolégicamente, estiramos las
zonas alrededor de (A) y (B) para acercarlas y acabar juntandolas. El resultado es
equivalente a haber pegado un tubito conectando las zonas (A) y (B) (a esto se le
denomina técnicamente pegar un asa, o en inglés, handle). De hecho, la percepciéon
de la puerta inter-espacial para Planito es la misma que tendria si dicho tubito
estuviese pegado; la zona misteriosa se convierte en el meridiano central del asa y
el viaje de Planito queda descrito en el siguiente dibujo.

\ ﬁ\%\ \

Por ejemplo, si el pegado de un asa lo hacemos a una esfera, obtenemos un
toro. Este resultado se visualiza facilmente dibujando las superficies en un mundo
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de tres dimensiones, pero el resultado también es conocido para los topdlogos de
Planilandia. Es decir, se puede estudiar la superficie de manera intrinseca, basta con
decir como van pegadas las dos circunferencias (A) y (B).

Suma conexa

Planilandia consta de hecho de dos superficies disjuntas X e Y tales que se puede
ir de una a otra a través de una puerta inter-espacial (A) que estd en X, que nos
lleva directamente a (B) en Y. Se vuelve de Y a X dando la vuelta al camino. Si
aplicamos el proceso topoldgico de acercar y pegar las zonas (A) y (B), obtenemos
una superficie en la que X e Y estan unidas por un pequefio tubo. A este proceso se
lo denomina suma conexa de X e Y y se denota por X#Y . Cualquier habitante de
Planilandia percibe de hecho su mundo como la superficie X #Y .

equIe 3p os1aAlUN

A

Universo de abajo

Orientabilidad

Un grupo de exploradores de Planilandia hacen un largo viaje y a su regreso vuelven
jdel revés! Es decir, el lado derecho de su cuerpo esta a la izquierda y viceversa.
Claro que su percepcion de la realidad es distinta: ellos no se sienten extrafios, sino
que ven que el mundo al que regresan se ha convertido en la imagen especular de
lo que era. De hecho, hay una zona del espacio que es una banda de Mobius. Una
banda de Mobius se obtiene tomando una cinta larga y pegando sus dos extremos
dando media vuelta a uno de ellos.
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A una superficie en la que ocurre esto se la llama no orientable. En este
espacio no tiene sentido hablar de izquierda y derecha (cualquier intento de imponer
alguna convencion de este tipo estaria abocada al fracaso). Hay otras superficies no
orientables, y sobre todo, existen ejemplos compactos. La banda de Mobius tiene
un so6lo borde, por tanto tal borde es una circunferencia y podemos pegar a €l el
borde de un disco. Obtenemos asi lo que se denomina un plano proyectivo. Si
pegamos dos bandas de Mobius por sus bordes, obtenemos una botella de Klein.

Ninguna de estas superficies se pueden dibujar en un espacio de dimension 3,
por lo que resultan dificiles de imaginar para nosotros. jAsi podemos compartir las
dificultades de los habitantes de Planilandia!

Caracteristica de Euler-Poincaré

Para cualquier superficie, una vez triangulada podemos contar los nimeros de
vértices, lados y tridngulos, obteniendo tres nimeros: v, [y ¢t. La cantidad

X=v—1+t,

se denomina Caracteristica de Euler-Poincaré de la superficie. Este nlimero
no depende de la triangulacién (es un invariante). Tenemos la siguiente listacompleta
de posibilidades

( esfera X =2
orientable toro x =0
suma conexa de g toros X=2-—2¢g
plano proyectivo x =1
. botella de Klein x=20
no orientable .
suma conexa de plano proyectivoy g toros x =1 — 2g
L suma conexa de botella de Klein y g toros x = —2g

Por tanto, los habitantes de Planilandia pueden conocer qué tipo de superficie es
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Planilandia atendiendo a dos criterios: si es orientable o0 no y su caracteristica de
Euler-Poincaré.

7.2 Geometrias en dos dimensiones

Tras descubrir los teoremas de clasificacion de superficies, se comenzaron a hacer en
Planilandia mapas rigurosos de las distintas zonas, para lo cual se hacian mediciones
muy exactas de distancias, angulos, areas y formas. Al estudio de las propiedades
métricas de una superficie se le denomina Geometria. Asi, se dice que dos su-
perficies tienen la misma geometria, no cuando se pueden deformar la una en la
otra, como ocurria cuando tenian la misma topologia, sino cuando las mediciones
de dngulos, longitudes, etc. realizadas en ambas coinciden. Técnicamente, esto cor-
responde al concepto de ser isométricas, es decir, tener la misma Primera Forma
Fundamental.

Recordemos que la Primera Forma Fundamental (también

llamada métrica de la superficie) nos da la longitud de cada

vector en cada punto, y que sirve para hacer todo tipo de E
mediciones métricas en la superficie. Desde un punto de
vista 3-dimensional, dos superficies son isométricas si, una
vez hechas de un material rigido pero flexible (como por E
ejemplo, una hoja de papel), se puede colocar una encima /
de otra sin arrugar. El ejemplo clasico es el de un trozo de

plano y un cilindro.

Planito se dedicé a medir los angulos de los tridngulos de Planilandia con extrema
precision. Llego6 a la conclusion de que, cuando estos tridngulos eran muy grandes,
los dngulos sumaban mas de 180°. Esto result6 paraddjico, pues todos los estudios
a pequefia escala (en los que siempre se aproximaba a Planilandia con un plano)
decian que los dngulos debian sumar exactamente esa cantidad. El hecho se podia
explicar porque Planilandia era una esfera. Por ejemplo, en el del dibujo, la suma
de los angulos del tridngulo es 90° 4 90? + 90° = 270°.

R

Y

a+B+v>2rm
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Ladiferenciaentre 180° y la suma de los &ngulos de un tridngulo en una superficie
estd determinada por la curvatura x(p) de la métrica. En un plano, la curvatura es
siempre x = 0, y los conceptos métricos se reducen a los que nos da la intuicién de
la geometria Euclidea. Por ejemplo, si trazamos una circunferencia alrededor de un
punto p de radio r, su longitud es 27r. Cuando la curvatura no es cero, tenemos la
siguiente formula

1
longitud de la circunferencia = 271 — gm(p)wr?’ +O(r?).

Por tanto, si la curvatura es positiva, la circunferencia tiene longitud menor
que 27r, tal y como ocurre en la esfera (ver dibujo). Si k(p) fuese negativa, la
circunferencia tendria longitud mayor que 27r.

La cantidad de posibles métricas (geometrias) en una superficie es infinita. Pero
no si imponemos alguna condicidn adicional. Se observ0 en Planilandia que las
distintas zonas no eran muy diferentes unas de otras. De hecho, las mediciones
de variables geométricas coincidian en los distintos puntos. Por otro lado, en cada
punto, la superficie parece la misma mirada en cualquier direccion. Esto corresponde
con el concepto matemético de geometria isétropa.

Definicion 7.2 Una superficie (con una métrica) tiene geometria isdtropa si

e Vp, g, existe una isometria de ¢ : U, — U, entre un entorno U, de p y otro U,
de q.

e Vp, Vu, v vectores tangentes en p, existe una isometria ¢ : U, — U, de un

entorno U, en si mismo con d¢,(u) = v.

En una superficie, la Gnica cantidad que determina la geometria de la superficie
es la curvatura x(p) en cada punto. Por tanto, la geometria es isétropa si y solo si,
la curvatura x(p) = kg es constante. Las geometrias isétropas se dividen por clases

e Eliptica si ky > 0.

e Euclidea si kg = 0.

e Hiperbdlica si ky < 0.

Para una superficie compacta, la curvatura se relaciona con la caracteristica de

Euler-Poincaré a través del siguiente teorema, cuya demostracion puede encontrarse
en el libro de DoCarmo.

Teorema 7.3 (Gauss-Bonnet) Supongamos que S es una superficie compacta
y sea A su drea. Entonces koA = 2my.



130 La forma del Universo

Por tanto, conociendo el drea de Planilandia, calculando su curvatura x que es una
magnitud local, y sabiendo si es 0 no orientable, se puede averiguar cudl es su forma.

Geometrias elipticas

Si la curvatura es ky > 0, el teorema de Gauss-Bonnet nos da x > 0. El teorema de
clasificacién de superficie nos da dos posibilidades: la esfera y el plano proyectivo
(una orientable y la otra no). La pregunta natural es si de hecho estas superficies
tienen (mejor dicho, admiten) geometrias isétropas. La esfera S?, tal como la cono-
cemos nosotros, es decir, dibujada como una esfera de radio R en el espacio R3,
tiene curvatura constante kg = %, luego admite una geometria eliptica.

El plano proyectivo también admite una geometria eliptica, siendo el motivo
fundamental que se obtiene como un cociente de S?. Pero nosotros vamos a usar
la definicién de plano proyectivo como unién de una banda de Mobius y un disco
pegados por su borde. Tomamos {(z, y, z)|z*+y*+2* = R? z > 0}, la semiesfera
con R = 1/ko. Aplicamos la siguiente regla de pegado: cuando atravesamos
el ecuador z = 0 de arriba a abajo por el punto (z,y,0) salimos por el punto
(—x,—y,0) de abajo hacia arriba. El espacio resultante es un plano proyectivo, el
disco consiste de los puntos con z > R/2y la banda de Mobius consta de los puntos
con0 < z < R/2.

La geometria eliptica es facil de obtener. Los puntos con z > 0 tienen curvatura
k(p) = ko, pues estan en un trozo de esfera. Para los puntos de z = 0, un entorno
suyo estd formado por dos semicirculos, uno de la forma B, (z,y,0)N{z > 0} y otro
de la forma B.(—z, —y,0) N {z > 0} que es equivalente a B.(x,y,0) N {z < 0}.
Entre ambos, obtenemos un pequefio trozo de casquete esférico. Por tanto estos
puntos no son distintos de los demas puntos.

Siempre que una superficie X admite una geometria isotrpica, su recubridor
universal 7 : X — X esun espacio simplemente conexo que admite una geometria
de la misma clase. Esto se debe a que 7 es una isometria local (es decir, X y X
son geométricamente iguales a pequefia escala). Ademaés la superficie simplemente
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conexa es Unica, es decir, s6lo hay una para cada una de los tres tipos de geometrias

isotropicas. En el caso de las geometrias elipticas, el modelo simplemente conexo
2
es S°.

Geometrias euclideas

El modelo de geometria euclidea (es decir, con curvatura ky = 0) simplemente
conexo es el plano euclideo R2. Es por esto que a este tipo de geometrias también
se las denomina geometrias planas.

Si la superficie es compacta, el teorema de Gauss-Bonett nos da y = 0y de
nuevo s6lo hay dos posibilidades, el toro y la botella de Klein (una orientable, la
otra no). Ambas superficies admiten de hecho geometrias euclideas. Las podemos
construir de la siguiente forma. Para el toro, consideremos el cuadrado ABCD y
pegamos con el siguiente criterio: cuando salimos hacia la derecha por el lado CD,
entramos por el punto a la misma altura de AB. También, cuando salimos por el lado
BC entramos por AD. El espacio que obtenemos es, topoldgicamente, el mismo que
un toro, como puede verse en el dibujo.

A D

Sin embargo, esta manera de construirlo, permite dar una geometria euclidea,
que es la geometria plana del cuadrado ABCD. Incluso los puntos del borde o los de
la esquina poseen la misma geometria. Por ejemplo, los puntos de la esquina han
de ser pegados todos ellos juntos formando 4 angulos rectos que concurren en un
punto. La geometria de cada uno de estos cuadrantes es plana, luego la geometria en
el punto resultante p es la de un pequeiio entorno plano con x(p) = 0. Lo curioso es
que el dibujo usual del toro de R3 no tiene una geometria plana. No es la geometria
que uno visualiza en R? la geometria correcta para el toro, aunque a un habitante
de Planilandia, que ni siquiera conoce la dimension tres, esto no le produce ninguna
confusion.

La botella de Klein se obtiene por un proceso similar. Hay que pegar los lados
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AB y CD, BC y AD como antes, pero con una diferencia: en el caso de salir por el
lado CD a distancia x de C', salimos por el lado AB a distancia = de A. Esto nos
da una botella de Klein. Una banda de Mobius es {1/4 < y < 3/4} y la otra es
{y > 3/4} U{y < 1/4}. La geometria que obtenemos es de tipo euclideo.

Geometrias hiperbdlicas

Todas las demés superficies admiten geometrias hiperbdlicas (y hay infinitas de
éstas). El modelo simplemente conexo con curvatura ky < 0, es el plano hiperbdlico,
que se suele representar con el disco de Poincaré. Es decir, {(u,v)|u? + v? < 1}
con la métrica

Vko

1 —u2—v2

ds® (du® + dv?).

En esta métrica las distancias se distorsionan (se alargan) cerca del borde del disco).
Las geodésicas, o lineas de minima distancia son o bien (segmentos de) rectas por
el origen, o bien (arcos de) circunferencias ortogonales al borde del disco. Es mas,
este es un modelo conforme: las distancias no se perciben visualmente, pero los
angulos si. En esta geometria, los tridngulos tienen dngulos cuya suma es menor
que 180°. De hecho, aumentando el 4rea, se pueden construir tridngulos cuya suma
de sus angulos sea tan pequefia como queramos.

Tomamos la superficie orientable de género g > 2. Vamos a poner una geometria
hiperbolica en ella. Para esto, la dividimos en hex4dgonos con 6 angulos rectos
cada uno, y ponemos una geometria hiperbdlica en cada uno de estos hexidgonos.
Es suficiente encontrar un hexagono con angulos de 90° en el disco de Poincaré.
Tomamos un tridngulo con angulos de 60°, 45° y 45° grados, respectivamente y
lo rotamos 6 veces, hasta formar un hexdgono. Algo parecido valdria para las
superficies no orientables, pero no entraremos en detalles.
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20°  90°
-

7.3 Geometrias en tres dimensiones

A la hora de estudiar los espacios de tres dimensiones, las 3-variedades, es 16gico
comenzar por hacer una clasificacion topologica de todas las variedades compactas
de dimensi6n 3. Este es un problema matematico muy duro, en el que ha habido
muchos avances de los que han surgido desarrollos matematicos tales como la teoria
de nudos, el programa de geometrizacion de Thurston, etc. pero que atin est4 incon-
cluso. En esta direccidn tenemos la famosa Conjetura de Poincaré

Conjetura 7.4 (Poincaré, 1906) Si S es una variedad de dimension 3 com-
pacta y simplemente conexa (es decir, que todo lazo en S se puede contraer a un
punto de modo continuo), entonces S es homeomorfa a la esfera de dimension 3, S®.

Poincaré primeramente propuso la conjetura de que si
una variedad compacta S de dimensidn 3 tenia primer
grupo de homologia H,(S;Z) = 0 entonces S era
homeomorfa a la esfera S3. Al poco tiempo, é] mismo
encontré un contraejemplo. La conocida desde en-
tonces como variedad de Poincaré es una variedad
compacta de dimension 3 no simplemente conexa pero
con H,(S;Z) = 0. Se construye a partir del dodecae-
dro pegando caras opuestas con una rotacion de 36°.

La conjetura de Poincaré es una de las mas famosas conjeturas en matemaéticas y
que ha resistido mas tiempo a ser probada. De hecho, es uno de los siete problemas
del Nuevo Milenio, por cuya solucién el Clay Mathematics Institute ofrece un millon
de ddlares.

A la hora de construir variedades de dimension 3 (lo que supone el primer paso
para poder clasificarlas), tenemos una serie de procesos topologicos similares a los
que hemos discutido para superficies.
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Pegado de 1-asas

Tomamos dos pequeias esferas macizas en dos zonas alejadas de una 3-variedad.
Decretamos que cada vez que entramos por una de ellas salimos por la otra por el
punto correspondiente. Esto se corresponde con quitar los interiores de las esferas
y pegar las dos superficies esféricas que quedan. El resultado es equivalente a pegar
un asa a la 3-variedad. Este asa 3-dimensional se denomina 1-asa, pues afiade un
lazo nuevo al grupo fundamental 7, de la superficie.

En el caso de tener dos 3-variedades disjuntas y aplicar el proceso anterior a dos
esferitas, cada una de ellas en una de las 3-variedades, obtenemos la suma conexa
de ambas.

Pegado de 2-asas

Ahora tomamos un lazo (una circunferencia) sin auto-intersecciones dentro de la
3-variedad y lo engordamos un poco. Asi tenemos un toro sélido cuyo borde es un
toro usual. Supongamos que tenemos otro toro sélido disjunto. Podemos aplicar el
proceso de quitar los interiores de los toros sélidos y pegar los toros (sus bordes).
Asi obtenemos una nueva 3-variedad.

Este método proporciona una enorme cantidad de posibilidades, dado que el lazo
puede estar anudado dentro de la 3-variedad, lo que habitualmente se conoce como
un nudo.

G

Ademas, el pegado de los bordes se puede hacer de diversas formas. En cada
uno de los toros tenemos una longitud [, circunferencia que va paralela al lazo, y un
meridiano m, circunferencia que rodea un disco perpendicular al lazo. El pegado

. . . a b L.
de los dos toros viene descrito por una matriz ¢ 4 )°cm términos de las bases

{l,m} del primer toro y {l, m} del segundo. Necesitamos que a, b, ¢, d sean enteros
y que ad — bc = 1.
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En general, los pegados de 2-asas se efectiian de la siguiente manera: se toma
un nudo (engordado) en una 3-variedad y un toro s6lido estandar en la esfera S3. Al
quitar el toro s6lido de S, lo que queda es de nuevo un toro, que es el que se pega a
lo largo del borde del nudo engordado inicial. A este proceso se le denomina cirugia
a lo largo de un nudo y la eleccidén de matriz es equivalente a elegir un niimero
racional a/b € QU {oo} (el coeficiente de cirugia).

Un teorema asegura que toda 3-variedad compacta se obtiene por pegado de
1-asas y 2-asas a partir de la esfera S®. Por tanto el problema de clasificacion de las
3-variedades se traslada a otro problema igualmente dificil, el de la clasificacién de
los nudos.

Geometrias isotropicas en dimension 3

En una situacion en la que no tenemos a nuestra disposicion un teorema de clasi-
ficaciéon de 3-variedades topoldgicas, uno espera que el problema de clasificar las
geometrias isotropicas sea igualmente complejo.

Dada una métrica en una variedad de dimension 3, la curvatura en un punto p
no es solamente un nimero, como en el caso de las superficies, sino que tenemos
una coleccidén de curvaturas. Para cada plano tangente en p, tomamos una pequeiia
superficie formada por las geodésicas que parten de p y son tangentes al plano
dado. Asi obtenemos una superficie de la que calculamos su curvatura gaussiana.
Esta coleccion de curvaturas para cada plano tangente se denominan curvatura
seccional de la 3-variedad. Para una geometria isotropica, las distintas curvaturas
seccionales en p coinciden dado que para dos planos tangentes distintos, siempre
hay una isometria (de un entorno de p) que lleva uno a otro. A este nimero lo
llamaremos «(p). Como ademas, dados dos puntos p y ¢, hay una isometria de un
entorno de p en un entorno de ¢, tenemos que las curvaturas coinciden en todos los
puntos, es decir, x(p) = ko es constante. Atendiendo al signo de ko tenemos tres
tipos de geometrias:

e Geometria Eliptica: cuando ky > 0. EIl modelo simplemente conexo es la
esfera S? de radio R = 1/+v/ko, dada por {(z,y, 2z, w)|z? + y> + 22 + w? = R?}. La
esfera también puede ser visualizada por proyeccion estereografica como R3 y un
punto en el infinito. Pero entonces la métrica queda

1
(1422 + 9% + 22)?

Como S? es compacto, todas las 3-variedades con geometria eliptica son compactas

ds® =

(d? + dy?* + d=?).
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también. Como ejemplos, tenemos el espacio proyectivo de dimensién 3 (que por
ser de dimension impar, es orientable) y la variedad de Poincaré.

En una variedad con geometria el eliptica, los angulos de los tridngulos suman
mas de 27. El area de una esfera de radio r > 0 alrededor de un punto es menor que
%7r7"2. Los 4dngulos triedros de los poliedros también son mayores de los esperado en
una geometria euclidea. Por ejemplo, si tenemos un cubo, cada uno de sus dngulos

triedros en cada uno de sus vértices es ligeramente mayor que un octante.

e Geometria Euclidea: cuando ky = 0. El modelo simplemente conexo es R>.
Por tanto, hay variedades compactas y variedades no compactas con este tipo de
geometria. En una variedad con geometria el euclidea, los dngulos de los tridngulos
suman exactamente 27, el area de una esfera de radio r > 0 es exactamente %71'7”2 y
los poliedros tienen el aspecto clasico que todos esperamos.

Como ejemplos de variedades compactas con geometria euclidea, tenemos el toro
3-dimensional T®. De hecho, el nimero de ejemplos compactos orientables es seis.

e Geometria Hiperbdlica: cuando £y < 0. El modelo simplemente conexo
es el espacio hiperbolico H?. Se puede describir como la bola abierta unidad
{(z,y, 2)|x* + y* + 2? < 1} con la métrica

1
T—a? =y =)
En una variedad con geometria el hiperbélica, los d&ngulos de los tridngulos suman
menos de 27, el drea de una esfera de radio > 0 alrededor de un punto es mayor que
4

57?7“2 y los 4dngulos triedros de los poliedros también son menores de los esperado

en una geometria euclidea.

ds® =

5 (dz? + dy* + d2?).

Es dificil dar ejemplos de variedades compactas con geometria hiperbdlica. Sin
embargo, la mayor parte de las variedades con geometrias isotrépicas caen en este
grupo. Recordemos que esto ocurre en analogia al caso de las superficies, donde la
mayor parte de las mismas tenian geometrias hiperbolicas.

A diferencia de lo que ocurre con las superficies, no todas las 3-variedades
admiten geometrias isotrépicas.

En determinados estudios de Cosmologia, a veces, se restringe el estudio a
variedades con un tipo de isotropia més fuerte que el que aqui hemos considerado.
A estos espacios se les denomina espacios simétricos.

Definicion 7.5 Un espacio M es simétrico si Vp, Vu, v vectores tangentes en p,
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existe una isometria ¢ : M — M con ¢(p) = py do,(u) = v.

En esta nocidn de isotropia, pedimos que la isometria ¢ sea una isometria global.
Es decir, que si miramos la variedad M desde p, en cualquier direccion parezca
la misma a cualquier distancia de p. Es una condicion tan fuerte que implica la
homogeneidad: dados p y ¢ hay una isometria que lleva uno a otro. Para ello
tomamos la geodésica de p a ¢ y aplicamos la definicién en su punto medio.

Las tnicas variedades simétricas de dimensién 3 son la esfera S3, el espacio
proyectivo P2, el plano R? y el espacio hiperbdlico H?.

El Universo
En cuanto a nuestro universo, es razonable suponer los siguientes puntos:

e Es orientable. Los conceptos de derecha e izquierda tienen sentido, no so-
lamente en el sitio en que nos encontramos, sino que se pueden definir en todos
los puntos del Universo simultineamente. Por ejemplo, el spin de un electrén no
cambia si éste viaja por el Universo.

e Tiene una geometria isotropica. Segun la teoria de la relatividad general, la
geometria del Universo viene determinada por la fuerza de gravedad en cada punto,
es decir, por la distribuciéon de materia. Las observaciones astronOmicas revelan
que la distribucidon de materia es aproximadamente la misma en todos los puntos
y en todas las direcciones en las que miremos. Claro esta que esta distribuciéon no
es completamente uniforme a pequefia escala, como lo muestra el hecho de que las
estrellas se agrupen en galaxias, pero si que hay uniformidad a una escala mayor
que la de las galaxias.

Debido alaisotropia,la densidad del Universo es una constante, que denotaremos
por p.

El Universo se origind con una gran explosion (big-bang) hace unos 10 a 15 mil
millones de afios. En estos momentos, alin se encuentra en expansion. Debido a esto,
la distancia entre las galaxias (y por tanto el tamafio del Universo) estd aumentando.
La velocidad de alejamiento es proporcional a la distancia entre ellas. La constante
de proporcionalidad se llama constante de Hubble H y se calcula experimentalmente
a través del corrimiento hacia el rojo de las lineas espectrales de las galaxias lejanas.

Coémo va a progresar nuestro universo es una incognita. La cuestion es que esto
depende del tipo de geometria isotropica del mismo. Si la geometria es Eliptica,
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entonces el ritmo de expansion del Universo acabara por llegar a cero y éste comen-
zara a contraerse sobre si mismo hasta llegar a una implosién (big-crunch). Si la
geometria es Hiperbdlica, en cambio, el ritmo de expansion del Universo, aunque
decrece debido a las atracciones gravitatorias, siempre se mantendra positivo (de
hecho tendera asint6ticamente a un ritmo » > 0) y por tanto el Universo estara
en eterna expansion. En el caso de que tenga una geometria Euclidea, el ritmo
de expansion del Universo ird tendiendo a cero, aunque continuaré creciendo para
siempre.

El tipo de geometria del Universo viene determinado por la densidad de materia,
dado que es la materia la que genera las fuerzas gravitatorias que pueden acabar
contrayendo el Universo hasta un big-crunch o no. El resultado queda resumido en
el siguiente cuadro

Geometria | Futuro del Universo Densidad Volumen
- . 3 o
Eliptica big-crunch p > ——H?* (denso) cerrado
81G
ritmo de
3
Fuclidea expansion p=——H? abierto o
811G
tiende a cero cerrado
o y 3, .
Hiperbdlica expansion eterna p < mH (poco denso) | abierto o
T
cerrado

(G es la constante de gravitacion universal.)

Respecto a la pregunta de si el Universo es abierto o cerrado (es decir, si es
compacto o no), se pueden hacer dos suposiciones

e [La masa total del Universo es finita. La teoria de la relatividad asegura que la
cantidad total de materia y energia se conserva. Por tanto esto nos induce a pensar
que dicha cantidad debe ser finita (aunque si que existe la posibilidad de que una
cantidad infinita se conserve, esto no estd muy de acuerdo con el entendimiento del
infinito que tenemos hoy dia). Como la densidad del Universo es constante, para que
la masa sea finita, el volumen ha de ser finito, es decir el espacio seria un compacto.
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¢ El Universo es un espacio simétrico. Es decir, cumple la condicion de isotropia
fuerte que dice que desde un punto el Universo se ve de forma global igual en
cualquier direccion que miremos (aproximadamente). Como ya hemos comentado,
esto obliga a que el Universo sea uno de los cuatro espacios S?, P3, R? o H®. Luego
si la geometria del Universo es Euclidea o Hiperbdlica, éste deberia ser no compacto.

Estas dos suposiciones entran claramente en conflicto, aunque no hay en principio
motivos (més alla de los filos6ficos) para preferir una a la otra. Otro motivo filoséfico
para decantarnos por una de las geometrias puede ser el siguiente: dado que la
mayor parte de las variedades compactas con geometria isotropica son hiperbdlicas,
el Universo tiene més probabilidades de ser hiperbdlico.

(A qué conclusion llegan las observaciones realizadas? La geometria del Uni-
verso estd intimamente ligada a su densidad p. Dicha densidad se puede medir
contando la cantidad de galaxias y su masa, y esto se hace a través de la luz que
despiden. El problema estriba en la masa que se encuentra en los agujeros negros, lo
que se denomina la materia oculta. Dependiendo de cuanta materia oculta haya,
la densidad p sera tanto mayor de lo esperado. Hasta recientemente se ha creido que
la geometria era hiperbdlico, dado que la distribucidon de materia es muy poco densa,

del orden de 0’3 - QH 2. Recientes descubrimientos (experimento Boomerang)
s
revelan que el Universo estd muy cerca de ser Euclido y que por tanto seguird ex-

pandiéndose sin limite. Pero las observaciones corresponden a un porcentaje entre
el 3% y 5% del Universo visible (y éste a su vez es una pequefiisima parte del total
del Universo), con lo que el resultado no es concluyente.
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