Homologia y Solenoides

Vicente Mufoz

Universidad Complutense de Madrid

IMUS, 16 de mayo de 2012

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Homologia y Solenoides

Variedades
Homologia y Cohomologia

Representantes geométricos de clases de homologia
reales

Solenoides
Ergodicidad

A Realizacion de clases de homologia reales

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Variedades

Variedades

Las variedades son el objeto principal de estudio en Geometria
(diferencial). Su definicion surge de la abstraccién de la idea de
espacio geométrico o fisico.
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Variedades

Variedades

Las variedades son el objeto principal de estudio en Geometria
(diferencial). Su definicion surge de la abstraccién de la idea de

espacio geométrico o fisico.
En una variedad, cada punto tiene un entorno coordenado.

Una variedad diferenciable es aquélla en la que se puede
realizar calculo (diferenciar, integrar, etc.)
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Variedades y geometria

Las preguntas principales en geometria son las siguientes':

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Variedades

Variedades y geometria

Las preguntas principales en geometria son las siguientes':

m Clasificar variedades (diferenciables).

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Variedades

Variedades y geometria

Las preguntas principales en geometria son las siguientes':

m Clasificar variedades (diferenciables).

m Entender distintas estructuras geométricas en una
variedad: métricas riemannianas, estructuras complejas,

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Variedades

Variedades y geometria

Las preguntas principales en geometria son las siguientes':

m Clasificar variedades (diferenciables).
m Entender distintas estructuras geométricas en una
variedad: métricas riemannianas, estructuras complejas,

m Estudiar sub-objetos (subvariedades).

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Variedades

Variedades y geometria

Las preguntas principales en geometria son las siguientes':

m Clasificar variedades (diferenciables).

m Entender distintas estructuras geométricas en una
variedad: métricas riemannianas, estructuras complejas,

m Estudiar sub-objetos (subvariedades).

m Entender propiedades globales (topolégicas) de las
variedades.

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Variedades

Variedades y geometria

Las preguntas principales en geometria son las siguientes':

m Clasificar variedades (diferenciables).

m Entender distintas estructuras geométricas en una
variedad: métricas riemannianas, estructuras complejas,

m Estudiar sub-objetos (subvariedades).

m Entender propiedades globales (topolégicas) de las
variedades.

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Variedades

Variedades y geometria

Las preguntas principales en geometria son las siguientes':

m Clasificar variedades (diferenciables).
m Entender distintas estructuras geométricas en una

variedad: métricas riemannianas, estructuras complejas,
m Estudiar sub-objetos (subvariedades).

m Entender propiedades globales (topolégicas) de las
variedades.

1 Disclaimer: obviamente, esto es una visién personal.
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Variedades

Subvariedades

Es natural estudiar subvariedades como inclusiones S <— M de
una variedad k-dimensional.

M

&>
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Variedades

Subvariedades

Es natural estudiar subvariedades como inclusiones S <— M de
una variedad k-dimensional.

&>

Si permitimos mover S dentro de M tenemos las nociones de
isotopia, homotopia, cobordismo, y podemos estudiar las
clases de equivalencia a que dan lugar.
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Variedades

Subvariedades

Es natural estudiar subvariedades como inclusiones S <— M de
una variedad k-dimensional.

M

&>

Si permitimos mover S dentro de M tenemos las nociones de
isotopia, homotopia, cobordismo, y podemos estudiar las
clases de equivalencia a que dan lugar.

No obstante, las teorias resultantes entrafan dificultades
técnicas.
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Homologia

En 1896, Poincaré introdujo la homologia, que es un invariante
algebraico mas facil de calcular y con buenas propiedades.
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Homologia

Homologia

En 1896, Poincaré introdujo la homologia, que es un invariante
algebraico mas facil de calcular y con buenas propiedades.
Triangulemos S =" T;, con T; : [0, 1]X — M.

=)

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Homologia

Homologia

Definimos, por tanto, las k-cadenas como
Ck(M)={> _mTi| T : [0,1]" — M, n; € Z}.
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Homologia

Definimos, por tanto, las k-cadenas como
Ck(M)={> _mTi| T : [0,1]" — M, n; € Z}.

Tenemos una aplicacion borde
0: Ck(M) = Ck_1(M).

m Ciclos: Zx(M) ={a=>_n;T; | 9(a) = 0}.
m Bordes: By(M) = {0(3_ m;T}) | 2> m;T] € Ciy1(M)}.

La homologia se define como

Hx(M,Z) =
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Homologia

Homologia

A toda subvariedad orientada compacta S, le corresponde un
elemento
[S] € Hk(M, Z).
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Homologia

Homologia

A toda subvariedad orientada compacta S, le corresponde un
elemento
[S] € Hk(M, Z).

También tenemos una homologia real Hx(M,R), tomando
coeficientes n; € R en la definicion.
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Homologia

Formas diferenciales

De Rham (1931) estudio la siguiente dualidad producida en la
homologia, usando integracion.
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Homologia

Formas diferenciales

De Rham (1931) estudio la siguiente dualidad producida en la
homologia, usando integracion.
Sea S ¢ M una subvariedad orientada compacta. Tenemos:

/S;Qk(/v/) — R,

a»—>/oz.
S

Tomando una k-forma a = ) f;dy;, A ... A dyj,, ponemos
(S, a) ::/Soz:z:n,-/Tdeyj1 AL A dy;,
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Cohomologia

El conjunto de formas, con la diferencial exterior,
(@),
k

es un algebra diferencial.
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Cohomologia

El conjunto de formas, con la diferencial exterior,
(@),
k

es un algebra diferencial. Tenemos
m Formas cerradas: ZK(M) = ker(d : QK(M) — Qk+1(M)),
m Formas exactas: BX(M) = im(d : Q*~1(M) — QX(M)).

La cohomologia de De Rham se define como:

HY(M,R) =
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Dualidad homologia/cohomologia

El teorema de Stokes se puede escribir como

=)o
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Dualidad homologia/cohomologia

El teorema de Stokes se puede escribir como

=)o

Si S es una subvariedad compacta, no tiene borde, y por tanto,
Js dp = 0. Por tanto, hay una aplicacién bien definida

[S]: HK(M,R) — R,
o] — ([S].[a]) = /S o
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Dualidad homologia/cohomologia

El teorema de Stokes se puede escribir como

=)o

Si S es una subvariedad compacta, no tiene borde, y por tanto,
Js dp = 0. Por tanto, hay una aplicacién bien definida

[S]: HK(M,R) — R,
o] — ([S].[a]) = /S o

Tenemos una dualidad: Hx(M,R) @ HK(M,R) — R, es decir,
[S] € Hom(HX(M,R), R) = Hx(M, R).
A [5” se le llama corriente de integration a lo largo de S.
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Homologia

Realizacion de clases de homologia entera

Pregunta

Sea M una variedad diferenciable de dimensién ny sea
ae H(M,Z),0 < k < n.
¢ Existe una subvariedad S ¢ M tal que [S] = a?
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Pregunta

Sea M una variedad diferenciable de dimensién ny sea
ae H(M,Z),0 < k < n.
¢ Existe una subvariedad S ¢ M tal que [S] = a?

Thom (1953, medalla Fields) dio la respuesta a esta pregunta.
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Realizacion de clases de homologia entera

Pregunta

Sea M una variedad diferenciable de dimensién ny sea
ae H(M,Z),0 < k < n.
¢ Existe una subvariedad S ¢ M tal que [S] = a?

Thom (1953, medalla Fields) dio la respuesta a esta pregunta.
Transformé el problema en un problema dual: la existencia de
una aplicacion,

f-M— U,

a algun espacio universal U con Uy C U, tal que S = f~'(Up)
sea la subvariedad buscada. La aplicacién f se obtiene con
argumentos de transversalidad.
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Homologia

Realizacion de clases de homologia entera

La respuesta de Thom dice, en particular, que:

m No siempre es posible encontrar una subvariedad S con
[S] = a. Se requiere la existencia de una aplicacion
f: M — U tal que f*[Uy] = a. Esto es una obstruccién
topoldgica.
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m La respuesta es positiva si se permite usar m>> 0y la
clase ma € Hyx(M). Es decir, existe S C M, con [S] = ma,
m> 0.
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Realizacion de clases de homologia entera

La respuesta de Thom dice, en particular, que:

m No siempre es posible encontrar una subvariedad S con
[S] = a. Se requiere la existencia de una aplicacion
f: M — U tal que f*[Uy] = a. Esto es una obstruccién
topoldgica.

m La respuesta es positiva si se permite usar m>> 0y la
clase ma € Hyx(M). Es decir, existe S C M, con [S] = ma,
m> 0.

m Sin—kesimpar, U= S", Uy = pt. Por tanto,

S = f~1(pt), con fibrado normal trivial, [S] = ma, m > 0.
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Homologia

El caso complejo

Sea M una variedad compleja.
Mc PN, M=2Z(fy,...,f), con f(z,...,2xn) polinomios.
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El caso complejo

Sea M una variedad compleja.
Mc PN, M=2Z(fy,...,f), con f(z,...,2xn) polinomios.
La cohomologia tiene una descomposicion de Hodge

H M) = @ HPI(M).
p+g=k

Dualmente, Hx(M) = @ Hp,q(M).

p+q=k
Si S € M es una subvariedad compleja de dimension
(compleja) k, entonces [S] € Hk x(M).
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El caso complejo

Sea M una variedad compleja.
Mc PN, M=2Z(fy,...,f), con f(z,...,2xn) polinomios.
La cohomologia tiene una descomposicion de Hodge

H M) = @ HPI(M).
p+g=k

Dualmente, Hx(M) = @ Hp,q(M).

p+q=k
Si S € M es una subvariedad compleja de dimension
(compleja) k, entonces [S] € Hk x(M).

Conjetura de Hodge (1950)

Dada a € Hx k(M) N Hox (M, Z). ¢Existe m> 0y S C M una
subvariedad compleja con [S] = ma?
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Clases de homologia reales

Representantes geométricos de clases de homologia
reales

Sea M una variedad diferenciable compacta.
Sea a € Hx(M,R) una clase de homologia real.

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Clases de homologia reales

Representantes geométricos de clases de homologia
reales

Sea M una variedad diferenciable compacta.
Sea a € Hx(M,R) una clase de homologia real.
Nos gustaria encontrar representantes geométricos de a.

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Clases de homologia reales

Representantes geométricos de clases de homologia
reales

Sea M una variedad diferenciable compacta.

Sea a € Hx(M,R) una clase de homologia real.

Nos gustaria encontrar representantes geomeétricos de a.

Es decir, buscamos un sub-objeto (diferenciable) S — M que
defina una corriente de integracion con [S] = a.
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Clases de homologia reales

Representantes geométricos de clases de homologia
reales

Sea M una variedad diferenciable compacta.

Sea a € Hx(M,R) una clase de homologia real.

Nos gustaria encontrar representantes geomeétricos de a.

Es decir, buscamos un sub-objeto (diferenciable) S — M que
defina una corriente de integracion con [S] = a.

Nota

Por definicion, existe una k-cadena con coeficientes reales
a=>_ \;iC;. Pero esta cadena puede tener esquinas (y no ser
alisable). Ademas, los pesos \; de cada una de las caras C;
son una informacion de tipo no-geométrico.
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Clases de homologia reales

Modelo de juguete: el toro T2
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Clases de homologia reales

Modelo de juguete: el toro T2

Sea a« = ney + me, una clase de homologia.
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Modelo de juguete: el toro T2

Sea a« = ney + me, una clase de homologia.
Tomamos o = e1 + T e,. Esta representada por (la imagen de)
larecta y = Dx.

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Clases de homologia reales

Modelo de juguete: el toro T2

Sea a« = ney + me, una clase de homologia.
Tomamos o = e1 + T e,. Esta representada por (la imagen de)
larecta y = Dx.

Esta curva da n vueltas en la direccién horizontal, y m vueltas
en la direccion vertical.
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Clases de homologia reales

Modelo de juguete: el toro T2

Tomemos ahora A e R — Q
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Clases de homologia reales

Modelo de juguete: el toro T2

Tomemos ahora A e R — Q
La recta y = Ax nos da una curva densa en el toro, que nunca
se cierra.

Y
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Clases de homologia reales

Modelo de juguete: el toro T2

Consideramos trozos grandes de esta curva.
Sea N > 0, y tomamos vy = {(x, A\x)|x € [0, N]}.
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Clases de homologia reales

Modelo de juguete: el toro T2

Aproximadamente, [yn] ~ N ey + py €2, donde B ~ .
Por tanto,

’
N[’)’N] = ey + pWN ] — [e1 + N eg] € Hi(T?,R).
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman

Sea M una variedad compacta. Una curva parametrizada
cC:R—-M
define (bajo ciertas condiciones) una clase de homologia real.
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Clases de Schwartzman

Sea M una variedad compacta. Una curva parametrizada
cC:R—-M

define (bajo ciertas condiciones) una clase de homologia real.
Para cada par de puntos p, q € M, elegimos un arco corto vp q
de pa g (p. €j., de longitud acotada).
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman

Sea M una variedad compacta. Una curva parametrizada
cC:R—-M

define (bajo ciertas condiciones) una clase de homologia real.
Para cada par de puntos p, q € M, elegimos un arco corto vp q
de pa g (p. €j., de longitud acotada). El lazo

Cs,t := C([S, 1]) + Ye(t),e(s)
define una clase de homologia [¢s ] € H1(M, Z).

Bl

.

V4
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman

Si el limite Cod
Cs,t
[o] = km_
S——o00
existe,
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman

Si el limite (Cod
Cs,t
[C] - fl—d:-f_—moo t—s

existe, entonces c¢ define un 1-ciclo real

[c] € Hi(M,R) =R ® Hy(M,Z).
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman

Si el limite (Cod
Cs,t
[C] - fl—d:-f_—moo t—s

existe, entonces c¢ define un 1-ciclo real

[c] € Hi(M,R) =R ® Hy(M,Z).

Esto generaliza una definicién de Schwartzman (1957).
Llamaremos a estos ciclos reales ciclos de Schwartzman.
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman

¢ define una corriente de integracion

c:Q'(M) —R.
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman

¢ define una corriente de integracion

c:Q'(M) —R.

Para una 1-form o € Q'(M),

([csdl. o / a—/[sﬂa+0 / o(¢/(u)) du + O(1).

Tomando el limite

(cl,a) = hm % o(¢/(u))du.

S

S§——o0

Es decir, integramos a lo largo de c¢([s, t]), normalizamos, y
tomamos el limite.
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman en dimension superior

Sea M una variedad diferenciable.
Sea S una variedad (Riemanniana) completa y no compacta,
Xp € S.
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman en dimension superior

Sea M una variedad diferenciable.
Sea S una variedad (Riemanniana) completa y no compacta,

Xp € S.
Una aplicacién f : S — M define un k-ciclo de Schwartzman

[f] € H(M,R)

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman en dimension superior

Sea M una variedad diferenciable.

Sea S una variedad (Riemanniana) completa y no compacta,
Xp € S.

Una aplicacién f : S — M define un k-ciclo de Schwartzman

[f] € H (M, R)

si para cualquier w € Q%(M), el limite

1 *
([f],w) = Rl—d;Toom /BR(XO) e

existe, donde Bg(Xxp) es la bola de radio Ry centro x5 en S.
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman en dimension superior

Alternativamente, si podemos tapar las subvariedades con
borde f(Bg(xp)) con una pequena tapa Cg,

Sp = f(BR(Xo)) U Cg,
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman en dimension superior

Alternativamente, si podemos tapar las subvariedades con
borde f(Bg(xp)) con una pequena tapa Cg,

Sp = f(BR(Xo)) U Cg,

entonces podemos definir

_ [SR]
1= Mn  ois(Ba()) © (M-R)-
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Clases de homologia reales

Clases de Schwartzman en dimension superior

Alternativamente, si podemos tapar las subvariedades con
borde f(Bg(xp)) con una pequena tapa Cg,

Sp = f(BR(Xo)) U Cg,

entonces podemos definir

_ [SR]
1= Mn  ois(Ba()) © (M-R)-

Esto ocurre, por ejemplo, cuando hay una trapping region, una
bola B ¢ M, tal que existen R, — +o0, con

f(9Br,(x0)) C B.
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Solenoides

Solenoides

Un k-solenoide es un espacio topolégico compacto S con un
atlas de cajas de flujo (U;) tales que

U~DxT,.
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Un k-solenoide es un espacio topolégico compacto S con un
atlas de cajas de flujo (U;) tales que

U~DxT,.

m Hojas (locales): L, = DX x {y}.
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Un k-solenoide es un espacio topolégico compacto S con un
atlas de cajas de flujo (U;) tales que

U~DxT,.

m Hojas (locales): L, = DX x {y}.
m Transversales (locales): T;.
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Solenoides

Un k-solenoide es un espacio topolégico compacto S con un
atlas de cajas de flujo (U;) tales que

U~DxT,.

m Hojas (locales): L, = DX x {y}.
m Transversales (locales): T;.
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Solenoides

Solenoides

Un k-solenoide es un espacio topolégico compacto S con un
atlas de cajas de flujo (U;) tales que

U~DxT,.

m Hojas (locales): L, = DX x {y}.

m Transversales (locales): T;.
Un solenoide inmerso es una aplicacion f : S — M que es
inmersién en cada hoja.
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Solenoides

Corrientes de Ruelle-Sullivan

Un solenoide inmerso f : S — M define una corriente de
integracion
S: QK(M) — R.
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Solenoides

Corrientes de Ruelle-Sullivan

Un solenoide inmerso f : S — M define una corriente de
integracion

S: QK(M) — R.
Sea a € QK(M). Fijamos un recubrimiento (U;) de S, con
U; = D¥ x T;, y (p;) particion de la unidad subordinada.
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Solenoides

Corrientes de Ruelle-Sullivan

Un solenoide inmerso f : S — M define una corriente de
integracion
S: QK(M) — R.

Sea a € QK(M). Fijamos un recubrimiento (U;) de S, con
U; = D¥ x T;, y (p;) particion de la unidad subordinada.

/.S /ll h
i i

donde «; = p; - f*« tiene soporte en U,.
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Solenoides

Corrientes de Ruelle-Sullivan

Un solenoide inmerso f : S — M define una corriente de
integracion
S: QK(M) — R.

Sea a € QK(M). Fijamos un recubrimiento (U;) de S, con
U; = D¥ x T;, y (p;) particion de la unidad subordinada.

/.S /ll h
i i

donde «; = p; - f*a tiene soporte en U;. Integramos «; a lo largo
de las hojas

y = ai(x,y) dx,
Dkx{y}

y luego en la direccion vertical.
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Solenoides

Corrientes de Ruelle-Sullivan

Para realizar

necesitamos una medida n7,(y) en T;.
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Solenoides

Corrientes de Ruelle-Sullivan

Para realizar

necesitamos una medida n7,(y) en T;.

Una medida transversal es una coleccion de medidas p = (u7,)
para cada transversal T;. Deben ser invariantes por la
holonomia (las aplicaciones que van de una transversal a otra

viajando a lo largo de hojas).
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Solenoides

Ciclos de Ruelle-Sullivan

Sea f : S — M un solenoide orientado inmerso en M, con una
medida transversal p. Entonces tenemos una corriente de
integracion

f.(S,) : QM) — R
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Solenoides

Ciclos de Ruelle-Sullivan

Sea f : S — M un solenoide orientado inmerso en M, con una
medida transversal p. Entonces tenemos una corriente de
integracion

f.(S,) : QM) — R

L)

]

Esta corriente define una clase de homologia real
[£.(S,)] € Hom(H¥(M. R), R) = Hy(M, R),

usando dualidad.
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Solenoides

Ciclos de Ruelle-Sullivan

Sea f : S — M un solenoide orientado inmerso en M, con una
medida transversal p. Entonces tenemos una corriente de
integracion

f.(S,) : QM) — R

L)

]

Esta corriente define una clase de homologia real
[£.(S,)] € Hom(H"(M, R),R) = Hy(M,R),
usando dualidad.
Esta construccion generaliza ideas de Ruelle-Sullivan (1975).
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Solenoides

Ciclos de Ruelle-Sullivan

Sea f : S — M un solenoide orientado inmerso en M, con una
medida transversal p. Entonces tenemos una corriente de
integracion

f.(S,) : QM) — R

L)

]

Esta corriente define una clase de homologia real
[£.(S,)] € Hom(H¥(M. R), R) = Hy(M, R),

usando dualidad.
Esta construccion generaliza ideas de Ruelle-Sullivan (1975).
Llamaremos a [£.(S,)] ciclo de Ruelle-Sullivan.
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Ergodicidad

Ergodicidad

Sea M una variedad diferenciable, y sean eq, &> € Hx(M,Z)
dados por subvariedades Sy, S, € M.
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Ergodicidad

Ergodicidad

Sea M una variedad diferenciable, y sean eq, &> € Hx(M,Z)
dados por subvariedades Sy, S, € M.
Tomamos copias paralelas de S; y S,, que producen solenoids

triviales

(81 =81 x T1, 1), (52 = Sz x Ta, 112).
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Ergodicidad

Ergodicidad

Sea M una variedad diferenciable, y sean eq, &> € Hx(M,Z)
dados por subvariedades Sy, S, € M.

Tomamos copias paralelas de S; y S,, que producen solenoids
triviales

(81 =81 x T1, 1), (52 = Sz x Ta, 112).

Consideremos la clase

a=X\Ne +X e € Hk(M,R).
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Ergodicidad

Ergodicidad

Sitomamos ui(T1) = M, ui(T2) = Az, el solenoide

(S, 1) = (51, 11) U (Sa. pi2)

representa a,
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Ergodicidad

Ergodicidad

Sitomamos ui(T1) = M, ui(T2) = Az, el solenoide

(S, 1) = (51, 11) U (Sa. pi2)

representa a, pero ninguna hoja de S representa a.
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Ergodicidad

Ergodicidad

Para arreglar este fendmeno, necesitamos cierto mixing en la
holonomia.
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Ergodicidad

Para arreglar este fendmeno, necesitamos cierto mixing en la
holonomia.
Un k-solenoide S es:
m minimal si todas las hojas son densas (en particular,
cualquier transversal corta todas las hojas).
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Ergodicidad

Para arreglar este fendmeno, necesitamos cierto mixing en la
holonomia.
Un k-solenoide S es:
m minimal si todas las hojas son densas (en particular,
cualquier transversal corta todas las hojas).
m Unicamente ergddico si S admite una Unica medida
transversa p (salvo multiplicacién por un escalar positivo
cualquiera) y Sop u = S.
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Ergodicidad

Ergodicidad

Para arreglar este fendmeno, necesitamos cierto mixing en la
holonomia.
Un k-solenoide S es:

m minimal si todas las hojas son densas (en particular,
cualquier transversal corta todas las hojas).

m Unicamente ergddico si S admite una Unica medida
transversa p (salvo multiplicacién por un escalar positivo
cualquiera) y Sop u = S.

m ergodico si para cualquier transversal Ty conjunto AC T
invariante por la holonomia,

pr(A)=0 06 pur(T—-A)=0.
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Ergodicidad

Solenoides ergddicos

Si dotamos a S de una métrica Riemanniana, y por tanto, de
un k-volumen a lo largo de las hojas, entonces p puede ser
normalizada para dar volumen total 1 a todo el solenoide.
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Solenoides ergddicos

Si dotamos a S de una métrica Riemanniana, y por tanto, de
un k-volumen a lo largo de las hojas, entonces p puede ser
normalizada para dar volumen total 1 a todo el solenoide.

Para un solenoide Unicamente ergddico, S “contiene” la
informacion de la medida .. Por tanto S determina S,,.
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Ergodicidad

Solenoides ergddicos

Si dotamos a S de una métrica Riemanniana, y por tanto, de
un k-volumen a lo largo de las hojas, entonces p puede ser
normalizada para dar volumen total 1 a todo el solenoide.

Para un solenoide Unicamente ergddico, S “contiene” la
informacion de la medida .. Por tanto S determina S,,.

Un solenoide Unicamente ergddico es un objeto geométrico.
(En general, un solenoide con una medida transversa consta
de un dato geométrico, S, y de un dato no-geométrico, p, un
peso.)
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Ergodicidad

Relacion entre ciclos de Schwartzman y de

Ruelle-Sullivan

Teorema (M—Pérez-Marco

Sea S un k-solenoide orientado y unicamente ergddico, y sea
f: S — Munainmersién. (Si k > 1 asumimos que hay una
trapping region.) Entonces para cada hoja / C S tenemos que
fl; : I — M es un k-ciclo de Schwartzman, y que

[fl)] = [£:Su] € H(M, R).
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Ergodicidad

Relacion entre ciclos de Schwartzman y de

Ruelle-Sullivan

Teorema (M—Pérez-Marco

Sea S un k-solenoide orientado y unicamente ergddico, y sea
f: S — Munainmersién. (Si k > 1 asumimos que hay una
trapping region.) Entonces para cada hoja / C S tenemos que
fl; : I — M es un k-ciclo de Schwartzman, y que

[fl)] = [£:Su] € H(M, R).
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Ergodicidad

Relacion entre ciclos de Schwartzman y de

Ruelle-Sullivan

Teorema (M—Pérez-Marco

Sea S un k-solenoide orientado y unicamente ergddico, y sea
f: S — Munainmersién. (Si k > 1 asumimos que hay una
trapping region.) Entonces para cada hoja / C S tenemos que
fl; : I — M es un k-ciclo de Schwartzman, y que

[fl)] = [£:Su] € H(M, R).

Demostracién.
El resultado es una aplicacidon del teorema ergédico de
Birkhoff.
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Ergodicidad

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es
una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢ : R — S.
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Ergodicidad

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es
una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢ : R — S.
Elegimos una transversal local T.
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Ergodicidad

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es

una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢ : R — S.
Elegimos una transversal local T.

Sea Ry : T — T, la aplicacion de retorno de Poincaré.

g

-

()
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Ergodicidad

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es
una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢ : R — S.
Elegimos una transversal local T.

Sea Ry : T — T, la aplicacion de retorno de Poincaré.

g

()

T

Definimos ¢7: T — H{(M,Z) por
o1(x) = [f([x, Rr(x)]) + segmento pequefio] € H;(M,Z).
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Ergodicidad

Asumamos por simplicidad que kK = 1, con lo que la hoja / es
una curva parametrizada (por la longitud de arco) ¢ : R — S.
Elegimos una transversal local T.

Sea Ry : T — T, la aplicacion de retorno de Poincaré.

g

()

T

Definimos ¢7: T — H{(M,Z) por
o1(x) = [f([x, Rr(x)]) + segmento pequefio] € H;(M,Z).
También definimos Ir : T — R por

IT(x) = longitud de [x, Rr(x)].
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Ergodicidad

Fijlemos xo € T. Sea x; = R-(xp) con tiempo de llegada t;.
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Ergodicidad

Fijlemos xo € T. Sea x; = R-(xp) con tiempo de llegada t;.
Claramente,
fiv1 =t = I7(X).
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Ergodicidad

Fijlemos xo € T. Sea x; = R-(xp) con tiempo de llegada t;.
Claramente,
fiv1 =t = I7(X).

Por tanto,

n—1 n—1
th =Dt = 1) = Y Ir(Rr(x0))-
i=0 i=0
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Ergodicidad

Fijlemos xo € T. Sea x; = R-(xp) con tiempo de llegada t;.
Claramente,
fiv1 =t = I7(X).

Por tanto,
n—1 n—1 _
th = Z(tiﬂ —t)= Z Ir(R7(x0))
i=0 i=0
Por el teorema ergddico de Birkhoff,

m tn_/lr ) dpur(x) = u(S) = 1. (1)

n—+oo N
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Ergodicidad

También,

[focosl =[focon]+[fochp]l+. .. +Ifocy 1]
= 1(%0) + e7(Rr(X0)) + ... + ¢7(RF '(x0)) -
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Ergodicidad

También,

[focosl =[focon]+[fochp]l+. .. +Ifocy 1]
= 1(%0) + e7(Rr(X0)) + ... + ¢7(RF '(x0)) -

De nuevo, por el teorema ergddico de Birkhoff,

- —[foco tn]_/T@T(x) dur(x) € Hi(MR).  (2)

n—-4o0 N
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Ergodicidad

Juntando (1) y (2), la clase de Schwartzman es (tomamos
t — oo; podemos tomar s — —oo de forma similar):

. [focot] [focorl/n
(1) = Jam SR = um SR /T or(x) dur(x).
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Ergodicidad

Juntando (1) y (2), la clase de Schwartzman es (tomamos
t — oo; podemos tomar s — —oo de forma similar):

i = L20t] g E2RER [ ) drt.

th n—+o00 th/n

Por otro lado, la clase de Ruelle-Sullivan es

<[f*slt]7w> = /7‘_ (/[XﬁT(X)] f*w) dMT(X) = /T<(p7'(X),w>d,u,T(X),

para w € Q' (M).
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Ergodicidad

Juntando (1) y (2), la clase de Schwartzman es (tomamos
t — oo; podemos tomar s — —oo de forma similar):

. [focot] [focorl/n
(1) = Jam SR = um SR /T or(x) dur(x).

Por otro lado, la clase de Ruelle-Sullivan es

<[f*slt]7w> = /7‘_ (/[XﬁT(X)] f*w) dMT(X) = /T<(p7'(X),w>d,u,T(X),

para w € Q' (M). Luego

[1.5,] = /T o7(%) dpur(x).
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Construccién de solenoides

Realizacion de clases de homologia reales

Teorema

(

Sea M una variedad compacta y a € Hx(M, R). Entonces existe
un k-solenoide inmerso, orientado y Unicamente ergodico

f: S — Mrepresentando la clase a. (Si k > 1 ademas
podemos construir S con una trapping region.)

M—Pérez-Marco
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Construccién de solenoides

Realizacion de clases de homologia reales

Teorema

(

Sea M una variedad compacta y a € Hx(M, R). Entonces existe
un k-solenoide inmerso, orientado y Unicamente ergodico

f: S — Mrepresentando la clase a. (Si k > 1 ademas
podemos construir S con una trapping region.)

M—Pérez-Marco
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Construccién de solenoides

Realizacion de clases de homologia reales

Teorema (M—Pérez-Marco

(

Sea M una variedad compacta y a € Hx(M, R). Entonces existe
un k-solenoide inmerso, orientado y Unicamente ergodico

f: S — Mrepresentando la clase a. (Si k > 1 ademas
podemos construir S con una trapping region.)

Demostracién.
Asumamos de nuevo k = 1 por simplicidad.
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Construccién de solenoides

Realizacion de clases de homologia reales

Vamos a construir un solenoide requerido con transversal
TcS.
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Construccién de solenoides

Realizacion de clases de homologia reales

Vamos a construir un solenoide requerido con transversal
TcS.

Nota

La rotacion ry : S' — S' de angulo irracional # es Gnicamente
ergddica.

.
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Construccién de solenoides

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hesde clase C>~¢.
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Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hesde clase C>~¢.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
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Construccién de solenoides

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hesde clase C>~¢.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
m htiene angulo de rotacién 6, i.e.
rg(x) =x+né, h"(x) = x+nb + o(n).
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Construccién de solenoides

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hes de clase C%.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
m htiene angulo de rotacién 6, i.e.
rg(x) =x+né, h"(x) = x+nb + o(n).
m hes Unicamente ergddica, con una Unica medida
invariante ux soportada en K.

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Construccién de solenoides

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hes de clase C%.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
m htiene angulo de rotacién 6, i.e.
rg(x) =x+né, h"(x) = x+nb + o(n).
m hes Unicamente ergddica, con una Unica medida
invariante ux soportada en K.
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Construccién de solenoides

Ejemplo de Denjoy

Hay una aplicacion h: S' — S que satisface:
m hesdeclase C°¢.
m hdeja invariante un conjunto de Cantor K ¢ S'.
m htiene angulo de rotacién 6, i.e.
rg(x) =x+né, h"(x) = x+nb + o(n).
m hes Unicamente ergddica, con una Unica medida
invariante ux soportada en K.
La suspension X, de h|x : K — K es:
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Construccién de solenoides

Tomemos lazos Cy, ..., Cp, C M que formen una base de
Hi(M,Z).
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Construccién de solenoides

Tomemos lazos Cy, ..., Cp, C M que formen una base de
H{(M,Z). Hay numeros reales Aq,..., A, > 0 tales que

(cambiando orientaciones y reordenando la base, si fuera
necesario).
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Construccién de solenoides

Tomemos lazos Cy, ..., Cp, C M que formen una base de
H{(M,Z). Hay numeros reales Aq,..., A, > 0 tales que

(cambiando orientaciones y reordenando la base, si fuera
necesario).

Dividiento por > A;, podemos asumir que > \; = 1.
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Construccién de solenoides

Supongamos que dim M > 3. Podemos embeber
S' x [0,1] ¢ Ben unabola de M.
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Construccién de solenoides

Supongamos que dim M > 3. Podemos embeber

S' x [0,1] ¢ B en una bola de M. Partimos el conjunto de
Cantor K en r conjuntos cerrados disjuntos Ki, ..., K (en
orden ciclico), tales que uk(Kj) = A;.
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Construccién de solenoides

Supongamos que dim M > 3. Podemos embeber

S' x [0,1] ¢ B en una bola de M. Partimos el conjunto de
Cantor K en r conjuntos cerrados disjuntos Ki, ..., K (en
orden ciclico), tales que uk(Kj) = A;.

Hacemos la siguiente construccion: la parte central de X la
enviamos a la bola B. Desde su borde, tomamos bandas

[0,1] x K; tales que cada hoja [0, 1] x {y} es homotépica a C;.
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Construccién de solenoides

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.
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Construccién de solenoides

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.
Veamos que [£.(S,)] = a.
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Construccién de solenoides

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la

holonomia es h.
Veamos que [£,(S,)] = a. Sea w una 1-forma cerrada
(podemos asumir que w se anula en B).
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Construccién de solenoides

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.

Veamos que [f.(S,)] = a. Sea w una 1-forma cerrada
(podemos asumir que w se anula en B). Recubramos el
solenoide con las siguientes cajas: por un lado la parte central
BN S,y porotro las bandas [0, 1] x Kj, i =1,...,r.
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Construccién de solenoides

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.

Veamos que [f.(S,)] = a. Sea w una 1-forma cerrada
(podemos asumir que w se anula en B). Recubramos el
solenoide con las siguientes cajas: por un lado la parte central
BN S, y por otro las bandas [0,1] x K;, i =1, ..., r. Entonces

Z /. (/M )dumy):i RCARILS

—Z Ci, [w)p Z/\ (Ci,[w]) = (a,[w]) -

V. Mufioz

Homologia y Solenoides



Construccién de solenoides

El solenoide resultante S es Unicamente ergddico, pues la
holonomia es h.

Veamos que [f.(S,)] = a. Sea w una 1-forma cerrada
(podemos asumir que w se anula en B). Recubramos el
solenoide con las siguientes cajas: por un lado la parte central
BN S, y por otro las bandas [0,1] x K;, i =1, ..., r. Entonces

Z /. (/M )dumy):i RCARILS

—Z Ci, [w)p Z/\ (Ci,[w]) = (a,[w]) -

Luego [£.(S,)] = a.
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Construccién de solenoides

Si k > 1, usamos subvariedades
C,' cM

representando clases de homologia entera, que den una base
de Hx(M,Q) = Q® Hk(M,Z), y una parte central (donde
ocurre la holonomia) de la forma

Sk1x 8" x[0,1]cBc M.
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Densidad de las corrientes solenoidales

Teorema

Sea M una variedad compacta y o € Q%(M) una forma cerrada.
Entonces existe un solenoide orientado, Unicamente ergddico,
inmerso f: S,, — M con [£.(S,)] = [«], y tal que la corriente
f.(S,) esta tan proxima a a como queramos (como
funcionales, con la topologia débil).
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Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
a € Hi k(M) N Hax (M, R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.
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Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
a € Hi k(M) N Hax (M, R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.
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Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
a € Hi k(M) N Hax (M, R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.

Comentarios:

m Es una mitad de la conjetura de Hodge (la segunda parte
consiste en probar que si a es entera, entonces el
solenoide es una variedad).
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Conjetura de Hodge solenoidal

Conjetura

Sea M una variedad compacta Kahler, y
a € Hi k(M) N Hax (M, R). Entonces a se puede representar
por un solenoide complejo inmerso.

Comentarios:

m Es una mitad de la conjetura de Hodge (la segunda parte
consiste en probar que si a es entera, entonces el
solenoide es una variedad).

m No tenemos ahora la restriccion de que M sea una
variedad proyectiva (es decir, que la forma Kahler verifique
que [Q] € H*(M, Z)).
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