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Nuestras fuentes

o Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1621) Diophanti
Alexandrini Arithmeticorum libri sex, et de numeris
multangulis liber unus. Nunc primum graecé et latiné editi,
atque absolutissimis Commentariis ilustrati. H. Drouart, Paris.
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Nuestras fuentes

o Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1621)

o Pierre de Fermat (ed. Tannery et Henry, 1891-1912) (Euvres
de Fermat, publiées par les soins de MM. Paul Tannery et
Charles Henry sous les auspices du Ministére de I'instruction
publique. Gauthier-Villars et fils, Paris.
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La Aritmética

La Aritmética, segln dice el propio Diofanto en el preambulo del
Libro | comprendia trece libros. En la actualidad se conocen seis,
de los que se han conservado multitud de copias manuscritas.

La primera traduccidn latina de los textos griegos se debe a
Xilander (Basilea 1575).
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La Aritmética

La Aritmética, segln dice el propio Diofanto en el preambulo del
Libro | comprendia trece libros. En la actualidad se conocen seis,
de los que se han conservado multitud de copias manuscritas.

La primera traduccién latina de los textos griegos se debe a
Xilander (Basilea 1575).

En 1621
aparecié une edicién
comentada de Bachet de
Mézirac.
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La Aritmética

La Aritmética, segln dice el propio Diofanto en el preambulo del
Libro | comprendia trece libros. En la actualidad se conocen seis,
de los que se han conservado multitud de copias manuscritas.

La primera traduccién latina de los textos griegos se debe a
Xilander (Basilea 1575).
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La Aritmética

La Aritmética, segln dice el propio Diofanto en el preambulo del
Libro | comprendia trece libros. En la actualidad se conocen seis,
de los que se han conservado multitud de copias manuscritas.

La primera traduccién latina de los textos griegos se debe a
Xilander (Basilea 1575).

DIOPHANTI
ALEXANDRINI
1

En 1670 el hijo de Pierre de
Fermat publicé una nueva
edicién con los comentarios de

su padre.

En 1621
aparecié une edicién
comentada de Bachet de
Mézirac.
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La Aritmética

La Aritmética, segun dice el propio Diofanto en el predambulo del
Libro | comprendia trece libros. En la actualidad se conocen seis,
de los que se han conservado multitud de copias manuscritas.

La primera traduccién latina de los textos griegos se debe a
Xilander (Basilea 1575).

DIOPHANTI
ALEXANDRINI
1

En 1670 el hijo de Pierre de
Fermat publicé una nueva
edicién con los comentarios de
su padre.

VARIA OPERA

En 1621 MATHEMATICA

D-PETRI DE FERMAT,
B

aparecié une edicién
comentada de Bachet de
Mézirac.
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La Aritmética

La Aritmética no es una obra tedrica sino que es una coleccién de
problemas (189) con una o mas soluciones en ndmeros racionales y
con algunas explicaciones relevantes. Hoy dia llamamos ecuacién
diofantica a cualquier ecuacién planteada sobre el conjunto de los
nimeros enteros Z, con soluciones enteras.

No hay ninguna clasificacién aparente, salvo en el Libro VI,
dedicado a tridngulos rectdngulos de lados racionales, o en el Libro
IV titulado “De cuadrados y cubos”.

La seleccién de los problemas es muy cuidadosa. A veces, la
solucion incluye la condicién que deben cumplir los datos para
que el problema tenga solucién. Y en ocasiones se encuentra
algin resultado mas general, por ejemplo, que ningin ntimero
primo de la forma 4n + 3 se puede escribir como suma de dos
cuadrados.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del dlgebra
verbal hacia el adlgebra simbdlica.
En el libro |
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del dlgebra
verbal hacia el adlgebra simbdlica.

En el libro |

Todos los niimeros estdn compuestos por una determinada
cantidad de unidades, admitiendo claramente cualquier agregacién
hasta el infinito.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del dlgebra
verbal hacia el adlgebra simbdlica.

En el libro |

De manera que,entre ellos, los hay que son cuadrados, resultantes
de la multiplicacién de un ndimero denominado /ado del cuadrado,
por si mismo.Denominaré asi al cuadrado (tetpdywvoc) y lo
denotaré mediante una letra A con un superindice 7', es decir, A7
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del dlgebra
verbal hacia el adlgebra simbdlica.

En el libro |

Los hay cubos , que resultan al multiplicar los cuadrados por sus
correspondientes lados , cuya notacidén serd la letra K con un
superindice 7', es decir, KT,
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del dlgebra
verbal hacia el adlgebra simbdlica.

En el libro |

El producto del cuadrado por si mismo es el cuadrado-cuadrado,
que se denotard mediante una doble A con un superindice 7', es
decir, ATA.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del dlgebra
verbal hacia el adlgebra simbdlica.

En el libro |

El producto del cuadrado por el cubo del mismo lado es el
cuadrado-cubo , y se denotarad mediante las letras AK con un
superindice 7', es decir, AKT.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del dlgebra
verbal hacia el adlgebra simbdlica.

En el libro |

Lo que resulta de multiplicar el cubo por si mismo es el cubo-cubo,
y se denotard mediante una doble K con un superindice 7', es
decir, KTK.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del dlgebra
verbal hacia el adlgebra simbdlica.

En el libro |

El nimero a secas [incégnita], que no posee ninguna de estas
propiedades y consta de una cantidad de unidades indeterminada
se llamard simplemente nidmero (dptBudc), y se denotard mediante
el signo g.

Y aln queda otro signo para denotar una cantidad de unidades
determinada y constante, una letra M con un superindice O, es
decir, M°.
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La Aritmética

La Aritmética de Diofanto, es un texto que ha tenido una gran
relevancia para el desarrollo posterior del Algebra.

Hay quien afirma que no es ninguna exageracién decir que su papel
se puede comparar al de de la obra de Arquimedes en la historia
del Célculo diferencial e integral.

La Aritmética ha inspirado muchas investigaciones a lo largo de
la historia.
En ella han trabajado, bien directa o indirectamente:

Vieta, Bachet, Fermat, Descartes, Euler, Jacobi,
Lagrange, Legendre, Dirichlet, Kummer, Henri
Poincaré, André Weil, Ramanujan y muchos otros.
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Problema |-27

I-27: Encontrar dos niimeros tales que su suma y su producto sean

numeros dados.

Es decir, dados a y b, encontrar x, y tales que x+y = a, xy = b
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Problema |-27

I-27: Encontrar dos niimeros tales que su suma y su producto sean

numeros dados.

Es decir, dados a y b, encontrar x, y tales que x+y = a, xy = b

: 2 > :
Es necesario que (3)” — b =[] [para solucién racional].
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Problema |-27

I-27: Encontrar dos niimeros tales que su suma y su producto sean

numeros dados.

Es decir, dados a y b, encontrar x, y tales que x+y = a, xy = b

: 2 > :
Es necesario que (3)” — b =[] [para solucién racional].

Como senala Bachet, porque se tiene la identidad

(52 -»=(F)
— Xy —
2 2
La frase &oti 6¢ tolUto mAaouatikdy, que sigue en el texto griego a
la condicién necesaria ha sido de interpretacién problematica. La

opinién de Bachet al respecto es que Diofanto estaba en posesion
de las férmulas para resolver ecuaciones de segundo grado.
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Problema |-27

I-27: Encontrar dos niimeros tales que su suma y su producto sean

numeros dados.

Es decir, dados a y b, encontrar x, y tales que x+y = a, xy = b

: 2 > :
Es necesario que (3)” — b =[] [para solucién racional].

Sean a =20y b= 96 [10% — 96 = 22].

Pongamos x — y = 2a.. Como x + y = 20, resultan [problema /-]
x=10+a, y =10 — .

De aqui, xy = 100 — a? = 96, luego @ =2, x =12, y = 8.
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Problema 11-8

11-8: Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados

Es decir, dado a, encontrar x, y tales que x2 4+ y2 = 32
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Problema 11-8

11-8: Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados

Es decir, dado a, encontrar x, y tales que x2 + y2 = 32

Diofanto presenta de dos maneras su solucién a este problema. La
segunda de ellas es asf:
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Problema 11-8

11-8: Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados

Es decir, dado a, encontrar x, y tales que x2 + y2 = 32

Sea 16 el cuadrado a descomponer en dos cuadrados. Pongamos
que el lado del primero de éstos sea x = « y el lado del segundo
ma — 4 con m [entero positivo| arbitrario y donde 4 es la raiz de
16; por ejemplo [con m = 2], y = 2a — 4. Los cuadrados seran

x?> =a? e y?> = 40° + 16 — 16a.. Queda imponer que su suma sea

16, luego 502 + 16 — 16 = 16, de donde resulta o = % :

Serdn asi x = E eI lado del primer cuadrado, y el propio cuadrado

2 _ 256 .
X“=5p,y=% 2 ¢| lado del segundo cuadrado, y el propio
cuadrado y? = 1%‘ ; la suma es 42050 = 16.
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Problema 11-8: Comentario de Bachet

Bachet obtiene la solucién general (a > 0, m > n)

2mna (m? — n?)a

X = ————— =
m? + n?’ y m?2 4 n?
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Problema 11-8: Comentario de Bachet

Bachet obtiene la solucién general (a > 0, m > n)

2mna (m? — n?)a
N E =
m+n2’ 7T m2yn?

(A partir de la identificacién 2> = (na)? + (ma — a)?)
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Problema 11-8: Comentario de Bachet

Bachet obtiene la solucién general (a > 0, m > n)

2mna (m? — n?)a
N E =
m+n2’ 7T m2yn?

Y la presenta de un modo didactico :
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Problema 11-8: Comentario de Bachet

Bachet obtiene la solucién general (a > 0, m > n)

2mna (m? — n?)a

Xziq =
m? + n?’ y m?2 + n?

Para descomponer a® en suma de dos cuadrados, témese una
division (siempre posible en niimeros racionales) a = u + v en dos
nimeros planos semejantes y distintos (es decir, como u = m?\ y
v = n’)); entonces, los niimeros x = |u — v| e y = 2\/uv serdn los
lados de los cuadrados de una tal descomposicion. Por ejemplo, de

7=1-1+4-L resulta? = (%)2+ (%)2'
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Problema 11-8: Comentario de Bachet

Asi se obtienen, ademds, todas las descomposiciones posibles de un
cuadrado (entero) en dos cuadrados enteros.

Es decir, para a, x, y enteros positivos, se tiene

2

esencialmente
P =x>+ y2 —

a=u+v, x=|u—v|, y=2Vuv
donde u = m?\, v = n?\ (m, n, A también enteros positivos).

Por ejemplo, 65 se compone cuatro veces de dos enteros planos
semejantes, a saber, 65 =1+ 64 = 13 + 52 = 16 + 49 = 20 + 45.
A partir de ello se encuentran las cuatro descomposiciones de 652
en suma de dos cuadrados:

652 = 63% 4 162 = 392 + 522 = 332 + 56° = 252 + 60°.
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Problema 11-8: Observacion de Fermat

Fermat anadid, al margen de la primera solucién a este problema en
su ejemplar de Bachet, su mas célebre observacién sobre Diofanto:
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Problema 11-8: Observacion de Fermat

Fermat anadid, al margen de la primera solucién a este problema en
su ejemplar de Bachet, su mas célebre observacién sobre Diofanto:

QVIESTIO : VIIIL

Rorostrvwm quadrazum dividere
Pinduos quadratos. Imperatumdic ve
16.diuidatur in duos quacratos. Ponatur
primus 1 Q. Oportetigitur 16 —1 Qaqua-
les effe quadrato. Fingo quadratum a nu-
meris quotquot libuerit, cum defeétu tot
vnitatum quod continet latus ipfius 1¢.
efto a2 N.— 4. ipfe igitur quadratas erit
4 Q—;. 16.—16 N. haec @quabuntur vni-
tatibus 16 —1 Q. Communis adiiciatur
virimque defectus,& a fimilibus auferan-
turfimilia , fient 5 Q. @quales 16 N. & fir
1N. ¥ Eritigitor alter quadratorum .
alter vero %% & viriufque fumma eft4;
16. & veerque quadratus eft.

ON Errarbis rerpdyany durein eic
Ta";; rsvpa rovs. Fxmirdsgn I ¢ 4=
ey 6is o rirpardvsue, 1) rendefls 5
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OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT.

Vbum autem in duos cubos , aut guadratoguadratum in duos quadratoguadrates
& generaliser nullam ininfinitum Yitra quadratum poteflatem in duos einf-
dem nominis fas eff dinidere cuins rei demonflrationem mirabilem [ane detexi.,

Hanc marginis exiguitas non caperet.

M. Sanchez
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Problema 11-8: Observacion de Fermat

Observacion 2: Ad quaestionem VIII Diophanti Alexandrini
Arithmeticorum Libr. 1

Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duas ejusdem nominis fas est dividere:
cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet.

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema 11-8: Observacion de Fermat

Observacion 2: Ad quaestionem VIII Diophanti Alexandrini
Arithmeticorum Libr. Il

Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duas ejusdem nominis fas est dividere:
cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet.

Por el contrario, no se puede dividir un cubo en dos cubos, ni un
bicuadrado en dos bicuadrados, ni en general una potencia superior
al cuadrado, hasta el infinito, en dos potencias del mismo grado:
he encontrado una demostracion verdaderamente admirable de
esta afirmacion. La exigiiidad del margen no podria contenerla.
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Problema 11-8: Observacion de Fermat

Observacion 2: Ad quaestionem VIII Diophanti Alexandrini
Arithmeticorum Libr. Il

Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duas ejusdem nominis fas est dividere:
cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet.

Por el contrario, no se puede dividir un cubo en dos cubos, ni un
bicuadrado en dos bicuadrados, ni en general una potencia superior
al cuadrado, hasta el infinito, en dos potencias del mismo grado:
he encontrado una demostracion verdaderamente admirable de
esta afirmacion. La exigiiidad del margen no podria contenerla.

Hubo que esperar a Andrew Wiles hasta 1993
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Problema 11-8: Observacion de Fermat
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Problema I1l-15

I11-15: Encontrar tres nimeros tales que el producto de dos

cualesquiera de ellos, aumentado en la suma de los dos, forme un
cuadrado
Es decir, encontrar x, y, z tales que

xy+x+y=0, yz4+y+z=0, xz+x+z=010
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Problema I1l-15

xy+x+y=0,

yz+y+z="01,

xz+x+z=0

M. Sénchez

(=] =)
Diofanto: La Aritmética
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Problema I1l-15

xy+x+y=0, yz+y+z=0U0, xz+x+z=01

Diofanto da dos soluciones a este problema. La primera de ellas es
asi:
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Problema I1l-15

xy+x+y=0, yz+y+z=0, xz+x+z=010

El producto de los cuadrados de dos niimeros consecutivos
cualesquiera, aumentado en su suma, es un cuadrado

[a%(a+1)%2 + a® + (a+ 1) = (4% + a + 1)?]. Pongamos primero
x=4,y=09; asl, xy +x+y = 36+4+9 = 7. Poniendo después
z = «, las dos condiciones restantes forman la ecuacién doble
[sistemas que aparecen por primera vez en el problema //-11]

yz+(y+2z)=10a+9=0, xz+(x+z)=5a+4=MN.

La diferencia de estos cuadrados es [1 — M =5a +5 = 5(a + 1).
Identificando el cuadrado de2 la semisuma de estos dos factores con
el cuadrado mayor [] [(atﬁ) = “2+1ia+36 = 10« + 9], resulta

a = 28. Los nimeros buscados son x =4, y =9, z = 28.
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Problema I11-15: Comentario de Bachet

Bachet en su comentario al problema /V-39, explica una técnica
que permite encontrar infinitas soluciones racionales de la ecuacién
doble que ha planteado Diofanto en este problema.
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Problema I11-15: Comentario de Bachet

100 +9=0, S5a+4="0

M. Sénchez Diofanto: La Aritmética



Problema I11-15: Comentario de Bachet

100+9=0, 50+4="0

Péngase M = 32. Entonces
_ 032 _ 2
O0=28°+1=(1-mg),

de donde

2m

ﬁ:m2—2

y si /2 < m < 2 entonces 3 > 2y asi a > 0. Cuandom:%
resulta 8 = 12 y la solucién de Diofanto oo = 28.

Entre estos margenes para valores de m racionales, se tienen las
infinitas soluciones de la ecuacién doble:

BZ—4 —4m*+20m? — 16
5  5(m?-2)2

o =
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Problema I11-15: Observacién de Fermat

... Se puede ir mas lejos y extender el problema de Diofanto. Asi,
yo puedo proporcionar infinitas soluciones del siguiente problema:
Encontrar cuatro niimeros tales que el producto de dos
cualesquiera de ellos, aumentado en la suma de los mismos dos,
sea un cuadrado.

Se buscaran, como en V-5, tres cuadrados tales que el producto de
dos cualesquiera de ellos, aumentado en la suma de esos dos
cuadrados, forme un cuadrado. Sean, por ejemplo, los tres
cuadrados que alli da Diofanto: %5, %, 1:%6 , tomémoslos como los
tres primeros niimeros de nuestro problema; sea x el cuarto;
formando su producto con cada uno de los precedentes y
anadiendo la suma de los dos factores, tendremos

34 25 _ 73 64 _ 205 196 _
@x+@—D, 9x+9—|j, gx+9—D,

ecuacion triple que he enseiado a resolver . ..

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema I1I-15: La ecuacién triple de Fermat

Dl 0, %XqL@:D, 2%5x+1%6:D

M. Sénchez Diofanto: La Aritmética



Problema I11-15: La ecuacién triple de Fermat

34 25 __
9 x+35 =0,

73 64 _ 205 196 _
gxtg =0, Fx+g=0
Heath presenta la solucién negativa

x| — _ 459818598496844787200
1 = 7 531629004828419699201

y deja “a la imaginacién”, como Fermat, la presentacién explicita
de una solucién positiva de esta ecuacién triple.
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Problema I11-15: La ecuacién triple de Fermat

34, 25 _ 73, 64 _ 205, | 196 _
gxtg =0, gx+7=U, Fxt+g=0

Heath presenta la solucién negativa

x| — _ 459818598496844787200
1 = 7 531629004828419699201

y deja “a la imaginacién”, como Fermat, la presentacién explicita
de una solucién positiva de esta ecuacién triple.

Usando el método de Schaewen , podemos llegar hoy, iterando
sobre la solucién de Heath, a la solucién positiva

382213056749646052991941347628756910312556108788066321206302779707083769024259177128201--»
6415095875957329970165230030868743747290292625434330488680815766593206702627822970136- -
7586491585386089088721036236876800

2918718628039638498183781295795201

Xo —

3,822:101%0
6,415-10118 *

Q

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema I11-15: La ecuacién triple de Fermat

Jx+2=0, %X+%:D, %XJrl%ﬁ:D

__ 382213056749646052991941347628756910312556108788066321206302779707083769024259177128201--»
6415095875957329970165230030868743747290292625434330488680815766593206702627822970136- -+
7586491585386089088721036236876800

2918718628039638498183781295795201

3,822.10120
6,415-10118 *

Q

Por otra parte, con un sencillo programa de ordenador hemos

encontrado la solucién x{ = —%-

Iterando a partir de ella, se llega a obtener la solucién positiva

x* = 33146301373782301772772858954230285761713872064000 .~ 3,315-10%°
2 — 10353552507903865387708233954169625159482362272929 ~~ 1,035-10%9 *

“mucho mas pequena” que la x» anterior.
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Problema I1I-15: Desde Euler hasta hoy

Euler (E.793), considerando la identidad
xy+x+y=(x+1)(y+1)—1, reformula el problema de
Diofanto, y la extensién de Fermat, como:

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema 111-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) niimeros A, B, C, (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.

M. Sénchez Diofanto: La Aritmética



Problema I1I-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) nimeros A, B, C, (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado

perfecto.

Para tres nimeros obtiene (de dos maneras) familias infinitas de
soluciones enteras.

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema I1I-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) nimeros A, B, C, (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado

perfecto.

Para cuatro niimeros presenta la familia de soluciones racionales
_ m(f>+g?) _ n(9f2+g%)
A= 2nfg B = 2mfg

C = (m+3n)?f24+(m—n)?g? D— (m—3n)%f2+(m+n)?g?
_ 8mnfg ) o 8mnfg )

(m, n, f, g enteros), y pregunta si no se podran encontrar
cuaternas enteras no triviales con esta propiedad:

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema 111-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) niimeros A, B, C, (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.

134 " L. EULERI OPERA POSTHUMA. dnci
Cum autem bae solubiones omnes in numeris fractis tonsistant praeter simplicissimam, 'l“-'lﬁ}_%
A=1, B=2, £=5 D=l, . T8

quacstio oritor satis coriosn, mum prastercs mon aline salutiones in nomeris integris reperiri qncan!;_

M. Sénchez Diofanto: La Aritmética



Problema I1I-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) nimeros A, B, C, (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.
134 . " L. EULERI OPERA POSTHUMA. . An'aimu‘.{;
Cum autem bae solubiones omnes in numeris fractis tonsistant praeter simplicissimam, 'l“lﬁtté
A=1, P=3, (=5, D=I, o3

quacstio oritor satis coriosn, mum prastercs mon aline salutiones in nomeris integris reperiri e]m'ang;_

En 2002, Andrej Dujella (Universidad de Zagreb, Croacia) obtuvo
una familia infinita de quintuplas racionales con la misma
propiedad, y en 2005 ha probado finalmente que no hay cuaternas
enteras formadas por cuatro nimeros diferentes, contestando
negativamente a la curiosa pregunta de Euler.
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Problema I1I-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) nimeros A, B, C, (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.
134 * L. EULERI OPERA POSTHUMA. .»ir:'aimﬁ‘.;,'_;
Cum autem bae solubiones omnes in numeris fractis tonsistant praeter simplicissimam, qmﬁ\e::é
A=1, B=3, =5, D=I, _ 3

quacstio oritor satis coriosn, mum prastercs mon aline salutiones in nomeris integris reperiri qnt'an!;_

M. Sanchez

Diofanto: La Aritmética



Problema 1V-29

IV-29: Encontrar cuatro cuadrados cuya suma, aumentada en la

suma de sus lados, sea un nimero dado

Es decir, encontrar x, y, z, v tales que

Xy 4+ 22+ Vit xty+z+v=a

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema 1V-29

P4y + 22+ Vit xtytz+rv=a

M. Sénchez

(=] =)
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Problema 1V-29

Xy +22+ vVt x+y+z+v=a
Sea a = 12 el nimero dado. Aplicaremos la identidad

Pre+l=(e+1)>

Descomponemos en primer lugar el nimero 12 + 4 - % =13 en
cuatro cuadrados; al restar % unidad del lado de cada uno de esos
cuadrados tendremos los lados de los cuadrados buscados:

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema 1V-29

Xy +22+ vVt x+y+z+v=a
Sea a = 12 el nimero dado. Aplicaremos la identidad

Pre+l=(e+1)>

Descomponemos en primer lugar el nimero 12 + 4 - % =13 en
cuatro cuadrados; al restar % unidad del lado de cada uno de esos
cuadrados tendremos los lados de los cuadrados buscados:

3=4+9= (% +2)+ (¥ + 1)
— @7+ (97 + (2 + ()"
Entonces los lados de los cuadrados buscados son

8 1 __ 11 _6_1_ 7 12 1 _ 19 9 1_13
X=5"2=-10Y =5 271045 2 10"Y=5 2~ 10"
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Problema IV-29: Comentario (y teorema) de Bachet

Respecto de la posibilidad de descomponer un niimero [como el
a+ 1 del problema] en cuatro cuadrados, para lo que Diofanto no
ha sefialado ninguna condicién necesaria, dandola tacitamente por
segura, Bachet aporta una tabla donde muestra la descomposicion
en uno, dos, tres o cuatro cuadrados enteros de todos los niimeros
entre 1 y 120 (afiade que ha llegado hasta 325), confirmando

asi inductivamente la veracidad del teorema, que él por primera vez
estd enunciando aqui:

Todo nimero entero (positivo) es un cuadrado, o suma de dos,
tres o a lo sumo cuatro cuadrados:

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema IV-29: Comentario (y teorema) de Bachet

Respecto de la posibilidad de descomponer un niimero [como el
a+ 1 del problema] en cuatro cuadrados, para lo que Diofanto no
ha sefialado ninguna condicién necesaria, dandola tacitamente por
segura, Bachet aporta una tabla donde muestra la descomposicion
en uno, dos, tres o cuatro cuadrados enteros de todos los niimeros
entre 1 y 120 (afiade que ha llegado hasta 325), confirmando

asi inductivamente la veracidad del teorema, que él por primera vez
estd enunciando aqui:

Todo nimero entero (positivo) es un cuadrado, o suma de dos,
tres o a lo sumo cuatro cuadrados:

“ Confieso que atin no he podido conseguir una demostracion, cosa
que agradeceré muchisimo a quien lo haga, porque ademas no sélo
en este problema, sino en algunos otros del Libro V se ve que
Diofanto ha dado esto por supuesto.”

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema IV-29: Comentario (y teorema) de Bachet
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Problema IV-29: Comentario (y teorema) de Bachet

242 Diophanti Alexandrini
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Problema 1V-29: Observacién (y teorema) de Fermat

XVIT ip sy
{Ad commentariam in qumstion. XXXT Libr. IV )

ST ¢ laveniee qualbor nusseres qeadraios,
ennjancla, nimrnm impecatim Beial 1)

m summi lalerun

lmer ]lrnpu&iilintmm |H|||:]m|'mn.'|m el maxime generalem nos primi
deteximus : nempe omnem numeruom vel esse trizngnlum vel ex doe-

Bz ot tribus triangulis compositum: esse quadratum vel ex duobus

ant teibus st quatuor quadratis compositun ; ssse pentagonam vel ex
duobus, teibus, quatuor aut J!II.I-I]IIIII." ||¢!||t3||;|mis l,'|1|||iu|:.'il:|_1|||: el =i
|||~il'|;:|3'p:l in infinitwm, in hexagonis, irl-.l'llilglrni:i =4 |'|u[_\'-a'\=_|.||is ||L|i||||:=_-
lihet, ennntiandi videlicet pro numers angulorem generali et mirabili
prreopositions.

Ejus antem demonsteationem, qua ex multis varis et ahstrosissimis
numerorum mysteriis devivatare, hic apponere non licet 1 opns enim et
lilrum integram hoie aperi destinare decrevimos et Arithmeticen hac

in parte ultra vetercs of notos termings mirnm in modum promo-
YEre,

(=] =)
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Problema 1V-29: Observacién (y teorema) de Fermat
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Problema IV-29: Observacién (y teorema) de Fermat

La sucesién de nimeros m-gonales es la de sumas sucesivas de la
progresion aritmética 1, m —1,2m — 3,3m — 5,..., es decir, la
sucesién (j =1,2,3,...)

Pm(j): 1,m,3m—3,....5j(j — 1)m—j(j — 2),.

Diofanto dedica al estudio de estos nimeros su Libro sobre los
numeros poligonales.

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema IV-29: Observacién (y teorema) de Fermat

La sucesién de nimeros m-gonales es la de sumas sucesivas de la
progresion aritmética 1, m —1,2m — 3,3m — 5,..., es decir, la
sucesién (j =1,2,3,...)

Pm(j): 1,m,3m—3,...,3j(i —1)m—j(j —2),.

Diofanto dedica al estudio de estos nimeros su Libro sobre los
niimeros poligonales.

A\ i W . k! tf ’

X T ™ | I
f—— L \ .
\ o : .
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Problema IV-29: Observacién (y teorema) de Fermat

Adn mds, hay una proposicion muy bella y completamente general
que hemos sido los primeros en descubrir:

Todo niimero es: o bien triangular, o bien la suma de 2 o 3
nimeros triangulares. Cuadrado, o suma de 2, 3 o 4 cuadrados.
Pentagonal, o suma de 2, 3, 4 o 5 pentagonales. Y asi sucesiva e
indefinidamente, ya sea hexagonales, heptagonales o poligonales
cualesquiera; pudiéndose enunciar segtn el nimero de dngulos esta
general y admirable proposicion.

No puedo escribir aqui’ la demostracion, que depende de numerosos
y muy abstrusos misterios de la ciencia de los niimeros; tengo la
intencion de dedicar un libro completo a este tema, extendiendo
asi’ a esta parte de la Aritmética progresos asombrosos mas alla de
los limites antiguamente conocidos.
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Problema IV-29: Observacién (y teorema) de Fermat

Es bastante improbable que Fermat tuviera una demostracién de
este resultado, pues cuando en 1636 se lo comunica por carta a
Mersenne, le dice que estd a la espera de una solucidn.

En esa carta Fermat afiade el siguiente resultado (auxiliar para
probar el teorema de los cuatro cuadrados):

Todo niimero de la forma 8n — 1 es suma de a lo sumo cuatro
cuadrados, no solo en enteros, cosa que otros pueden ver, sino
también en fracciones, cosa que yo he demostrado.

En 1645 envia el problema a Pascal indicando que, para probarlo,
hay que demostrar que todo primo de la forma 4n+ 1 es suma de
dos cuadrados.

La demostracién de este resultado se debe a Euler: De Numeris qui
sunt aggregata duorum quadratorum.1758.
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Problema 1V-29: De Euler a Cauchy

o Carta de Euler a Clairaut (1742). Acerca de si Fermat pudo
probar o no el caso m = 4: Ce seroit un grand avantage . ..si
I'on publiait ces demonstrations, peut étre que les papiers de
ce grand homme se trouvent encore quelque part.

o (w1 =
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Problema [V-29: De Euler a Cauchy

e Caso m = 4: |dentidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).
No hay traza de nada parecido en los escritos conservados de
Fermat:

P+ B+ P+ )PP+ P+ +5) =X+ + 2+
donde

x=ap+bg+cr+ds, y=aq— bp=EcsFdr,
z=ar¥ bs—cptdq, v=as+brFcqg-— dp.
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Problema [V-29: De Euler a Cauchy

e Caso m = 4: |dentidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).

@ Lagrange (1770): primera demostracién del caso m = 4.
Lagrange utiliza la identidad de Euler, y la técnica del
“descenso infinito” de Fermat.
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Problema 1V-29: De Euler a Cauchy

@ Caso m = 4: |dentidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).
@ Lagrange (1770): primera demostracién del caso m = 4.

@ Euler (1773): nueva demostracién del caso m = 4. Euler
felicita a Lagrange por su gran logro. Euler presenté también
un acercamiento al teorema general de Fermat mediante
funciones generatrices.

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema [V-29: De Euler a Cauchy

e Caso m = 4: |dentidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).
@ Lagrange (1770): primera demostracién del caso m = 4.
@ Euler (1773): nueva demostracién del caso m = 4.

@ Legendre (1798) y Gauss (1801): demostraciones
independientes del caso m = 3.

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema [V-29: De Euler a Cauchy

Caso m = 4: |dentidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).
Lagrange (1770): primera demostracién del caso m = 4.
Euler (1773): nueva demostracién del caso m = 4.

Legendre (1798) y Gauss (1801): demostraciones
independientes del caso m = 3.

Cauchy (1813): demostracidn, con técnicas algebraicas y
analiticas, del teorema general de Fermat.

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Lema Il previo al problema V-7

Lema Il para V-7: Encontrar tres tridngulos rectdngulos (de lados

racionales) de igual area
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Lema Il previo al problema V-7

Lema Il para V-7: Encontrar tres tridngulos rectdngulos (de lados

racionales) de igual area

Diofanto recurre a lo que llama, con familiaridad,

“el tridngulo rectangulo (x, y, z) construido a partir de dos
ndmeros (racionales positivos) distintos vy v",

cuyos lados vienen dados por las férmulas:
22 _ _ 2,2 .
x =|u"—v?|, y=2uv (catetos), z=u"+v- (hipotenusa).

El drea de este triangulo es A = uv|u® — v2|.
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Lema Il previo al problema V-7

Lema Il para V-7: Encontrar tres tridngulos rectdngulos (de lados

racionales) de igual area

Y comienza (Lema | para V-7) por

encontrar dos niimeros uy, up tales que u% + uius + u% =0 =v2

Para esto, toma u; = «, up = 1 y propone
P4+a+1=0=(a-2)>

De donde ov =

2 ; asf (quitando denominadores),

uu=3, w=5 v=T.
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Lema Il previo al problema V-7

Lema Il para V-7: Encontrar tres tridngulos rectdngulos (de lados

racionales) de igual area

Entonces, los tridngulos construidos respectivamente a partir de

=3y v=T: T1(40,42,58),
=5y v=T: T,(24,70,74),
m+uw=8y v=7: T3(15,112,113)

tienen la misma area A = 840.

(Diofanto no da mds explicaciones. El tercer tridngulo surge como de una
“receta magica”. Pudiera haberse perdido texto original.)
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Lema Il previo al problema V-7

Lema Il para V-7: Encontrar tres tridngulos rectdngulos (de lados

racionales) de igual area

Aclaracién algebraica:

Como u? + uyuy + u3 = v2, las areas de los tridngulos construidos
a partirde uy y v, de up y v, de u3 + up y v son, respectivamente:

A = ulv(v2 — uf) = wv(uiu + ug) = wmu(ur + w)v,
Ny = u2v(v2 — ug) = wv(uiu + u%) = wmu(ur + w)v,

Az = (ur + w)v((u1 + w)? = v?) = urup(ur + w)v.

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Lema Il previo al problema V-7: visualizacion

En la actualidad, podemos considerar dos puntos racionales
5 1 3 1
A(33) v 5(13)

x(1 — x?) = 840 y2.

de la cubica

El punto (x,y) de coordenadas racionales de esta curva define un
tridngulo rectdngulo: [(2x)? + (1 — x?)2 = (1 +x2)?](x > 0,y > 0)
de drea 840.
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Lema Il previo al problema V-7: visualizacion

Pero, la recta que une dos puntos racionales de la clibica, corta de
nuevo a la cubica en un punto de coordenadas racionales. En
nuestro caso, al cortar la ciibica con la recta que une los puntos A

8 1
y B resulta el punto C<—7, 7—2)
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Lema Il previo al problema V-7: visualizacion

En particular, el punto C define el tercer triangulo de Diofanto

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Lema Il previo al problema V-7: Observacion de Fermat

Pero yo puedo, a partir de un triangulo rectangulo cualquiera,
encontrar infinitos otros de igual drea que él ... asi, a los tres de
Diofanto, afnadiré un cuarto tridngulo de igual drea:

1681 1412880 7 = 1412881

X=11g9> Y = " 1189 = 1189
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Lema Il previo al problema V-7: Observacion de Fermat

Pero yo puedo, a partir de un triangulo rectangulo cualquiera,
encontrar infinitos otros de igual drea que él ... asi, a los tres de
Diofanto, anadiré un cuarto triangulo de igual drea:

x = 1681 __ 1412880 7 = 1412881
1189 — 1189 ¢ 1189 -

El artificio algebraico que usa Fermat para ello equivale (aunque se
discute si él se dio cuenta; el primero en declararlo explicitamente
fue Newton) a volver a cortar la cibica con su recta tangente en
un punto racional conocido. En concreto, ese cuarto tridngulo

resulta cuando se calcula que la tangente en el punto B(%, 7%)

vuelve a cortar a la cibica en el punto
p(_841 _1189
840 705600 ) *
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Lema Il previo al problema V-7: Observacion de Fermat

840y?=x(1-x%) 1
et B A
49|

g o um
_ 840'705600
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Problema V-9

V-9: Descomponer la unidad en dos partes de modo que al afadir

a cada una de ellas un mismo nimero dado se forme un cuadrado

Es decir, dado a, encontrar x, y tales que
x+y=1 x+a=0, y+a=0

QVESTIO XiL -'.
NITATEM dividere in N 1] PRy
-\; duas partes,& virique fe- ﬁ;ﬂ:‘;ﬂ Jh.'.::l:’:;?;

gmento datum numerum adij- !
cere, & facere quadr'amn{. -‘ﬁrmﬂz’nroﬁhﬂmﬁs&dn'

Oportet autem datum neque - 'ﬁéﬁﬁ'mrJ . & MG -
-imparemefle, * neque dupl?tm ?&ﬂu@ y,.;,::éﬁ;. @,'gn;

eius N. vnitas maiorem habere ] o ~
quadrantem quim eft numerus, Smacior dug o Ba. ,thafa ]

_ quo ipfum meticur primus nu. 40 MPGX &, 7 wespeiny \ad
merus, * I_mp_:nlmmp ficveveri- 4 2 g 'éﬂmw‘;t&u-ﬁé«m{-'.
que pastioni adiungumhs é. 0’* fy i : '5:

BACHET ' : IR pOCAs F.
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Problema V-9

V-9: Descomponer la unidad en dos partes de modo que al afadir

a cada una de ellas un mismo nimero dado se forme un cuadrado

Es decir, dado a, encontrar x, y tales que
x+y=1 x+a=0, y+a=0

Es necesario que el niimero dado a sea par, * y que 2a+ 1 no sea
divisible por un niimero primo de la forma 4n — 1 * [condiciones
necesarias para que 2a + 1 sea la suma de dos cuadrados].

X
Unitatem partiri in doas fractiones et addere 12
utrique segmento datum numerum ita ut fiat qua-
dratus. Oportet nempe datum neque imparem esse

neque huius duplum plus 1 dividi per aliquem primum
TANNERY numerum qui, addito 1, habeat quadrantem.
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Problema V-9

’x+y:1, x+a=0, y+a=1

M. Sénchez

(=] =)
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Problema V-9

‘ery:l, x+a=0, y+a=1

Sea a = 6. Hay que descomponer el nimero 2a+ 1 = 13 en dos
cuadrados mayores que 6, o bien en dos cuadrados cuya diferencia
sea menor que 1.
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Problema V-9

‘ery:l, x+a=0, y+a=1

Sea a = 6. Hay que descomponer el nimero 2a+ 1 = 13 en dos
cuadrados mayores que 6, o bien en dos cuadrados cuya diferencia
sea menor que 1.

Busquemos en primer lugar una fraccién cuadratica como 15 que
4o

anadida a 6%, la mitad de 13, forme un cuadrado. Debe verificarse
2602 + 1 = [O. Identificando
2602 + 1 = (5o + 1)2,
51

resulta o = 10 y tenemos 6% + ﬁ = (70)2.
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Problema V-9

‘ery:l, x+a="01, y+azl‘

Sea a = 6. Hay que descomponer el niimero 2a + 1 = 13 en dos

cuadrados mayores que 6, o bien en dos cuadrados cuya diferencia
; 1 1 _ (51)\2

sea menor que 1. Primero se ha encontrado 65 + 755 = (20) .

Vamos a descomponer ahora 13 en dos cuadrados, []y M, cuyos

lados se aproximen lo mds posible a ﬂ. Como

13=22+32 y =240 =3_2

pongamos (1= (2 +113)2y B = (3 — 93)2. Entonces, de
13= (24 1168)% + (3 — 98)? = 20268% — 106 + 13

resulta § = 2=, 00 = (@)2 m= (258)2,

101 101 101
4843 - 5358
X = — = — — — =
10201° 7 10201
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Problema V-9: Comentario de Bachet

@ Bachet prueba primero que 2a+ 1 =0+ 0 = a par.
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Problema V-9: Comentario de Bachet

@ Bachet prueba primero que 2a+ 1 =0+ 0 = a par.

@ Sobre la segunda condicién necesaria sefiala como falsa la lectura de
Xilandro: “que a sea el doble de un nimero primo”

ya que, “por ejemplo, si a = 10, el ndmero 21 debiera ser suma de
dos cuadrados, lo cual es imposible, segiin creo” [la duda estd en si
21, que no es suma de dos cuadrados enteros, podria ser suma de
dos cuadrados racionales]. En esta argumentacién Bachet confunde
condicidn necesaria con suficiente; la condicién de Xilandro no es
necesaria porque, por ejemplo, para a =12, 2-12 4+ 1 = 4% + 32
pero 12 no es el doble de un primo.

Parece que esta interpretando que Diofanto queria escribir unas
condiciones necesarias y suficientes.
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Problema V-9: Comentario de Bachet

@ Bachet prueba primero que 2a+ 1 =0+ 0 = a par.

@ Sobre la segunda condicidn necesaria sefala como falsa la lectura de
Xilandro: “que a sea el doble de un nimero primo”

@ Y expone su propio tanteo: “pensé que Diofanto querria decir que
2a-+ 1 (a par) fuese un niimero primo, ya que los primos de la forma
4n+ 1 como 5, 13, 17, 29, 41, etc., se componen de dos cuadrados.
Pero tampoco se sostiene esta lectura: quedarian excluidos los a
tales que 2a+ 1 = [0, muy aptos para resolver el problema (como
en [I-8); y por otro lado, los a como 22, 58, 62 e infinitos otros,
tales que 2a + 1 se descompone en dos cuadrados aun teniendo
varios divisores primos: 45 =36 + 9, 117 = 81 + 36,

125 = 100 + 25. Acéptese la condicién en la forma que le hemos
dado hasta que alguien restituya el pensamiento de Diofanto a
partir de un cédice mejor restaurado.”
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Problema V-9: Observaciones de Fermat

Son dos observaciones referidas a la condicién necesaria inicial de
Diofanto.
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Problema V-9: Observaciones de Fermat

@ En la primera observacién da una respuesta rapida a la duda de
Bachet sobre si un nimero, como 21, que no es ni cuadrado ni suma
de dos cuadrados enteros, podria ser suma de dos cuadrados
racionales:

El nimero 21 no se puede descomponer en dos cuadrados
fraccionarios. Lo puedo demostrar muy facilmente; con mayor
generalidad, ningtin ndmero divisible por 3 pero no por 9 puede ser
suma de dos cuadrados, ni enteros ni fracccionarios.

La primera demostracién de que si un nidmero no es suma de dos
cuadrados enteros, tampoco es suma de dos cuadrados racionales,
asunto infructuosamente tratado por Fermat y Euler, parece ser la
que dio L. Aubry en 1912 (Solution de quelques questions d'analyse
indéterminée, Sphinx-Edipe, 7(1912), p. 81-84).
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Problema V-9: Observaciones de Fermat

@ En la segunda observacion, en relacién con el tratamiento
aproximativo que da Bachet a la segunda condicién necesaria del
problema sobre el nimero dado a, Fermat reescribe una condicién
necesaria para que un nimero entero sea representable como suma
de dos cuadrados que ya habia comunicado por carta a Roberval en
1640:

Es necesario que el nimero dado a no sea impar, y que 2a + 1, tras
division por el mayor cuadrado que contenga como factor, no se
pueda dividir por un nimero primo de la forma 4n — 1.

“Os confieso con franqueza que nunca en la teoria de los niimeros
he encontrado algo que me haya complacido tanto como la
demostracion de esta proposicion, y me gustaria que hiciéseis el
esfuerzo de probarla, sélo por saber si estoy estimando mi invencion
en mas de lo que vale.”

M. Sanchez Diofanto: La Aritmética



Problema V-9: Observaciones de Fermat

La condicion de Fermat es también suficiente. La demostracién de
la suficiencia, que es la parte mas dificil, se reduce a probar que
todo primo de la forma 4n + 1 es suma de dos cuadrados. Fermat
anunciaba este resultado, anadiendo ademas que en este caso /a
representacion es tnica, en una carta de 1640 a Mersenne. Pero no
dejé escrita la demostracién. El primero en hacerlo fue Euler (carta
a Goldbach de 6 de mayo de 1747; E.228: De numeris qui sunt
aggregatis duorum quadratorum, 1752).

La demostracidén de Euler es “fermatiana’: se sirve de una técnica
indirecta de descenso.
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Problema VI-17

VI-17: Encontrar un tridngulo rectdngulo tal que el drea mas la

hipotenusa sea un cuadrado, y el perimetro sea un cubo

Es decir, encontrar (x, y, z) tal que

%xy—kz:D, X+ y+z=cubo

Sea el area %xy = « y la hipotenusa z = [J — «. El producto de los
catetos es xy = 2a; sean x = 2, y = «; el perimetro es
2+ a+ 00— a=2+L, y hay que encontrar una solucién de
(14 2 = cubo.
Si el lado del cuadrado es m+ 1 y el del cubo m — 1, la condicidén
se escribe

m?>+2m+3=m’+3m—3m?>—1,

de donde resulta m = 4, [J = 25 y cubo= 27.
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Problema VI-17

VI-17: Encontrar un tridngulo rectdngulo tal que el drea mas la

hipotenusa sea un cuadrado, y el perimetro sea un cubo

Es decir, encontrar (x, y, z) tal que

%xy—kz:D, X+ y+z=cubo

Poniendo ahora x =2, y = «, z =25 — «, el drea mas la
hipotenusa es un cuadrado y el perimetro es un cubo. Queda
imponer que sea z° = x° + y?, es decir,

625 + a® — 500 = 4 + o2,

621

621 621 — 629
50 !

de donde resulta oo = L 2= S

y la solucién: x =2, y =
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Problema VI-17: Comentario de Bachet

La ecuacién x? + 2 = y3 que aparece en la resolucién del problema
tiene infinitas soluciones en nimeros racionales.

Bachet ensefia un modo general de obtener, a partir de una
primera solucién conocida (xi1, y1) de la ecuacién general

x? 4+ a = y3, una segunda solucién racional:
Seponex=x31—€ey=y — %5; entonces, de la igualdad
1

(a—¢°+a= (}/1—%(1%5)3

9y7 (4x7 —3y7)

resulta el valor racional £ = 83
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Problema VI-17: Observacién de Fermat sobre x*> + 2 = 3

¢ Puede haber, en niimeros enteros, un cuadrado distinto de 25 que
aumentado en 2 unidades forme un cubo? En principio parece muy dificil
contestar esta pregunta; sin embargo yo puedo probar, con una
demostracion rigurosa, que 25 es el unico cuadrado entero que es inferior
a un cubo en 2 unidades. En nimeros fraccionarios, el método de Bachet
proporciona una infinidad de tales cuadrados; pero la teoria a propdsito
de niimeros enteros, muy bella y sutil, no era conocida hasta el presente,
ni por Bachet, ni por ningtin autor del que yo haya visto los escritos.

Fermat notificé a Carcavi, en 1659, que tenia una demostracién de este
resultado, y otra, de que las tinicas soluciones enteras de x> + 4 = y3 son
(2,2) y (11,5), mediante una aplicacién especial de su método de
descenso con el que habia probado que ningiin cubo puede ser suma de
dos cubos. Esa demostracién de Fermat tampoco ha sobrevivido. La
primera prueba valida aparecié en el Algebra de Euler (1770).
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Muchas gracias!
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