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La Aritmética

La Aritmética, según dice el propio Diofanto en el preámbulo del
Libro I comprend́ıa trece libros. En la actualidad se conocen seis,
de los que se han conservado multitud de copias manuscritas.
La primera traducción latina de los textos griegos se debe a
Xilander (Basilea 1575).

En 1621
apareció une edición
comentada de Bachet de
Mézirac.

En 1670 el hijo de Pierre de
Fermat publicó una nueva
edición con los comentarios de
su padre.
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La Aritmética

La Aritmética no es una obra teórica sino que es una colección de
problemas (189) con una o más soluciones en números racionales y
con algunas explicaciones relevantes. Hoy d́ıa llamamos ecuación
diofántica a cualquier ecuación planteada sobre el conjunto de los
números enteros Z, con soluciones enteras.

No hay ninguna clasificación aparente, salvo en el Libro VI,
dedicado a triángulos rectángulos de lados racionales, o en el Libro
IV titulado “De cuadrados y cubos”.

La selección de los problemas es muy cuidadosa. A veces, la
solución incluye la condición que deben cumplir los datos para
que el problema tenga solución. Y en ocasiones se encuentra
algún resultado más general, por ejemplo, que ningún número
primo de la forma 4n + 3 se puede escribir como suma de dos
cuadrados.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del álgebra
verbal hacia el álgebra simbólica.
En el libro I
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del álgebra
verbal hacia el álgebra simbólica.
En el libro I
Todos los números están compuestos por una determinada
cantidad de unidades, admitiendo claramente cualquier agregación
hasta el infinito.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del álgebra
verbal hacia el álgebra simbólica.
En el libro I
De manera que,entre ellos, los hay que son cuadrados, resultantes
de la multiplicación de un número denominado lado del cuadrado,
por śı mismo.Denominaré aśı al cuadrado (tetr�gwnoc) y lo
denotaré mediante una letra D con un supeŕındice U, es decir, DU.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del álgebra
verbal hacia el álgebra simbólica.
En el libro I
Los hay cubos , que resultan al multiplicar los cuadrados por sus
correspondientes lados , cuya notación será la letra K con un
supeŕındice U, es decir, KU.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del álgebra
verbal hacia el álgebra simbólica.
En el libro I
El producto del cuadrado por śı mismo es el cuadrado-cuadrado,
que se denotará mediante una doble D con un supeŕındice U, es
decir, DUD.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del álgebra
verbal hacia el álgebra simbólica.
En el libro I
El producto del cuadrado por el cubo del mismo lado es el
cuadrado-cubo , y se denotará mediante las letras DK con un
supeŕındice U, es decir, DKU.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del álgebra
verbal hacia el álgebra simbólica.
En el libro I
Lo que resulta de multiplicar el cubo por śı mismo es el cubo-cubo,
y se denotará mediante una doble K con un supeŕındice U, es
decir, KUK.
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La Aritmética

En esta obra se da un paso muy importante para pasar del álgebra
verbal hacia el álgebra simbólica.
En el libro I
El número a secas [incógnita], que no posee ninguna de estas
propiedades y consta de una cantidad de unidades indeterminada
se llamará simplemente número (�rijmäc), y se denotará mediante
el signo �.
Y aún queda otro signo para denotar una cantidad de unidades
determinada y constante, una letra M con un supeŕındice O, es
decir, Mo.
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La Aritmética

La Aritmética de Diofanto, es un texto que ha tenido una gran
relevancia para el desarrollo posterior del Álgebra.

Hay quien afirma que no es ninguna exageración decir que su papel
se puede comparar al de de la obra de Arqúımedes en la historia
del Cálculo diferencial e integral.

La Aritmética ha inspirado muchas investigaciones a lo largo de
la historia.
En ella han trabajado, bien directa o indirectamente:

Vieta, Bachet, Fermat, Descartes, Euler, Jacobi,
Lagrange, Legendre, Dirichlet, Kummer, Henri
Poincaré, André Weil, Ramanujan y muchos otros.
Problema II-8
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Problema I-27

I-27: Encontrar dos números tales que su suma y su producto sean
números dados.

Es decir, dados a y b, encontrar x , y tales que x + y = a, xy = b
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Problema I-27

I-27: Encontrar dos números tales que su suma y su producto sean
números dados.

Es decir, dados a y b, encontrar x , y tales que x + y = a, xy = b

Es necesario que
(

a
2

)2 − b = � [para solución racional].
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Problema I-27

I-27: Encontrar dos números tales que su suma y su producto sean
números dados.

Es decir, dados a y b, encontrar x , y tales que x + y = a, xy = b

Es necesario que
(

a
2

)2 − b = � [para solución racional].

Como señala Bachet, porque se tiene la identidad(x + y

2

)2
− xy =

(x − y

2

)2

La frase êsti dà toÜto plasmatikìn, que sigue en el texto griego a
la condición necesaria ha sido de interpretación problemática. La
opinión de Bachet al respecto es que Diofanto estaba en posesión
de las fórmulas para resolver ecuaciones de segundo grado.
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Problema I-27

I-27: Encontrar dos números tales que su suma y su producto sean
números dados.

Es decir, dados a y b, encontrar x , y tales que x + y = a, xy = b

Es necesario que
(

a
2

)2 − b = � [para solución racional].

Sean a = 20 y b = 96 [102 − 96 = 22].

Pongamos x − y = 2α. Como x + y = 20, resultan [problema I-1 ]
x = 10 + α, y = 10− α.

De aqúı, xy = 100− α2 = 96, luego α = 2, x = 12, y = 8.
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Problema II-8

II-8: Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados

Es decir, dado a, encontrar x , y tales que x2 + y2 = a2

M. Sánchez Diofanto: La Aritmética



Problema II-8

II-8: Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados

Es decir, dado a, encontrar x , y tales que x2 + y2 = a2

Diofanto presenta de dos maneras su solución a este problema. La
segunda de ellas es aśı:
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Problema II-8

II-8: Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados

Es decir, dado a, encontrar x , y tales que x2 + y2 = a2

Sea 16 el cuadrado a descomponer en dos cuadrados. Pongamos
que el lado del primero de éstos sea x = α y el lado del segundo
mα− 4 con m [entero positivo] arbitrario y donde 4 es la ráız de
16; por ejemplo [con m = 2], y = 2α− 4. Los cuadrados serán
x2 = α2 e y2 = 4α2 + 16− 16α. Queda imponer que su suma sea
16, luego 5α2 + 16− 16α = 16, de donde resulta α = 16

5 .

Serán aśı x = 16
5 el lado del primer cuadrado, y el propio cuadrado

x2 = 256
25 ; y = 12

5 el lado del segundo cuadrado, y el propio

cuadrado y2 = 144
25 ; la suma es 400

25 = 16.
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Problema II-8: Comentario de Bachet

Bachet obtiene la solución general (a > 0, m > n)

x =
2mna

m2 + n2
, y =

(m2 − n2)a

m2 + n2
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Problema II-8: Comentario de Bachet

Bachet obtiene la solución general (a > 0, m > n)

x =
2mna

m2 + n2
, y =

(m2 − n2)a

m2 + n2

(A partir de la identificación a2 ≡ (nα)2 + (mα− a)2)
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Problema II-8: Comentario de Bachet

Bachet obtiene la solución general (a > 0, m > n)

x =
2mna

m2 + n2
, y =

(m2 − n2)a

m2 + n2

Y la presenta de un modo didáctico :
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Problema II-8: Comentario de Bachet

Bachet obtiene la solución general (a > 0, m > n)

x =
2mna

m2 + n2
, y =

(m2 − n2)a

m2 + n2

Para descomponer a2 en suma de dos cuadrados, tómese una
división (siempre posible en números racionales) a = u + v en dos
números planos semejantes y distintos (es decir, como u = m2λ y
v = n2λ); entonces, los números x = |u − v | e y = 2

√
uv serán los

lados de los cuadrados de una tal descomposición. Por ejemplo, de
7 = 1 · 7

5 + 4 · 7
5 resulta 72 =

(
21
5

)2
+

(
28
5

)2
.
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Problema II-8: Comentario de Bachet

Aśı se obtienen, además, todas las descomposiciones posibles de un
cuadrado (entero) en dos cuadrados enteros.

Es decir, para a, x , y enteros positivos, se tiene

a2 = x2 + y2 esencialmente⇐⇒ a = u + v , x = |u − v |, y = 2
√

uv

donde u = m2λ, v = n2λ (m, n, λ también enteros positivos).

Por ejemplo, 65 se compone cuatro veces de dos enteros planos
semejantes, a saber, 65 = 1 + 64 = 13 + 52 = 16 + 49 = 20 + 45.
A partir de ello se encuentran las cuatro descomposiciones de 652

en suma de dos cuadrados:
652 = 632 + 162 = 392 + 522 = 332 + 562 = 252 + 602.
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Problema II-8: Observación de Fermat

Fermat añadió, al margen de la primera solución a este problema en
su ejemplar de Bachet, su más célebre observación sobre Diofanto:
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Fermat añadió, al margen de la primera solución a este problema en
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Problema II-8: Observación de Fermat

Observación 2: Ad quæstionem VIII Diophanti Alexandrini
Arithmeticorum Libr. II

Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duas ejusdem nominis fas est dividere:
cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet.
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Problema II-8: Observación de Fermat

Observación 2: Ad quæstionem VIII Diophanti Alexandrini
Arithmeticorum Libr. II

Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duas ejusdem nominis fas est dividere:
cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet.

Por el contrario, no se puede dividir un cubo en dos cubos, ni un
bicuadrado en dos bicuadrados, ni en general una potencia superior
al cuadrado, hasta el infinito, en dos potencias del mismo grado:
he encontrado una demostración verdaderamente admirable de
esta afirmación. La exigüidad del margen no podŕıa contenerla.
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Problema II-8: Observación de Fermat

Observación 2: Ad quæstionem VIII Diophanti Alexandrini
Arithmeticorum Libr. II

Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duas ejusdem nominis fas est dividere:
cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet.

Por el contrario, no se puede dividir un cubo en dos cubos, ni un
bicuadrado en dos bicuadrados, ni en general una potencia superior
al cuadrado, hasta el infinito, en dos potencias del mismo grado:
he encontrado una demostración verdaderamente admirable de
esta afirmación. La exigüidad del margen no podŕıa contenerla.

Hubo que esperar a Andrew Wiles hasta 1993
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Problema II-8: Observación de Fermat
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Problema III-15

III-15: Encontrar tres números tales que el producto de dos
cualesquiera de ellos, aumentado en la suma de los dos, forme un
cuadrado

Es decir, encontrar x , y , z tales que

xy + x + y = � , yz + y + z = � , xz + x + z = �
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Problema III-15

xy + x + y = � , yz + y + z = � , xz + x + z = �
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Problema III-15

xy + x + y = � , yz + y + z = � , xz + x + z = �

Diofanto da dos soluciones a este problema. La primera de ellas es
aśı:
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Problema III-15

xy + x + y = � , yz + y + z = � , xz + x + z = �

El producto de los cuadrados de dos números consecutivos
cualesquiera, aumentado en su suma, es un cuadrado
[a2(a + 1)2 + a2 + (a + 1)2 = (a2 + a + 1)2]. Pongamos primero
x = 4, y = 9; aśı, xy + x + y = 36 + 4 + 9 = 72. Poniendo después
z = α, las dos condiciones restantes forman la ecuación doble
[sistemas que aparecen por primera vez en el problema II-11]

yz + (y + z) = 10α + 9 = � , xz + (x + z) = 5α + 4 = � .

La diferencia de estos cuadrados es �−� = 5α + 5 = 5(α + 1).
Identificando el cuadrado de la semisuma de estos dos factores con
el cuadrado mayor � [ (α+6)2

4 = α2+12α+36
4 ≡ 10α + 9], resulta

α = 28. Los números buscados son x = 4, y = 9, z = 28.
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Problema III-15: Comentario de Bachet

Bachet en su comentario al problema IV-39, explica una técnica
que permite encontrar infinitas soluciones racionales de la ecuación
doble que ha planteado Diofanto en este problema.
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Problema III-15: Comentario de Bachet

10α + 9 = � , 5α + 4 = �
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Problema III-15: Comentario de Bachet

10α + 9 = � , 5α + 4 = �

Póngase � = β2. Entonces

� = 2β2 + 1 ≡ (1−mβ)2,

de donde

β =
2m

m2 − 2

y si
√

2 < m < 2 entonces β > 2 y aśı α > 0. Cuando m = 3
2

resulta β = 12 y la solución de Diofanto α = 28.
Entre estos márgenes para valores de m racionales, se tienen las
infinitas soluciones de la ecuación doble:

α =
β2 − 4

5
=
−4m4 + 20m2 − 16

5(m2 − 2)2
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Problema III-15: Observación de Fermat

. . . Se puede ir más lejos y extender el problema de Diofanto. Aśı,
yo puedo proporcionar infinitas soluciones del siguiente problema:
Encontrar cuatro números tales que el producto de dos
cualesquiera de ellos, aumentado en la suma de los mismos dos,
sea un cuadrado.
Se buscarán, como en V-5, tres cuadrados tales que el producto de
dos cualesquiera de ellos, aumentado en la suma de esos dos
cuadrados, forme un cuadrado. Sean, por ejemplo, los tres
cuadrados que alĺı da Diofanto: 25

9 , 64
9 , 196

9 ; tomémoslos como los
tres primeros números de nuestro problema; sea x el cuarto;
formando su producto con cada uno de los precedentes y
añadiendo la suma de los dos factores, tendremos

34
9 x + 25

9 = � , 73
9 x + 64

9 = � , 205
9 x + 196

9 = � ,

ecuación triple que he enseñado a resolver . . .
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Problema III-15: La ecuación triple de Fermat

34
9 x + 25

9 = � , 73
9 x + 64

9 = � , 205
9 x + 196

9 = �
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Problema III-15: La ecuación triple de Fermat

34
9 x + 25

9 = � , 73
9 x + 64

9 = � , 205
9 x + 196

9 = �

Heath presenta la solución negativa

x1 = −459818598496844787200
631629004828419699201

y deja “a la imaginación”, como Fermat, la presentación expĺıcita
de una solución positiva de esta ecuación triple.
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Problema III-15: La ecuación triple de Fermat

34
9 x + 25

9 = � , 73
9 x + 64

9 = � , 205
9 x + 196

9 = �

Heath presenta la solución negativa

x1 = −459818598496844787200
631629004828419699201

y deja “a la imaginación”, como Fermat, la presentación expĺıcita
de una solución positiva de esta ecuación triple.
Usando el método de Schaewen , podemos llegar hoy, iterando
sobre la solución de Heath, a la solución positiva

x2 = 38221305674964605299194134762875691031255610878806632120630277970708376902425917712820199K
641509587595732997016523003086874374729029262543433048868081576659320670262782297013699K

7586491585386089088721036236876800
2918718628039638498183781295795201

≈ 3,822·10120

6,415·10118 .
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Problema III-15: La ecuación triple de Fermat

34
9 x + 25

9 = � , 73
9 x + 64

9 = � , 205
9 x + 196

9 = �

x2 = 38221305674964605299194134762875691031255610878806632120630277970708376902425917712820199K
641509587595732997016523003086874374729029262543433048868081576659320670262782297013699K

7586491585386089088721036236876800
2918718628039638498183781295795201

≈ 3,822·10120

6,415·10118 .

Por otra parte, con un sencillo programa de ordenador hemos
encontrado la solución x∗1 = −50176

72361 .

Iterando a partir de ella, se llega a obtener la solución positiva

x∗2 = 33146301373782301772772858954230285761713872064000
10353552507903865387708233954169625159482362272929 ≈

3,315·1049

1,035·1049 ,

“mucho más pequeña” que la x2 anterior.
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Problema III-15: Desde Euler hasta hoy

Euler (E.793), considerando la identidad
xy + x + y = (x + 1)(y + 1)− 1, reformula el problema de
Diofanto, y la extensión de Fermat, como:
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Problema III-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) números A,B,C , (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.
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Problema III-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) números A,B,C , (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.

Para tres números obtiene (de dos maneras) familias infinitas de
soluciones enteras.
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Problema III-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) números A,B,C , (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.

Para cuatro números presenta la familia de soluciones racionales

A = m(f 2+g2)
2nfg , B = n(9f 2+g2)

2mfg ,

C = (m+3n)2f 2+(m−n)2g2

8mnfg , D = (m−3n)2f 2+(m+n)2g2

8mnfg ,

(m, n, f , g enteros), y pregunta si no se podrán encontrar
cuaternas enteras no triviales con esta propiedad:
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Problema III-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) números A,B,C , (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.
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Problema III-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) números A,B,C , (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.

En 2002, Andrej Dujella (Universidad de Zagreb, Croacia) obtuvo
una familia infinita de qúıntuplas racionales con la misma
propiedad, y en 2005 ha probado finalmente que no hay cuaternas
enteras formadas por cuatro números diferentes, contestando
negativamente a la curiosa pregunta de Euler.
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Problema III-15: Desde Euler hasta hoy

Encontrar tres (o cuatro) números A,B,C , (D) tales que el
producto de cada dos, disminuido en una unidad, sea un cuadrado
perfecto.
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Problema IV-29

IV-29: Encontrar cuatro cuadrados cuya suma, aumentada en la
suma de sus lados, sea un número dado

Es decir, encontrar x , y , z , v tales que

x2 + y2 + z2 + v2 + x + y + z + v = a
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Problema IV-29

x2 + y2 + z2 + v2 + x + y + z + v = a
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Problema IV-29

x2 + y2 + z2 + v2 + x + y + z + v = a

Sea a = 12 el número dado. Aplicaremos la identidad

`2 + `+ 1
4 =

(
`+ 1

2

)2
.

Descomponemos en primer lugar el número 12 + 4 · 1
4 = 13 en

cuatro cuadrados; al restar 1
2 unidad del lado de cada uno de esos

cuadrados tendremos los lados de los cuadrados buscados:
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Problema IV-29

x2 + y2 + z2 + v2 + x + y + z + v = a

Sea a = 12 el número dado. Aplicaremos la identidad

`2 + `+ 1
4 =

(
`+ 1

2

)2
.

Descomponemos en primer lugar el número 12 + 4 · 1
4 = 13 en

cuatro cuadrados; al restar 1
2 unidad del lado de cada uno de esos

cuadrados tendremos los lados de los cuadrados buscados:

13 = 4 + 9 =
(

64
25 + 36

25

)
+

(
144
25 + 81

25

)
=

(
8
5

)2
+

(
6
5

)2
+

(
12
5

)2
+

(
9
5

)2
.

Entonces los lados de los cuadrados buscados son

x = 8
5−

1
2 = 11

10 , y = 6
5−

1
2 = 7

10 , z = 12
5 −

1
2 = 19

10 , v = 9
5−

1
2 = 13

10 .
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Problema IV-29: Comentario (y teorema) de Bachet

Respecto de la posibilidad de descomponer un número [como el
a + 1 del problema] en cuatro cuadrados, para lo que Diofanto no
ha señalado ninguna condición necesaria, dándola tácitamente por
segura, Bachet aporta una tabla donde muestra la descomposición
en uno, dos, tres o cuatro cuadrados enteros de todos los números
entre 1 y 120 (añade que ha llegado hasta 325), confirmando
aśı inductivamente la veracidad del teorema, que él por primera vez
está enunciando aqúı:

Todo número entero (positivo) es un cuadrado, o suma de dos,
tres o a lo sumo cuatro cuadrados:
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Problema IV-29: Comentario (y teorema) de Bachet

Respecto de la posibilidad de descomponer un número [como el
a + 1 del problema] en cuatro cuadrados, para lo que Diofanto no
ha señalado ninguna condición necesaria, dándola tácitamente por
segura, Bachet aporta una tabla donde muestra la descomposición
en uno, dos, tres o cuatro cuadrados enteros de todos los números
entre 1 y 120 (añade que ha llegado hasta 325), confirmando
aśı inductivamente la veracidad del teorema, que él por primera vez
está enunciando aqúı:

Todo número entero (positivo) es un cuadrado, o suma de dos,
tres o a lo sumo cuatro cuadrados:

“ Confieso que aún no he podido conseguir una demostración, cosa
que agradeceré much́ısimo a quien lo haga, porque además no sólo
en este problema, sino en algunos otros del Libro V se ve que
Diofanto ha dado esto por supuesto.”
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Problema IV-29: Comentario (y teorema) de Bachet

M. Sánchez Diofanto: La Aritmética



Problema IV-29: Comentario (y teorema) de Bachet
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Problema IV-29: Observación (y teorema) de Fermat
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Problema IV-29: Observación (y teorema) de Fermat
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Problema IV-29: Observación (y teorema) de Fermat

La sucesión de números m-gonales es la de sumas sucesivas de la
progresión aritmética 1,m − 1, 2m − 3, 3m − 5, . . . , es decir, la
sucesión (j = 1, 2, 3, . . .)

Pm(j) : 1,m, 3m − 3, . . . , 1
2 j(j − 1)m − j(j − 2), . . .

Diofanto dedica al estudio de estos números su Libro sobre los
números poligonales.
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Problema IV-29: Observación (y teorema) de Fermat

La sucesión de números m-gonales es la de sumas sucesivas de la
progresión aritmética 1,m − 1, 2m − 3, 3m − 5, . . . , es decir, la
sucesión (j = 1, 2, 3, . . .)

Pm(j) : 1,m, 3m − 3, . . . , 1
2 j(j − 1)m − j(j − 2), . . .

Diofanto dedica al estudio de estos números su Libro sobre los
números poligonales.
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Problema IV-29: Observación (y teorema) de Fermat

Aún más, hay una proposición muy bella y completamente general
que hemos sido los primeros en descubrir:

Todo número es: o bien triangular, o bien la suma de 2 o 3
números triangulares. Cuadrado, o suma de 2, 3 o 4 cuadrados.
Pentagonal, o suma de 2, 3, 4 o 5 pentagonales. Y aśı sucesiva e
indefinidamente, ya sea hexagonales, heptagonales o poligonales
cualesquiera; pudiéndose enunciar según el número de ángulos esta
general y admirable proposición.

No puedo escribir aqúı la demostración, que depende de numerosos
y muy abstrusos misterios de la ciencia de los números; tengo la
intención de dedicar un libro completo a este tema, extendiendo
aśı a esta parte de la Aritmética progresos asombrosos más allá de
los ĺımites antiguamente conocidos.
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Problema IV-29: Observación (y teorema) de Fermat

Es bastante improbable que Fermat tuviera una demostración de
este resultado, pues cuando en 1636 se lo comunica por carta a
Mersenne, le dice que está a la espera de una solución.

En esa carta Fermat añade el siguiente resultado (auxiliar para
probar el teorema de los cuatro cuadrados):
Todo número de la forma 8n − 1 es suma de a lo sumo cuatro
cuadrados, no sólo en enteros, cosa que otros pueden ver, sino
también en fracciones, cosa que yo he demostrado.

En 1645 env́ıa el problema a Pascal indicando que, para probarlo,
hay que demostrar que todo primo de la forma 4n + 1 es suma de
dos cuadrados.
La demostración de este resultado se debe a Euler: De Numeris qui
sunt aggregata duorum quadratorum.1758.
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Problema IV-29: De Euler a Cauchy

Carta de Euler a Clairaut (1742). Acerca de si Fermat pudo
probar o no el caso m = 4: Ce seroit un grand avantage . . . si
l’on publiait ces demonstrations, peut être que les papiers de
ce grand homme se trouvent encore quelque part.
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Problema IV-29: De Euler a Cauchy

Caso m = 4: Identidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).
No hay traza de nada parecido en los escritos conservados de
Fermat:

(a2 + b2 + c2 + d2)(p2 + q2 + r2 + s2) = x2 + y2 + z2 + v2,

donde

x = ap + bq + cr + ds, y = aq − bp ± cs ∓ dr ,

z = ar ∓ bs − cp ± dq, v = as ± br ∓ cq − dp.
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Problema IV-29: De Euler a Cauchy

Caso m = 4: Identidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).

Lagrange (1770): primera demostración del caso m = 4.
Lagrange utiliza la identidad de Euler, y la técnica del
“descenso infinito” de Fermat.
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Problema IV-29: De Euler a Cauchy

Caso m = 4: Identidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).

Lagrange (1770): primera demostración del caso m = 4.

Euler (1773): nueva demostración del caso m = 4. Euler
felicita a Lagrange por su gran logro. Euler presentó también
un acercamiento al teorema general de Fermat mediante
funciones generatrices.
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Problema IV-29: De Euler a Cauchy

Caso m = 4: Identidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).

Lagrange (1770): primera demostración del caso m = 4.

Euler (1773): nueva demostración del caso m = 4.

Legendre (1798) y Gauss (1801): demostraciones
independientes del caso m = 3.
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Problema IV-29: De Euler a Cauchy

Caso m = 4: Identidad de Euler (1748, en carta a Goldbach).

Lagrange (1770): primera demostración del caso m = 4.

Euler (1773): nueva demostración del caso m = 4.

Legendre (1798) y Gauss (1801): demostraciones
independientes del caso m = 3.

Cauchy (1813): demostración, con técnicas algebraicas y
anaĺıticas, del teorema general de Fermat.
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Lema II previo al problema V-7

Lema II para V-7: Encontrar tres triángulos rectángulos (de lados
racionales) de igual área
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Lema II previo al problema V-7

Lema II para V-7: Encontrar tres triángulos rectángulos (de lados
racionales) de igual área

Diofanto recurre a lo que llama, con familiaridad,

“el triángulo rectángulo (x , y , z) construido a partir de dos
números (racionales positivos) distintos u y v”,

cuyos lados vienen dados por las fórmulas:

x = |u2−v2|, y = 2uv (catetos), z = u2 + v2 (hipotenusa).

El área de este triángulo es ∆ = uv |u2 − v2|.
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Lema II previo al problema V-7

Lema II para V-7: Encontrar tres triángulos rectángulos (de lados
racionales) de igual área

Y comienza (Lema I para V-7) por

encontrar dos números u1, u2 tales que u2
1 + u1u2 + u2

2 = � = v2.

Para esto, toma u1 = α, u2 = 1 y propone

α2 + α + 1 = � ≡ (α− 2)2

De donde α = 3
5 ; aśı (quitando denominadores),

u1 = 3, u2 = 5, v = 7.
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Lema II previo al problema V-7

Lema II para V-7: Encontrar tres triángulos rectángulos (de lados
racionales) de igual área

Entonces, los triángulos construidos respectivamente a partir de

u1 = 3 y v = 7: T1(40, 42, 58),

u2 = 5 y v = 7: T2(24, 70, 74),

u1 + u2 = 8 y v = 7: T3(15, 112, 113)

tienen la misma área ∆ = 840.

(Diofanto no da más explicaciones. El tercer triángulo surge como de una
“receta mágica”. Pudiera haberse perdido texto original.)
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Lema II previo al problema V-7

Lema II para V-7: Encontrar tres triángulos rectángulos (de lados
racionales) de igual área

Aclaración algebraica:

Como u2
1 + u1u2 + u2

2 = v2, las áreas de los triángulos construidos
a partir de u1 y v , de u2 y v , de u1 + u2 y v son, respectivamente:

∆1 = u1v(v2 − u2
1) = u1v(u1u2 + u2

2) = u1u2(u1 + u2)v ,

∆2 = u2v(v2 − u2
2) = u2v(u1u2 + u2

1) = u1u2(u1 + u2)v ,

∆3 = (u1 + u2)v
(
(u1 + u2)2 − v2

)
= u1u2(u1 + u2)v .

M. Sánchez Diofanto: La Aritmética



Lema II previo al problema V-7: visualización

En la actualidad, podemos considerar dos puntos racionales

A
(

5
7 ,

1
72

)
y B

(
3
7 ,

1
72

)
de la cúbica

x(1− x2) = 840 y2.

El punto (x , y) de coordenadas racionales de esta curva define un
triángulo rectángulo: [(2x)2 + (1− x2)2 = (1 + x2)2](x > 0, y > 0)
de área 840.
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Lema II previo al problema V-7: visualización

Pero, la recta que une dos puntos racionales de la cúbica, corta de
nuevo a la cúbica en un punto de coordenadas racionales. En
nuestro caso, al cortar la cúbica con la recta que une los puntos A

y B resulta el punto C
(
−8

7 ,
1
72

)
.
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Lema II previo al problema V-7: visualización

5

7

1

49

3

7
-

8

7

AB

C

840y2
=xH1-x2L

En particular, el punto C define el tercer triángulo de Diofanto
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Lema II previo al problema V-7: Observación de Fermat

Pero yo puedo, a partir de un triángulo rectángulo cualquiera,
encontrar infinitos otros de igual área que él . . . aśı, a los tres de
Diofanto, añadiré un cuarto triángulo de igual área:

x = 1681
1189 , y = 1412880

1189 , z = 1412881
1189 .

M. Sánchez Diofanto: La Aritmética



Lema II previo al problema V-7: Observación de Fermat

Pero yo puedo, a partir de un triángulo rectángulo cualquiera,
encontrar infinitos otros de igual área que él . . . aśı, a los tres de
Diofanto, añadiré un cuarto triángulo de igual área:

x = 1681
1189 , y = 1412880

1189 , z = 1412881
1189 .

El artificio algebraico que usa Fermat para ello equivale (aunque se
discute si él se dio cuenta; el primero en declararlo expĺıcitamente
fue Newton) a volver a cortar la cúbica con su recta tangente en
un punto racional conocido. En concreto, ese cuarto triángulo

resulta cuando se calcula que la tangente en el punto B
(

3
7 ,

1
72

)
vuelve a cortar a la cúbica en el punto

D
(
−841

840 ,
1189

705600

)
.
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Lema II previo al problema V-7: Observación de Fermat

5

7

1

49

3

7
-

8

7

AB

C

D=H-

841

840
,

1189

705600
L

840y2
=xH1-x2L
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Problema V-9

V-9: Descomponer la unidad en dos partes de modo que al añadir
a cada una de ellas un mismo número dado se forme un cuadrado

Es decir, dado a, encontrar x , y tales que
x + y = 1, x + a = � , y + a = �

Bachet

M. Sánchez Diofanto: La Aritmética



Problema V-9

V-9: Descomponer la unidad en dos partes de modo que al añadir
a cada una de ellas un mismo número dado se forme un cuadrado

Es decir, dado a, encontrar x , y tales que
x + y = 1, x + a = � , y + a = �

Es necesario que el número dado a sea par, ∗ y que 2a + 1 no sea
divisible por un número primo de la forma 4n − 1 ∗ [condiciones
necesarias para que 2a + 1 sea la suma de dos cuadrados].

Tannery
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Problema V-9

x + y = 1, x + a = � , y + a = �
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Problema V-9

x + y = 1, x + a = � , y + a = �

Sea a = 6. Hay que descomponer el número 2a + 1 = 13 en dos
cuadrados mayores que 6, o bien en dos cuadrados cuya diferencia
sea menor que 1.
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Problema V-9

x + y = 1, x + a = � , y + a = �

Sea a = 6. Hay que descomponer el número 2a + 1 = 13 en dos
cuadrados mayores que 6, o bien en dos cuadrados cuya diferencia
sea menor que 1.
Busquemos en primer lugar una fracción cuadrática como 1

4α2 que

añadida a 61
2 , la mitad de 13, forme un cuadrado. Debe verificarse

26α2 + 1 = � . Identificando

26α2 + 1 ≡ (5α + 1)2,

resulta α = 10 y tenemos 61
2 + 1

400 =
(

51
20

)2
.

M. Sánchez Diofanto: La Aritmética



Problema V-9

x + y = 1, x + a = � , y + a = �

Sea a = 6. Hay que descomponer el número 2a + 1 = 13 en dos
cuadrados mayores que 6, o bien en dos cuadrados cuya diferencia
sea menor que 1. Primero se ha encontrado 61

2 + 1
400 =

(
51
20

)2
.

Vamos a descomponer ahora 13 en dos cuadrados, � y �, cuyos
lados se aproximen lo más posible a 51

20 . Como

13 = 22 + 32 y 51
20 = 2 + 11

20 = 3− 9
20 ,

pongamos � = (2 + 11β)2 y � = (3− 9β)2. Entonces, de

13 ≡ (2 + 11β)2 + (3− 9β)2 = 202β2 − 10β + 13

resulta β = 5
101 , � =

(
257
101

)2
, � =

(
258
101

)2
,

x = �− 6 =
4843

10201
, y = �− 6 =

5358

10201
.
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Problema V-9: Comentario de Bachet

Bachet prueba primero que 2a + 1 = � + � =⇒ a par.
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Problema V-9: Comentario de Bachet

Bachet prueba primero que 2a + 1 = � + � =⇒ a par.

Sobre la segunda condición necesaria señala como falsa la lectura de

Xilandro: “que a sea el doble de un número primo”

ya que, “por ejemplo, si a = 10, el número 21 debiera ser suma de
dos cuadrados, lo cual es imposible, según creo” [la duda está en si
21, que no es suma de dos cuadrados enteros, podŕıa ser suma de
dos cuadrados racionales]. En esta argumentación Bachet confunde
condición necesaria con suficiente; la condición de Xilandro no es
necesaria porque, por ejemplo, para a = 12, 2 · 12 + 1 = 42 + 32

pero 12 no es el doble de un primo.

Parece que está interpretando que Diofanto queŕıa escribir unas
condiciones necesarias y suficientes.
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Problema V-9: Comentario de Bachet

Bachet prueba primero que 2a + 1 = � + � =⇒ a par.

Sobre la segunda condición necesaria señala como falsa la lectura de

Xilandro: “que a sea el doble de un número primo”

Y expone su propio tanteo: “pensé que Diofanto querŕıa decir que

2a + 1 (a par) fuese un número primo, ya que los primos de la forma

4n + 1 como 5, 13, 17, 29, 41, etc., se componen de dos cuadrados.

Pero tampoco se sostiene esta lectura: quedaŕıan excluidos los a

tales que 2a + 1 = � , muy aptos para resolver el problema (como

en II-8); y por otro lado, los a como 22, 58, 62 e infinitos otros,

tales que 2a + 1 se descompone en dos cuadrados aun teniendo

varios divisores primos: 45 = 36 + 9, 117 = 81 + 36,

125 = 100 + 25. Acéptese la condición en la forma que le hemos

dado hasta que alguien restituya el pensamiento de Diofanto a

partir de un códice mejor restaurado.”

M. Sánchez Diofanto: La Aritmética



Problema V-9: Observaciones de Fermat

Son dos observaciones referidas a la condición necesaria inicial de
Diofanto.
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Problema V-9: Observaciones de Fermat

En la primera observación da una respuesta rápida a la duda de
Bachet sobre si un número, como 21, que no es ni cuadrado ni suma
de dos cuadrados enteros, podŕıa ser suma de dos cuadrados
racionales:

El número 21 no se puede descomponer en dos cuadrados
fraccionarios. Lo puedo demostrar muy fácilmente; con mayor
generalidad, ningún número divisible por 3 pero no por 9 puede ser
suma de dos cuadrados, ni enteros ni fracccionarios.

La primera demostración de que si un número no es suma de dos
cuadrados enteros, tampoco es suma de dos cuadrados racionales,
asunto infructuosamente tratado por Fermat y Euler, parece ser la
que dio L. Aubry en 1912 (Solution de quelques questions d’analyse
indéterminée, Sphinx-Œdipe, 7(1912), p. 81-84).
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Problema V-9: Observaciones de Fermat

En la segunda observación, en relación con el tratamiento
aproximativo que da Bachet a la segunda condición necesaria del
problema sobre el número dado a, Fermat reescribe una condición
necesaria para que un número entero sea representable como suma
de dos cuadrados que ya hab́ıa comunicado por carta a Roberval en
1640:

Es necesario que el número dado a no sea impar, y que 2a + 1, tras
división por el mayor cuadrado que contenga como factor, no se
pueda dividir por un número primo de la forma 4n − 1.

“Os confieso con franqueza que nunca en la teoŕıa de los números
he encontrado algo que me haya complacido tanto como la
demostración de esta proposición, y me gustaŕıa que hiciéseis el
esfuerzo de probarla, sólo por saber si estoy estimando mi invención
en más de lo que vale.”
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Problema V-9: Observaciones de Fermat

La condición de Fermat es también suficiente. La demostración de
la suficiencia, que es la parte más dif́ıcil, se reduce a probar que
todo primo de la forma 4n + 1 es suma de dos cuadrados. Fermat
anunciaba este resultado, añadiendo además que en este caso la
representación es única, en una carta de 1640 a Mersenne. Pero no
dejó escrita la demostración. El primero en hacerlo fue Euler (carta
a Goldbach de 6 de mayo de 1747; E.228: De numeris qui sunt
aggregatis duorum quadratorum, 1752).

La demostración de Euler es “fermatiana”: se sirve de una técnica
indirecta de descenso.
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Problema VI-17

VI-17: Encontrar un triángulo rectángulo tal que el área más la
hipotenusa sea un cuadrado, y el peŕımetro sea un cubo

Es decir, encontrar (x , y , z) tal que
1
2xy + z = � , x + y + z = cubo

Sea el área 1
2xy = α y la hipotenusa z = �− α. El producto de los

catetos es xy = 2α; sean x = 2, y = α; el peŕımetro es
2 + α + �− α = 2 + �, y hay que encontrar una solución de
� + 2 = cubo.
Si el lado del cuadrado es m + 1 y el del cubo m − 1, la condición
se escribe

m2 + 2m + 3 = m3 + 3m − 3m2 − 1,

de donde resulta m = 4, � = 25 y cubo= 27.
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Problema VI-17

VI-17: Encontrar un triángulo rectángulo tal que el área más la
hipotenusa sea un cuadrado, y el peŕımetro sea un cubo

Es decir, encontrar (x , y , z) tal que
1
2xy + z = � , x + y + z = cubo

Poniendo ahora x = 2, y = α, z = 25− α, el área más la
hipotenusa es un cuadrado y el peŕımetro es un cubo. Queda
imponer que sea z2 = x2 + y2, es decir,

625 + α2 − 50α = 4 + α2,

de donde resulta α = 621
50 , y la solución: x = 2, y = 621

50 , z = 629
50 .
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Problema VI-17: Comentario de Bachet

La ecuación x2 + 2 = y3 que aparece en la resolución del problema
tiene infinitas soluciones en números racionales.

Bachet enseña un modo general de obtener, a partir de una
primera solución conocida (x1, y1) de la ecuación general
x2 + a = y3, una segunda solución racional:

Se pone x = x1 − ξ e y = y1 − 2x1

3y2
1
ξ; entonces, de la igualdad

(x1 − ξ)2 + a =
(
y1 − 2x1

3y2
1
ξ
)3

resulta el valor racional ξ =
9y3

1 (4x2
1−3y3

1 )

8x3
1

.
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Problema VI-17: Observación de Fermat sobre x2 + 2 = y 3

¿Puede haber, en números enteros, un cuadrado distinto de 25 que
aumentado en 2 unidades forme un cubo? En principio parece muy dif́ıcil
contestar esta pregunta; sin embargo yo puedo probar, con una
demostración rigurosa, que 25 es el único cuadrado entero que es inferior
a un cubo en 2 unidades. En números fraccionarios, el método de Bachet
proporciona una infinidad de tales cuadrados; pero la teoŕıa a propósito
de números enteros, muy bella y sutil, no era conocida hasta el presente,
ni por Bachet, ni por ningún autor del que yo haya visto los escritos.

Fermat notificó a Carcavi, en 1659, que teńıa una demostración de este

resultado, y otra, de que las únicas soluciones enteras de x2 + 4 = y3 son

(2, 2) y (11, 5), mediante una aplicación especial de su método de

descenso con el que hab́ıa probado que ningún cubo puede ser suma de

dos cubos. Esa demostración de Fermat tampoco ha sobrevivido. La

primera prueba válida apareció en el Álgebra de Euler (1770).
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