Apuntes de clase'
MECANICA DE FLUIDOS. COORDENADAS DE LAGRANGE

S. SHMAREV

Definiciones y conceptos basicos.

Axiomas de la mecdnica de medios continuos.
Descripciones de Euler y Lagrange

Derivacién de ecuaciones basicas: conservacién de la masa
Ecuaciones bésicas en los casos sin conservacién de la masa
Problemas de filtracién

Coordenadas de Lagrange en problemas con fronteras libres

1. DEFINICIONES

e Un medio continuo es un agregado que se mueve o deforma de forma continua en el tiempo ¢
y forma un continuo en el espacio x = (z1, z9,...,x,) € R™ (los casos fisicos son n = 1,2, 3).

El medio esta compuesto de particulas puntuales = el concepto de medio continuo es
una abstraccién. La teoria falla a niveles microscépicos, sino viene confirmada experiman-
talmemte a niveles macroscépicos.

e Trabajaremos con las distancias superiores al recorrido de una particula individual pero infe-
riores al recorrido medio de un agregado de particulas. En vez de manejar las particulas, con-
sideraremos volumenes elementales, §V (volumen infinitisimal), que se denomina particula
fluida. Cada volumen elemental se considera como un medio continuo y homogeneo. La ve-
locidad de la particula fluida — la velocidad media de §V — velocidad en el punto e instante
dados. Asi se definen todas las caracteristicas del movimiento del volumen elemental (densi-
dad, temperatura, energia, viscosidad, etc.)

La “particula individual” en un medio continuo es una particula “ideal” cuyas carac-
teristicas promedian las caracteristicas de cada particula fluida que la rodean. De acuerdo con
ello podemos definir las magnitudes que caracterizan la particula individual como los limites
de las magnitudes calculadas para las particulas fluidas. Por ejemplo, sean x un punto fijo,
V(x) - un entorno de x, |V (x)| — el volumen de V(x), entonces

L mV)
PO = B VRl

e Magnitudes bésicas: velocidad, densidad, presién.
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FIGURE 1. Movimiento de una particula fluida

2. AXIOMAS BASICOS. DESCRIPCION MATEMATICA

Se supone que estan definidas

(1) un dominio Q¢ C R",
(2) una familia de transformaciones ®; : Qy— Q CR", t € I =10, 7]

Hipétesis:

(H ) ‘I)(X, t) = q)t(X),
! ®: Qy x [0,T] — R es C* (k veces diferenciable)

(Hz) Vt € I la transformacion ®; es un difeomorfismo
(una biyeccién con la inversa diferenciable)

(Hs) ®¢ =1 (la transformacién identidad)

Las posiciones de la misma particula en el momento inicial y en el momento t € I, y € Qg,
x € (), definen la aplicacion

x=®(y,t) = x=P(y) <= x=x(y,1).

Desplazamientos: (para la misma particula)

z=x-y=®(y,t) -y, y € Qo, x € Q.

Para ¢ fijo existe la matriz de Jacobi (véase Ha)

o(z1,...,xy) _ Ox
M= DE0 ) 9% gy Det(®;)] # 0,
Oy e oy Do [Pl

- 8 LA n a _
M 1:8(51.—..35)5*y:1?(¢t1)#0, Det(®)| = 1.



FIGURE 2. Transformacién continua x = ®.(y)

3. LAS LEYES DE MOVIMIENTO

Fijamos la posicién inicial de una particula y € €}y. La trayectoria es el conjunto de los
puntos que la particula ocupa cuando ¢ (tiempo) recorre todo el intervalo I: x(y,t) = x(t) =
®(y,t). La velocidad

dx 0 0o
= — = —@ = ﬁ. .
u dt ot (y’t) ot y (Con y ']0)
La acceleracion
d?x RRL
a=— = ——
dt? dt? .

La particula se mueve en direcciéon tangente a su trayectoria:
u = |u|T, T - vector-tangente

a du _ dJu + |u T +a,n
= —=—T"T — =a;T+a
dt dt dt i "

. : : : dr . .
acceleracién tangencial y normal, las direccciones de la normal n y 7 coinciden.

4. FORMULACION EULERIANA Y LAGRANGIANA

e Formulacién lagrangiana (alias formulacién material). Las variables independientes:
y € Qo (la posicién inicial) y ¢ (tiempo).

e Formulacién euleriana: las variables independientes x € € (la posicién de la particula
en el momento ¢t en un sistema de coordenadas no vinculado con el medio) y ¢ (tiempo):

u=(up,...,up), u;=ui(z,t), i=1,n.



Si la velocidad u es conocoda como una funcién de x y ¢, la trayectorias x = x(y, t) se definen
como las soluciones del problema

dx

o = u),
x(0) =y.

La existencia (local) de una solucién = = ®(y,t) es la consecuencia del teorema de Peano.

e La ecuacion de trayectorias en forma escalar,

(1) zi(0) = y;.

e Lineas materiales: el sistema (4.1) en forma coordenada

{ z(t) = ui(x,t), i=1,n,

d d
=8y i=Tn
ul Unp,

e Lineas de corriente: el sistema (4.1) con el valor de ¢ congelado en el instante ¢

Un sistema dinamico.

e Lineas de emision: trayctorias de todas las particulas que en un momento anterior
pasaron por el punto yg € g

=®, 00, (yo), s€(0,t).

4.1. Derivada material. Las derivadas se calculan de forma diferente segiin el método de
descripcion elegido (lagrangiano o euleriano). Cualquier funcién f definida en el plano de
eulerianas obtiene su dublicado en el plano de lagrangianas:

fx,t) = f@(y, 1),t] = F(y,1).

af . f(X,t—i—h)—f(X,t)
— = lim
at  |r—0 h
La derivada de la misma funcion considerada como una funcién del sistema de coorde-
nadas lagrangianas:

(definicién estandar en eulerianas)

ot y fijo ot x fijo Oz; t fijo ot v fijo 875 Z ox;
oF of ) .
ot~ ot +u-Vf Derivada material

Para la misma funcién f(x,t) = F(y,t)



of

— — la tasa de variacion temporal a espacio fijo,

ot

oF L , .

B la tasa de variacion temporal a particula fija
af  of

e Relacién entre las derivadas espaciales: sean f(x,t) = F(y,t), x = ®(y,t), entonces

8F:Zﬁa$j— ﬁMji:(VxﬁM)i, i=T,n
J

Byi a.%'j 8yi B ; aiL'j ’
V,F=V.f M,

_ox

= 8y

5. LA LEY DE CONSERVACION DE LA MASA

Formulacién matemadtica: existe una familia de medidas m; > 0 sobre Q; = ®4(Qp) t.q.
para todo wy C o medible y w; = ®4(wy) se verifica

m¢(we) = mo(wy) <= la masa no se crea ni se destruye

Otra Hipétesis:

existe una funcién p(x,t) (densidad) t.q.
(Ha)

dm; = p(x,t) dx.
e Consideremos el volumen que se desplaza con el medio continuo
wo C o, {wr = @4(wo) }t

Interpretacion: w; esta constituido por las particulas que en el momento inicial ocupan el
dominio wy. La masa contenida en w; es constante:

vtel / p(x,t) dX:/ p(x,0) dx.
Wi wo

La forma equivalente: efectuando el cambio de la variable x — ®(y, )

/ p(x,t)dx = / pl®(y,1),t] J dy, J = Det[M],

Vo C Q0 / P[®(y. £).] T — ply.0)] dy = 0.

Arbitrariedad de wg implica

p[®(y,t),t] J = p(y,0) —laley de conservacién de masa segin Lagrange
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La forma alternativa

Sl

(/ plx.0)dx) =0,

de donde

o:jt([dtp<x,t>dx>:L05t<p<¢<y,t>,t>J>dy = L@y =0

Lemma 5.1 (Formula de Euler).
dJ

Proof. Utilizamos la formula de diferenciaciéon del determinante.

J = Det [0x/0y] Vi=1,n J = Zaxl Aij,

donde A;; es el cofactor del elemento Jz;/0y;. Entonces

dJ d [ 0x; dx;
B Ea ()
Z@ul ZauZ c%zk

« O 8yj

ou; ou;
Z U(;Z]J Z@ZZ

Ejemplo: n =1, J = dz/0dy.
as _d (9r\ _ 0 (&) _ou_owde
dt  dt\dy) oy\dt) 0Oy 0xdy

Lemma 5.2.

pt +div(pu) =0 la ley de conservacién de la masa segin Euler

Proof. Sea wy C €y un volumen arbitrario y wy = ®;(w). Se supone que la masa del volumen
w; se conserva. Entonces
6



(Lthdg:ii<Af@WﬁﬂJ@>:

(p[®(y,1),1]J) dy

dx = dJ
ped + Vapl®(y,1],t) - =T + p dt] dy.

Il
S

En virtud del Lema 5.1
dx dJ
X @ ) b
ped + Vxpl®(y, 1), 1] - o T+ o =

= (pt+ Vxp-u+pdivu)J
— (oo +div (pu)] 7

ptd +Vxp-ud + pJdivu

Volviendo al sistema de variables x:

0= % (/th(x,t)dx> :/wo [pr + div (pu)] de:/w [pt + div (pu)] dx

La conclusién sigue ahora de la arbitrariedad de wy. ([

6. FLUJOS SIN CONSERVACION DE LA MASA

Supongamos ahora que la masa de cualquier volumen w; no es constante sino una funcién

de la posicién del volumen:
d
G ([ oenax) = [ roxox,
dt \ J., ot

donde f(x,t) representa la fuente de la masa. En coordenadas lagrangianas esta relacién de
balance toma la forma

Ve © O / [i( By, 1).1]7) — f1®(y.1)] J} dy = 0.

e La ley del balance de la masa en variables de Lagrange

L (pl(y,),1.7) ~ 190y, 0] T =0, 150,

p[®(y,0),0] = po(y)-

Desarrollamos més: cuando p # 0 (J # 0 por hipétesis)
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0=—(p[®(y,t),t] J) — f]®(y,t)] J
GER0.00)  pag
p[®(y, t),t] J p[®(y,1),1]

= p[®(y,t), 1] J

= pl@(y,1),1]J (dtln ey, 11D = 5.4 ) |

Integrando y tomando en cuenta la condicién inicial, tenemos:

(6.1) Pl®(y, 1), 8] J = poly) exp{/o de}

La fuente f puede depender de (x,t) implicitamente, e.g., f(x,t) = F (p(x,t),u(x,t)) donde
F es una funcién dada.

e La ley del balance de la masa en variables de Euler

(6.2) pt + div(pu) = f(x, 1)

La demostracion sigue la demostracion del Lema 5.2.

7. PLANTEAMIENTOS ALTERNATIVOS DEL PROBLEMA

El movimiento de un medio continuo que verifica las Hipdteses 1-4.

e Formulacién Lagrangiana. Dado el campo de velocidades u(x,t), buscamos las trayec-
torias de las particulas fluidas x(y, t) y la densidad p(x,t) y segin las condiciones

c(%c =u(x,t), t>0,
x(y,0) =y € Qo

ecuacién de trayectorias

p[x(y,t),t] Det M = p(y,0),
M= ox la ley de conservacion de la masa
= oy

e Formulacién Euleriana. Buscamos la densidad p(x,t)

pt +div(pu) =0 la ley de conservacién de la masa.

En la presencia de fuentes de masa las leyes de conservacion se sustituyen por las leyes de

balance (6.1) o (6.2).
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8. VARIABLE DE MASA

Se considera el flujo unidimensional
u = (u1,0,...,0), x(y,t)=(z1(y,?),0,...,0), y=(y1,0,...,0), Qy=1CR.

x=xe€eR, y=yekR
e La nueva variable independiente en la descripcién de Lagrange:

y
77:/ p(s,0)ds: Qo =1 +— I' CR,

La variable 7 representa la masa de la sustancia contenida en el dominio (intervalo) (—oo,y).
Cambiamos la variable segun las formulas

g 0 1 o 0
87; = 877 dy ply(n), 0] 8777 = Poafn‘
dn
La ley de conservacion de masa en las coordenadas lagrangianas toma la forma

z(y,t) = X(n, 1),

p[x(y,t),t]xy(y,t) = p(y,O) <~ P[X(ﬁa t)’t]Xﬂ(na t) =1

e Descripcién del flujo en el plano de coordenadas de masa (1), t):

z(y,t) = X(n, 1), R(n,t) = p(n, ),
dx
(8.1) E:u[X(n,t),t], t>0, RX, = 1.
X(n,0) =y(n),

9. TRANSFORMACIONES DE EQUIVALENCIA

Se considera el flujo unidimensional de un medio continuo de densidad p(x,t) y con la
velocidad u(zx,t). Se supone que se verifica la ley de conservacién de masa. En la descripcién
euleriana tenemos la ecuacion de continuidad del flujo

(9.1) pr +div (pu) =0

y en el sistema de coordenadas lagrangianas de masa el mismo flujo se describe mediante el
sistema de ecuaciones (8.1). Derivamos la primera ecuacién de (8.1) en 7, la segunda en ¢ y
comparamos los resultados:

S 0.0 = 5 (%f) . @f) i <R<717»t>> “ <R(’17’”>

lo que implica




0 1 ou
(9.2) 5 (W) = a—n[X(n,t),t].

Supongamos ahora que la velocidad u(z,t) no depende de la variable x explicitamente sino
de forma implicita, a través de p(z,t) v pz(x,t): uw = —¢(p, pz). En este caso la ecuacién
(9.2) se transforma en

(9.3) (;)t + (R6 (R, RRy)), = 0.

Correspondencia entre las soluciones. La relacién entre las ecuaciones (9.1) y (9.3) viene dada
por las formulas

1
w e = [TEDL

La ecuacién original (9.1) y la ecuacién resultante (9.3) son de la misma estructura, lo que
permite considerar la introduccién del sistema de coordenadas de Lagrange de masa como
una transformacién de equivalencia entre las EDPs de un tipo determinado. Llamaremos
esta transformacion L—Transformacion. Notemos especialmente que L—transformacion no
es local pues cambia la estructura de la EDP de forma global sin referencia al punto donde
se relaliza.

Integrando el sistema de las relaciones

1 _
Ty = w, T = —wo <w7 —w 3‘*)77

llegamos a la representacién explicita de L—transformacién:

plat) = w(;t)

:c—/onw(a,t)da—/otw(O,s)gb [w(io), —f’;ggz;} ds.

Formulas (9.5) aparecen de forma natural en el resultado de introduccién del sistema de
coordenadas lagrangianas de masa en una EDP de evolucién que se interpreta como la ley
de conservacion de masa en un movimiento del medio continuo. Al mismo tiempo, formulas
(9.5) expresan la transformacién de Béaklund (o de Lie-Béklund). Dicha transformacién
establece la relacion de equivalencia entre las EDPs aparentemente distintas. Fue descubierta
por W. Strampp (1982), J. G. Kingston, C. Rogers (1982). La transformacién de Béklund es
aplicable a las ecuaciones de evolucién con una variable espacial. Interpretando una ecuacién
de evolucién como la ecuacién de continuidad de flujo segin Euler y describiendo el mismo
proceso en coordenadas de Lagrange de masa llegamos al mismo resultado. Ademads, el
10
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sistema de coordenadas Lagrangianas se introduce de forma natural en una EDP con varias
variables espaciales mientras que la trasformaciéon de Baklund aparentemente no se extiende
al caso multidimensional.

La transformacién inversa a (9.5) viene dada por las férmulas

1
G
n= /0 oy, t)dy + /0 6 [0(5.0), (0, )] ds.

w(n,t) =

e L-transformacién es involutiva (L? = I):

L — (i _P
o(p,p) = Y(p,p) = p¢><p, p3>,

N N A
pw(p, p3> o(psp),

e Anadlisis del grupo de simetrias admitidas por una EDP: permite reducirla a una
ecuacién con menor numero de variables independientes, e incluso a una ecuacién ordinaria,
lo que pueda facilitar su resoluciéon. Este método no proporciona todas las soluciones de
la EDP original, sino aquellas que son invariantes respecto de un determinado grupo de
transformaciones continuas. El método forma parte de la teoria de grupos continuos de
Sophus Lie (1842-1899). El problema primario del andlisis de grupo - la cuestién sobre la
posibilidad de integrar explicitamente una ODE - fue practicamente resuelto por el mismo
S. Lie. Véase [2, 4], [3, Cap. 2| para més informacién sobre el método y sus aplicaciones.

La introduccién del sistema de coordenadas de Lagrange de masa, transforma la ecuacién
(9.1) en una EDP cuyo grupo de transformaciones continuas es mas amplio. Combinando las
coordenadas de Lagrange con el analisis de grupo se puede encontrar nuevas simetrias y, por
lo tanto, nuevas soluciones particulares de la EDP original. He aqui algunos ejemplos de las
EDPs que se transforman una a otra via la intraoduccién de las coordenadas de Lagrange
pero admiten diferentes grupos de simetrias ([3, Cap. 2]):

up=u"2 [exp (u_lux)]x L Wy = (e“’wn)n
U = (u_2/3ux)x é Wr = (w_4/3wn)n
Ut = Ugy é Wr = (UJ_an)n

10. FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS. LEY DE DARCY

La velocidad del fluido en el medio poroso viene dada por la ley de Darcy

k
u= —;V (p + pg2)
11



x(z,y,2), p - densidad, g - acceleracién de la caida libre, p - viscosidad dindmica (tipico de
cada fluido), k -coeficiente de permeabilidad. La ley de Darcy es una relacién empirica. Los
parametros k, p son unas caracteristicas del medio.

e La nueva magnitud porosidad m € (0, 1) - el cociente del volumen ocupado por los poros
V), por el volumen total V' en el torno del punto x. Definicién:

/ P (z,t)dz
S VR densidad

/ dz
Q

p,t

p(X, t) -

SIS

1 /
qn=———— z,t)u(z,t) -n(z)dS(z velocidad de filtracién
o e ) () ds(2)

Velocidad es el promedio en el volumen que podemos definir mediante el flujo de la masa a
través de una superficie S con A = |S|

i )
v-n=——— [ p(z,t)u(z,t) n(z)dS(z velocidad intrinseca
S . Ptz t) - n(e) dS(a)

Ap — el drea ocupada por los poros,
q=mv.

e La ley de conservacién (balance) de masa

0 .
5 (mp) +div(pq) =0

gt(mp) + div (p CI) = f(Xv t)

k
a=- (Vp+pgh)
Para los medios no homogéneos y anisétropos:

1
qz—;K-V@, Vo =Vp+f,

K - matriz de permeabilidad, ® - potencial hidraulico, f — el campo de fuerzas exterior.

e El flujo de un gas en un medio poroso (despreciamos la gravedad):

0 .
E(mp) +div(pu) =0
u=——Vp
7
Se supone que

p=cp’, = const.
12
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FiGUuRrE 3. Filtracion plana en medio poroso

= 1 para procesos isotérmicos, v > 1 en los procesos adiabaticos. Simplificando, llegamos
a la Ecuacién del Medio Poroso:

o _

(10.1) oy =

A(p™), m=vy+1>1

e Problema con fronteras libres: hallar la solucién no negativa del problema de Cauchy
para la ecuacién (10.1)

up = (u™) en S=Rx (0, 7], m>1,

rr

(10.2) u(z,0) = uola) {

>0 cuando z € (—a,a), a < o0,
0 en R\ (—a,a).

e m = 1. La EDP lineal: la solucién viene dada explicitamente por la formmula

_lz—y|?

1
u(z,t) = 7 / uo(y)e” 4 dy, u(x,t) > 0 para todoxz € Ry ¢t > 0.
7t JR

Si up > 0 (aunque puede tener el soporte compacto en R), la solucién es estrictamente
positiva en todo S.

e m > 1. La EDP semilineal revela una propiedad nueva: la velocidad de propagacién de
disturbancias originadas por la funcién inicial es finita, es decir, si supp ug = (—a, a), entonces
para todo t > 0 supp u(x,t) C ({(t),n(t)) con unas funciones ((t), n(t) acotadas.

Soluciones explicitas:

- Ya. Zel’dovich, A. Kolomeets (1950, fisica de plasma),
- G. Barenblatt (1952, movimientos de fluidos y gases en medios porosos)

22
o

u(z,t) =t7¢(€), €=

El problema fisico: el proceso de filtraciéon de un gas en un medio poroso,

a, (0 = const.

u = p — densidad, v = —% (um_l)w — velocidad (la ley de Darcy).
13



La formula explicita para la solucién de G. Barenblatt:

1 I‘Z 1/(m—1)
(10.3) U(,1) = 7y [(A_BtQ/(erl)>:|+

donde A, B son unas constantes positivas a determinar, [-]; = max{-, 0}.

A Um-1

FIGURE 4. Solucién de Barenblatt

La férmula (10.3) representa la distribucién de la densidad del gas en el medio poroso infinito.

Unas propiedades de la solucion de Barenblatt:

(1) La masa es constante. El flujo del gas se origina por la fuente puntual de intensidad
M:

Vt>0 /U(x,t)d:B:M
R

y
U(z,t) — Mo(xz) cuando t — 0, M = M(A, B) = const.

d(+) es la funcién de Dirac.

(2) Fronteras libres. El soporte de la solucién (la parte del espacio ocupada por el gas)
se delimita por las fronteras moviles

((t) =inf{z e R: u(x,t) > 0}, n(t) =sup{z € R: u(x,t) > 0}.
14



Para la solucion de Barenblatt la posicion y velocidad de las fronteras libres vienen
dadas por las formulas

xp=+\/A/M ¢/ (m+1) las posiciones de las fronteras
dx T m .

up=— =+/A/B——t mtl las velocidades de las fronteras
dt m+1

(3) Velocidad discontinua. Segin la ley de Darcy la velocidad del flujo viene dada
m

por la formula p = —71(Um_1)$. Es facil de calcular que para la solucién de
m —
Barenblatt
—2B
(Um1), = Tx para U > 0, (z > 0),
0 para U = 0.

Las derivadas espaciales son descontinuas en las curvas @ = w(t). Esto significa que la
soluciéon de Barenblatt no es una solucién en el sentido clasico = necesitamos otro
concepto de solucién.

e Soluciones débiles

Definition 10.1. Digamos que la funcion u(x,t) es solucion débil del problema (10.2) si
(1) uwe C%S), (u™), € LE (S),
(2) u>0ensS,
(3) para toda funcién-test ¢ € C1(S), tal que ¢ = 0 para |x| > R con un cierto R > 0,
se verifica la igualdad

t=to

(10.4) Viti,ta € [0,T] / [udr — dp(u™)g] dedt = /ud)da:
S

R

t=t1

e Descripcién lagrangiana En el sistema de coordenadas de Lagrange el problema (10.2)
toma la forma

{ uxy =uy en(—a,a)

rp=—— @™, £>0,  2(y,0)=y € (~a,a)

m—1
Introduciendo la coordenada de masa y las nuevas incognitas,

n= /y uo(s)ds : (—a,a) — (0,2b), X(n,t) =z(y,t), U(n,t) = u(x,t),

—00

llegamos al sistema de dos ecuaciones para las incégnitas X (la posicién de la particula) y U

(la densidad):
15



UX,=1 en(0,2b)
X = _(Um)n t>0, X(Tla 0) = y(77) € (07 2b)

Sean

C=n—>b Y()=Xn), V(t)=Unt).

Entonces el sistema de ecuaciones que describe el flujo del gas toma la forma

Yi=—-(V")¢ t>0, Y (¢,0) =y(n+0b) € (—b,b)

Derivando la primera ecuacién respecto de ¢ y la segunda respecto de (, podemos excluir la
incognita Y y reducir el sistema a una tnica ecuaciéon para V:

(10.5) { VYc=1 en(=bb)x(0,T)

(10.6)

{ Vi = V2V, (n,t) € (=b,b) x (0,T),
U(ib7 t) =0, U(nu 0) = UO(y(n»'

e Soluciones explicitas en el dominio rectangular: buscamos una solucién particular en
variables separadas

V(n,t)=2#)Q(n).

Sustituyendo en la ecuacién (10.6) tenemos que

'(1)Q(n) = " (H)Q(n) (Q™ ()" =0,
Q(+a) =0,

y, si ® #£ 0, podemos presentar la ultima ecuacioén en la forma

q)/
e = QQ™)" = =), A = const > 0.

La parte izquierda no depende de 7, la parte derecha no depende de t = ambas partes
son constantes.

Integracion directa:

K —1/(m
O e K = (1) VO

EDO para R(n) = Q™(n): R(n) es una funcién par,

R"=—AR™Y™ parane (0,b), R(b)=0, R (0)=0

1 N21 _ pIpl Yy p!p—1/m _ —mA (m—1)/m !
SURYY = RR' = -AR'R —m_l(R )
2mA m—1 m—1
(R)(n) = —"= |C5F = R* ()]

16



C = R(0) es la constante de integracién.

Qm)\ m—1 m—1
Rl(’?):i\/m\/c o — R (n)
m+1 dz 2mA
C’"‘liw =\

J:l—Z 7;17Z:(1—O')m—1

Z =R/C €]0,1],

Az = - (1 —o)m1 do

m—1

mit [Io(R/O)TT . —
(10.7) Cmti (1 — o) Lod—1 g = 5/ 20— DA
0 m

La constante C viene dada por la expresién

Cﬁ[p’(l- m >:b 2(m — 1)\

2"m—1 m
B (-, -) es la funcién-beta de Euler. La funcién Q = RY™ con R definida por la férmula (10.7)
es el homdlogo de la solucion de Barenblatt en el plano de las variables lagrangianas de masa.

il

e Aunque el sistema (10.5) y la ecuacién (10.6) puedan parecer mateméticamente més compli-
cadas que la ecuacién original (10.2), la ventaja de usar las coordenadas lagrangianas de masa
consiste en el hecho de que el soporte de la solucién es conocido de antemano pues la masa
total del fluido es constante para todo ¢t > 0. Esto simplifica el anélisis del comportamiento
de las fronteras libres que demarcan el soporte de la solucién.

SUppP p L

supp V

n

3 4

F1GUre 5. El soporte de la solucién es immévil en el plano (7, t)

Esta idea fue propuesta y realizada, independientemente y casi en el mismo momento,

por J. Berryman (1980), A. Meirmanov, V. Pukhnachov (1980), M. Gurtin, R. McCamy,

E. Sokolovsky (1984). Las motivaciones de estos investigadores eran distintas. J. Berryman
17



estudiaba la cuestién de estabilidad de la solucién de Barenblatt y introdujo las variables
lagrangianas con el fin de convertir el soporte de la soluciéon en un dominio independiente del
tiempo. A. Meirmanov y V. Pukhnachov propusieron este cambio de variables para analizar
el problema de Stefan en glaciologia. M. Gurtin, R. McCamy, E. Sokolovsky buscaban un
método fiable que permitiria resolver numericamente el problema (10.1) con fronteras libres.

e Equivalencia entre los planteamintos euleriano y lagrangiano. A continuacién
analizaremos la situaciéon maés simple cuando se puede probar, de forma matemaéaticamente
rigurosa, la equivalencia entre los problemas (10.2) y (10.5).

Definition 10.2. A pair of functions (Y,U) is said to be a solution of problem (10.5) in
Qr = (=b,b) x (0,T) if

(1) supg,. |[V] <00, V>0 a.e. in Qr,

(2) (V™)¢, Yy € L*(Qr), and

(10.8) i+ (V™)e=0, VYe=1 uae inQr.

Theorem 10.1. Los problemas (10.2) and (10.5) son equivalentes en el sentido siguiente: el
problema (10.2) tiene una solucion en el sentido de la Definicion 10.1 si y solo si el problema
(10.5) tiene una solucidn en el sentido de la Definicion 10.2.

Proof. (1) Sean u(x,t) una solucién del problema (10.2) y Y (¢, t) la funcién definida por la
la formula

Y(¢t)
(= / u(s,t)ds —b e [—b,b].
—o0
Y ((,t) es mondotona creciente para cualquier ¢ fijo, lo que hace consistente la definicién de

Y y nos permite elegir ( como la nueva variable independiente. Para cualquier funcion—test
®(x,t), que satisfaga las condiciones de la Definition 10.1, definimos

f(G 1) = 2(Y((,1),t) = B(x,1)

y la funcién U(n,t) = u(Y(¢,t),t). Por la definicién [|U||poc(q@) = [[ullrec(sy) ¥y U = 0 en
c.t.p. de Qp. Para c.t. ¢t € (0,7) ¢ es monotona como una funcién de Y y, por lo tanto, es
diferenciable en c.t.p. Esto implica la veracidad de la segunda ecuacién de (10.8). Es facil de
comprobar que

0 0
o Vo
(@, )|y ey =V fos Do, )| poy ey = St = V Ve fo

aC=vdy, VY =1,

Usando estas formulas comprobamos que para cualquier funcién ®(z,t) € C°(R x [0, T]), tal
que ®,, ®; € LlQOC(ST),
18



M
[ ewtlycnvidcat| < [0 dc+ [ ulwi]deat < oc,
QT -M ST

m m m—
QT

asi que Y; y (U™)¢ son elementos del espacio dual a L?(Qr). La sustitucién x = Y ((, )
transforma (10.4) en la relacién siguiente:

t=T

t=0

0 :/[ufbt — B, (V™) d:vdt—/u(x,t)q) d:v‘

St R

=/ﬁmﬁ—mwa—kw B /f<t

b
= [ pacar— [ sc.o| )~ [ Vi
Qr b Qr

—/vnm+@mwaw
QT

== / q)w(x’t)’z:Y(C,t) [Ye + (V)] dddt.
Qr

La afirmacién sigue porque ®,(Y,t) € L?>(Qr) y ®(z,t) es arbitraria.
(2) Sea (Y,U) una solucién del problema (10.5). Introducimos la funcién
u(z,t) = 4 U t) para @ =Y (n.t) con (1.1) € Qr,
0 en el caso contrario.

Sea ®(x,t) una funcién—test arbitraria de las condiciones de la Definicién 10.1. Sea f(n,t) =
®(Y(n,t),t) = ®(x,t). Entonces

b . Y (b,t) .
/bf(C,t)dC‘t: /M (Y, )V (¢, t) dY‘ R/@(:ﬁ,t)u(ag,t)dm o

Por el otro lado,
19



b

[T = [HED g [ RTG0D i

dt dt
—b Qr QT
_ / (@:(Y, 1) + B, (V.4)i] dCdt = / UV, 1) + Bp(Y, )VY] dYdt
Qr Qr
_ / [V@t(Y,t)—QE(Y,t)V(Vm)J dY dt
Qr
_ / [z, £)8; — @, (u™),] dudt.
St

Comparando estas dos relaciones, llegamos a la identidad integral para la funcién u(x,t). Las
demads propiedades de u(x,t) se comprueban directamente. O

11. PROBLEMA DE CAUCHY PARA EDPS DEL TIPO DIFUSION—CONVECCION—REACCION

A continuacién se presentan algunos resultados del estudio del problema de Cauchy para las
EDPs que pueden ser interpretadas (formalmente) como la ecuacién de continuidad del flujo
en la descripcion de Euler ([3, Cap. 3]). Para analizar el comportamiento de las fronteras
libres se utiliza el sistema de coordenadas de Lagrange.

e Ecuaciones del tipo difusién—conveccién

(11.1) Ug = ((um)x + )\uk)z, en St, m,k, A\ = const
. U(.’L’,O) = UO(:E) > 0, Supp ug = (O7a)'
Interpretacion:
u = p — densidad, v=-——" 1 (w)™ ! = MuF~1 — la velocidad
m [R—

Problema con las fronteras libres x = ((t), = n(t) que delimitan el soporte de la solucién
se transforma en el problema planteado en dominio conocido de antemano:

VY =1,
}/t = 7(Vm) - )‘Vk_l en QT = (7b7 b) X (OaT]a
Y(¢,0) € (0,a),  V(¢,0) = uo(Y(C,0)).
e Filtracién con evaporacién: m > 1, k € (0,1) (conveccién “fuerte”). El fluido ocupa

inicialmente el intervalo (0,a). El soporte de la solucién es semi acotado para todo t > 0y
se mueve hacia izquierda con una velocidad finita

((t)=—oc0 Vt>0, A—Bt<nlt)<K-Lt
20



supp V

3 4
=) 4

FIGURE 6. El caso m > 1, k € (0,1)

con unas constantes A, B, K, L positivas. La ecuacién diferencial de la frontera libre (del
interfaz suelo seco/mojado):

(11.2) n(t) = - (™), + )\uk_l]

lim [
z—nt)— |m—1
Notar que la exresién para la velocidad de la frontera libre es una indeterminacion del tipo
“0 - 00” pues

m m

m—k

1<umfl)x + )\uk’fl — uk:fl [
m —

(u™F), + 1] con k € (0,1).

Se puede demostrar independientemente que la velocidad de la frontera x = n(t) es finita
para cualquier funcidén inicial ug de una clase adecuada. Es necesario entonces que sea

m
lim (v %), = ———.
x—»n(t)( )z m—Fk
Esta igualdad significa que el valor de la derivada espacial sobre la frontera libre es prescrito
y no depende de la funcién inicial.

e Conveccién “débil”: la ecuacién (11.1) con los parametros m > 1, k > 1. En este caso la
ecuacién de la frontera libre tambien viene dada por la formula (11.2), pero el termino u*~!
se anula en la frontera.

e Ecuacién de difusion-reaccién
{ up = (U")gz + f(u), en Sy, m>1

u(2,0) = up(x) > 0, suppuo = (0, a).

La ecuacion se interpreta como la ley del balance de masa en la descripciéon de Euler
(6.2). Su homologo en coordenadas de Lagrange (de masa) es la ecuacién (6.1):

1 LV
Ygzvexp</0 f(v)dt>.
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At

supp u

X
FIGURE 7. El caso m > 1, k > 1: el soporte queda acotado para todo ¢t > 0

El sistema de EDPs equivalente en el plano de coordenadas lagrangianas de masa tiene la
forma

t
VY, = exp ( / f(VV) dT) balance de la masa,
0

t
Y +exp (— / f(VV) dt> (V™)e¢=0 ecuacion de trayectorias
0

La ley del movimiento de las fronteras libres (la ecuacién de Darcy)

05t o (- 200)

e Introduccion de la presion artificial

(113) { w = (W) + fu), en Sp, m> 1

u(2,0) = up(x) > 0, suppu = (0, a).

Interpretamos (11.3) como la ley de conservacién de masa en el movimiento de un fluido con
la densidad u y la velocidad

m

vV=- (Um_1>3: + Dz

m—1
donde p es una nueva incognita:

w + [u (—m”z ("), +pz>} =0

T

Buscamos p(z,t) como la solucién de la ecuacién

a (ugg) — f(w)

En el plano de coordenadas lagrangianas de masa
22



VYC =1 en QT,
Y;+ (V™) =P =0,
V(VP:)c+ f(V)Ye=0.
Aunque la masa de todo volumen no se conserva, la solucién del sistema en coordenadas

lagrangianas nos proporciona un subdominio que se adjunta a la frontera libre y que conserva
su masa. Luego continuamos esta solucién al resto del dominio.

At At

X C
Ficure 8. El problema en coordenadas lagrangianas permite construir una
solucién de masa constante en cualquier dominio Dy N {t = const}

¢ Ecuacion no local en dinamica de poblaciones. Otro ejemplo es el problema de Cauchy
para la EDP no local que surge en el modelado matematico de la dindmica de poblaciones
[1], [3, Sec. 24.8]. Se considera el problema de Cauchy

ut:(um)mﬁ—{u(/;u(y,t)dy—/;Ou(y,t)dyﬂ:D en S, m>1,

(11.4)
u(z,0) = ug(z)en R.

Interpretamos la ecuacién (11.4) como la ecuacién de continuidad del flujo del fluido con la
densidad wu(z,t) y la velocidad

V= —%(um_l)r - </_xoo u(y,t) dy — /xoo u(y,t) dy) :

La introduccién de la coordenada lagrangiana de masa

T
(= [ wwidy: 0.d) 0.1
transforma la ecuacién (11.4) (véase (10.6)) en la ecuacién para la densidad v((, t) = u[z((, ), ]

1

<U>t + (WM +2=0 en@Q=(0,b) x (0, T7.
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Las fronteras que delimitan el soporte de la solucién vienen dadas por la siguiente general-
izacién de la ley de Darcy

o) =a bt~ tm [ @G0

b—
;
€(t) = == Jim_ [ (@")c(ct)dc

En la ecuacion del medio poroso las fronteras libres son siempre mondtonas y el soporte de
la solucién solo puede expandirse debido a la ley Darcy. A diferencia de esta situacion, las
funciones n(t) y £(t) ya no tiene porque ser monétonas y el soporte de la solucién puede tener
la forma del “reloj de arena” (en el plano (z,t)).
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