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La perspectiva de la mecdnica geométrica

Mecanica analitica y geometria diferencial estan estrechamente
relacionadas.

Pregunta mas habitual de la mecdnica geométrica:

“/ Cudl es la formulacion geométrica de esto?”
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La perspectiva de la mecdnica geométrica

Ejemplo  Ecuacidn diferencial ordinaria, de primer orden, auténoma:

donde f: U — R" es una funcién vectorial en un abierto U C R" y las
soluciones son caminos x: | — U, (I C R intervalo abierto).

El cambio de variable dependiente y = ¢(x) transforma la ecuacién en

siendo

g(y) =De(e(y))-fle(¥))-

No se pasa de f a g mediante el cambio naif g = fop 1! U L R"

Aunque f parece una funcién vectorial, en realidad es
. . ) . 22
la expresidén coordenada de un objeto mas complejo: un g

campo vectorial. vV
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La perspectiva de la mecdnica geométrica

(sigue el ejemplo)
Formulacién geométrica del concepto de ecuacién diferencial ordinaria de
primer orden y auténoma en una variedad M:

@ X campo vectorial en M
o sea, seccion del fibrado tangente 7yy: TM — M
@ v: | — M camino en M
tiene un levantamiento candnico %: I — TM (velocidad)

X define una ecuacién diferencial y v es una solucién (curva integral)
cuando

4= Xon. ™

)

/47>M

Su expresién coordenada es de la forma x’'(t) = f(x(t)).
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La perspectiva de la mecdnica geométrica

En general, no existe una tnica formulacién geométrica de algo, sino
varias, que pueden corresponder a distintos grados de generalidad en el
planteamiento del problema, o en las propiedades de las soluciones.

Otras preguntas frecuentes:
“Esta condicion, jqué significa?”

“Esa condicién, jcuando se cumple?”
“Aquellas construcciones, jqué relacion guardan?”
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La perspectiva de la mecdnica geométrica

Ejemplo La derivada

Dada una aplicacion F: M — Ny x € M, tenemos la aplicacién tangente
TXFZ TXM — TF(X)N'

Si F es una funcién real, F: M — R, también tenemos la diferencial
dyF: T,M — R.

Ejemplo Ecuacién diferencial ordinaria de primer orden no auténoma

Se puede definir mediante X: Rx M — TM, 0 X: Rx M — Rx TM, o
X:RxM—TRxM), ...

En lugar de R x M, podriamos considerar un fibrado N — R.

Ejemplo Formas diferenciales cerradas y formas diferenciales exactas

Campo electromagnético en el espacio-tiempo: F € Q%(M).

En el vacio dF = 0 (2-forma cerrada), por tanto (lema de Poincaré) tiene
un potencial local.

iPuede escribirse globalmente F = dA, siendo A € Q}(M)?
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La mecanica hamiltoniana

Sistema dindmico hamiltoniano (independiente del tiempo): (M,w, H)

o variedad diferenciable M (espacio de fases)
e forma simpléctica w € Q?(M)
o dw = 0 (cerrada)
e w es no-degenerada
e funcién H: M — R (hamiltoniana)
(M, w) es una variedad simpléctica.

w no-degenerada: paracada x € M, wy: TyM x T, M — R es
no-degenerada (por tanto dim M = 2n), se tiene un isomorfismo
Wx: TyM — TiM, y globalmente &: TM — T*M.

Campo hamiltoniano de H: Zy =&~ o dH € X(M):

iz,w=dH.
Define la ecuacién de Hamilton

§=2Zyok. (igw=dHo¥)
Paréntesis de Poisson de dos funciones:

{f.g} = W(Zfazg} =Zg-f.
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La mecanica hamiltoniana

Expresién en coordenadas (x') (1 < i < 2n):
af 3g

R N = —
) axi (9xf'{ 8} axi 8x/
donde (w”) es la matriz inversa de (wj;).

w= iw;jdx"/\dxj, Zy =

: : i OH
Ecuacién de Hamilton: %/ = ——w"”
ox'
Siendo w cerrada es localmente exacta: w = —df, con 8 € Q}(M).

M4s alin (teorema de Darboux), existen coordenadas canénicas (q'; p;)
(1 < i< n), en las cuales

w=dg' Adpi (y0=pidq’).

OH 0 0OH 0 _of 0g  Of Og

o fol=—_2° _ -
9p; 0q'  dq Op; yif. £} dq' dp;  9p; Oq'
La ecuacion de Hamilton se escribe

En ellas Zy =

(]' = oH / 3[),‘
pi= —0H/9q'
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La mecanica hamiltoniana

Ejemplo basico de variedad simpléctica:
el fibrado cotangente de una variedad, M = T*Q.

Estd dotado de una 1-forma y una 2-forma canédnicas, fg y wg = —dfg.

Dadas coordenadas (g') de @ cualesquiera, y las coordenadas naturales
(gi; pi) de T*Q correspondientes, se expresan

0o =pidg’,  wo=dg Adp:.
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La ecuacién de Hamilton—Jacobi

La ecuacién de Hamilton—Jacobi aparece asociada a la teoria de las
transformaciones candnicas.

Sea (g, p) un sistema de coordenadas canénicas (w = dg' Adp;) de M, y
(@, P) otro sistema de coordenadas.

Estas son canénicas sii dg’ Adp; —d@' AdP; = 0.

Localmente significa que, para cierta funcién S,

pidg' — PidQ" =

Supongamos que en el entorno de un punto las funciones (q, Q)

=det 29 0)

constituyen un sistema de coordenadas. (det

Entonces se puede expresar S(q, p) = Si1(q, Q).

S1 se denomina funcién generatriz, puesto que las relaciones
05 051
Sop Zo—p
aq 0Q

determinan la transformacién de coordenadas.

Reciprocamente, cualquier funcién S; tal que det(92S;/0q0Q) # 0 genera
una tal transformacién.
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La ecuacién de Hamilton—Jacobi

Sea K la expresion de la hamiltoniana en las nuevas coordenadas
candnicas, y supongamos que sélo depende de Q: H(q, p) = K(Q). La
ecuacién de Hamilton se escribe

{5
P, = —0K/8Q'

y su integracién es inmediata.

i Existe alguna funcién generatriz que lo permita? Deberd cumplir

Teorema

Sea S1(q, Q) una solucién de la ecuacién precedente, dependiente de n
pardmetros Q, y tal que det(925;/9q 0Q) # 0.

Entonces la ecuacion de Hamilton es integrable por cuadraturas, y las
funciones Q(q, p) determinadas por 0S51/0q = p son integrales primeras.
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La ecuacién de Hamilton—Jacobi

A partir de ahora consideramos la variedad simpléctica M = T*Q.

Ecuacién de Hamilton—Jacobi (independiente del tiempo):

ow
(o5 ) ==

siendo la incégnita una funcién W(q) (funcién caracteristica de Hamilton),
y E una constante.

Teorema

Sea W(q) una funcion.
Supongamos que satisface la ecuacion de Hamilton—Jacobi. En tal caso, si

q, 7
opi dq
ow .. . .
p(t) = a—(q(t)) es solucién de la ecuacién de Hamilton.
q
Reciprocamente, si esta implicacion se satisface para toda q(t), W es
solucién de la ecuacién de Hamilton—Jacobi.

. H w
q(t) es curva integral de §' = oH < 0 ) entonces (q(t), p(t)), con
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Cuestiones planteadas

Algunas preguntas:

@ ;Cémo se expresa geométricamente la ecuacién de Hamilton—Jacobi?

(]

i Qué significan los teoremas anteriores?

(]

i Es relevante la estructura simpléctica?

Si el sistema hamiltoniano estd asociado a un sistema lagrangiano,
ipodemos describir algo anilogo a la ecuacién de Hamilton—Jacobi en
el formalismo lagrangiano?

@ ;Cudl es el significado geométrico de la funcidn generatriz?

@ ;Y el caso dependiente del tiempo?

e Ecuacién de Hamilton—Jacobi (dependiente del tiempo):

oS oS S .
It +H (q, a—q) =0 5(t, g) funcién principal de Hamilton

S(t,q) = W(q) — Et = H (q,%—f) =E.
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Cuestiones planteadas

dq
Sea W: Q — R. Su diferencial es una aplicacion dW: Q — T*Q, y la
ecuacién de Hamilton—Jacobi se expresa

ow
Formulacién geométrica de H (q, > =E.

HodW = (dW)*(H) = E.

Localmente es equivalente a
o*(H)=E, da=0. a € QY(Q)

Propiedades equivalentes:
o da =0,
e a*(wg) =0, (puesto que a*(fg) = «)
o o(Q) C T*Q es una subvariedad lagrangiana.
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Cuestiones planteadas

Sea Y € X(TQ) campo vectorial de segundo orden.

iSe pueden describir las curvas integrales de Y como las curvas integrales
de una familia de campos vectoriales X € X(Q)?

Una subvariedad M C TQ,

de dimensién dim Q,

invariante por Y,

y transversal a la proyeccién 7q,
define X.

Puede haber lagrangianas alternativas Ly, L, para Y.
M = X(Q) puede ser una subvariedad lagrangiana para w;, pero no
para wi,.
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Planteamiento general

Consideremos variedades M y N, campos vectoriales X € X(M),
Y € X(N), y una aplicacién a: M — N.

™ —2%~ TN

A4

M —— N
Las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) ~ curvaintegral de X = & = @ o~ curva integral de Y.

(2) TaoX:Yoa. (XNY)
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Planteamiento general

™ —%~ TN

{40
\ /
M —2—= N

Supongamos que « es un embedding: a(M) C N es una subvariedad
regular y ao: M — a(M) es un difeomorfismo.

Las condiciones precedentes son equivalentes a
(3) Y es tangente a a(M),
y X estd determinado por los otros datos:

X = aj;(y|a(M))'

Hay una biyeccidn entre las curvas integrales de X y las curvas integrales
de Y que pasan por a(M).
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Planteamiento general

™ —2~ TN
X?l i%
\ /
M —2—= N

Supongamos que « es una seccién de un fibrado 7: N — M.

Entonces X viene dado por

X=TroYouq.
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Planteamiento general

TQ _ e T(TQ)

I

Q —2 > TQ
Supongamos:
@ Y es un campo vectorial de segundo orden en TQ (T7 o Y = Idrg).

; 0
aq,' +a (q7 V)W)

@ «a es una seccién de TQ = Q (un campo vectorial).

(En coordenadas: Y = v/

Entonces

X =a.
TQ —X T(TQ)

1,

X |
Q4X>TQ
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Problema de Hamilton—Jacobi hamiltoniano

TQ —% T(T*Q)
e H: T*Q — R hamiltoniana

1
) QQ S QI(T*Q), wqQ = —dGQ S Q2(T*Q) X‘.\ \L );ZH
@ Zy campo vectorial hamiltoniano Q a T Q
Problema de Hamilton—Jacobi hamiltoniano generalizado: Tavo X = Zy o av.

X se puede obtener a partir de a:

X=TroZyoa=FHo . FH: T*Q — TQ derivada fibrada

El problema de Hamilton—Jacobi hamiltoniano generalizado equivale a
(4) ixda + a*(dH) = 0.
La relacién viene dada por

vl(X,ixda + a*(dH)) = Ta o X — Zy o

donde vl: T*Q x o T*Q — V(T*Q) C T(T*Q) (levantamiento vertical).
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Problema de Hamilton—Jacobi hamiltoniano

Problema de Hamilton—Jacobi hamiltoniano (restringido): « tiene que
satisfacer

da =0,
lo que significa que
« es una 1-forma cerrada.

Ademids a(Q) C T*Q es una subvariedad lagrangiana.
Bajo esta condicién la ecuacién de Hamilton—Jacobi es equivalente a

(5) a*(dH)=0
o, lo que es localmente lo mismo,
(6) a*(H) = H o« = constante.
Escribiendo localmente
a=dW W:Q—R

la ecuacién de Hamilton—Jacobi se escribe H o dW = constante.
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Problema de Hamilton—Jacobi lagrangiano

o L: TQ — R lagrangiana regular TQ X T(TQ)
o £, : TQ — R energia lagrangiana 1

o 6, € QY(TQ), wi = —df; € D2(TQ) *\ i i jy
@ iyw; = dE; campo vectorial lagrangiano Y Q TQ

Problema de Hamilton—Jacobi lagrangiano generalizado: TX o X = Y o X.

Es equivalente a
(7) ixX*(wr) = X*(dEL).
Relacién:
(X, —ixX*(wi) + X*(dEL)) = FPLovI™ o (TX 0 X — Yg 0 X),

vl: TQ xo TQ — V(TQ) C T(TQ) (levantamiento vertical)

donde -
ON% 721 TQ x TQ — TQ xo T*Q (hessiana fibrada)
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Problema de Hamilton—Jacobi lagrangiano

Problema de Hamilton—Jacobi lagrangiano (restringido): se exige que X
satisfaga

X*(wr) =0,
lo que significa que
X*(6L) es una 1-forma cerrada.
En tal caso, localmente
X*(0r) = dW. W:Q—R

Ahora X(Q) C TQ es una subvariedad lagrangiana.
Bajo esta condicidn, la ecuacién de Hamilton—Jacobi es equivalente a

(8) X*(dEL) =0
o, lo que es localmente lo mismo,

(9) X*(EL) = constante.
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Equivalencia entre las formulaciones lagrangiana y
hamiltoniana

o L: TQ — R lagrangiana hiperregular
e FL: TQ — T*Q derivada fibrada (transformacién de Legendre)
o H=FL,(E): T*Q —R

Teorema

La aplicacion
X—a=FLoX

es una biyeccion entre las soluciones del problema de Hamilton—Jacobi
lagrangiano [generalizado/restringido] y las soluciones del problema de
Hamilton—Jacobi hamiltoniano [generalizado/restringido].

Xavier Gracia (UPC, Barcelona) Ecuacién de Hamilton—Jacobi y mecanica geométrica 24 /29



Soluciones completas

En el caso lagrangiano (por ejemplo) una solucién completa es un
difeomorfismo

O:QxN—=TQ

(o, tal vez, un difeomorfismo entre abiertos “grandes” de estos espacios)
tal que, para cada A € A, la aplicacién X)(g) = ®(g, A) es un campo
vectorial solucién de la ecuacién de Hamilton—Jacobi. A C R" es un
espacio de parametros.

Dichos campos vectoriales son una solucién completa en el sentido de que
las imagenes X)(Q) recubren todo TQ, y por tanto permiten describir
todas las curvas integrales de la dindmica lagrangiana.

El mismo concepto se aplica sin mds al caso hamiltoniano:
V: QxAN—T*Q.
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Soluciones completas

Relacién entre soluciones completas y constantes del movimiento.

@ Supongamos que hay n integrales primeras fi, ..., f, de la dindmica Y
tales que Ff, ..., Ff, son linealmente independientes
= £, = ¢; (¢; € R) foliacién transversal a 7: TQ — @
= despejamos ¢(q; c)
= campos vectoriales X, .. ), son solucién completa
@ Supongamos una solucién completa ®: Q@ x A — TQ
— las funciones que definen la foliacién son integrales primeras:
F:pr20¢_1: TR — ANCR"

Ademds, las soluciones satisfacen X3 (w;) = 0 sii las funciones f; estan en
involucién, {f;, i} = 0.
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Ejemplo: oscilador arménico bidimensional

1
L=3(+y"=x* =y
Ecuacién de Euler-Lagrange: X+ x =0, y+y =0.
Forma simpléctica: w; = dx Adx+dy Ady.
1 1
A partir de las integrales primeras E(x2 +x%) = E, 5()’/2 +y)) =B,
obtenemos una solucién completa

0 0
)([_:17[52 = +/2E; — x2— + 2E, — y27
ox dy

que satisface Xg g (w1) = 0.

(Partiendo de otras constantes del movimiento como xy + xy = C,
xy — yX% = |, se obtienen otras soluciones X para las cuales X*(w;) # 0.)

L' = xy — xy es una lagrangiana alternativa, que describe la misma
dindmica. En este caso w;r =dx Ady +dy Adx, y

X g (wr) = (\/2E’ZX2 - \/2[:_};_}/2) dx Ady # 0.

Xavier Gracia (UPC, Barcelona) Ecuacién de Hamilton—Jacobi y mecanica geométrica 27 /29



Cuestiones adicionales

@ caso dependiente del tiempo
@ lagrangianas singulares
@ sistemas con ligaduras no holénomas

@ ejemplos relevantes

e distancia en una variedad pseudo-riemanniana
e sistemas dindmicos en grupos de Lie
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