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V&(z) # 0 si ®(z) =0, la frontera del abierto regular

Q={xecR?*: —d(x) <0},
es una hipersuperficie 92, dada por el nivel ®(x) =0, con

Vo(z)

, z€0Q,
[Vo(2)|

v(z) = [v(2)]

= (VP(x), V(x)) = [V(x)| - |[VP(x)|, (regla de la cadena).
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proximidades de 0Q2 = [®(x) = 0] las curvas de nivel vienen dadas por

[0() = 1] = [d(x‘”) - t} (¥l = v)

v

v

De hecho ésos son los conjuntos de nivel también lejos de 02 y para
velocidades no constantes, ahora mediante la teoria de soluciones de
viscosidad.
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la ecuacidn eikonal
Geometria computacional. M. Peternell & T. Steiner

Pensemos en el problema

|Vfl=a
u=g

en Q C R?,
en 0X)

se requiere
|0g| < a puntos de frontera regulares

Mediante Geometria Computacional se estudian la equivalencia entre las
soluciones cldsicas cerca de €0 y la superficies desarrollables hasta las

singularidades.
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uE(x,0) = |ee=*™yy(x)|  en RN,
uz(x,0) = wo(x) en RN,

e (x,t) = seés(x’t)v(x, t)

e = ’ vie = k(x, t)Av + Vk - Vv‘ (ondas generalizada)

=|5; = Vk(x, t)|VS|| (eikonal generalizada)
i = | VSu +2vS: = k(x,t) (VAS +2Vv - VS) + vVk - VS|
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para algin 6 > 0).

G. Diaz (Matemadtica Aplicada UCM)

indice 30/



La ecuacidén eikonal

Laplaciano infinito

El operador A

Foo(qu):_<zq7q>v qGRN7 ZESN7 NZL
AU = —ZD,-UD,-juDju
ij

F(g, Z) es eliptico eventualmente degenerado
Foo(q,Y) = Fos(q. X) >0  qeRY, X -y e Sk,
(pero no es uniformemente eliptico
Foo(q,Y) — Foo(q, X) > O(traza (X —V)), g € RN, ¥ — Y € S,

para algin 6 > 0).
Por tanto, en general, Au € C? con Au =0.

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM)

indice 30/



La ecuacidén eikonal

Laplaciano infinito en el Calculo de Variaciones

Al minimizar, en una clase funcional adecuada, el funcional

/Qq>(|Duy)dx

G. Diaz (Matemadtica Aplicada UCM) indice 31 /138



La ecuacidén eikonal

Laplaciano infinito en el Calculo de Variaciones

Al minimizar, en una clase funcional adecuada, el funcional

/Qq>(|Duy)dx

Para funciones regulares, se obtiene la ecuacién no divergente, eliptica
degenerada

|Dlu| <<¢|§|>D||) - “"('D“‘)) Booti + “”('D”DA“> =0 en®,

ecuacién de Euler—Lagrange correspondiente.
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a) ®(q) = =lq|’, 1<p< oo (p-Laplaciano)
p

Apu = |DulP™* ((p—2)Ascu+ ]Du\zAu) =0 enQ,
donde

eliptico si p # 2 y uniformemente eliptico si p = 2,
p = 2 (operador de Laplace)
p # 2 en fluidos no Newtionianos y difusiones no lineales.
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donde

eliptico si p # 2 y uniformemente eliptico si p = 2,
p = 2 (operador de Laplace)
p # 2 en fluidos no Newtionianos y difusiones no lineales.

|Dul|*=P

Formalmente,
p—2

Apu — A u, cuando p — oo.
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AU

a—2
0 =Mau = a(1+[Duf) ? <(‘“‘ 1 D

+ Au) en Q,

donde

eliptico si @ = 1 y uniformemente eliptico si a > 1,
a = 2 (operador de Laplace), a =1 (superficie minima, curvatura media,
a # 1, 2 en roturas de placas y fundiciones a temperaturas “elevadas”.

G. Diaz (Matemadtica Aplicada UCM) indice 33 /138



La ecuacidén eikonal

Laplaciano infinito en el Calculo de Variaciones

Dos elecciones:

b) ®(lq) = (1+ ]q!2)% , a>1 (superficie minima)

AU

a—2
0 =Mau = a(1+[Duf) ? <(‘“‘ 1 D

+ Au) en Q,
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0= Ayu = (D?>uDu,Du) = 5<D(yDu\2), Du)
es decir,
|[Dul =1 = Au=0.

Algunas soluciones particulares en RN de la ecuacién eikonal:

u(x) = (p, x) regular,

u(x) =a=£|x —z| regular en RN\ {z},

distancia a un segmento rectilineo  regular en RN\ {cto. unidimensional]
Consideremos

|IDul =1 en RN salvo un conjunto de medida unidimensional nula
|} (L. Caffarelli & M.G.Crandall)
u(x) = (p, x) ) u(x)=a=£|x—z|.
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Problema de Backus. [Backus], [Heiskanen & Moritz], [G. Diaz, J.|. Diaz & J.Otero]

e Suponemos conocida la superficie de la Tierra (S = 0G), el Problema de
Backus trata de la determinacién del potencial externo gravitatorio de la

Tierra a partir de medidas en la superficie del médulo del campo
gravitatorio.
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gravitatorio.

e Denotando por u el potencial newtoniano de la Tierra y por g el médulo
de la fuerza de la gravedad el problema queda en la forma
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u(x) -0  cuando |x| — +o0.
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de la fuerza de la gravedad el problema queda en la forma

Au=0 en R3\ G,
|Vul=g en S,
u(x) -0  cuando |x| — +o0.

e No se han considerados los efectos de la rotacién de la Tierra. Puesto
que la gravedad puede ser facilmente medida tanto en la tierra como en el
mar el problema es bastante realista.
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e Suponemos conocida la superficie de la Tierra (S = 0G), el Problema de
Backus trata de la determinacién del potencial externo gravitatorio de la
Tierra a partir de medidas en la superficie del médulo del campo
gravitatorio.

e Denotando por u el potencial newtoniano de la Tierra y por g el médulo
de la fuerza de la gravedad el problema queda en la forma

Au=0 en R3\ G,
|Vul=g en S,
u(x) -0  cuando |x| — +o0.

e No se han considerados los efectos de la rotacién de la Tierra. Puesto
que la gravedad puede ser facilmente medida tanto en la tierra como en el
mar el problema es bastante realista.

e Un problema andlogo surge en Geomagnetismo. Control Optimo de
reflexiones.
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Mecdanica de Medios Continuos

La ecuacién de Burgers

Versién simplificada de la ecuacién de Navier—Sokes de la Mecanica de
Fluidos

presion fuerzas interiores (viscosidad)
1 1 AN
wt(aVe) = - oVp+ o of 4 vAu
— p \p./
inercia

fuerzas exteriores

donde u es el campo de velocidades, p es la densidad y p la presién en un
fluido incompresible y homogéneo y Re = v~1 es el niimero de Reynolds .
Para el caso escalar a presiéon constante

Ve + Wiy = Vi (ec. Burgers viscosa)

Introducida por A. R. Forsyth (1906), analizada con detalle por J. M.
Burgers en 1940, (hueristicamente), para una distribucién inicial que era
ruido blanco.
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El método de la viscosidad evanescente

(ec.viscosas)

v_ vV
vV=uy

uy + F(uy) = vug, T v + (F(v))x = v
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La ecuacién de Burgers

ue + |2 = vue 5 ve+ (VA)yx = vv  (ec. Burgers viscosa)

El método de la viscosidad evanescente

(ec.viscosas)

uf + f(uy) = vuy, e vi £ (F(v¥))x = v,
I (v—0)
ur+f(ux) =0 = ve + (f(v))x =0
Hamilton—Jacobi ley de conservacién

(ec. no viscosas)
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uy = div kVu ’ecuacién de transmisién del calor‘
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uy = Au™ ’ecuacic’m de los medios porosos‘

Modela flujo de un gas isentrépico a través de un medio poroso, radiacién
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m—1
v=——u
ur = Au™ = vi = (m—1)vAv + |Vv|?
v {ofu=0
vi = |Vv|?
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Los trabajos de R.W. Hamilton

W.R.Hamilton (1805-1865)

En 1831 W.R. Hamilton

trayectorias de las particulas en campos potenciales

] analogia

caminos de los rayos de luz en medios con indice de refraccién que varian
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Sistemas mecanicos

Segunda Ley de Newton: El cambio de la cantidad de movimiento de un
cuerpo es igual a la fuerza que actda sobre él

2 — — — — —
J,mr (t) = F = f externas+ /f inerciales+ /f electromagnéticas + f ligadura

dt

con velocidades no excesivamente grandes.

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM) indice 45 /



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Teoria de Hamilton—Jacobi. Sistemas mecanicos

(t, 7 (t), _;>(t)) Newton
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Sistemas mecanicos

(1] — [ ]
mr (t) = f(t, r(t), r(t))| Newton coordenadas
En general
T € E3 posicién
sistema mecénico‘ — . 5 estado del sistema
r € E° velocidad
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Sistemas mecanicos

(t, 7 (t), T (t))| Newton coordenadas

En general

— 3 - s
: : r € E° posicién :
sistema mecénlco‘ — . 5 ) estado del sistema
r € E° velocidad

Para no depender de las coordenadas

q € E" coordenadas
sistema mecénico‘ — KX _ estado generalizado
q € E" velocidad
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Espacio real (E3) Espacio de configuraciones (E")
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Configuraciones

Espacio real (E3) Espacio de configuraciones (E")

(v, 7) (d.4)
Estado real (E3 x E3)  Estado de cofiguraciones (E" x E")
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Principio de minima accién (Hamilton): las trayectorias entre dos
instantes, siguiendo una ley mecanica, no es arbitraria, optimiza alguna
accién (la naturaleza no da puntada sin hilo)

Ese pensamiento no es nuevo
Las desigualdades isoperimétricas en los griegos cldsicos.
Todo lo superfluo desagrada a Dios y a la naturaleza.

Todo cuanto desagrada a Dios y a la naturaleza es malo.
DANTE ALIGHIERI, hacia 1300.
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Dos pioneros cercanos:

Pierre de Fermat (1601-1665)
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Principio de Hamilton

Principio de minima accién (Hamilton): las trayectorias entre dos
instantes, siguiendo una ley mecanica, no es arbitraria, optimiza alguna
accién (la naturaleza no da puntada sin hilo)

Dos pioneros cercanos:

Pierre de Fermat (1601-1665) Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759)

@ Principio de Fermat (1657): el camino entre dos puntos que recorre
un rayo de luz es aquel que requiere un tiempo minimo.

@ Principio de Maupertius (1744): en todo cambio que se produce en la
naturaleza, la cantidad de accién ha de ser la minima posible.
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Célculo de Variaciones

Se trata de optimizar

I[q] :/tQL(s,ﬁ)(s),%)(s))ds accién

[ ]

— — . : I
donde L(t, q, q') es el Lagrangiano, dado por el sistema mecanico, es
decir, se trata de encontrar la posicién generalizada cuya primera

- -7 —
variacion, 61I[ q], sea nula, con

A= [ L. T6)+ 0 (6 )+ 5@~ [ L5 F(s), q()as

1
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Célculo de Variaciones

Se trata de optimizar

I[q] :/tQL(s,H)(s),%)(s))ds accién

L]

— — . . (o
donde L(t, q, q') es el Lagrangiano, dado por el sistema mecanico, es
decir, se trata de encontrar la posicién generalizada cuya primera

- -7 —
variacion, 61I[ q], sea nula, con

t °

SI] = / L5 T+, T+~ [ L ) T(5)ds

1 t1

23

= 56(1‘1) = (5?(1‘2) =0.
q(0)+6q(1)
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Célculo de Variaciones

Se trata de encontrar la posicién generalizada con primera variacién nula,
para
5q(t) =a7(t), «eR, 7 €Cp, 7 (1) =7 (2) = 0.

Entonces para q'(t;a) = q(t) + a7 (t), |a| < 1 formamos

119 (£ 0)] = / CLs G (s) + 0T (). G (s) + a7 ($))ds,

t1
de donde

I[q(e] <1a(t )] dI[q(t; )]

6 Vel <1 = dl[q]= T do
I[q(t; )] <1[q (1)] =0
con lo que
dI
SI[q] =0 — =0.
[q] = .
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G. Diaz (Matemadtica Aplicada UCM) indice 53 /138



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Teoria de Hamilton—Jacobi. Ecuaciones de Lagrange

dl, 2 (9L oq OLAIq 9L 0 0L\ oq
da =) \og00 " o |47 ) \og .= ] 9"
t 8? t 83)

} q(tia) =q(t) +a7(t)
_/fz oL 0 OL nds
y \0dq 8ta&

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM) indice 53 /138



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Teoria de Hamilton—Jacobi. Ecuaciones de Lagrange

dl, 2 (9L oq OLAIq 9L 0 0L\ oq
da =) \og00 " o |47 ) \og .= ] 9"
t 8? t 83)

} q(tia) =q(t) +a7(t)
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| Lema Fundamental C.V.
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dl, 2 (9L oq OLAIq 9L 0 0L\ oq
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t 8? t 83)

()
y \0dq 8ta& K

| Lema Fundamental C.V.
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@ El Principio de Hamilton no se refiere a ninguna coordenada

([ L. ) ) as—o

1

parece mas fundamental, pues todo estd en la integral.
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L= K — \%
~~

energia cinética

Asi, para ?(t,?, T)=-VV(T)y (7, 7)=(9q,q) se tiene

energia potencial

. 1 . ——
L(t,d,d) = sm[q* - V(q)
energia cinética
’ 0 oL  OL e hd
oq 9
(ec. de Lagrange) (22 Ley de Newton)
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Interesa reduccion de orden mediante W = ¢ se obtienen 2n ecuaciones

. — —
de primer orden en t para (q, w).
Para buscar una reduccién simétrica
— . OL
p =
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Interesa reduccion de orden mediante W = ¢ se obtienen 2n ecuaciones
. — —
de primer orden en t para (q, w).
Para buscar una reduccién simétrica

— . OL . .
P = — momento generalizado o conjugado
oq
entonces la ecuacién de Lagrange queda
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2, ~~ oL
P = 7q
q
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Espacio de fases. Hamiltoniano

Ahora

Espacio de fases (E" x E")

Ademds, mediante la transformacién de Legendre se introduce el
hamiltoniano

H(t? a)a B)) = <E>a ﬁ) - L(t7 a)’ ﬁ))
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NI ——
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Para . .
H(t,q.P)=(q,p)-L(t,q,7q)
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( P = 8—%, %) = —£ ec. de Lagrange
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El hamiltoniano

satisface
hd OH
a) = 6j(t’ 5)7 B))
o 8pH ecuaciones caracteristicas de Hamilton
P = ——=(t9,P)
aa} ) M

(2n ecuaciones “simétricas’ de primer orden en t para (q, p) )
Entonces

T T, 5(0) = D160, F0) = — 5 (6T (0, ()
con lo que %(t,?(t),é}(t)) = 0= H(t, q(t), p(t)) = constante
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energia cinética

L] L] 1 L]
F)=(a.7) - Lt 9. @) = julaP + V()
— energia potencial

energia cinética

entonces
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——

1 L]
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w0 () =0 =
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En lugar de
0 0L 0L
— -—=0 (n ecuaciones de segundo orden en t)
ot .2 0q
dq
6
° OH
7= Beaw
. P (2n ecuaciones de primer orden en t)
P o= )
a? ) )

se quiere resolver

q ,V?S) = ecuacién de Hamilton

se ha reemplazado el momento conjugado p’ por V5 S. Se dice que
S(q, t) es funcién principal de Hamilton
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Ecuacién de Hamilton

Una solucién completa es S(q, t; @), @ € E”
Formalmente

P =VgS(dq,6d) vy =VaS(d,6a

definen implicitamente el movimiento q (¢; E),ﬁ) y p(t; E),ﬁ).
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Para hamiltonianos independientes de t, es decir, H(q, p)
(habré conservacién de la energia) es posible

variables separadas

S(q,t;@) = T(t)+W(q;d)
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Para hamiltonianos independientes de t, es decir, H(
(habré conservacién de la energia) es posible

variables separadas

S(@,t;@) = T()+W(q:;a)
con lo que la ecuacién de Hamilton queda

T'(t) = —constante = H(q, VﬁW(ﬁ); @)
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Para hamiltonianos independientes de t, es decir, H(
(habré conservacién de la energia) es posible

variables separadas

S(@,t;@) = T()+W(q:;a)
con lo que la ecuacién de Hamilton queda

T'(t) = —constante = H(q, Vo W(q; @))

q
es decir,
funcién caracteristica de Hamilton
—
S(q,t; @) = —BEt + W(q;a)
con
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: , P >
En sistemas conservativos la relacién p = mq lleva a

1 [ ]
H(t, ¥, p)= —|p?+ V(7)
2m
N——

L . energia potencial
energia cinética
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— >
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Ecuacién de Hamilton

— >
En sistemas conservativos la relacién p = mq lleva a
1 .2,
— — —
)= 5 IPP+ V(7)
v energia potencial

energia cinética

0S 1 °
3 + o —>|2 + V(?) =0 ecuacién de Hamilton

y la funcién caracteristica de Hamilton viene dada por

Vg W[ =2m[E - V(7).

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM)
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o | f('r',t) = constante

e | f(7") = constante | es una superficie (conjunto de nivel)

es una superficie que se “mueve con el tiempo”
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e | f(7") = constante | es una superficie (conjunto de nivel)

e |f('r',t) = constante | es una superficie que se “mueve con el tiempo

Para un hamiltoniano independientes de t,

funcién caracteristica de Hamilton

S(Y,t;a)=-Et+  W(T:a)
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e | f(7") = constante | es una superficie (conjunto de nivel)

e |f('r',t) = constante | es una superficie que se “mueve con el tiempo

Para un hamiltoniano independientes de t,

funcién caracteristica de Hamilton
———
— — — —
S(¥,t;a)=-Et+  W(T: @)

.. ) _
omitimos la dependencia en o
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e | f(7") = constante | es una superficie (conjunto de nivel)

o |f('r',t) = constante| es una superficie que se “mueve con el tiempo

Para un hamiltoniano independientes de t,

funcién caracteristica de Hamilton
—
S(r,t) =Bt + W(Tr)

Entonces
S(¥,t)=C < W(r)=C+Et
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Aspectos geométricos de la funcidon de Hamilton

e | f(7") = constante | es una superficie (conjunto de nivel)

Para un hamiltoniano independientes de t,

funcién caracteristica de Hamilton

N ~
S(r,t)=—Et + W(T)

Entonces
S(¥,t)=C < W(r)=C+Et

que en un intervalo At se habra desplazado a

S(Y,to+At)=C < W(T)=C+E(t +At)

Indice
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e | f(7") = constante | es una superficie (conjunto de nivel)

o |f('r',t) = constante| es una superficie que se “mueve con el tiempo

Para un hamiltoniano independientes de t,

funcién caracteristica de Hamilton

N ~
S(r,t)=—Et + W(T)

Entonces
S(¥,t)=C < W(r)=C+Et

que en un intervalo At se habra desplazado a
S(Y,to+At)=C < W(T)=C+E(t +At)

exactamente igual a como lo hacen los frentes de ondas en Optica
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Aspectos geométricos de la funcidon de Hamilton

Puesto que S(r', t) = C es un frente de onda, ;cual es su velocidad de

propagacion?
_do

V —_ —_—
dt
donde do es la distancia perpendicular entre dos superficies separadas en
el intervalo de tiempo dt

W(r)=c+E(t0+A t)

W(|'):C+EtD
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S(r,t)=C & dW(¥)=Edt < (VW(7),d7)=Edt
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S(r,t)=C < dW(Tr)=Edt < (VW(T),dTr)=Edt
Entonces
(VW(T),dr) = |[VW(T)de < |[VW(T)|do=Edt

de donde
E E

CTIVW(E) T V2m[E V()]
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e - .
Como p’ = V4S5, para un sistema conservativo

P=VgS=V
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Teoria de Hamilton—Jacobi. Aspectos geométricos de la funcidon de Hamilton

e - .
Como p’ = V4S5, para un sistema conservativo

E
P=VsS=V3W(q) < V==

Entonces

Vgs= V?W(ﬁ) es un vector perpendicular a S = constante
Y,
p tiene la direccidon de la trayectoria de la particula

las trayectorias mecanicas de la particula son ortogonales a las superficies
S = constante

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM)

indice 72 /138



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Teoria de Hamilton—Jacobi. Aspectos geométricos de la funcidon de Hamilton

e - .
Como p’ = V4S5, para un sistema conservativo

E
P=VsS=V3W(q) < V==

Entonces

Vgs= V?W(ﬁ) es un vector perpendicular a S = constante
Y,
p tiene la direccidon de la trayectoria de la particula

las trayectorias mecanicas de la particula son ortogonales a las superficies
S = constante

las trayectorias mecdnicas se comportan igual que los rayos de luz en Optica
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Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema

ur = H(Vyxu) en RN x R,
u(+,0) = uo(+) en RN,
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Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema

ur = H(Vyxu) en RN x R,
u(+,0) = uo(+) en RN,

e El operador diferencial F(y, r, p) = pn+1 — H(p) es no degenerado, i.e.

DPF(y7r75)#07 l~3:(PaPN+1)€RN><R.
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Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema

ur = H(Vyxu) en RN x R,
u(+,0) = uo(+) en RN,

e El operador diferencial F(y, r, p) = pn+1 — H(p) es no degenerado, i.e.

DPF(y7r75)#07 l~3:(PaPN+1)€RN><R.

e Los puntos de la frontera z = (x,0) € RN x {0} son regulares, i.e.
(DpF(z,0(2),0¢(z) + ), n,) = -1 <0,

donde dp(z) = (Vup(x),0) es el gradiente tangencial de ¢(z) = up(x).

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM) indice 73 /138



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi
Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema
ur = H(Vxu) en RN x R,
U(-,O) = Uo(') en RN:

El sistema de Hamilton asociado

. O0H N
X=——(P X = R
8p( ), (0)=x¢€

P— ?;I(IP’) =0, P(0) = Vyup(x)
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Consideraremos el problema

ur = H(Vxu) en RN x R,
u(+,0) = uo(+) en RN,

El sistema de Hamilton asociado
(P), X(0)=xeRN

P— 5 (®) =0, P(0) = Viu(x)

lleva
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Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema
ur = H(Vxu) en RN x R,
U(-,O) = Uo(') en RN:

El sistema de Hamilton asociado

. O0H N
X=——(P X = R
8p( ), (0)=x¢€

P— ?;I(IP’) =0, P(0) = Vyup(x)

lleva

Vxu(X(t), t) = P(t) = P(0) = Vyup(x),
X(t) = x — tVpH(Vxuo(x)) (rectas caracteristicas),
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Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema

ur = H(Vxu) en RN x R,
u(+,0) = uo(+) en RN,

El sistema de Hamilton asociado

ko) o) xex
P_ZI;I([@)—O, P(0) = V,ug(x)

lleva

Viu(X(t), t) = P(t) = P(0) = Viuo(x),
X(t) = x — tVpH(Vxuo(x)) (rectas caracteristicas),

d“(}i(tt)’f) = X(t) - Veu(X(t), ) + ue(X(2), £)
= —VpH(Vxuo(x)) - Viuo(x) + H(Vuo(x))
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Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema
ur = H(Vu) en RN xR,
u(+,0) = uo(-) en RN,
\

X(t) = x — tVpH(Vxuo(x)) (rectas caracteristicas),

u(X(t),t) = uo(x) — t [VPH(VXUO(X)) - Vixuo(x) + H(Vxuo(x))
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Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema
ur = H(Vu) en RN xR,
u(+,0) = uo(-) en RN,
\

X(t) = x — tVpH(Vxuo(x)) (rectas caracteristicas),

u(X(t),t) = uo(x) — t [VPH(VXUO(X)) - Vixuo(x) + H(Vxuo(x))

Dos primeras dificultades:
e Método exigente (datos regulares H, ug € C*),

G. Diaz (Matemadtica Aplicada UCM) indice 75/



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi
Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema
ur = H(Vu) en RN xR,
u(+,0) = uo(-) en RN,
\

X(t) = x — tVpH(Vxuo(x)) (rectas caracteristicas),

u(X(t),t) = uo(x) — t [VPH(VXUO(X)) - Vixuo(x) + H(Vxuo(x))

Dos primeras dificultades:
e Método exigente (datos regulares H, ug € C*),
e shock o multivocidad en los gradientes.
x1 # x2, X(t*;x1) = X(t*; x2) y Vxu(X(t*; x1), t*) = Veu(X(t*; x2), t*)
vXUO(Xl) = VXU(X(Z‘*;X;[), t*) = VXU(X(I'*; X2)7 t*) = VXU()(XQ)

indice 75 / 138
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Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema

ur = H(Vyxu) en RN x R,
u(-,0) = uo()| en RN,

X(t) = x — tVpH(Vxuo(x)) (rectas caracteristicas),

u(X(t),t) = uo(x) — t [VPH(VXUO(X)) - Vixuo(x) + H(Vxuo(x))

Dos primeras dificultades:
e Método exigente (datos regulares H, ug € C),
e shock o multivocidad en los gradientes. X(t*; x1) = X(t*; x2) si y sélo si

1 (VpH(Vxup(x1)) — VpH(Vxug(x2)), x1 — x2) ‘

t* |X1 — X2|2

X1,X2

indice 76 / 138

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM)



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Método de las caracteristicas

Consideraremos el problema

ur = H(Vyxu) en RN x R,
u(-,0) = uo()| en RN,

X(t) = x — tVpH(Vxuo(x)) (rectas caracteristicas),

u(X(t),t) = uo(x) — t [VPH(VXUO(X)) - Vixuo(x) + H(Vxuo(x))

Dos primeras dificultades:

e Método exigente (datos regulares H, ug € C),

e shock o multivocidad en los gradientes. No hay interseccién de
caracteristicas si y sélo si

(VPH(VXUO(Xl)) - VPH(VXUO(XQ)),Xl — X2> S 0.
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|V,u|™ en RN xR, (R>0, m>1)
u(x,0) ={x|***  en RN, (£>0, a>—1)
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|V,u|™ en RN xR, (R>0, m>1)
u(x,0) ={x|***  en RN, (£>0, a>—1)
4

X(t) = (1 —Rm(¢(1 + a))’"|x|a(m_1)_1t) x  (rectas caracteristicas),
(|X1|a(m—1)—lxl _ |X2|a(m—1)—1X2) . (Xl _ X2)

X1 — xo|?

—— — Rm({(1 + a))™2
X1,X2
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|V,u|™ en RN xR, (R>0, m>1)
u(x,0) ={x|***  en RN, (£>0, a>—1)
4

X(t) = (1 —Rm(¢(1 + a))’"|x|a(m_1)_1t) x  (rectas caracteristicas),

L Rn(e(1 + o)yt P bl o) - (- )
L X1 — xef?
_ 1
[ ]
@ m—1
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|V,u|™ en RN xR, (R>0, m>1)
u(x,0) ={x|***  en RN, (£>0, a>—1)
4

X(t) = (1 —Rm(¢(1 + a))’"|x|a(m_1)_1t) x  (rectas caracteristicas),

L Rn(e(1 + o)yt P bl o) - (- )
L X1 — xef?
_ 1
[ ]
@ m—1

t*

X1,X2

1 ’XI _ XZ‘ >1—a(m—1)
> Ko 2222 > 0.
e (\Xl\ + x|
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|V,u|™ en RN xR, (R>0, m>1)
u(x,0) ={x|***  en RN, (£>0, a>—1)
4

X(t) = (1 —Rm(¢(1 + a))’"|x|a(m_1)_1t) x  (rectas caracteristicas),

1 L (xafatm=D=1 — oM=L - (1 — x)
L Rm((1 + )™ o
X1,X2 |X1 X2|
< 1
[ ]
@ m-—1

t*

X1,X2

1 ’XI _ XZ‘ >1—a(m—1)
>K _ > 0.
e (\Xl\ + x|

NO HAY SOLUCION CLASICA,
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|V,u|™ en RN xR, (R>0, m>1)
u(x,0) ={x|***  en RN, (£>0, a>—1)
4

X(t) = (1 —Rm(¢(1 + a))’"|x|a(m_1)_1t) x  (rectas caracteristicas),

L Rn(e(1 + o)yt P bl o) - (- )
L X1 — xef?
_ 1
[ ]
@ m—1

t*

X1,X2

1 ’XI _ XZ‘ >1—a(m—1)
> Ko 2222 > 0.
e (\Xl\ + x|

NO HAY SOLUCION CLASICA, existe una funcién u € WE(RN x R,)

loc
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|Vyu|™ enRY xR, (R>0, m>1)
u(x,0) = £|x|***  en I%N, (£>0, a>-1)

X(t) = (1 — Rm(€(1 + a))™[x|m=D=1¢) x (rectas caracteristicas),

‘a(mfl)flxl o |X2‘a(mfl)flx2) . (Xl . X2)

X1 — xa|?

L Rem(e(1 + a1 (0
X1,X2

1 m
ol m_1<:>a(m ) 01+ —3
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|Vyu|™ enRY xR, (R>0, m>1)
u(x,0) = £|x|***  en I%N, (£>0, a>-1)

X(t) = (1 - Rm(¢(1+ a))’"|x|a(m_1)_1t) x  (rectas caracteristicas),
‘a(mfl)flx1 o |X2‘a(m71)71X2) . (Xl _ X2)

= Rim(e(1 + o)y (1

X1,%0 1 —x2f?
L am-1-1-0e14 T
[ ] = — m — — = g
e R
Too—t ., 1 (m—1\""
X(t;x) = T x, t'"=Tyx= Rm™ (€> , (ver (1) y (2))
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Método de las caracteristicas
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo
ur = R|V,u|™ enRY xR, (R>0, m>1)
u(x,0) =x|**  en N, (£>0, a>—1)
X(t) = (1 - Rm(¢(1 + a))’"|x|a(m_1)_1t) x  (rectas caracteristicas),

1 a(m-1)-1, _ a(m-1)-1 . _
— Rin(e(n 4 agyr-t T Pl ) b o)
tj;laXZ |X1 - X2|
L am-1)-1=0e1+4 T
[ ] = — — - = _
@ m-—1 am @ m-—1
Too — t . 1 (m-1\""
w0 = 5 tx e =T (M) e )y )

T
u(x,r)=f|x|m"’1( Teo ) (x. 1) € (BN {0}) [0, Tae|
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|Vyu|™ enRY xR, (R>0, m>1)
u(x,0) =£x***  en RN, (£>0, a>—1)

X(t) = (1 — Rm(¢(1+ a))’"|x|a(m_1)_1t) x (rectas caracteristicas),

1 — Rm({(1 + a))™2 (|X1|a(m—1)—1x1 — |x2|a(m—1)—1X2) - (x1 — x2)
;17)(2 |X]_ _X2|2
S 1
.
T m

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM) indice 82 /138



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|Vyu|™ enRY xR, (R>0, m>1)
u(x,0) =£x***  en RN, (£>0, a>—1)

X(t) = (1 — Rm(¢(1+ a))’"|x|a(m_1)_1t) x (rectas caracteristicas),

L Rm(¢(1+ a))m™ ! (b |*m D1 — x| 1x) - (31— x2)
txl,x2 |X1 - X2|2
S 1
°
@ m-—1
1 a(m-1)-1
. > Km7a|X1 — XQ‘ > 0.
X1,X2
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|Vyu|™ enRY xR, (R>0, m>1)
u(x,0) =£x***  en RN, (£>0, a>—1)

X(t) = (1 — Rm(¢(1+ a))’"|x|a(m_1)_1t) x (rectas caracteristicas),

L Rm(¢(1+ a))m™ ! (b |*m D1 — x| 1x) - (31— x2)
oo X1 — x?
S 1
[ ]
@ m-—1
1 a(m-1)-1

" > Km7a|X1 — XQ‘ > 0.
tXl7X2

NO HAY SOLUCION CLASICA
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Método de las caracteristicas

Un ejemplo

ur = R|Vyu|™ enRY xR, (R>0, m>1)
u(x,0) =£x***  en RN, (£>0, a>—1)

X(t) = (1 — Rm(¢(1+ a))’"|x|a(m_1)_1t) x (rectas caracteristicas),

L Rm(¢(1+ a))m™ ! (b |*m D1 — x| 1x) - (31— x2)
oo X1 — x?
S 1
[ ]
@ m-—1
1 a(m-1)-1

" > Km7a|X1 — XQ‘ > 0.
tXl7X2

NO HAY SOLUCION CLASICA , de hecho no hay ningtin tipo de solucién
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Control Optimo Determinista. [Fleming & Soner]

coste interior
—A ——— coste de frontera

J(x,t,a(+)) :/0 d(a(s))ds + ug (X(t;x,a(-))), (x,t) € RN x [0, T]
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Control Optimo Determinista. [Fleming & Soner]

coste interior
—A ——— coste de frontera

J(x,t,a(+)) :/0 d(a(s))ds + ug (X(t;x,a(-))), (x,t) € RN x [0, T]

sistema dindmico determinista

~ X'(s;a() = a(s), X(0)=x€eRN
a(-) e D(®) C RN | { T'(s;a())=—-1, T(0)=teR,

controles
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Control Optimo Determinista. [Fleming & Soner]

coste interior
—A ——— coste de frontera

J(x,t,a(+)) :/0 d(a(s))ds + ug (X(t;x,a(-))), (x,t) € RN x [0, T]

sistema dindmico determinista
controles

~ X'(s;a() = a(s), X(0)=x€eRN
a(-) e D(®) C RN | { T'(s;a())=—-1, T(0)=teR,

U(x,t) =supJ(x,t,a(-))| (funcidn coste éptimo) (3)
a(")
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Control Optimo Determinista. [Fleming & Soner]

coste interior
—A ——— coste de frontera

J(x,t,a(+)) :/0 d(a(s))ds + ug (X(t;x,a(-))), (x,t) € RN x [0, T]

sistema dindmico determinista
controles

~ X'(s;a() = a(s), X(0)=x€eRN
a(-) e D(®) C RN | { T'(s;a())=—-1, T(0)=teR,

U(x,t) =supJ(x,t,a(-))| (funcidn coste éptimo) (3)
a(")

U(x ) = s {/Ohfb(a(s))ds vy <x + /Oha(s)ds, - h)} 0<h<t
(4)
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Control Optimo Determinista. Programacién Dinamica.

)= uec
U hot —h) —U(x, t
o) 2 YEEIREE D ZUCCD) P ) 4, vk, )

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM) indice 85 /138



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Control Optimo Determinista. Programacién Dinamica.

)= uec
U hot —h) —U(x, t
o) 2 YEEIREE D ZUCCD) P ) 4, vk, )

_ /OE d(a.(0))do < U <x + /0E ac(o)do, t — 5) —U(x,t)+ £?
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Control Optimo Determinista. Programacién Dinamica.

)= uec
U hot —h) —U(x, t
o) 2 YEEIREE D ZUCCD) P ) 4, vk, )

—/Osd)(aa(a))da < Uu <x+/os aa(a)da,t—zs) —U(x, t) + &
Uect c
N (o t) + / (a-(0)do, V.l (x, £)) + €2 + ofe)
0
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Control Optimo Determinista. Programacién Dinamica.

)= uec
U hot —h) —U(x, t
o) 2 YEEIREE D ZUCCD) P ) 4, vk, )

—/Osd)(aa(a))da < Uu <x+/os aa(a)da,t—zs) —U(x, t) + &
Uect c
N (o t) + / (a-(0)do, V.l (x, £)) + €2 + ofe)
0

\
U, t) < © /0 ((a-(0)da, V.U (x, £)) + D(a.(0))) do + = + 0(;)

m
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Control Optimo Determinista. Programacién Dinamica.

)= uec
U hot —h) —U(x, t
o) 2 YEEIREE D ZUCCD) P ) 4, vk, )

—/Osd)(aa(a))da < Uu <x+/os aa(a)da,t—zs) —U(x, t) + &
Uect c
N (o t) + / (a-(0)do, V.l (x, £)) + €2 + ofe)
0

\
U, t) < © /0 ((a-(0)da, V.U (x, £)) + D(a.(0))) do + = + 0(;)

sup {{6, V(. 1)) + &(€)} + 2 + %)
£eD(®) c

IN
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Control Optimo Determinista. Programacién Dinamica.

)= uec
U hot —h) —U(x, t
o) 2 YEEIREE D ZUCCD) P ) 4, vk, )

_ /OE d(a.(0))do < U <x + /0E ac(o)do, t — 5) —U(x,t)+ £?

uect

_— —ele(x, t) + /e(aa(a)da, Vi U(x,t)) + 2+ o(e)
0
X2
Ue(x, t) < é /0 ((ac(0)do, ViU (x,t)) + P(a:(0))) do + & + Oe(j)
< sup ({6 VUl ) + o))+ + 2
£eD(d) £
e—0
TR sup {(€ Vald(x, 1) + ()}
£eD(®)
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Control Optimo Determinista. Ecuacién de Hamilton—Jacobi.

a(s)=¢ uect
—o(g) o HUCHEREE N ZUOO ) P ) + (e Vit )
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Control Optimo Determinista. Ecuacién de Hamilton—Jacobi.

U+ eht— B — U(x, ) LE
—o(g) T YEERES D ZUCOE) I )+ (6, V(1)

Ur(x,t) < sup {(§, Vald(x, t)) + &(£)}
§eD(®)
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Control Optimo Determinista. Ecuacién de Hamilton—Jacobi.

U+ eht— B — U(x, ) LE
—o(g) T YEERES D ZUCOE) I )+ (6, V(1)

Ur(x,t) < sup {(§, Vald(x, t)) + &(£)}
§eD(®)

<77’ vxZ/l(X? t)>+¢(77) < ut(X7 t) < geSBFCD) {<€7 VXU(X7 t)) + ¢(€)} , me D(

Z/{t(Xv t) = Ssup {<§7 VXU(X’ t)> + d)(é')}
£eD(®)
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Control Optimo Determinista. Hamiltonianos convexos.

Andlisis Convexo

dual convexo

sup {(z,€) + (&)} = (=) (2)
£eD(®)
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Andlisis Convexo

dual convexo

sup {(z,€) + (&)} = (=) (2)
£eD(®)

Fenchel-Moreau
Si —® = H*, siendo H convexo = H=H"*

Us(x. 1) = H(VU(x, 1)) |
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Control Optimo Determinista. Hamiltonianos convexos.

Andlisis Convexo

dual convexo

sup {(z,€) + (&)} = (=) (2)
£eD(®)

Fenchel-Moreau
Si —® = H*, siendo H convexo = H=H"*

Us(x. 1) = H(VU(x, 1)) |

para

U(x,t) =  sup {uo(z) —tH (Z — X)} , Formula de Lax—Oleinik
zEx+tD(H*) t

(ver (3))
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Soluciones de viscosidad

Recordemos
V=Ux
ug + fux) =0 ~ ve + (f(v))x =0
Hamilton—Jacobi ley de conservacién

(ec. no viscosas)
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Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Soluciones de viscosidad

Recordemos
V=Ux
ug + Fuy) =0 -~ Ve + (F(v))x =0
Hamilton—Jacobi ley de conservacién
(ec. no viscosas)
sol. de viscosidad — sol. de entropia
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Soluciones de viscosidad. Problemas de contorno

=0 en O C RM,
g en 00,

~—

{ F(y,u,Du

=
I
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Soluciones de viscosidad. Problemas de contorno

F: OxRxRM SR, g: 00 —R.
Dos ejemplos:
e El problema de Cauchy

us +H(x,t,Vu) =0  en RV xR, |
u(x,0) = up(x)  en RN,

se corresponde con

0= RNXR+ y ]F(ya rvﬁ) = PN+1+H(y, p)v y = (X7 t)v E = (pa pN+1)'
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Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Soluciones de viscosidad

F: OxRxRM SR, g: 00 —R.
Dos ejemplos:
e El problema de contorno

|Viul|=f enQCRN,
u=g en 011,

se corresponde con

0=Q vy F(x,r,p)=|pl - f(x).
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Soluciones de viscosidad. De [Kruzkov] a [Crandall & Lions]

F(y,u,Du) <0 en O C RM
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F(y,u,Du) <0 en O C RM

Para ¢ € C.(0O), se introduce

Ei(p)={yc0: ¢ly) = mixp >0}
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Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Soluciones de viscosidad. De [Kruzkov] a [Crandall & Lions]

F(y,u,Du) <0 en O C RM

Para ¢ € C.(0O), se introduce
Ei(p) ={y€0: ¢ly) =mixp >0} (vacio para ¢ < 0)
u € C(O) es solucién de
F(y,u,Du) <0 en O
si
Vo € D4 (0), Yk € R con EL(p(u—k)) £ 0, Tyo € Ex(eo(u— k)) tal q
00, u(y0). - (u = K)() < 0
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

F(y,u,Du) <0 en O
Sea u € C1(0O) es solucién clasica de
F(y,u(y),Du(y)) <0 yeO

y ¢ € CH(O) tal que u — ¢ tiene un maximo local en yo € O. Entonces
reemplazando ¢ por

P(y) = o(y) + (u =)o) + |y =yl
si fuese necesario, se puede suponer

0=(u—9)¥)>(u—v)y), ly—x»l <1 y Do(y)=Du(y)
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F(y,u,Du) <0 en O
Sea u € C1(0O) es solucién clasica de
F(y,u(y),Du(y)) <0 yeO

y ¢ € CH(O) tal que u — ¢ tiene un maximo local en yo € O. Entonces
reemplazando ¢ por

P(y) = o(y) + (u =)o) + |y =yl
si fuese necesario, se puede suponer
0=(u—9)y0)>(—9)y). ly—»l<1l y Dy(y)=Du(xn)

con lo que
F(yo, u(yo), De(yo) < 0.
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

u € C(O) es solucién de
F(y,u,Du) <0 en O

cuando para cada ¢ € C1(O) tal que u — ¢ tiene un maximo local en
Yo € O se verifica

F(yo, u(y0), De(yo) < 0.
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u € C(O) es solucién de
F(y,u,Du) <0 en O

cuando para cada ¢ € C1(O) tal que u — ¢ tiene un maximo local en
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

u € C(O) es solucién de
F(y,u,Du) <0 en O

cuando para cada ¢ € C1(O) tal que u — ¢ tiene un maximo local en
Yo € O se verifica

F(yo, u(y0), De(yo) < 0.
Todo marcha si u € UBj,c(O) y se trabaja con u*
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

u € UBjoc(O) es solucion de
F(y,u,Du) <0 en O

cuando para cada ¢ € C1(O) tal que u* — ¢ tiene un maximo local en
Yo € O se verifica

F(yOa U*(y0)7 DQP(YO) <0.
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

Noétese que

(" =)o) = (" =p)y), ly—xl<1

determina

u*(y) < u*(yo) + ¢(y) — ¢(yo) = u*(vo0) + (De(¥0), ¥ — yo0) + o(ly — yol)
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

Noétese que

(" =)o) = (" =p)y), ly—xl<1

determina
u(y) < u*(yo) +¢(y) — e(y0) = u™(y0) + (De(yo), ¥ — y0) + o(ly — yol)
con lo que

Dy(yo) € DGu*(v0) = {p € RM : u*(y) < u*(y0)+{p,y—yo)+o(ly—yol)}
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

Noétese que

(" =)o) = (" =p)y), ly—xl<1

determina

u(y) < u*(yo) +¢(y) — e(y0) = u™(y0) + (De(yo), ¥ — y0) + o(ly — yol)
con lo que

Dip(y0) € DHu™(y0) = {p € RM = u*(y) < u*(y0)+(p, y—yo)+o(ly—yol)}
De hecho, se prueba

DS u*(vo) = {Dp(y0) : ¢ € CHO) y u* — ¢ tiene un maximo local en yo € (
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

u € UBjoc(O) es solucion de
F(y,u,Du) <0 en O

cuando
F(yo, u*(y0),p) <0, p € D5u*(x), yo € O.
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Soluciones de viscosidad. Por acretividad [Crandall, Evans & Lions]

u € UBjoc(O) es solucion de

F(y,u,Du) <0 en O

cuando
F(yo, u*(y0),p) <0, p € D5u*(x), yo € O.

Anilogamente con las soluciones de
F(y,u,Du) >0 en O
dadas por u € LB)yc(O) para las que

F(yo, u«(y0),p) > 0, p € Dyus(yo), yo € O.
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Soluciones de viscosidad. Propiedades

Algunas propiedades que interesa destacar de la ecuacién

F(y,u,Du)=0 en O
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Algunas propiedades que interesa destacar de la ecuacién

F(y,u,Du)=0 en O

e Consistencia Toda solucién clasica es de viscosidad y toda solucién de
viscosidad de clase C! es solucién clasica.
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Soluciones de viscosidad. Propiedades

Algunas propiedades que interesa destacar de la ecuacién
F(y,u,Du)=0 en O
e Consistencia Toda solucién clasica es de viscosidad y toda solucién de

viscosidad de clase C! es solucién clésica.
e Estabilidad

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM)

indice 100 /



Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Soluciones de viscosidad. Propiedades

Algunas propiedades que interesa destacar de la ecuacién

F(y,u,Du)=0 en O

e Consistencia Toda solucién clasica es de viscosidad y toda solucién de
viscosidad de clase C! es solucién clésica.

e Estabilidad El limite uniforme de subsoluciones de viscosidad es una
subsolucién de viscosidad.
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Soluciones de viscosidad. Comparacién

Algunas propiedades que interesa destacar de la ecuacién
F(y,u,Du) =0 en O acotado

e Comparacién
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Algunas propiedades que interesa destacar de la ecuacién
F(y,u,Du) =0 en O acotado

e Comparacién Si u es una subsolucién y v es una supersolucién entonces

(v —v)(y) <sup(v*—w), yeO,
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(v —v)(y) <sup(v*—w), yeO,
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supuesto que [ es continua,
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Soluciones de viscosidad. Comparacién

Algunas propiedades que interesa destacar de la ecuacién
F(y,u,Du) =0 en O acotado

e Comparacién Si u es una subsolucién y v es una supersolucién entonces

(v —v)(y) <sup(v*—w), yeO,
o0

supuesto que [ es continua,
F(y,r,p) =F(y,s,p) =2 m(r—s)  (w>0)
parayec®, —R<s<r<RypeRM VR>0y
[F(y, r,p) =F(z,r, p)| < mr(ly — z|)(1 + [pl)

donde my(t) — 0 cuando t — Q0 paratodo y,z€ O, —R<s<r<Ry
peRM, VR > 0.
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Soluciones de viscosidad. Variantes para la comparacién.

e Para F(y,r,p) = H(p) — f(y) la primera condicién falla, pero puede
reemplazarse por

p+— H(p) convexa,
f>0
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e Para F(y,r,p) = H(p) — f(y) la primera condicién falla, pero puede
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p+— H(p) convexa,
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Naturaleza de los problemas de Hamilton—Jacobi

Soluciones de viscosidad. Variantes para la comparacién.

e Para F(y,r,p) = H(p) — f(y) la primera condicién falla, pero puede
reemplazarse por

p+— H(p) convexa,
f>0

o la ultima condicién puede reemplazarse por u, v € WH>(0).

@ Todo marcha si F es uniformemente continua para el caso O no
acotado.
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Soluciones de viscosidad. Unicidad y existencia

@ unicidad Si u y v son dos soluciones de

F(y,u,Du) =0 en O
u=g en 00
entonces
gel

(6" = w)y) < suple” — 8:)7="0,

yeO.
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Soluciones de viscosidad. Unicidad y existencia

@ unicidad Si u y v son dos soluciones de

F(y,u,Du) =0 en O
u=g en 00
entonces
gel

0,

(u" = vi)(y) <sup(g” — &) = y €.
o0

luego, a lo sumo, existe una tnica solucién continua.
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Soluciones de viscosidad. Unicidad y existencia

@ unicidad Si u y v son dos soluciones de

{ F(y,u,Du) =0 en O

u=g en 00
entonces
gel
(" —w)(y) < saug(g* —8) =0 yeoO.

luego, a lo sumo, existe una tnica solucién continua.

@ existencia: Método de la viscosidad evanescente,
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{ F(y,u,Du) =0 en O

u=g en 00
entonces
gel
(" —w)(y) < saug(g* —8) =0 yeoO.

luego, a lo sumo, existe una tnica solucién continua.
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Soluciones de viscosidad. Unicidad y existencia

@ unicidad Si u y v son dos soluciones de

{ F(y,u,Du) =0 en O

u=g en 00
entonces
gel
(" —w)(y) < saug(g* —8) =0 yeoO.

luego, a lo sumo, existe una tnica solucién continua.

@ existencia: Método de la viscosidad evanescente, Método de Perron
(extensién del método de las funciones subarménicas)
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Problemas admisibles

El objetivo aqui es abordar el problema de Cauchy

{ ur = H(Du) en RNVx]0, T[, T < +o0,
u(-,0) = uwp(-))  en RN
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u(-,0) = uwp(-))  en RN

Siguiendo [Diaz & Rey], nos interesamos por la comprensién y resolucién
del problema.
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El objetivo aqui es abordar el problema de Cauchy

{ ur = H(Du) en RNVx]0, T[, T < +o0,
u(-,0) = uwp(-))  en RN

Siguiendo [Diaz & Rey], nos interesamos por la comprensién y resolucién
del problema.; Cémo entender la EDP?,; Cémo entender la “juntura” entre
la EDP vy el dato inicial?,; Cémo entender el comportamiento inicial y final
de sus soluciones?, que siempre serdn entendidas en el sentido de la
viscosidad.
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Problemas admisibles

El objetivo aqui es abordar el problema de Cauchy

{ ur = H(Du) en RNVx]0, T[, T < +o0,
u(-,0) = uwp(-))  en RN

Siguiendo [Diaz & Rey], nos interesamos por la comprensién y resolucién
del problema.; Cémo entender la EDP?,; Cémo entender la “juntura” entre
la EDP vy el dato inicial?,; Cémo entender el comportamiento inicial y final
de sus soluciones?, que siempre serdn entendidas en el sentido de la
viscosidad.

Objetivos parecidos para la ecuacién

ur = H(x,Du) en RNx]0, +oo],

abordados desde otros puntos de vista, pueden encontrarse en la referencia
[Siconolfi].
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

CRY)>H — H(¢)= sup {(p.€) —H(p)}, £ € D(H") CRY,
c N
’ (transformada de Legendre)
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

CRY)>H — H(¢)= sup {(p.€) —H(p)}, £ € D(H") CRY,
c N
’ (transformada de Legendre)

Algunos ejemplos de hamiltonianos convexos:
e esféricamente simétricos

Hm(p) =R ([|p| — ko];)™, (R>0,m>1, kg >0)

con

e - { i SISk

400, en caso contrario

Ha(€) = holél + (- 1) ()" e RN (m> 1)
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

CRY) M — Q) = sup {{p.&) ~H(p)}, £ € D) € RY,
peRN
(transformada de Legendre)

Algunos ejemplos de hamiltonianos convexos:
e de tipo eikonal

He(p) = (Ap, p), <«4 € M(R,N), ,;gg; <VT§|’2P> > 0)

con

Hi€) = (e AT €€ BY.
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

CRY) M — Q) = sup {{p.&) ~H(p)}, £ € D) € RY,
peRN
(transformada de Legendre)

Algunos ejemplos de hamiltonianos convexos:
e no simétricos Osher’s formulas

_ [ Hp,a)+(p,b) si (p,a) <0 ,
Ho)={ o Lty 5 (pay 0 (M abeR)

con

0s(§) =0, £ € D(Hos) = {Aa+b: H’gAgH’}.
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Teorema (Verificacién)

Sea u € LBjoc(RNx]0,T[), T < +oo tal que

us > H(Du) en RNx]0, T][.
Entonces
t — u(x — t&, t) + tH*(§) propiedad de verificacién (PV)

es no decreciente, para cada ¢ € D(H*), x € RN,
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Propiedades intrinsecas

Teorema (Verificacién)

Sea u € LBjoc(RNx]0,T[), T < +oo tal que

us > H(Du) en RNx]0, T][.
Entonces
t — u(x — t&, t) + tH*(§) propiedad de verificacién (PV)

es no decreciente, para cada ¢ € D(H*), x € RN,

= i) 2 o o) (= ) [<p1,§> —H(pl)] L ofr — o).

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM)
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Teorema (Verificacién)

Sea u € LBjoc(RNx]0,T[), T < +oo tal que

us > H(Du) en RNx]0, T][.
Entonces
t — u(x — t&, t) + tH*(§) propiedad de verificacién (PV)

es no decreciente, para cada ¢ € D(H*), x € RN,

Observacién (Organizacién intrinseca)

us(x,t) > u(x + (t —s)&,s) — (t—s)H* (), 0<s<t<T.
Nétese (H3)~1(0) = Bgr(0), si ko = 0. Cono de dependencia.
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Teorema (Caracterizacidn de supersoluciones)

Sea u € LBjoc(RN%]0,T[), T < +o0.

ur > H*(Du) enRNx]0,T[ <« (PV) para u, y H*.
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Propiedades intrinsecas

Teorema (Caracterizacidn de supersoluciones)

Sea u € LBjoc(RN%]0,T[), T < +o0.

ur > H*(Du) enRNx]0,T[ <« (PV) para u, y H*.

Recordemos que las supersoluciones usan u, y sus subdiferenciales D™ u,,
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Propiedades intrinsecas

Teorema (Caracterizacidn de supersoluciones)

Sea u € LBjoc(RN%]0,T[), T < +o0.

ur > H*(Du) enRNx]0,T[ <« (PV) para u, y H*.

Recordemos que las supersoluciones usan u, y sus subdiferenciales D™ u,,
mientras que las subsoluciones usan u* y sus superdiferenciales DT u,.
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Teorema (Caracterizacidn de supersoluciones)

Sea u € LBjoc(RN%]0,T[), T < +o0.

ur > H*(Du) enRNx]0,T[ <« (PV) para u, y H*.

Recordemos que las supersoluciones usan u, y sus subdiferenciales D™ u,,
mientras que las subsoluciones usan u* y sus superdiferenciales DT u,.

Proposicién

Si u* y H* verifican (PV) entonces

P2 > H**(Pl), (P17P2) € D+U*(X7 t)7 (X7 t) € RNX]O’T[
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Corolario

Sea u € Bjoc(RYx]0, T[), T < +oo verificando

ur = H(Du) en RNx]0,T].
Entonces

(U*)* =u* = p2= H(p1)7 (P1,P2) € D+U*(X, t)
(regularidad minima) (PRM)

v
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Propiedades intrinsecas

Corolario
Sea u € Bjoc(RYx]0, T[), T < +oo verificando

ur = H(Du) en RNx]0,T].

Entonces

(u*)* = u* = po= H(Pl), (P17P2) c D+u*(x./ t)

(regularidad minima) (PRM)

v

Definicién (DT soluciones)
Son funciones u € UBjoc(RNx]0, T[), T < +oo verificando

P2 = H(Pl)» (p17 P2) € D+U*(X, t)a (Xa t) € IRNX]O?’I‘[‘
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Observacién

e semicontinua inferiormente = regularidad minima ((u)* = u*)
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Observacién

e semicontinua inferiormente = regularidad minima ((u)* = u*)
1§ no es semicontinua inferiormente pero tiene la regularidad minima.
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Propiedades intrinsecas

Observacién

e semicontinua inferiormente = regularidad minima ((u)* = u*)
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Observacién

e semicontinua inferiormente = regularidad minima ((u)* = u*)
e Si u € UBjoc(RNx]0,T[) es una D+ solucién entonces

t— uo(x — t&, t) + tH*(£) es no decreciente,
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Propiedades intrinsecas

Observacién

e semicontinua inferiormente = regularidad minima ((u)* = u*)
e Si u € UBjoc(RNx]0,T[) es una D+ solucién entonces

t— uo(x — t&, t) + tH*(£) es no decreciente,

de donde si v es una DT solucién con la regularidad entonces u* es una
solucion.
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Problemas admisibles

Propiedades intrinsecas

Observacién

e semicontinua inferiormente = regularidad minima ((u)* = u*)
e Si u € UBjoc(RNx]0,T[) es una D+ solucién entonces

t— uo(x — t&, t) + tH*(£) es no decreciente,

de donde si v es una DT solucién con la regularidad entonces u* es una
solucion.

e Consitencia Sea u € Bj,.(RNx]0, T[). Para la ecuacién
ur = H(Du) en RNx]0, T],
en la clase ((u*)«)* = u*, se tiene la equivalencia

u* esuna DT solucién <  u* es una solucién

G. Diaz (Matemadtica Aplicada UCM) indice 115 / 138



Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik

Recuérdese la orgnizacién intrinseca
ud(x, t) > u(x + (t —s)é,s) — (t—s)H*(E), 0<s<t<T.

de las supersoluciones,
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik

Recuérdese la orgnizacién intrinseca
ud(x, t) > u(x + (t —s)é,s) — (t—s)H*(E), 0<s<t<T.
de las supersoluciones, lo que permite formar

ue(x, t) > sup{us(x + t£,07) — tH*(¢)}, 0<t<T.
3
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik

Recuérdese la orgnizacién intrinseca

ud(x, t) > u(x + (t —s)é,s) — (t—s)H*(E), 0<s<t<T.

de las supersoluciones, lo que permite formar

ue(x, t) > sup{us(x + t£,07) — tH*(¢)}, 0<t<T.
3

El objetivo ahora es estudiar la férmula de Lax—Oleinik

Ux,tip) = sup {p(x+t§) — tH (§)}
£€D(H)
= sup {sO(y) —tH” <H>} (x, 1) € RY x [0, Too[
yEx-+tD(H*) t

para algln horizonte maximal T, < 400 por precisar.
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Problemas admisibles
La férmula de Lax—Oleinik. Regularidad

Proposicién (Conservacion de la regularidad inicial)
o 9 € LBc(RY) = U, px) € LSC (RNX]O, TY).
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Proposicién (Conservacion de la regularidad inicial)

o € LBc(RY) = U, px) € LSC (RNX]O, TY).
o ¢ EUBK(RN) = U, ¢*) €USC (RNX]O, T]).
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Problemas admisibles
La férmula de Lax—Oleinik. Regularidad

Proposicién (Conservacion de la regularidad inicial)
o ¢ € LB(RY) = U(-, - ps) € LSC (RN x]0, TY).
o @ EUBKL(RN) = U, ¢*) € USC (RNX]O, T]).
° ¢EC(RN):>L{(-,-;<,0)EC(RNX]O,T[).
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Problemas admisibles
La férmula de Lax—Oleinik. Regularidad

Proposicién (Conservacion de la regularidad inicial)

¢ € LBioc(RN) = U (-, pu) € LSC (RN x]0, T[).

p € UBjc(RN) = U (-, -; ¢*) € USC (RNx]0, TY).

¢ €C(RN) = U(:, ;) € C (RVX]O, TY).

(p) =" = (U) (i 0™) =U (5 0") =U( 5 97).

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM) indice 118 / 138



Problemas admisibles
La férmula de Lax—Oleinik. Regularidad

Proposicién (Conservacion de la regularidad inicial)

¢ € LBioc(RN) = U (-, pu) € LSC (RN x]0, T[).

p € UBjc(RN) = U (-, -; ¢*) € USC (RNx]0, TY).

¢ €C(RN) = U(:, ;) € C (RVX]O, TY).

(p) =" = (U) (i 0™) =U (5 0") =U( 5 97).

| A\

Ejemplo
Para Hi(p) = Rlp|, p € RN (R > 0) se verifica

U (x,t; ]IBU(O)) = lg,_, ,(0)(x) and U (x, t; HE(O)) = H§a+Rt(0)(X)’

Ademas ambas funciones verifican (PRM).
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Problemas admisibles
La férmula de Lax—Oleinik. Regularidad

Proposicién (Conservacion de la regularidad inicial)

¢ € LBloc(RN) = U (-, pu) € LSC (RN x]0, T[).

0 € UBjoc(RN) = U (-, -; ¢*) € USC (RNx]0, TY).

¢ €C(RN) = U(:, ;) € C(RNX]O, TY).

(p) =" = (U) (i 0™) =U (5 0") =U( 5 97).
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Problemas admisibles
La férmula de Lax—Oleinik. Regularidad

Proposicién (Conservacion de la regularidad inicial)

¢ € LBloc(RN) = U (-, pu) € LSC (RN x]0, T[).

¢ € UBioc(RN) = U (-, - ¢*) € USC (RN x]0, T[).

¢ €C(RN) = U(:, ;) € C(RNX]O, TY).

(p)" = 9" = (U)" (1 97) =UT (0 9") = U5 9)

Proposicién (Semiconvexidad)

Si ¢ es semiconvexa en RN también lo es la funcion

x = U(x,t;p) en RN,
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial intrinseca

Se define
Uo(x; ) = lim U(x, t;p) traza inicial.
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial intrinseca

Se define
Uo(x; ) = lim U(x, t;p) traza inicial.
t\.0

De la expresion

Ubctig) = sup {e(x+ 1) — (O}, (o) €RTx [0, Tl

deducimos

U(x,0;0) = p(x), xE¢€ RN,
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial intrinseca

Se define
Uo(x; ) = lim U(x, t;p) traza inicial.
t\.0

De la expresion

Ux t;p) = sup {p(x +t&) — tH ()}, (x,t) € RY x [0, T,
¢eD(HY)
deducimos
U(x,0;0) = p(x), xE¢€ RN,
En general

ws(x) < I|m|an/I(x t; o) < limsuplU(x, t;p) < p*(x), x e RN,
t\.0 £\.0
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial intrinseca

Se define
Uo(x; ) = lim U(x, t;p) traza inicial.
t\.0

De la expresion

Ubctig) = sup {e(x+ 1) — (O}, (o) €RTx [0, Tl

deducimos
U(x,0;9) = p(x), xRN,

En general

ws(x) < I|m|an/I(x t; o) < limsuplU(x, t;p) < p*(x), x e RN,
t\.0 £\.0

Observamos que la propiedad bdsica de la traza inicial (PBTI) debe ser

Uo(xi ) = ¢*(x), x eRN.
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial

Como mostraremos, (PBTI)
Uo(xip) = ¢*(x), x€RY,

es una condicién de compatibilidad entre el Hamiltoniano y el dato inicial.
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La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial

Como mostraremos, (PBTI)
Uo(xip) = ¢*(x), x€RY,

es una condicién de compatibilidad entre el Hamiltoniano y el dato inicial.
0 0 D(H*) = Ulx;e*) =¢*(x), xecRN
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La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial

Como mostraremos, (PBTI)
Uo(xip) = ¢*(x), x€RY,
es una condicién de compatibilidad entre el Hamiltoniano y el dato inicial.
0 0 DY) = U(x;¢*) =*(x), xecRN

0 OB,(0) CDH*) yH*(0) <0 = U(x;p)=p*(x), xRN
Por ejemplo Hp, m> 1y He.
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La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial

Como mostraremos, (PBTI)
Uo(xip) = ¢*(x), x€RY,

es una condicién de compatibilidad entre el Hamiltoniano y el dato inicial.
0 0 D(H*) = Ulx;e*) =¢*(x), xecRN
0 OB,(0) CDH*) yH*(0) <0 = U(x;p)=p*(x), xRN
Por ejemplo H,,, m > 1y H.. Ademas, para H; se verifica
Uo(xip) = ¢"(x), x €RY,

para © € UBjc(RY).
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Problemas admisibles
La férmula de Lax—Oleinik. La traza inicial

Como mostraremos, (PBTI)
Uo(xip) = ¢*(x), x€RY,
es una condicién de compatibilidad entre el Hamiltoniano y el dato inicial.
0 0 D(H*) = Ulx;e*) =¢*(x), xecRN
0 OB,(0) CDH*) yH*(0) <0 = U(x;p)=p*(x), xRN
Por ejemplo H,,, m > 1y H.. Ademas, para H; se verifica
Uo(xip) = ¢"(x), x €RY,
para © € UBjc(RY).
@ Para'Hps, N=1, a=b=1, H;=0<1="H, el dato ¢ = 1Ig, no
verifica (PBTI), pues

Uo(x; ) = lim sup (t8) =0 < 1 = ¢*(0).
t\0pe[1,2]
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

U(x,t;0) < +oo x € RN para algin t €]0, T[.
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

P(tl) <U(0, t; ) + tH () < U(x, t; ) < +00
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

P(tl) <U(0, t; ) + tH () < U(x, t; ) < +00

Teorema (Horizonte maximal)

Supuesto D(H*) = RN, lim sup H*(¢) = +o0.
|€]—+00

U(x, t; ) < +o0, ¥x e RN = limsup

-
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

P(tl) <U(0, t; ) + tH () < U(x, t; ) < +00

Teorema (Horizonte maximal)
Supuesto D(H*) = RN, lim sup H*(¢) = +o0.
€] =00

U(x, t; ) < +o0, ¥x e RN = limsup

@EUBIOC

lim sup o€ g T U(x, ;) < +00, ¥x € RN,

jeloo 4 (§>
t
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

Too =sup< T >0: limsup

<1 parate|0,T[; < +oo.
|§|_>+OO tH* <£)
t
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

Too =sup< T >0: limsup

|]—+o0 tH* <£)
t

Teorema (Comportamiento asintdtico espacial)

v(§)

Para £o, = limsup

|§|—=+o0 T H* <Ti

o0

<1, Ty < 400

)

<1 parate|0,T[; < +oo.

v
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

Too =sup< T >0: limsup

|]—+o0 tH* <£)
t

Teorema (Comportamiento asintdtico espacial)

Para {o, = lim sup L){
|§|—=+o0 x5
Tooll (T )

o0

<1 parate|0,T[; < +oo.

<1, Ty < 400 se verifica

U(x, t;
Tmem—tglfmsupM:TW—t, 0<t< To.

|x|——+o0 H* X
(w=0)
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

Too =supg¢ T >0: Ifmsup&

<1 parate[0,T[p < +o0.
el =00 4y <§ )
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

Too =supg¢ T >0: Ifmsup&

<1 parate[0,T[p < +o0.
el =00 4y % )

e Para Hp,, m> 1,

¢(£) 1

m—1 m—1
limsup —— =¢ € RU{+00} ~ Too:( ) .
|| —+oo |€]m—T Rmm I
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Problemas admisibles

La férmula de Lax—Oleinik. Comportamiento final

Too =supg¢ T >0: Ifmsup&

<1 parate[0,T[p < +o0.
el =too e (&
t
e Para Hp,, m> 1,
-1
. p(£) 1 (m—1\"
limsup —5— =0 € RU{+00} ~ Too=—-—— .
jel—-+oo [€] 7T T Rmm ALy

o Para H.

, p(6) _ b
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Problemas admisibles

El problema de Cauchy

ur = H(Du)  en RNx]0, T|
u=up en RY x {0}
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Problemas admisibles

El problema de Cauchy

ur = H(Du)  en RNx]0, T|
u=up en RY x {0}

@ La teoria de soluciones fuertes separa el comportamiento interior
RN x]0, T[ del de contorno RN x {0}.
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Problemas admisibles
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El problema de Cauchy

ur = H(Du)  en RNx]0, T|
u=up en RY x {0}

@ La teoria de soluciones fuertes separa el comportamiento interior
RN x]0, T[ del de contorno RN x {0}.
@ La teoria de soluciones débiles estudia el comportamiento global de
un operador discontinuo en (RN x]0, T[) U (RN x {0}).
@ Por la estructura del problema, aqui sélo son posibles aquellas
soluciones débiles que son fuertes.
Se presenta la ambigiiedad del comportamiento inicial

(0):(x) < us(x,0) < u(x,0) < u*(x,0) < (up)*(x), x€RY

por precisar.
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ur = H(Du)  en RNx]0, T|
u=up en RY x {0}
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un operador discontinuo en (RN x]0, T[) U (RN x {0}).
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Se presenta la ambigiiedad del comportamiento inicial

(0):(x) < us(x,0) < u(x,0) < u*(x,0) < (up)*(x), x€RY

por precisar.
@ Si up es continua en xg sélo son posibles las soluciones continuas en

(XQ, 0)
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Problemas admisibles

El problema de Cauchy

ur = H(Du)  en RNx]0, T|
u=up en RY x {0}

@ La teoria de soluciones fuertes separa el comportamiento interior
RN x]0, T[ del de contorno RN x {0}.
@ La teoria de soluciones débiles estudia el comportamiento global de
un operador discontinuo en (RN x]0, T[) U (RN x {0}).
@ Por la estructura del problema, aqui sélo son posibles aquellas
soluciones débiles que son fuertes.
Se presenta la ambigliedad del comportamiento inicial

(0):(x) < us(x,0) < u(x,0) < u*(x,0) < (up)*(x), x€RY

por precisar.
@ Si up es continua en xg sélo son posibles las soluciones continuas en
(XQ, 0)
@ Usaremos la férmula de Lax—Oleinik en el caso de-datos discontinuos.
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Problemas admisibles

El problema de Cauchy

Por lo comentado si u € LB,.(RNx]0, T[) verifica
ur > H(Du) en RNx]0, T[
entonces
(u)*(x, t) > U(x, t; (u(-,07))*),  (x,t) € RNx]0, T,
para

ue(x,0) = [im u(y,t), xeRN.
( ) (y,£)=(x,0%) )
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Problemas admisibles
El problema de Cauchy

Teorema (Prescripcién del dato inicial)

Sea u € Bjoc(RY x [0, T[), T < +o0, verifica
uy = H(Duw) en RN x]0, T[
u(-,0) = uo(+) en RN

para ug € Bjoc(RY) satisfaciendo (PBTI) y (PRM),
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Problemas admisibles
El problema de Cauchy

Teorema (Prescripcién del dato inicial)
Sea u € Bjoc(RY x [0, T[), T < +o0, verifica

uy = H(Duw) en RN x]0, T[
u(-,0) = uo(+) en RN
para ug € Bjoc(RN) satisfaciendo (PBTI) y (PRM),entonces

lim wu(x, t) = (up)*(x), x € RY.
t—0+t

Ademads el horizonte maximal asociado es

(10)+(€)

Too =sup¢ T >0: limsup—"—2-<1 parate[0,T[; < +oo.

jeloo 4 (§>
t
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

El Principio de la Programacién Dinamica y el Teorema de
Fenchel-Moreau permiten un primer resultado

G. Diaz (Matematica Aplicada UCM) indice 129 / 138



Problemas admisibles

Existencia y unicidad

El Principio de la Programacién Dinamica y el Teorema de
Fenchel-Moreau permiten un primer resultado

Proposicién (Minimalidad)
Dado uy € Bioc(RY), cualquier solucion, u € Bjoe(RNx]0, T[) de

ur > H*(Du) en RNx]0, TJ,
u(-,0) > uo(-) en RY,

verifica
() (x,t) > U (x, t; (w0)*), (x,t) € RNx]0, T],

para la formula de the Lax—Oleinik U (x, t; (uo)*), que, por tanto, es la
minima solucién del problema
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Tambien la Programacién Dindmica lleva a

Teorema (Solucién minimal)

Para ug € Bjoc(RY) verificando (PBTI) y (PRM), la correspondiente
formula de Lax—Oleinik U (x, t; (ug)*) es una solucién minimal del
problema de Cauchy

{ up = H*(Du) en RN x]0, Too|,
u(-,0) = uo(+) en RY.

Ademads, si H = H se trata de una Dt —solucién.
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad. Regularidad

Teorema

Si u € UBjoc (RN x]0, T[) es una D+ —solucién de

ur = H(Du) en RNx]0, T[

supuesto que H es un hamiltoniano estrictamente convexo. Entonces

(u)e(x,t) = H(Du*(x, t)), siDTu*(x,t)#0.
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad. Regularidad

Teorema

Si u € UBjoc (RN x]0, T[) es una D+ —solucién de

= H(Du) enRNx]0,T|
supuesto que H es un hamiltoniano estrictamente convexo. Entonces
(u)e(x,t) = H(Du*(x, t)), siDTu*(x,t)#0. )

Si H € C(RN) verifica lim inf H(rp) >1 para 0 < |p| < 1. Entonces

r——+o00

cualquier solucion u & EB/OC(RNX]O, T[) de

us > H(Du) en RNx]0, T[

tiene la regularidad u, € 1/\/’0°(]R1\I><]07 T[).




Problemas admisibles

Existencia y unicidad. Limitado efecto regularizante

La condicidn

H
Ifminfﬂzl para 0 < |p| <1

r——+oo r

es verificada por H},, m > 1,y He, para los que

Bioc(RY)  — WL(RNx]0, Too|)

ocC

w = UT( ()"
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es verificada por H},, m > 1,y He, para los que

Bioc(RN) — WES(RNX]0, Too|)

loc

w = UT( ()"

Ademas,
ug con (PRM) = U, (-, ; (uo)*) :U(Z/l*)* (5 (wo)*) =U* (-, (u)*)
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad. Limitado efecto regularizante

La condicidn

H
i inf L(P)
r——4o00 r

>1 para0<|p| <1

es verificada por H},, m > 1,y He, para los que

Bioc(RN) — WES(RNX]0, Too|)

loc

w = UT( ()"

Ademas,
ug con (PRM) = U, (-, ; (uo)*) :U(Z/l*)* (5 (wo)*) =U* (-, (u)*)
Bioc(RY) + (PRM) — WL (RNx]0, Too|)
o = U, (u0)”)

y resuelve, para esos hamiltonianos H,,, m > 1y He,

us = H(Du) a.e. en RNx]0, Too.
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Con la regularidad podemos usar técnicas de convolucién
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Teorema (Unicidad de soluciones)

Sea ug € Bjoc(RN) verificando (PRM) y ‘H, con

D(H*) = RN, limsup H*(€) = 400
[€|—-+o0

H(rp)

[iminf ——=~
r——4o00o r

>1 para0 < |p| <1,

tal que existe § > 0 tal que para cadax € RN y0 < r < T +6
satisfaciendo

rH* (2
lim sup ( L )

oo (r — oYM (5

Entonces, bajo (PBTI), la formula de Lax—Oleinik proporciona la tnica
solucion del correspondiente problema de Cauchy.

<1,

y
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Notese

lim sup i (5) :(r_5>1<1, m>1,
= too (r = 0YHiy (5
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Nétese
o (x S\ e
lim sup () (r 5) 1l m>1
=0 (r = )My (25) r
lfm sup e (7) _r=9 <1

Moo (r— oy (25) 7
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Corolario (Caso H,, m > 1)

Sea uy € Bioc(RN) verificando (PRM) y £ = lim sup Uo(ii) e RU{o0}.

|x|—-+o0 ’Xl =1l

v
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Corolario (Caso H,, m > 1)

Sea ug € Bloc(RN) verificando (PRM) y £ = lim sup UO();)

|x|—-+o0 ’Xl =1l

Entonces la férmula de Lax—Oleinik

U(x, t; (u0)") = sup {<uo)*(y) —(m-1) (—‘y‘x‘m

para (x,t) € RN x [0, Too[, donde

- 1 /m-1 ’”*17
Rmm E-i—

es la dnica solucion del correspondiente problema de Cauchy.

€ RU{o0o}.

)"
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Corolario (Case H.)
Sea ug € Bjoc(RN) verificando (PRM) y

— My 208D
[ = ‘Ilr“rlsroz = € RU {o0}.
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Problemas admisibles

Existencia y unicidad

Corolario (Case H.)
Sea ug € Bjoc(RN) verificando (PRM) y

[ = Ifmsup% € RU {o0}.

x| =00

Entonces la férmula de Lax—Oleinik

U(x, t; (t)*) = sup {(UO)*(y) - x,A4—t (y — x)) }

y€ERN

1
para (x,t) € RN x [0, Too[, donde Too = TR la dnica solucion del

correspondiente problema de Cauchy.
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Problemas admisibles
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