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Formulacién variacional de la estimacidon del movimiento

en fluidos incompresibles

PIV ("Particle Image Velocimetry") es una técnica que permite capturar
im3genes de un conjunto de particulas que se mueven dentro de un fluido.
Una aplicacion habitual de esta técnica es el andlisis en laboratorio del
comportamiento aerodindmico de un objeto. Para cada instante de tiempo
se adquiere un volumen 3D de datos donde se encuentran las particulas. El
objetivo de esta presentacién es analizar el problema de estimar el
movimiento que se produce en el volumen 3D de datos entre 2 instantes
consecutivos. En particular se presentard un modelo basado en una
formulacién variacional del problema adaptada al caso de fluidos
incompresibles (es decir div(u) = 0), asi como diversos experimentos
realizados en secuencias PIV reales y sintéticas.
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PIV Particle Image Velocimetry. Diseno de Experimentos

Imagen cortesia de LaVision GmbH
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PIV Particle Image Velocimetry. Sistema de adquisicion.

Imagen cortesia de LaVision GmbH
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PIV Particle Image Velocimetry

Volimenes 3D adquiridos por LaVision GmbH
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Estimaciéon del movimiento entre 2 volumenes 3D

consecutivos

El método Standard : La correlacién a ventanas

Se consideran 2 volumenes 3D dados por 1, : QO C R® — R. Dado un
punto X € () se considera un cubo Q% C Q) centrado en x de lado /.
Denotamos por @i(x) el desplazamiento del punto X al pasar de  a k. El

método de correlacién a ventanas estima el valor de (x) maximizando el
funcional de correlacién :

(Funcional del método de correlacién a ventanas)

Jar (k7 + a(x))dy

E(a(%)) =

1/2

(fo; h (?)zd)_’)l/z (fQ/X h(y + D(>‘<))2dy)

Este método es local (independiente para cada punto X) y supone &i(X) es
constante en Q.
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Estimaciéon del movimiento entre 2 volumenes 3D

consecutivos

El método standard : la correlacién a ventanas

El procedimiento standard para estimar el flujo de particulas entre 2
voltimenes 3D es elegir un tamafio de lado / para el cubo Q, elegir un
conjunto de puntos X; en () de tal forma que Q) = U,-Qf-q. A continuacién
se elige para cada X; una estimacion inicial del flujo fp(x;) (habitualmente
0) y a continuacién se refina por iteraciones : fy+1(%;) = bn(%;) + 5,
donde ¢}, es el méximo de

fogl_ h(7)h(y + n (%) 4 6)dy

(foy h57205) " (o, o5+ 20(5)27)

E($) = 73

suponiendo que k(¥ + Tn(Xi) + ) es periddica.
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fogl_ h(7)h(y + n (%) 4 6)dy

(foy h57205) " (o, o5+ 20(5)27)

E($) = 73

suponiendo que h(y + Un(X;) + J) es periédica.Una vez obtenidos &i(%;) se
calcula T(%) en cualquier otro punto por interpolacién
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Estimaciéon del movimiento entre 2 volumenes 3D
consecutivos

Método variacional bdasico

(Modelo variacional basico)

):/Q(/l<x)—/2(x+ #(x)))? dx—l—oc/ 1V u(x)|2dx

m
=

(Ecuaciones de Euler-Lagrange)

VE(o)(x) = —(h(x) — h(x+@(x)) - Vh(x+&(x)) —aAu(x) =0

donde AT = (AT*, AT, AT?)T
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Ecuacién parabdlica asociada

(Ecuacion parabdlica asociada)

{%JFA&:F(&) enH Ytel0 T]

0(0) =1m enH.

donde

o H=12(Q) x [2(Q) x [2(Q)
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Ecuacién parabdlica asociada

(Ecuacion parabdlica asociada)

{%JFA&:F(&) enH Ytel0 T]

0(0) =1m enH.

donde
o H= L2(Q) L2(Q)) x LQ(Q)

X
o 0(t,x) = (u(t, %), v(t,X),w(t,x))" es la solucién de la ecuacion
parabdlica

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modelos Matematicos en Visién Mayo 2009 12 /29
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(Ecuacion parabdlica asociada)
{%JFA&:F(&) enH Ytel0 T]

0(0) =1m enH.

donde
o H=1L2(Q) x L2(Q) x L?(Q)
o 0(t,x) = (u(t, %), v(t,X),w(t,x))" es la solucién de la ecuacion
parabdlica
o Al = —(Au,Av, Aw)T

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modelos Matematicos en Visién Mayo 2009 12 /29



Ecuacién parabdlica asociada

(Ecuacion parabdlica asociada)

{%JFA&:F(&) enH Ytel0 T]

0(0) =1m enH.
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o 0(t,x) = (u(t, %), v(t,X),w(t,x))" es la solucién de la ecuacion
parabdlica
o Al = —(Au,Av, Aw)T
o F(i) = (h(x) —h(x+0(x)) - Vh(x+0(x))
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Existencia de soluciones de la ecuacién parabdlica

asociada

(Teorema: existencia de soluciones de la ecuacién parabdlica)
Si S(t)tg es la solucion del problema homogéneo

{ 94 Ap=0 enH Vte|0,T]
y F(@1) es Lipschitz entonces la solucién de la ecuacién completa satisface

B(t) = S(t)Uo—|—/0t5(t—s)F(f1(s))ds,

que es una ecuacion de punto fijo que tiene una solucion tinica.
o
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Condicién de Lipschitz

(Lema: Condicién Lipschitz de F(i1))

Sih(x) € L2(Q)NL®(Q) y h(x) € L2(Q) N W?*(Q), entonces la
funcion

F(2)(x) = (h(x) = h(x+ &(%)) - Vh(x + &(x))

es Lipschitz respecto a ii, es decir existe C > 0 tal que

IF (&) = F(9)|,y < Clla— o],

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C.) Modelos Matem4ticos en Visién Mayo 2009



Contenido

@ Estimacion del flujo en campos solenoidales

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modelos Matemiticos en Visién Mayo 2009 15 /



Flujos solenoidales y flujos conservativos

(Flujos solenoidales (incompresibles))
Hs = {1,eCH(Q) N C(Q) : div(ts) =0in Q and s -7 =0 in 90}

(Flujos conservativos)
Hy = {6,eCt(Q)NC(Q) :3 pe HY(Q) such that T, = Vpin Q }
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Descomposicion de Helmholtz

(Descomposicién de Helmholtz de un campo de vectores)

Sea u€C(Q) N C(Q)) un campo de vectores 3D, entonces existen
Us € Hs, @, € H, tal que

u=us + U,

ademds Ts y @I, son ortogonales en L?(Q)), i.e.
— NT = (=N g=
/ us(x) o, (x)dx =0
0
y b, = Vp donde p es una solucion del problema de Poisson :

Ap = div() en Q

— =10u-n en 0Q).
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Minimizacién de funcionales en H;.

nos planteamos el problema de minimizar el funcional

E(U):/Q(ll(x)—lz(er o(x)))? dx—l—oc/ 1V u(%)|2dx

con la restriccion de que o € H;
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Minimizacién de funcionales en H;.

nos planteamos el problema de minimizar el funcional

E(D)z/ﬂ(ll(x)—lg(>‘<+ B(x)))>2 d>‘<+oc/QHVu(>‘<)H2d>‘<

con la restriccion de que o € H;

(Teorema: Multiplicadores de Lagrange Generalizados)

Sea u(x) un minimo local de E(@i) con la restriccion i € Hs entonces

VE(a) € H,
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Relacién con la técnica de multiplicadores de Lagrange

(Multiplicadores de Lagrange (versién standard))

Si X es un minimo local de E(x) con la restriccion F(X) = 0, entonces
existe A € R tal que
VE(%) + AVF(x) =0
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Relacién con la técnica de multiplicadores de Lagrange

(Multiplicadores de Lagrange (versién standard))

Si X es un minimo local de E(x) con la restriccion F(X) = 0, entonces

existe A € R tal que
VE(X)+AVF(x) =0

Ahora bien, el espacio ortogonal a la superficie de nivel F(x) = 0 en punto
esta orientado en la direccién VF(x) por ello la igualdad anterior cldsica
sobre los multiplicadores de lagrange puede interpretarse como

VE(x) € {espacio direcciones ortogonales a la superficie de nivel F(x) = 0}
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Soluciones analiticas en ejemplos simples

Solucién ecuacién de Stokes para un flujo constante en el infinito que se
encuentra una esfera de radio & como obstdculo

1—43%(2x2—|—y2+22)—|— 3 (2x2—y2—22)
o(x)=U 4,3XY+ 4,5Xy

43”‘ Xz + 3"‘5 Xz
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Imagen de detalle y errores en la estimacién

Image Options MIP
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Experimentos realizados a partir de soluciones numéricas
de las ecuaciones deNavier-Stokes.

Volumenes 3D suministrados por el laboratorio Cemagref.
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Resultados del calculo del flujo
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Representacién grafica del error
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Flujo calculado para el experimento real.

Image Options MIP
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Conclusiones

@ Las secuencias PIV 3D son una fuente muy interesante de
informacién para el estudio de fenénemos aerodindmicos y de
validacion experimental de modelos.
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Conclusiones

@ Las secuencias PIV 3D son una fuente muy interesante de
informacién para el estudio de fenénemos aerodindmicos y de
validacion experimental de modelos.

@ La principal novedad de esta presentacion es el estudio de la
incorporacién de la incompresibilidad (div(@) = 0)a la estimacién del
flujo entre 2 volimenes 3D mediante técnicas variacionales

© La incorporacién a los modelos de estimacién del flujo entre 2
volimenes 3D de leyes de comportamiento mds complejas como las
ecuaciones de Navier-Stokes es una cuestion de gran interés y
complejidad y que probablemente tenga un desarrollo significativo en
el futuro por sus numerosas aplicaciones.
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