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El uso de la perspectiva por los artistas del renacimiento

Figure: llustracion de Albrecht Diirer, pintor aleman del Renacimiento (1527)
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Geometria proyectiva

Gérard Desargues

Gérard Desargues (1591-1661),
arquitecto, ingeniero y
matematico francés, nacié en
el seno de una familia bien
acomodada al servicio de la
corona,contempordneo de
Pascal y Descartes. Es el
iniciador de la geometria
proyectiva, pues fundamenté
matemdticamente los métodos
de la perspectiva que habian
desarrollado los artistas del
Renacimiento, y aunque su
trabajo fue publicado en 1639,
pasé desapercibido durante
dos siglos
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Modelo "pinhole" de proyeccién de un punto 3D.

(X.,Y,Z)
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Modelo "pinhole" de proyeccién de un punto 3D.

X
) (£ 0 0 0
slyl=10 f 0 0
VA
(X.Y.2) 1 0O 0 1 0
— —_ 1
X P ——
X
0

N
(fi,f§)=(x,y)

Z-=f

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modélos Matematicos en Visién Mayo 2009 7/



Modelo "pinhole" de proyeccién de un punto 3D

Ecuacién general modelo proyeccion
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Parametros Intrinsecos.

Cambio coordenadas
enel PlanoZ =f
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Modelo "pinhole" de proyeccién de un punto 3D

Ecuacién general modelo proyeccion

X fax v X0 ro fo1 2 tx

sl vy | = 0 fay yo no ni n2 t

1 0 0 1 oy 1 Ny t
Parametros Intrinsecos. Pardmetros extrinsecos

Cambio coordenadas  Rotacién y traslacién en 3D
enel Plano Z =f

matriz de proyeccion

fax 0 xo ro ro1 ro2 tx
P= 0 fﬂcy Yo no ni rn2 ty
0 0 1 rho M1 My t,
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Condiciones sobre la matriz P

Una matriz P se puede descomponer como

fa, 0 X o ri r2 tx
P = 0 fay yo no ni hn2 t
0 0 1 o 1 e t

si sélo si se cumplen las condiciones
2 2 2 _
Py + Pa1 + P =1

((Poo. po1. po2) A (P20, P21, P22))T ((pro, P11, P12) A (P20, P21, P22)) =0
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Homografias entre planos

Un caso particularmente interesante en la practica se produce cuando los
puntos 3D se encuentran en un mismo plano, en ese caso, la matriz de
proyeccién 3 x 4 P restringida al plano se convierte en una homografia H
dada por una matriz 3 X 3, de tal manera que la relacién

X hoo hor  hoo X
s{ y | =1 ho hu1 ho y
1 hao  ho1 hoo 1

determina la proyeccién de los puntos del plano 3D en la cdmara y donde
(X,¥) representa una parametrizacién del plano 3D.
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Extrayendo informacién de la matriz P

SiC= (G, G, C.) es el foco de la cdmara debe cumplirse que

G

Gy

P C.
1
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Extrayendo informacién de la matriz P

SiC= (G, G, C.) es el foco de la cdmara debe cumplirse que

Cy —1

C _ _ Poo  Po1 P02 Po3
P Cy =0 = C=—| pio pu1 P12 p13

12 P20 P21 P22 P23
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Extrayendo informacién de la matriz P

SiC= (G, G, C.) es el foco de la cdmara debe cumplirse que

Cy —1

C _ _ Poo  Po1 P02 Po3
P Cy =0 = C=—| pio pu1 P12 p13

12 P20 P21 P22 P23

Dado un punto (x,y) en el plano de proyeccién, el vector director
u= (uX, uy, uz) de la recta 3D que une el punto con el foco debe verificar

Ux
X
pl Y | = y
u, 1

0
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Extrayendo informacién de la matriz P

SiC= (G, G, C.) es el foco de la cdmara debe cumplirse que

Cy —1

C _ _ Poo  Po1 P02 Po3
P Cy =0 = C=—| pio pu1 P12 p13

12 P20 P21 P22 P23

Dado un punto (x,y) en el plano de proyeccién, el vector director
u= (uX, uy, uz) de la recta 3D que une el punto con el foco debe verificar

Uy 1
X ux PoO  Po1 P02 X

uy _ _
P u =\ v =\ u | = po pu1 P2 y
OZ 1 u, P20 P21 P22 1
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Condiciones que debe cumplir la matriz Q

Una matriz 3 X 3 se puede descomponer como

rooty — rottz; rootz — rootx  rortx — rooty
Q= naty —nit; not; —rn2te nitc — noty
oty — ity oty — oty N1tk — noty

si solo si

Q=0

! (1320 (Q7Q) )? - troz <<QTQ)2) .
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Un enfoque geométrico de la visiéon por ordenador

Olivier Faugeras

Olivier Faugeras (1949),
cientifico francés, alumno de
I'Ecole Politechnique (Cauchy,
Poisson, Poincaré), miembro
de la Academia de Ciencias
Francesa, investigador de gran
prestigio en el dmbito de la
visién artificial, ha realizado
importantes contribuciones en
el drea, fué uno de los
primeros investigadores de
prestigio en visién que se
interesé por las aplicaciones de
las EDP’s a la vision.
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© Modelo de distorsion de una lente
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Funcionamiento de una lente de una camara fotografica
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La difraccién de la luz

David Brewster

David Brewster (1781-1868),
cientifico escocés, hijo de un
profesor. Aunque realizé
estudios teoldgicos, finalmente
se dedicé a la ciencia y realizé
importantes contribuciones en
el estudio de la difraccién de la
luz. Propuso y analizé el uso
de lentes para desviar los rayos
de luz y enfocarlos hacia una
zona comtn. Este es el
principio en que se basan las
actuales camaras fotograficas.
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Efecto de la distorsion de una lente y su correccion
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Modelo matematico de distorsion de una lente

La manera habitual de modelizar la distorsion de una lente consiste en
suponer que la magnitud de la distorsién es una funcién radial, de tal
manera que dado un punto (x, y) en la imagen, el correspondiente punto
(%, ¥) con la distorsién corregida viene dado por

(5) =) (G=5)

y Ye Y =Y

donde (x, yc) es el centro de distorsion, r> = (x — xc)? + (y — yc)? y
L(r?) =1+ dir? + dos* + ... 4+ dy,r*N¢. Este modelo es sélo una
aproximacién de la realidad pues no tiene en cuenta que la distorsion
cambia también con la profundidad a la que se encuentra el objeto.

Estimar el modelo de distorsién consiste en estimar los coeficientes {d;} y
el centro de distorsion (xc, yc).
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Modelo de proyeccién de una cdmara teniendo en cuenta el

modelo de distorsién

La distorsion introducida por la lente, aleja el modelo de proyeccién de una
cdmara del modelo "pinhole" de proyeccién 3D de un punto. Para
restablecer la validez de este modelo es necesario corregir la distorsién de
la lente, de tal manera que el modelo de proyeccién de un punto en la

cdmara viene dado por :

. (Xc>+L<r2)(X:XC> B Poo
Ye Y —Yc = P10
1 P20

Po1 P02 Po3
P11 P12 P13
P21 P22 P23

=N < X
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© Calibracién de cdmaras
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Calibracién de una camara.

Donde estoy y hacia donde miro ?
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Calibracién de camaras

Algunos escenarios de calibracién habituales

@ Conocemos la posicién 3D de un conjunto de puntos en la escena
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Algunos escenarios de calibracién habituales

@ Conocemos la posicién 3D de un conjunto de puntos en la escena

@ Conocemos la posicién de un conjunto de puntos situados en un
plano en la escena
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@ Conocemos la posicién de un conjunto de puntos situados en un
plano en la escena

@ Conocemos 2 vistas distintas de la misma escena donde son visibles
un conjunto de puntos desde las dos cdmaras.
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Calibracién de camaras

Algunos escenarios de calibracién habituales

@ Conocemos la posicién 3D de un conjunto de puntos en la escena

@ Conocemos la posicién de un conjunto de puntos situados en un
plano en la escena

@ Conocemos 2 vistas distintas de la misma escena donde son visibles
un conjunto de puntos desde las dos cdmaras.

Célculo modelo distorsiéon: En el caso en que sean visibles en la escena
rectas distorsionadas por la lente, es posible calcular el modelo de
distorsion de la lente a partir de la rectificaciéon de estas rectas
distorsionadas. Supdndremos en lo que sigue que la distorsion de la lente
ha sido corregida.
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Calibracién de camaras

Conocemos la posicién 3D de un conjunto de puntos en la escena. Uso de un calibrador
3D
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Calibracién de camaras

Conocemos la posicién 3D de un conjunto de puntos en la escena.

por cada punto 3D X; del cual conocemos su proyeccién en la imagen X;,
se cumple s;x; = PXj, si desarrollamos esta igualdad obtenemos

sixi = po3 + pooXi + po1Yi + po2Z;
siyi = p13 + proXi + p11Yi + p12Z;
si = p23 + p2oXi + pa1Yi + p22Z;

si eliminamos s; del sistema llegamos a las siguientes ecuaciones lineales en
los coeficientes de P

po3 + pooXi + po1 Yi + po2Zi — (p23 + p2oXi + po1 Yi + p22Zi)xi = 0
p13 + proXi + p11Yi + p12Zi — (p23 + p2oXi + P Vi + p22oZi)yi =
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Calibracién de camaras

Conocemos la posicién 3D de un conjunto de puntos en la escena.

Coleccionando la informacién de todos los puntos obtenemos un sistema
de la forma

Ap =0

donde p es el vector formado por todos los coeficientes de la matriz P. La
manera habitual de calcular p es minimizando

E(p) = | Ap|I*

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modélos Matematicos en Visién

Mayo 2009



Calibracién de camaras

Conocemos la posicién 3D de un conjunto de puntos en la escena.

Coleccionando la informacién de todos los puntos obtenemos un sistema
de la forma

Ap =0

donde p es el vector formado por todos los coeficientes de la matriz P. La
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Calibracién de camaras

Conocemos la posicién 3D de un conjunto de puntos en la escena.

Coleccionando la informacién de todos los puntos obtenemos un sistema
de la forma

Ap=0
donde p es el vector formado por todos los coeficientes de la matriz P. La
manera habitual de calcular p es minimizando

E(p) = || Ap||I*> = pT AT Ap

como p esta definido médulo la multiplicacién por una constante,
podemos suponer ||p|| = 1, en cuyo caso el minimo de E(p) es el
autovector de autovalor minimo de la matriz AT A.
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Calibracién de camaras

Conocemos informacién sobre un plano en la escena.
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Calibracién de camaras

Conocemos informacién sobre un plano en la escena.

Para cada punto X; del plano en la escena para el cual conocemos su
proyeccién X; tenemos la relacién s;x; = HX;. A partir de un nimero
suficiente de relaciones de este tipo es posible, como en el célculo de P,
calular la homografia H. Una vez calculada H, si conocemos los pardmetros
intrinsecos de la cdmara es posible calcular los pardmetros extrinsecos (R y
t). Para ello se situa el sistema de coordenadas de tal forma que el plano
en la escena corresponda a Z = 0, y explotando la relacién algebraica

-1

fa, 0 X o ror  tx
5 0 fzxy Yo H = rno ni ty
0 0 1 o 1 t
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Disponemos de 2 vistas de la escena
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Disponemos de 2 vistas de la escena

(R,0)

X 'TQX:O

X

r]3ty - 'iztz 'iltz - 'i3tx 'iztx - ri]ty
0= Bal, —Tpl, Bl —Fyul, Bl — Ly,

al, —hol,  Fyl, —rul, Bl —HKyl,
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Disponemos de 2 vistas de la escena

Para cada par de puntos en correspondencia entre las 2 vistas tenemos la
relacién lineal en los coeficientes de )‘(,-T Q)?,f = 0. A partir de un niimero
suficiente de relaciones de este tipo es posible, como en el célculo de P,
calcular la matriz @. Una vez calculada Q, es posible calcular los
parametros extrinsecos (R y t). Para ello se explota la relacién algebraica

rooty — ro1tz rootz — ro2tx  roitx — rooty
rnot, — nit, rnot; — raty nite —rnot, | = sQ
oty — nit; oty — oty nitc — noty
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Reconstruccion 3D a partir de un sistema de cdmaras

estéreo

Video Reconstrucciéon 3D
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Problemas Seleccionados

@ Dado un plano parametrizado en 3D como X = p+ Xt + yv (con
p.u,vERS X 7€ R). Calcular, utilizando la matriz de proyeccién
P, la expresion de homografia H que proyecta dicho plano en el plano
de proyeccion.

@ Demostrar que el minimo de E(p) = ||Ap||* con la restriccién
|B]| = 1 es el autovector de autovalor minimo de AT A.

© Dadas dos cdmaras de matrices de proyeccién P y P y las
proyecciones de un punto X en dmbas cdmaras dadas por X; y X».
Deducir como podriamos recuperar las coordenadas 3D de X a partir
de la informacién suministrada por P1, Py, X1 y Xo.
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