Modélos Matematicos en Vision por Ordenador

Fundamentacion Matemadtica del Analisis Multiescala

Luis Alvarez

Univ. Las Palmas de G.C.

Mayo 2009

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modélos Matematicos en Visién Mayo 2009 1/ 40



Contenido

@ Introduccién. El anilisis multiescala Gaussiano
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David Marr (1982): Los bordes corresponden a cruces por
cero del laplaciano
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El uso del andlisis multiescala Gaussiano en Visidn

David Marr (1.945-1.980)
matematico y neuro-psicélogo
britdnico. Es uno de los
fundadores de la denominada
"NeuroCiencia
Computacional". Estudié en el
Trinity College en Cambridge y
trabajé en el MIT. Describié la
visién como un proceso en 3
etapas : (i) deteccién de
bordes, regiones, etc.., (ii)
anélisis de estructuras mas
complejas: texturas, etc.. y
(iii) reconstruccion 3D de la
escena.

Modélos Matemadticos en Visién

Extracto del libro "La Vision"
de David Marr (1982):

Para detectar de forma
eficiente los cambios de
intensidad es preciso buscar un
filtro con las siguientes
propiedades : (i) que extraiga
la primera o segunda derivada
de la imagen y (ii) que se
pueda sintonizar para actuar a
cualquier escala. El operador
mds satisfactorio que cumple
estas condiciones es AG;.
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El Andlisis MultiEscala Gaussiano
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Cruces por cero del laplaciano a diferentes escalas
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Operadores diferenciales habitualmente utilizados en visién
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Operadores diferenciales habitualmente utilizados en vision.
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Operadores diferenciales habitualmente utilizados en vision.

La derivada parcial respecto a y :
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Operadores diferenciales habitualmente utilizados en vision.

1 . _ 9%f 92f
El laplaciano : Af = S+ 57
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Operadores diferenciales habitualmente utilizados en vision.

; ; 2 9’f *f 0°f
El determinante del Hessiano : [D*u| = 55575 — (axay
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Operadores diferenciales habitualmente utilizados en vision.

El operador direccional
T
((Du)l> D?u (Du)L

a D] C
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Operadores diferenciales habitualmente utilizados en vision.

-
. . Du)t) D2u(Du)*
La curvatura de las lineas de nivel : curv(u) = ((Du)) D2u(Du)”

(| Dul*?
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© Analisis multiescala y teoria de semigrupos

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modélos Matemiticos en Visién Mayo 2009 14 / 40



Concepto de andlisis multiescala

Un anélisis multiescala viene definido por una familia de operadores
{T:}+>0 que a una funcién f : R¥ — R le hace corresponder otra funcién

del mismo tipo T;(f) : RV — R.
Ejemplos usuales de andlisis multiescala en dimensién N.

@ Anidlisis Multiescala Gaussiano

¢ =G xf(x) = b e % s)ds
TEN0) = 6o = [ e T M(s)d
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Concepto de andlisis multiescala

Un anélisis multiescala viene definido por una familia de operadores
{T:}+>0 que a una funcién f : R¥ — R le hace corresponder otra funcién

del mismo tipo T;(f) : RV — R.

Ejemplos usuales de andlisis multiescala en dimensién N.

@ Andlisis Multiescala Gaussiano

¢ =G *xf(x) = o e‘w s)ds
TEN0) = G ) = fo e T 1(s)d

@ Anilisis Multiescala Morfolégico

TP (F)(x)= sup f(y)

lly=xl<t
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Anilisis Multiescala Morfolégico
.
| ’ " ,
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© Principios del Analisis Multiescala

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modélos Matemiticos en Visién Mayo 2009 17 /



Principios del analisis multiescala

Principio de Causalidad : Dados, t, h > 0, existe un operador de
transicion T; ;yp, tal que para cualquier funcién f, se tiene :

Teen(f) = Teerno Te(f)  y To(f) =f
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Principios del analisis multiescala

Principio de Causalidad : Dados, t, h > 0, existe un operador de
transicion T; ;yp, tal que para cualquier funcién f, se tiene :

Teen(f) = Teerno Te(f)  y To(f) =f

Principio de Causalidad Fuerte:

Tt,t+h =Ty
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Principios del analisis multiescala

Principio de Causalidad : Dados, t, h > 0, existe un operador de
transicion T; ;yp, tal que para cualquier funcién f, se tiene :

Teen(f) = Teerno Te(f)  y To(f) =f

Principio de Causalidad Fuerte:
Tit+n = Th

TE(f) y TP (f) verifican este principio debido a que
@ Gt * Gy = Gy
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Principios del analisis multiescala

Principio de Causalidad : Dados, t, h > 0, existe un operador de
transicion T; ;yp, tal que para cualquier funcién f, se tiene :

Teen(f) = Teerno Te(f)  y To(f) =f

Principio de Causalidad Fuerte:
Tit+n = Th

TE(f) y TP (f) verifican este principio debido a que
@ Gt Gy = Gpyp

@ SUP||y—x||<t+h fly) = SUP||z—x|<h <5Up”)/*z|\<h f(Y))
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Principios del analisis multiescala

Principio de Comparacion Local :  Si f(x) < g(x) en un entorno de
un punto xp, salvo en el propio punto xp, entonces Vt >0y h

suficientemente pequefio se tiene que T; (1) (x0) < T rin(v)(x0)
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S

g(x)
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Principios del analisis multiescala

Principio de Comparacion Local :  Si f(x) < g(x) en un entorno de
un punto xp, salvo en el propio punto xp, entonces Vt >0y h

suficientemente pequefio se tiene que T; 14 (f)(x0) < Tte4n(g)(x0)

S

T;,m,f (x)

T n8(X)

g(x)
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Principios del analisis multiescala

Generador infinitesimal : Existe una funcién F(A, p, ¢, x, t) continua

con respecto a A, tal que si f(x) = ¢+ p'(x —x0) + 5 (x — x0) A(x — xo)
en un entorno de Xy, entonces:

Teren(f)—f

LithOJr h (Xo) = F(A, p, C, Xo, t)
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Principios del analisis multiescala

Generador infinitesimal : Existe una funcién F(A, p, ¢, x, t) continua

con respecto a A, tal que si f(x) = ¢+ p'(x —x0) + 5 (x — x0) A(x — xo)
en un entorno de Xy, entonces:

Teren(f)—f

LithOJr h (Xo) = F(A, p, C, Xo, t)

G _
o Limy o =T (50) = Limy, e €= (x) = traza(A)
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Principios del analisis multiescala

Generador infinitesimal : Existe una funcién F(A, p, ¢, x, t) continua

con respecto a A, tal que si f(x) = ¢+ p'(x —x0) + 5 (x — x0) A(x — xo)
en un entorno de Xy, entonces:

Teesn(F) — F
Limy o L2 ) — F(Apeo, 1
G
° Lim,HOJrW(XO) = Limy_q+ &= f f(x0) = traza(A)
° Ll.mh*)oJr T[?(/):)—f(XO) _ Ll.thOJr SUPHXO—yH;h f—f(xo) _ HPH
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Demostracién generador infinitesimal andlisis Gaussiano

Vamos a demostrar que

Gh*f—f_

Af
h

Lllmh*}0+
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Demostracién generador infinitesimal andlisis Gaussiano

Vamos a demostrar que

Gh*f—f_

Af
h

Lllmh*}0+

para ello utilizaremos que la transformada de Fourier G;(w) es

Gt(W) — e*4t7r2(W12---+Wl%/)
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Demostracién generador infinitesimal andlisis Gaussiano

Vamos a demostrar que

Gh*f—f_

Af
h

Lllmh*}0+

para ello utilizaremos que la transformada de Fourier G;(w) es
Gt(W) — e*4t7r2(W12---+Wl%/)

Por tanto calculando el limite en Fourier obtenemos

Gh? _ ¥t e74h7'[2(W12...+WI%,) —1.

Limh—»(ﬁT = Limy,_,o+ 5 F=—0m)?(wi. . +wi)f

de donde deducimos el resultado buscado teniendo en cuenta que

—
~

= 27tiwk f (w)

f
an
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Demostracién generador infinitesimal andlisis morfolégico

Para cualquier funcién regular f(x) se tiene que la direccién de maxima
variacién de la funcién es Df (xo)
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Demostracién generador infinitesimal andlisis morfolégico

Para cualquier funcién regular f(x) se tiene que la direccién de maxima

variacién de la funcién es Df (xo)por tanto cuando h es suficientemente
pequeno

- Df(x)
sup F(y) = Flxo) + Df(Xo)ThHDf(xo)H

+ O(K
Ix0—y | <h ()
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Demostracién generador infinitesimal andlisis morfolégico

Para cualquier funcién regular f(x) se tiene que la direccién de maxima
variacién de la funcién es Df (xo)por tanto cuando h es suficientemente
pequeno

Df(XO) 2
sup  f(y) = f(x0) + Df (x0) " him—5 + O(h?)
Ixo—yll<h I1DF (o)
y por tanto
. SUP|xy—y|l<h F (¥) — f(x0) 7 Df(x0)
leh*)o%— - Df(XO) TR/ N ||Df(XO)||
h | DF (xo) |

de donde deducimos el resultado buscado.
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Los andlisis multiescala y las ecuaciones en derivadas

parciales

Theorem
Si un andlisis multiescala verifica los principios anteriores, entonces si

T:(f)(x) es una solucion del problema de Cauchy

llamamos u(t, x) =
8 = F(D?u, Du,u,x) en RN x[0,c0)
u(0,x) = f(x) en RN

Modélos Matematicos en Visién Mayo 2009 24 / 40
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Los andlisis multiescala y las ecuaciones en derivadas
parciales

Si un andlisis multiescala verifica los principios anteriores, entonces si
llamamos u(t, x) = T¢(f)(x) es una solucién del problema de Cauchy

% = F(D?u,Du,u,x) en RN x[0,c0)
u(0, x) = f(x) en RV

ademds F() es no decreciente con respecto a su primer argumento. Es
decir

B<A = F(Bpcx,t)<F(Apcx,t)
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Los andlisis multiescala y las ecuaciones en derivadas
parciales

Si un andlisis multiescala verifica los principios anteriores, entonces si
llamamos u(t, x) = T¢(f)(x) es una solucién del problema de Cauchy

% = F(D?u,Du,u,x) en RN x[0,c0)
u(0, x) = f(x) en RV

ademds F() es no decreciente con respecto a su primer argumento. Es
decir

B<A = F(Bpcx,t)<F(Apcx,t)

Nota: B<A & x"(A-B)x>0 V xeRVN
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@ Invariantes en la percepcion visual y analisis multiescala
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Principio de invarianza Euclidea

Sea B € R" x IR" una matriz ortonormal y b € IR" un vector. Se
considera la transformacién hg p : R” — IR” definida por
hg»(x) = Bx + b. Entonces se verifica:

Tt(fo hB,b) = Tt(f) (@] hB,b
es decir, es lo mismo trasladar y rotar antes o después de aplicar el andlisis

T:(f). Este principio nos indica que no hay preferencia por ninguna
posicién u orientacién en el espacio.
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Sea B € R" x IR" una matriz ortonormal y b € IR" un vector. Se
considera la transformacién hg p : R” — IR” definida por
hg»(x) = Bx + b. Entonces se verifica:

Tt(fO hB,b) = Tt(f) (@] hB,b

es decir, es lo mismo trasladar y rotar antes o después de aplicar el andlisis
T:(f). Este principio nos indica que no hay preferencia por ninguna
posicién u orientacién en el espacio.

o El anélisis multiescala gaussiano verifica este principio
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Principio de invarianza Euclidea

Sea B € R" x IR" una matriz ortonormal y b € IR" un vector. Se
considera la transformacién hg p : R” — IR” definida por
hg»(x) = Bx + b. Entonces se verifica:

Tt(fo hB,b) = Tt(f) (@] hB,b

es decir, es lo mismo trasladar y rotar antes o después de aplicar el andlisis
T:(f). Este principio nos indica que no hay preferencia por ninguna
posicién u orientacién en el espacio.

@ El anélisis multiescala gaussiano verifica este principio

@ El anélisis multiescala morfolégico verifica este principio
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Andlisis multiescala lineales

Dado un andlisis multiescala generado por la EDP

‘3—‘; = F(D?u, Du,u,x) en RN x [0, )
u(0,x) = f(x) en RV

con F() no decreciente respecto a su primer argumento, si el andlisis
verifica el principio de invarianza euclidea y ademds es lineal, entonces el
andlisis estd generado por la ecuacion del calor:

Y en RN x [0, )
u(0,x) = f(x) en RN

es decir es el andlisis Gaussiano
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Invarianza morfoldgica de la visidn
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Invarianza morfolégica de la vision
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Principio de invarianza morfolégica

Sea g : R — IR una funcidén estrictamente creciente o estrictamente
decreciente, entonces dada cualquier funcién f : RN — R se verifica:

Ti(go f) =8° Tt(f)
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Principio de invarianza morfolégica

Sea g : R — IR una funcidén estrictamente creciente o estrictamente
decreciente, entonces dada cualquier funcién f : RN — R se verifica:

Ti(go f) =8° Tt(f)

o El andlisis multiescala gaussiano no verifica este principio
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Principio de invarianza morfolégica

Sea g : R — IR una funcidén estrictamente creciente o estrictamente
decreciente, entonces dada cualquier funcién f : RN — R se verifica:

Ti(go f) =8° Tt(f)

o El andlisis multiescala gaussiano no verifica este principio

@ El andlisis multiescala morfoldgico si cumple este principio
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Anilisis multiescala morfolégico en dimensiéon 2

Dado un andlisis multiescala generado por la EDP

ot

% — F(D?uy, Du,u,x) en TR?x[0,00)
{ u(0,x) = f(x) £ R

con F() no decreciente respecto a su primer argumento, si el analisis
verifica el principio de invarianza euclidea y morfologica, entonces el
andlisis estd generado por la ecuacion :

ul

{ % = Dull 6 (div (f¥er)) en R2x[0,e0)
u(0,x) = f(x) en R

donde G(.) es una funcion no decreciente.
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Lineas de nivel y curvatura

La curvatura de una curva expresada en forma paramétrica viene dada por

. arctan(%) - arctan(%) _ y"(s0)x"(s0) — y'(s0)x" (s0)

m so+h 3
h—0 f / x S +y dS (X/(SO)Q +y/(so)2)2

cuando (x(s),y(s)) es una curva de nivel u(t, x(s),y(s)) = C Vs, la
curvatura se expresa como

curv(u)(ty, X0, Yo) = dlv(Hg “) (to, X0, ¥0)
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La ecuacién de curvatura media

% —|| Du || div ( |Vu|\>
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Principio de invarianza Afin

A € R" x R" una matriz no singular y b € R” un vector. Se considera la
transformacion ha p : R” — R" definida por ha »(x) = Ax + b. Entonces
se verifica que existe una funcién t'(t, A) tal que

Tt(f e} hA,b) = t’(t,A)(f) e} hA,b

ademas 2 (t, Ald) > 0.
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Analisis multiescala invariante afin

Dado un analisis multiescala generado por la EDP

8 = F(D?u, Du,u,x) en R?x [0,c0)
u(0,x) = f(x) en R?

con F() no decreciente respecto a su primer argumento, si el andlisis
verifica el principio de invarianza afin y morfoldgica, entonces el andlisis
estd generado por la ecuacion :

1
b)) D2u(Du)t 3
w | py | ({22 ||)Du\|3U( ) en RR? x [0, )

u(0,x) = f(x) en R?
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Analisis multiescala invariante afin
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La teoria de las soluciones de viscosidad

Pierre Louis Lions, matematico
francés (1956), hijo del
también ilustre matematico
Jacques Louis Lions, alumno
de I'Ecole Normale, profesor de
I'Ecole Politechnique y del
Colegio de Francia. Recibié la
medalla Field en 1.994. fue
uno de los creadores de la
teoria de soluciones de
viscosidad que ha tenido un
gran impacto en el estudio de
las ecuaciones en derivadas
parciales no-lineales.
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Problemas seleccionados

@ Demostrar que si f € L?(R").

Lim, o- /}RN(Gt £ F(x) — F(x))2dx = 0
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Problemas seleccionados

o Demostrar que si f € L2(RV).

Lime g+ /]RN(Gt % F(x) — F(x))%dx = 0

((Df)i)TD%f(Df)L
IDf|°
nivel que que pasa por (xo, yo)

@ Demostrar que (x0, o) es la curvatura de la curva de
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Problemas seleccionados

o Demostrar que si f € L2(RV).
Lim,_g+ / (Gex Fx) — F(x))dx = 0
R

((pf)") " D2 (DF)*
IDf[°
nivel que que pasa por (xo, yo)

@ Demostrar que (x0, ¥0) es la curvatura de la curva de

: - ou _ ((0w)")" D2u(Du)*
@ Demostrar que si u(t, x, y) es una solucién de § = | Dul®
u

entonces para todo A #0  v(t,x,y) = u()L2t, Ax, Ay) es una
solucién de la misma ecuacion.
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o Demostrar que si f € L2(RV).

Lime g+ /]RN(Gt % F(x) — F(x))%dx = 0

((pf)") " D2 (DF)*
IDf[°
nivel que que pasa por (xo, yo)

@ Demostrar que (x0, ¥0) es la curvatura de la curva de

((Du)L)TD2u(Du)L

|| Dul|*
entonces para todo A #0  v(t,x,y) = u(AQt,)\x, Ay) es una
solucién de la misma ecuacion.

@ Sea f(x,y) = ¢(1/x%> + y?) donde ¢(.) es una funcién regular y con
¢’ > 0. Calcular el operador diferencial

e Demostrar que si u(t, x,y) es una solucién de 3—;’ =

((or)*)" D2 (DA)*
|Df ||°

(x, )
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