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Método de Cholesky para factorizar matrices simétricas y

definidas positivas

A=B-BT
bi1 0 0 0
b1 bp O
b1 bz b33 :
) . 0
bni bn2 bns . bnwn
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Método de Cholesky para factorizar matrices simétricas y

definidas positivas

A=B-BT Algoritmo
Parai=1,...N
bin 0 o . 0 bii = \/<a,-,- -yt bi2k>
by1 b 0 . ) o VA .
bsi bz b3z .. araj=i+1,..,
v by X bji = 3, i1 byb
bni bno bz - buw Ui by (aji — L1 bik ik)
) - Fin Para j

Fin Para i
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Utilidades del método de Cholesky

@ Verificar si una matriz simétrica es definida positiva
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Utilidades del método de Cholesky

@ \Verificar si una matriz simétrica es definida positiva

@ Resolver el sistema Al = b resolviendo los 2 sistemas triangulares

Bz = b
B'u

=i
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Utilidades del método de Cholesky

@ \Verificar si una matriz simétrica es definida positiva

@ Resolver el sistema Al = b resolviendo los 2 sistemas triangulares

Bz = b
B'u

-

© Calcular el determinante de una matriz simétrica y definida positiva

2

N
Al=|T]bi
i=0
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André-Louis Cholesky

André-Louis Cholesky (1875 -

1918), matematico francés.
SABHX Estudié en I'Ecole
Polytechnique y trabajé en
geodesia y cartografia ademads
de desarrollar la
descomposicién matricial que
lleva su nombre. Sirvié en el
ejército francés como oficial de
ingenieria y murié en una
batalla durante la Primera

Vi

André-Louis Cholesky Guerra Mundial, siendo su
trabajo publicado
poéstumamente.
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Sistemas con mayor niimero de ecuaciones que de
Incégnitas

(Sistemas con mayor niimero de ecuaciones que de incégnitas )

Anxmiy = by
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Sistemas con mayor niimero de ecuaciones que de
Incégnitas

(Sistemas con mayor niimero de ecuaciones que de incégnitas )

Anxmiy = by

(Estimacién por minimos cuadrados)

Se minimiza el error :

E(am) = | Avxmin — bul|’
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Sistemas con mayor niimero de ecuaciones que de
Incégnitas

(Sistemas con mayor niimero de ecuaciones que de incégnitas )

Anxmiy = by

(Estimacién por minimos cuadrados)

Se minimiza el error :
E(am) = || Anxmim — b

cuya solucion lleva a la ecuacion normal

T . T T
ApxnAnxmTm = Apysnbn
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Pseudoinversa de una matriz

La matriz B = A,\ZX,\,ANX,\// es semidefinida positiva, es decir :
ST AT < =112
X' ApsxnAnxmX = |[Anxmx|y > 0

por tanto todos sus autovalores A son mayores o iguales que cero y para
cualquier € > 0 la matriz eld + A/\7;I><NAN><M es invertible.

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modélos Matemiticos en Visién Mayo 2009



Pseudoinversa de una matriz

La matriz B = A,\ZX,\,ANX,\// es semidefinida positiva, es decir :
ST AT < =112
X' AyxnAnxmX = [|[Anxmx|; > 0

por tanto todos sus autovalores A son mayores o iguales que cero y para
cualquier € > 0 la matriz eld + A/\7;I><NAN><M es invertible.

(Solucién generaliza de la ecuacién normal)

Definimos la solucion generalizada de la ecuacion normal

T . T I
ApxnAnxmin = Apysnbn
como

—l _
Oy = Lime_o+ (eld 4= A/-(4><NAN><M> AAdeNbN

pseudoinversa de Anxm
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Representacion algebrdica de las rotaciones utilizando
cuaterniones

(El espacio de los cuaterniones)

g=(a b,c,d)=(au)=a+iu

con la operacion producto ugu; = uOTul — iug X ug

(Representacién de una rotacién en base a los cuaterniones)

Dada una matriz de rotacion R de eje i = (ux, uy, u,) y dngulo 6. Si
llamamos

(2 brc, d) = (cos (g) i (g) U, sin (g) uy, sin (g) uz>

entonces Vv
iRv =(a+ iu)(0+ iv)(a— iu)
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Representacion algebrdica de las rotaciones utilizando
cuaterniones

(El espacio de los cuaterniones)
g=(ab,c,d)=(au)=a+iu

con la operacion producto ugu; = uOTul — jug X ug

(Representacion de una rotacion en base a los cuaterniones)

a2+ b%—c?—d? 2(bc — ad) 2(bd + ac)
R = 2(bc + ad) a? — b + c? — d? 2(dc — ab)
2(bd — ac) 2(dc + ab) a2 — b —c*+d?
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Calculo de autovalores / autovectores

(Método de la potencia (Valoracién impacto paginas Web Google))

Sea una matriz A que posee una base de autovectores tal que en médulo
su autovalor maximo Amay €s tinico. Sea un vector u* no ortogonal al
subespacio engendrado por los autovectores del autovalor Amax, entonces,
si definimos la secuencia

n—1

[un=t ]|

u"=A
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Calculo de autovalores / autovectores

(Método de la potencia (Valoracién impacto paginas Web Google))

Sea una matriz A que posee una base de autovectores tal que en médulo
su autovalor maximo Amay €s tinico. Sea un vector u* no ortogonal al
subespacio engendrado por los autovectores del autovalor Amax, entonces,
si definimos la secuencia

= A unfl
[[ur=t]]
se verifica que
Limy_cosign ((u", u"_l)) | u" ||= Amax
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Calculo de autovalores / autovectores

(Método de la potencia (Valoracién impacto paginas Web Google))

Sea una matriz A que posee una base de autovectores tal que en médulo
su autovalor maximo Amay €s tinico. Sea un vector u* no ortogonal al
subespacio engendrado por los autovectores del autovalor Amax, entonces,
si definimos la secuencia

= A unfl
[R7
se verifica que
Limy_cosign ((u", u"_l)) | u" ||= Amax
n
Limy— oo (sign ((u”, u”*l)))n Huin” es un autovector de Amax
u
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Contenido

© Métodos de optimizacién
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(Minimizacién por minimos cuadrados no-lineales)

Dado un vector de pardmetros x de tamaiio N y una funcion
f(x) = (A(X), (%), .... (X)) T a minimizar, se plantea la busqueda del
minimo de la funcion

M

E(R) =5 IFRIE = 3 L(6R)

i=1
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(Minimizacién por minimos cuadrados no-lineales)
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(Minimizacién por minimos cuadrados no-lineales)

Dado un vector de pardmetros x de tamaiio N y una funcion
f(x) = (A(x), K(X), ... im(X))T a minimizar, se plantea la busqueda del
minimo de la funcion
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Minimizacién por minimos cuadrados no-lineales

(Método de Newton-Raphson)

E(x) = E(x) = E(%)) + VE(X,) (X — %) + %(x — %) TD?*E(%,) (X — %)
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Minimizacién por minimos cuadrados no-lineales

(Método de Newton-Raphson)

- 1
E(x) ~ E(x) = E(%) + VE (%) (X = %) + 5(% = %) T D?E (%) (X — Xn)
Si D?E(x,) > 0 entonces el minimo de E(X) se alcanza en %,.1 donde

D?E (%) (fn41 — %n) = —VE(%y)
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Minimizacién por minimos cuadrados no-lineales

(Método de Newton-Raphson)

- 1
E(x) ~ E(x) = E(%) + VE (%) (X = %) + 5(% = %) T D?E (%) (X — Xn)
Si D?E(x,) > 0 entonces el minimo de E(X) se alcanza en %,.1 donde

D?E (%) (fn41 — %n) = —VE(%y)

(Combinacién de métodos de primer y segundo orden)
Si D?E(x,) # 0 6 E(Xps1) > E(Xnt+1) hacemos

(M + D?E(%)) (Rnt1 — %n) = —VE(%)

A\
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Sir Isaac Newton

Sir Isaac Newton (1643 -
1727), "el cientifico universal".
Tuvo una infancia dificil, su
padre fallecié antes de que
naciera, su madre queria que
fuese granjero, pero el director
del Colegio King's School,
Henry Stokes, la convencié
para que estudiase. En 1661,
fue admitido en el Trinity
College, Cambridge como
becario. No fué un estudiante
brillante pues era muy
autodidacta. Sufrié crisis
psicolégicas. Tenfa un interés
muy profundo por la alquimia
la religion.
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Método de Levenberg—Marquardt

(Expresion de las derivadas de E(x) en funcién del Jacobiano)

Dada E(x) = L[[F(%)|2 = L T, (£(x))? se tiene que

VE() f(x)V£i(x) = JT (2)F(x)

Il
=

f.(x)D*f(x) + J(x) T J(x)

'Mi

Il
e

D?E(x) =
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Método de Levenberg—Marquardt

M
D?E(x) = Z f.(x)D*f(x) + J(x) T J(x)

(Combinacién de métodos de primer y segundo orden)
Si D?E(x,) # 0 6 E(Xps1) > E(Xny1) hacemos

(M + D*E(%n)) (Rn+1 — %n) = =V E(n)
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Método de Levenberg—Marquardt

(Expresion de las derivadas de E(x) en funcién del Jacobiano)

Xl

D*E(x) = % f.()D*f(x) + J(x) T J(

(Método de Levenberg-Marquardt)

(AI +J(>‘<O)TJ()‘<0)) (o1 — %n) = —J7 (%0)F (%)
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Historia del método de Levenberg—Marquardt

El método de Levenberg-Marquardt ha tenido una enorme trascendencia
practica en problemas de ajuste de parametros y es el algoritmo de
referencia para optimizar la calibracién de cdmaras. Fué publicado en
primer lugar por Kenneth Levenberg (trabaj6 en la empresa Frankford
Arsenal (disefio y produccién de municién de armas)) en 1944 y
redescubierto por Donald Marquardt ( estadistico que trabajé en la
empresa Dupont (empresa quimica)) en 1963.
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Contenido

© La transformada réapida de Fourier
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La transformada rdpida de Fourier

(Transformada de Fourier discreta de {f,},—o

N N

N-1 -
fo=Y fre?n k=—— =
k = ne 21 12

(Algoritmo de Cooley and Tukey (1965). Lema de Danielson and
Lanczos (1942))

N/2-1 2n N/2-1 2n+1
fk — Z f.—zne—2mwk 4 Z f.—2n+1e—2m Nk —
n=0 n=0

N/2-1 - " N/2—-1 o
— Z fznemeN—mk + ef2mﬁ Z f2n+lei2m N/2k
n=0 n=0

Es decir la transformada de una sefial de tamafio N se puede descomponer
en 2 transformadas de sefiales de tamafio N /2.

v
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John Tukey

John Tukey (1915 - 2000), hijo
de profesores, cientifico
americano, estudio Quimicas
en la Universidad de Brown e
hizo el doctorado en
matemadticas en la Universidad
de Princeton, donde trabajé
como profesor compartiendo
este trabajo con sus
actividades en los laboratorios
Bell. Es conocido
principalmente por sus
actividades en el area de
estadistica y por el algoritmo
de FFT. Trabajo para el
ejercito durante la segunda

guerra mundial
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@ Discretizacion de EDP's
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Métodos de diferencias finitas

(Ecuaciones Euler-Lagrange Regularizacion de funciones)

—vdiv(Vu)(x) + pu(u(x) = 1(x)) =0

Luis Alvarez (Univ. Las Palmas de G.C. ) Modélos Matematicos en Visién Mayo 2009 22 /25



Métodos de diferencias finitas

(Ecuaciones Euler-Lagrange Regularizacion de funciones)

—vdiv(Vu)(x) + pu(u(x) = 1(x)) =0

(Discretizacién por diferencias finitas uﬁj ~ u(ih, jh))

4v v v v v o
(n+ p)“ﬁj - p“zhﬂ,j - pulh—u - p“ﬁjﬂ - ﬁuﬁj—l = 1(ih, jh)
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Métodos de diferencias finitas

(Ecuaciones Euler-Lagrange Regularizacién de funciones)

—vdiv(Vu)(x) + pu(u(x) = 1(x)) =0

(Discretizacion por diferencias finitas u'; ~ u(ih, jh))

4v v v v v o
(n+ p)“ﬁj - p“zhﬂ,j - pulh—u - p“ﬁjﬂ - p“ﬁjq = 1(ih, jh)

v  h,n v  h,n v  h,n v, hn T
potl _ 22Uy Tty T i + ety + 10k jh)

" (1 + %)
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Métodos multimalla (multigrid methods) para acelerar la

convergencia

4y v v % v
h h h h h
(V + ﬁ)“i,j ﬁ“ﬂrl.j ﬁ”ifl,j ﬁ“i,jJrl ﬁ”i.jfl

L({uf;})
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Métodos multimalla (multigrid methods) para acelerar la

convergencia

L({ul})
L({u?]"}) = 1(i2Vh, j2"h)

!

N-1 N N-1
usz_ h— 2h R2
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Métodos multimalla (multigrid methods) para acelerar la

convergencia

4v v v v v
L{u}) = (u+ p)“ﬁj - pulhﬂ,j - pulhfl,j - p“ﬁjﬂ - ﬁuﬁjfl

L({u?]"}) = 1(i2Vh, j2"h)

l
N— N N—
U,'2,j th 2h R2 !
!

LR M) = 1(i2V1h, j2 2 h) — L({u?; "))
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© Conclusiones del curso de doctorado
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Modélos Matematicos en Vision por Ordenador

© Abordar los problemas actuales que se presentan en visién por
ordenador requiere de una sélida formacién matemadtica.
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Modélos Matematicos en Vision por Ordenador

© Abordar los problemas actuales que se presentan en visién por
ordenador requiere de una sélida formacién matemadtica.

@ Dicha formaciéon matemdtica tiene un caracter multidisciplinar :
Algebra, Andlisis, Geometria, Ecuaciones diferenciales, Andlisis
Numérico, Optimizacién, Modelos Estadisticos, Analisis
Discriminante, Arboles de Decisién, etc..
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Modélos Matematicos en Vision por Ordenador

© Abordar los problemas actuales que se presentan en visién por
ordenador requiere de una sélida formacién matemadtica.

@ Dicha formaciéon matemdtica tiene un caracter multidisciplinar :
Algebra, Andlisis, Geometria, Ecuaciones diferenciales, Andlisis
Numérico, Optimizacién, Modelos Estadisticos, Analisis
Discriminante, Arboles de Decisién, etc..

© El area cientifica de la Visién por Ordenador no para de crecer
estimulada por los problemas y aplicaciones que van surgiendo
constantemente con el desarrollo de nuevas tecnologias.
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Modélos Matematicos en Vision por Ordenador

© Abordar los problemas actuales que se presentan en visién por
ordenador requiere de una sélida formacién matemadtica.

@ Dicha formaciéon matemdtica tiene un caracter multidisciplinar :
Algebra, Andlisis, Geometria, Ecuaciones diferenciales, Andlisis
Numérico, Optimizacién, Modelos Estadisticos, Analisis
Discriminante, Arboles de Decisién, etc..

© El area cientifica de la Visién por Ordenador no para de crecer
estimulada por los problemas y aplicaciones que van surgiendo
constantemente con el desarrollo de nuevas tecnologias.

© Para hacerse una idea del volumen de actividades puede visitarse el
sitio web http://lists.diku.dk/mailman/listinfo/imageworld que
utilizan muchos laboratorios para anunciar cursos, congresos, ofertas
de trabajo,etc..
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