Universidad Complutense de Madrid

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

Estudio de las Soluciones Numéricas de
Largo Plazo de los Modelos de las

Ecuaciones Primitivas de la Circulacion
General del Océano

Memoria para optar al grado de Doctor en Matemiticas.

Presentada por:

ELisA DOoRADO GRANGER.

Dirigida por:
RODOLFO BERMEJO BERMEJO Y ANGEL MANUEL RAMOS DEL OLMO.

Junio 2009






Agradecimientos

En primer lugar me gustaria agradecer a mis directores de tesis. A Rodolfo Bermejo
Bermejo por haberme dado la oportunidad de trabajar en este campo de la investigacién
tan interesante como es la modelizacién de océanos. A Angel Manuel Ramos del Olmo, por
su apoyo desde mis inicios en el Departamento de Matematica Aplicada, primero como
tutor y mas adelante como director de tesis. A ambos por su paciencia y sus ensenanzas
durante estos anos.

Mi agradecimiento al Departamento de Matematica Aplicada y a todos sus integrantes
por su apoyo en este tiempo, en especial a Jesus Ildefonso Diaz Diaz por haber ejercido
de revisor de este trabajo.

Mi agradecimiento a Antonio Garcia Dopico por haberse prestado a ser revisor de este
trabajo también.

No quisiera dejar de agradecer a Pedro Galan también, por su paciencia conmigo, su
apoyo, su experiencia en la materia y esas tardes de charlas que a cada vez me daban un
empujoncito para seguir avanzando en la materia.

Debo agracedecer, cémo no, a mis amigos y companeros: Ale, Laura, Rosana, Maria,
Paloma, Espe, Nuria, Paulina, Montse, Diego y muchos otros que seguro me dejo en el tin-
tero, por haber estado siempre ahi cuando los he necesitado. Gracias a todos por haberme
arropado y haber confiado en mi.

Mi mas profundo agradecimento a mis padres y a mis abuelos por haberme apoyado y
creido en mi en todo momento. En especial quisiera agradecer a mi madre y a mi abuelo,
por haberme ensenado a perseguir mis metas y a no rendirme ntinca. Gracias, esto, en
parte, es algo vuestro.

Por ultimo, quiero agradecer especialmente a Karim, por estar ahi, tanto en los buenos,
como en los malos momentos. Por haber sido un pilar en el que apoyarme a lo largo de
este proceso y haber aguantado mis cambios de humor: gracias de verdad.



II

El autor con agradecimiento reconoce los recursos informdticos, conocimientos técnicos
y asistencia proporcionada por el Centro de Supercomputacion y Visualizacion de Madrid
(CeSViMa) y la Red Espanola de Supercomputacion.



Introduccion

En esta memoria proponemos tres modelos tridimensionales de circulacion general del
océano, asi como el estudio comparativo de dichos modelos sobre una serie de ejemplos.
Los modelos que estudiaremos en este trabajo se basan en las ecuaciones primitivas del
océano, que proporcionan una buena aproximaciéon de la circulacion oceanica.

Los modelos tridimensionales de las ecuaciones primitivas del océano se introdujeron
a principios de los afios 90. Anteriormente la modelizacién oceanica se basaba en mode-
los muy simplificados. El estudio de modelos oceanicos tridimensionales estd hoy en dia
en plena efervescencia, gracias, en gran parte, a la evolucion de los ordenadores, puesto
que la simulacién numérica de estos modelos requiere computadoras con mucho espacio
en el disco duro para almacenar datos y una gran potencia de calculo. En esta memoria
propondremos tres modelos de circulacién ocednica que pretenden evitar de alguna forma
estos problemas.

Esta memoria consta de tres capitulos y cinco apéndices que resumimos a continuacion:

En el Capitulo 1 introducimos las ecuaciones primitivas del océano. Partimos de las
ecuaciones tridimensionales de Navier-Stokes para un fluido compresible, junto con la
ecuaciéon termodindmica, la ecuacion de difusion para la Salinidad y la ecuacién de estado,
para obtener las ecuaciones primitivas del océano aplicando la aproximaciéon de Boussi-
nesq y la aproximacién hidrostatica. A continuacion, obtenemos las ecuaciones primitivas
del océano en coordenadas cartesianas mediante la aproximacion del plano 3. Por ultimo
exponemos algunos resultados de existencia y unicidad a modo de resumen de resultados
conocidos.

En el Capitulo 2 hacemos una descripcion de los esquemas numéricos que vamos a
aplicar a las ecuaciones primitivas del océano. Empezamos presentando, de forma general,
el método semi-Lagrangiano con el que tratamos la parte convectiva de las ecuaciones.
A continuacion exponemos la discretizacién temporal que aplicamos de forma general
a las ecuaciones primitivas del océano, siendo ésta, una combinacion del método semi-
Lagrangiano con un esquema de tipo splitting con correcciéon de presion.
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La parte mas importante de este capitulo estd compuesta por la presentacion de tres
modelos distintos de circulacién ocednica, con un esquema temporal andlogo para los tres
y cuya diferencia se basa esencialmente, en la forma de aplicar el Método de los Elementos
Finitos a las ecuaciones primitivas del océano. De esta forma, se pretende evitar de un
modo u otro, dos de los principales problemas que genera la simulacion numérica de
modelos oceanicos tridimensionales: la excesiva cantidad de espacio en el disco duro que
se suele requerir para almacenar las matrices necesarias para la resolucién numérica del
modelo y el excesivo tiempo de calculo numérico que suelen necesitar las simulaciones.

La idea principal del primer modelo que presentamos en la Seccion 2.3, es la conversién
del dominio = w, x (—H(z,y),0) en el que tenemos definidas las ecuaciones primitivas
del océano (la funcién H nos proporciona la superficie del fondo submarino), en el dominio
cilindrico Q = w, X (—1,0) mediante el llamado cambio de coordenas o. En esta Seccion se
muestra coémo este cambio de coordenadas nos permite separar la componente horizontal
y vertical del problema, lo que genera una estructura muy simple para el almacenamiento
de los datos del problema y la simulacién numérica.

A continuacion, presentamos dos modelos de coordenada z (es decir, sin cambio de
coordenadas en la componente vertical): un primer modelo en el que se trata el término de
Coriolis de forma implicita y otro en el que se trata de forma explicita, mediante un esque-
ma de tipo predictor-corrector. Ambos modelos se basan en la aplicaciéon del Método de
Elementos Finitos tridimensionales, generados de forma no estandar, tal y como veremos
en la Seccién 2.4. Como hemos dicho, al aplicar el Método de los Elementos Finitos a un
problema de estas caracteristicas, se generan matrices de gran tamano, lo que supone un
problema a la hora de almacenarlas. En estos dos modelos de z-coordenada, proponemos
almacenar unicamente ciertas matrices elementales, a partir de las cuales generamos las
matrices de todo el dominio, necesarias para resolver el problema.

En el Capitulo 3 presentamos los resultados numéricos obtenidos con cada uno de los
modelos descritos en el Capitulo anterior. Empezamos por ver como los modelos se ajus-
tan a la fuerza gravitatoria. Una vez hecho esto, exponemos los resultados obtenidos en
un ejemplo de océano idealizado para pasar a continuacion, al estudio de un ejemplo mas
realista, como es la cuenca del Mar Mediterraneo. En el caso del Mediterraneo, exponemos
primero un ejemplo con esfuerzos de viento estacionarios, para mostrar por ltimo, los
resultados obtenidos en una simulacién de un ano con vientos variables.

Por 1ltimo, en los Apéndices, exponemos:

= Dos algoritmos de localizacién de elementos, necesarios en la aplicacion del método
semi-Lagrangiano.

= Un resumen del producto tensorial de matrices, necesario para la resoluciéon numérica
del modelo de o-coordenada.

= La obtencién de las matrices elementales con las que se generan las matrices de
volimen en los modelos de z-coordenada, asi como el ahorro de espacio disco que



suponen.

= Un algoritmo para la division de un mallado bidimensional en cajas para una futura
paralelizacion de los modelos.

= Un conjunto de figuras, mostrando los resultados numéricos obtenidos en los ejem-
plos del océano idealizado y del Mar Mediterraneo.
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CAPITULO 1

Ecuaciones Primitivas del océano

Generalmente se considera que el océano es un fluido ligeramente compresible sometido
a la fuerza de Coriolis. El conjunto de ecuaciones que rigen el movimiento del océano
vienen dadas por: la ecuacién de conservacion del momento, la ecuacién de continuidad o
conservacion de masa, la ecuacién termodinamica, la ecuacién de difusién para la salini-
dad y la ecuacion de estado para la densidad. Las dos primeras ecuaciones corresponden
a las ecuaciones tridimensionales de Navier-Stokes para un fluido compresible. Dichas
ecuaciones contienen demasiada informacion y no se puede esperar, al menos de momento,
obtener una solucién numérica lo suficientemente aproximada. De esta forma, a lo largo
de los anos se han ido introduciendo modelos simplificados de estas ecuaciones. Uno de
ellos son las ecuaciones primitivas, que aun cuando L. F. Richardson las introdujo en los
anos veinte, resultaron demasiado complicadas y se presté mayor atencién a modelos mas
simples. Al cabo de los anos, con la evolucion de los ordenadores, dichas ecuaciones han
vuelto a cobrar protagonismo, llegando a ser el foco de muchos modelos de circulacién
oceanica. Estas ecuaciones han sido estudiadas en especial por J. L. Lions, R. Temam y
S. Wang y se encuentran en numerosas publicaciones, como por ejemplo [22] y [35]. En
este capitulo vamos a ver como se llega a estas ecuaciones primitivas asi como el dominio
en el que las vamos a situar, las condiciones de contorno que vamos a imponer y algunos
resultados sobre existencia y unicidad, estudiados por los autores citados anteriormente.

1.1 Introduccidon a las ecuaciones

Notacién 1 El dominio en el que vamos a plantear nuestras ecuaciones representa una
porcién de océano. Denotamos dicho dominio por ¥ C S? x R, donde S? es la esfera
bidimensional de radio terrestre a (daremos mds detalles en la Seccion 1.1.2).



2 Capitulo 1. Ecuaciones Primitivas del océano

Hemos dicho que las ecuaciones que rigen el océano son las ecuaciones de Navier-
Stokes para un fluido ligeramente compresible, la ecuacion termodinamica, la ecuacién de
difusién para la salinidad y la ecuacién de estado (para la densidad). Dichas ecuaciones
son las siguientes:

DV 0 ov
P Dt3 +2pQ X V3 + Vp+ pg — Vg - (uyVa'Vs) — 92 <VV82’3) =0 enXx (0,7) (1.1)
dp

a‘FPV'VgZO ean(O,T) (1.2)

DT 0 oT
Cppﬁ — VH . (k?HVHT) — @ (k:vaz> =0 enXx (O,T) (1.3)

DS 0 oS
ﬁ - VH : (MSVHS) — a (VS&> =0 enX x (O,T) (1.4)
p=f(T,S,p) enX x (0,7), (1.5)

con T" > 0. El vector V3 representa las tres componentes de la velocidad, p, p y T son la
densidad, la presién y la temperatura, S es la concentracién de la salinidad, g = (0,0, —g)
es el vector gravedad y C), el calor especifico. El vector €2 es la velocidad angular de la
Tierra, de magnitud |Q| = 27 rad/dia= 0,7272 x 10~*rad/s y cuya direccién es la del eje
de la Tierra. Los coeficientes uy y vy representan la viscosidad horizontal y vertical de
la velocidad. Andlogamente, kg v ky representan la conductividad térmica horizontal y
vertical v ps v vg los coeficientes de difusion horizontal y vertical de la salinidad en el
océano.

Consideramos las coordenadas esféricas (0, ¢,r), donde 6 € (—m/2,7/2) corresponde
a la latitud de un punto de la tierra, ¢ € (0,27) a su longitud y r es la distancia radial,
obteniendo asi mediante z = r — a, la coordenada vertical con respecto al nivel del mar.
Consideremos también los correspondientes vectores unitarios en dichas direcciones ey, ey
y e,. De esta forma podemos escribir el vector velocidad de la siguiente forma:

V3 = vgep + vg€y + wEe, =V + W, (1.6)
donde podemos considerar v y w como sus componentes horizontal y vertical respectiva-

mente. Ademas Q = || cos fe, + |2|sende,..

Los operadores V y V- son el gradiente y la divergencia en tres dimensiones y coorde-
nadas esféricas respectivamente, mientras que Vg y V- denotan los operadores gradiente
y divergencia horizontales. Mediante calculo estandar es facil mostrar que

18p 1 Op ap
ra6° +r00898¢e¢+ (1.7)

Vp =

18p . 1 @e
r00° rcosf oo

VHp = (18)
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para toda funcién escalar p(6, ¢),

1 0 (Vycos®) 0OV, 1 9(r?V,)
.V = — 1.
vV rcos@( a0 N 19l0) e (1.9)
para toda funcién vectorial V (0, ¢) = Vy(0, ¢, 1)eq + Vi (0, 6, 7)es + Vi (0, ¢, 7)e, v
1 0 (vgcost) vy
Vi v = rcosf ( a0 * dp )’ (1.10)

para toda funcién vectorial v (6, ¢) = vy(0, p)eg + v4(0, @)ey.
Por tltimo, el operador 2 de las ecuaciones (1.1), (1.3) y (1.4), es la denominada
derivada material. Si z(t) es la curva descrita por una particula, Vs(z(t),t) es su vector

velocidad y G es una cierta funcién (escalar o vectorial), %(j viene dado por
DG(x(t), 1) _ 0G(x(1),t) 9G(x(t), 1)
Dr = 5 + V,G(z(t),1) —i—wT,

donde VG es la derivada covariante con respecto a v (véase la definicién 1) y representa
la variacién asociada al cambio de posicién a través del vector v.

El término % representa la variaciéon de G en un puno fijo y las restantes componentes
representan la variacion asociada al cambio de posicién de la particula fluida. De esta
manera, una forma abstracta de escribir el operador D% es

D 0 0
Di = §+Vv+w5. (1.11)

Definicién 1 Sea T una funcion escalar, su derivada covariante con respecto a v viene
dada por N N
~ Vo oT Vg orT

%T = —— —.

v r 00 + rcosf 0¢

Sea v una funcion vectorial, su derivada covariante con respecto a v viene dada por

(1.12)

~ %85@ Vg 8:179 _ U¢5¢ %6'64, Ve 85¢ _ U¢59
Wy = (7’ 0  rcosf 0¢ r tan ) ey + r 0¢ + rcosf O¢ tand ) ;.
(1.13)

1.1.1. Obtencién de las Ecuaciones Primitivas del océano

La primera aproximacién que se realiza es la llamada Aproximacion de Boussinesq,
que considera la densidad como constante, excepto en los términos de flotabilidad (pg) y
en la ecuacién de estado (1.5), con lo que, si ademéds suponemos C,, constante, obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones en ¥ x (0,7):

v, o ( Vs
o 2008 X Vs + Vp+ pg = Vir - (v VirVs) = o (Vv P > =0 (1.14)
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V-V3=0 (1.15)
DT 0 or
- _ . T — — — ) = 1.1
Dt Vit - (prViT) 0z (VT 82’) 0 (1.16)
DS d S
Di Vi - (usViS) — 92 <V582> =0 (1.17)
p=f(T,5Dp). (1.18)
Observacion 1 Obsérvese que pr = Cf;fgo Yy vp = % son los denominados coeficientes

de difusion térmica.

La siguiente simplificacién que realizamos, es reemplazar r, por el radio de la tierra a,
basandonos en el hecho de que la profundidad del océano es muy pequena comparada con
el radio terrestre. En particular se sustituyen las expresiones (1.8), (1.10),(1.12) y (1.13)
por

_10p 1 Jp
Vip = a89e9+ a00598¢e¢’ (1.19)
1 0 (vgcosf)  Ovg
Vi V= acosf ( a0 +87<;5 ’ (1.20)
W= oL v OT (1.21)

a 06 + acosf ¢’

~ (] 35@ Vg (959 U¢5¢ Vo 05¢ V¢ 65¢ Uqggg
W= == — - tan 0 —— —2 tanf | eg.
Wy (a 00 +acos¢9 fole} a €0 + a 0 +acos& folo} o V)
(1.22)

Observacion 2 La velocidad angular €2 en coordenadas esféricas viene dada por
Q = (0, |2] cos b, |Qsend) = |2 cos fey + |2]senbe,.,

(véase [24]). De esta forma, como Vi = (vg, vy, w) (véase (1.6)), la aceleracion de Coriolis
es la siguiente

ac = 20 x V3 = (2|92 cos fw — 2|2|senbv,, 2|Qsenfuvg, —2|€2| cos Hvy)

y tal y como se puede ver en [24], mediante un andlisis adimensional, se deduce que
podemos despreciar los términos 2|$2| cos Qw y 2|2 cos Qvy, con lo que nos queda

ac ~ (—2|Q|senbuy, 2|2|senbvy, 0). (1.23)

Debido a que despreciamos los efectos de Coriolis sobre la tercera componente de la veloci-
dad y definiendo la funcion f = 2|Qsend, podemos escribir el término de Coriolis como
el término horizontal fv*, siendo v = —v4ep + vge, que es un vector perpendicular a v
y de igual norma.
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De esta forma, separando las componentes horizontal y vertical de las ecuaciones,
llegamos a las llamadas Fcuaciones de Boussinesq para el océano (BEs) en ¥ x (0,7):

(Z% +Vv+w% + fvt + VHP Vi - <'L;‘O/VHV> - % (1;‘(; g:) =0 (1.24)
%—erVw wngrplogZer —Vy(%vgw)—gz(x?j):O (1.25)
Vi - V+ZZ) 0 (1.26)

%f +%T + wg—f — Vi - (prVuT) — ;Z (”T(Z> =0 (1.27)

%f %S + ng — Vi - (psVuS) — % <VS(3§> =0 (1.28)
p=Ff(T,Sp). (1.29)

Observacién 3 Dado que de ahora en adelante los operadores gradiente y divergencia de
nuestras ecuaciones quedan separados en su componente horizontal y vertical, a partir de
ahora, por simplicidad y mediante un abuso de notacion, denotaremos Vg por V y Vy-
por V-.

Por otra parte, por simplicidad en la notacion, denotaremos % Y ‘;—‘g por py Y Vy
respectivamente.

Por tltimo, es sabido que en el océano, la escala horizontal es mucho mayor que la
vertical, por lo que aplicamos la llamada Aproximacion hidrostatica. Mediante un analisis
escalar, como se puede ver en [24], se obtiene que dicha aproximacién equivale a sustituir
la ecuaciéon del momento para la tercera componente de la velocidad, por la siguiente
ecuacion:

Ip

5, =~ P9 (1.30)

De esta forma obtenemos las llamadas Fcuaciones primitivas del océano (PEs) en
coordenadas esféricas en ¥ x (0,7)

ov ov 1 0 8v
op
92 Py (1.32)
8w

oT oT o ( oT
S TN Tt wa =V (urVT) — o <VT82> =0 (1.34)
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ot 0z 0z vs 0z
p=[f(T,5SDp). (1.36)

8S+vvs+w85—v-(usv3)—8< 85) 0 (1.35)

Observacion 4 Mediante estas ecuaciones, las incognitas quedan divididas en dos gru-
pos: variables de prondstico y de diagndstico. Las primeras, son (v, T,S), para las cuales
podemos escribir las PEs mediante un problema inicial de valores de contorno. Las va-
riables del sequndo tipo son p,p y w. Estas se diagnostican a partir de las variables de
prondstico, tal y como veremos mds adelante en la Seccion 1.1.4.

1.1.2. Definicién del dominio y condiciones de contorno

Hemos dicho que el dominio considerado ¥ es un subconjunto de S? x R, pero debemos
definirlo de una forma mas precisa. En particular, ¥ representa un océano o una porcion
de océano, por lo que escribiremos

S =TI, x (—H(,¢),0), (1.37)

donde TI, C S? es un abierto (representando parte del océano) que puede tener agujeros
(representando islas) y H es la funcién profundidad del océano. Suponemos que esta
funcién es de clase C? (ﬁs), es estrictamente positiva y esta acotada, es decir, existen
H, H € R tales que

0<H<H(@,9)<H, V(00 ecll,. (1.38)

Observacién 5 1. Para evitar singularidades, hemos definido la funcion profundidad
como estrictamente positiva, por lo que no permitimos que la profundidad del océano
sea 0. Esto quiere decir que no permitimos que haya playas en el dominio de nuestro
problema.

2. La parte superior de nuestro dominio (superficie del océano) es plana (en realidad
esférica), ya que I, C S2 lo consideramos como un subconjunto de la superficie de la
tierra, expresado en coordenadas esféricas 0, ¢. Esto quiere decir que no permitimos
la existencia de olas: es la llamada aproximacion mediante capa rigida.

Una vez bien definido el dominio en el que vamos a trabajar, establecemos las condi-
ciones de contorno de nuestro problema.

= Condiciones de contorno en la superficie del océano, es decir, en I'y = II, x {0}:

ov
uvg—z = T, w =0,
T
VT& = QT (TG—T),
oS _ o,

9z
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donde T es el vector correspondiente a los esfuerzos de viento, la funcion T rep-
resenta los valores de la temperatura atmosférica y ar > 0 es un coeficiente de
transferencia de calor dado.

= Condiciones de contorno en el fondo del océano, es decir, en I'y = I, x {—H(6, ¢)}:

v =0, w =0,
oT

__»:07 @_
on

donde 7 es el vector normal a I'y apuntando hacia fuera del dominio y unitario.

= Condiciones de contorno en las paredes laterales, es decir, en I'; = 9ll;x (—H (0, ¢),0):

v =0, w =0,
oT oS

Observacién 6 Las condiciones de contorno en las paredes laterales y en el fondo del
dominio expresan una condicion de no deslizamiento para la velocidad (v,w), mientras
que indican una ausencia de flujo para la temperatura y la salinidad.

La condicion w = 0 en la superficie impone la condicién de capa rigida (ausencia
de olas). El intercambio entre océano y atmdsfera se efectia en esta componente de la
frontera del dominio, para ello imponemos la interaccion entre la componente horizontal
de la velocidad v y los esfuerzos de wviento provenientes de la atmdsfera, asi como el
intercambio de calor entre la supericie del océano y la temperatura atmosférica.

Por ultimo, imponemos una condicion de no flujo en la superficie para la salinidad,
ya que en este modelo no consideramos el intercambio de salinidad con agentes externos
como pueden ser la evaporacion del agua, las precipitaciones o el incremento de agua dulce
en las desembocaduras de los rios.

Por dltimo, también necesitamos imponer unas condiciones iniciales que seran las
siguientes:

v(0,¢,2,0) =vo(, 9, 2),
T(9,¢,Z,O) = T0(65¢7 Z)? (139)
S(@,(b,z,()) = 80(67¢7 Z)?

donde vq, Ty v Sy son funciones conocidas.

1.1.3. Aproximacién mediante el plano-/

Para regiones de latitud media se suele considerar la aproximacion de las ecuaciones
mediante el plano-3. De esta forma obtenemos las ecuaciones en coordenadas cartesianas,
mucho mas sencillas de resolver numéricamente. Para ello fijamos un sistema de referencia
en coordenadas cartesianas en un punto de la superficie del océano, de forma que el eje x



8 Capitulo 1. Ecuaciones Primitivas del océano

Figura 1.1: Plano-f3

indique la direccién este, el eje y la direccion norte y el eje z sea perpendicular a los dos
ejes anteriores, por lo que es paralelo a la profundidad (véase la Figura 1.1).

De esta forma hemos pasado de tener definidas las ecuaciones en un dominio ¥ C S2xR
a tenerlas definidas en el dominio 2 C R? y poder reescribirlas en coordenadas cartesianas.
Para ello, definimos el operador gradiente

o0 0
V=|— = 1.40
(ax7 ay) Y ( )
el operador divergencia para una funcién v = (u,v)
ou Ov
V= — + — 1.41
V-v pe - o (1.41)

y el operador derivada material para una funcién F(x,y, z) cualquiera (escalar o vectorial)
es el siguiente
DF OF oF OF oF oF oF

— = +Vv-VFtw—=—fu—+v—+

9 1.42
Dt~ ot 5. ot oz oy oz (142)

Observacion 7 De nuevo cometemos por simplicidad un abuso de notacion, denotando
el gradiente y la divergencia en coordenadas cartesianas horizontales (z,y) por V y V-
respectivamente.
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Andlogamente a como hemos hecho con ¥, podemos definir Q = wy x (—H(x,y),0),
con w, C R? y H(x,y) la funcién profundidad en coordenadas cartesianas, que sigue
cumpliendo una condicién del tipo (1.38)

0<H<H(x,y) <H, V(z,y) € Ws. (1.43)

De esta forma, tenemos las Ecuaciones Primitivas del Océano (PEs) en coordenadas
cartesianas, que son el objeto de nuestro estudio:

Z+V-Vv+wg‘;+va+pl()Vp—V-(quV)—;Z (VvZZ) =0 (1.44)
g]: = —pg (1.45)

v-v+‘;—i’=0 (1.46)
%%‘FV'VT—FW%_V‘(MTVT)_% <VT(ZZ> =0 (1.47)
%j—i—v-VS—i—wgi—V'(MsVS)—;z (ngi) =0 (1.48)
p=f(T,5p), (1.49)

definidas en Q x (0,7, con v = (—v,u) y con las condiciones de contorno analogas pero
en coordenadas cartesianas:

= Condiciones de contorno en la superficie, es decir, en I'y = w,; x {0}:

Ve, = T, w =0,
or
VTE = QT (Ta — T) s (150)
S
% - 0.
» Condiciones de contorno en el fondo del océano, es decir, en I'y = wy X {—H (z,y)}:
v =0, w =0,
or _, 05 _, (1.51)
o oon

» Condiciones de contorno en las paredes laterales, es decir, en I'y = Jw, x (—H (x,y), 0):
v =0, w =0,
oT 28 (1.52)
as 07 as 0
on

on
y con las siguientes condiciones iniciales:
V($, Y, z, O) - VO(J:7 Y, Z)J
T(x,y,2,0)=Ty(z,y, z), (1.53)
S(z,y,2,0) = So(x,y, 2).
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1.1.4. Variables de diagndstico

Como w =0en I'y y Iy, integrando (1.46) en z obtenemos

0
w(x’y7 Z’t) = w(v(m7 y7Z7 t)) = / V ‘V(‘,L‘7y7 Z,7t)dzl v(x7y’ 2) E Q (1'54)

y para z = —H(z,y)
0
/ V-v(z,y,z,t)dz =0 V(z,y) € ws, (1.55)
_H(w)y)

con lo que obtenemos la ecuacién (1.54) para diagnosticar, una vez conocida v, la velocidad
vertical w y la nueva ecuacién de continuidad (1.55) para nuestras ecuaciones , que vamos
a utilizar para reemplazar la ecuacién (1.46).

Observacion 8 Obsérvese que

0 0
V/ V(xvyvzat)d’z:/ V-V(:E,y,z,t)dz—l—VH(:):,y)-V(m,y, —H(J?,y),t)
7H("L‘7y)

7H(.’E,y)

y como v(z,y, —H(z,y),t) = (0,0), la condicion (1.55) es equivalente a

0
V- / v(z,y,z,t)dz = 0.
—H(a:,y)

De forma andaloga, integrando (1.45) en z, obtenemos

0
p=ps+ g/ pdz, (1.56)
donde p; es la presion en la superficie del océano, es decir ps = ps(z,y,t) = p(z,y,0,1t).

Notacién 2 En general, la densidad p(T,S) se suele aproximar por una funcion de la
siguiente forma:

P = Po (1 _ﬁT(T_TT)—'—ﬂS(S_ST))? (157)

donde T, y S, son valores medios de la Temperatura y la Salinidad respectivamente y
Or, Bs € R son constantes adecuadas.
Siguiendo esta notacion podemos reescribir la presion como

p=ps+ P

donde P = P(T, S, z) viene dada por

0
Pla,y, ) = P(T(w. 5, 2,), S(2,9, 2, 1), 2) = g / o(T(,y, 2 ), Sy, 2, £))d="
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De esta forma, obtenemos las Ecuaciones Primitivas del océano en coordenadas carte-
sianas, cuyo estudio numérico expondremos a continuacion:

DV ot iy 9y [ _ 0 (0
Dr + v+ ,00va+ pov/z pdz" =V - (uyVv) 2. \ "o =0 enQx(0,7) (1.58)
0
w:w(v):/ Vv enQx(0,7T) (1.59)
0
V~/ vdz =0 en Qx(0,7) (1.60)
—H
DT d oTr
B~ V- (V1) - o (VTaZ) =0 enQx(0,7) (1.61)
DS 0 oS
E -V (,USVS) - @ <Vsaz> =0 enQx (O,T) (162)

con las condiciones de contorno (1.50) - (1.52) y las condiciones iniciales (1.53). Como
ecuacién de estado (1.63) tomaremos la propuesta por la UNESCO en 1981 con los coe-
ficientes modificados por Jackett y McDougall en 1995 (véase [18]).

1.2 Algunas nociones sobre existencia y unicidad

J. L. Lions, R. Temam y S. Wang iniciaron el estudio matemaético de las PEs, obtenien-
do la existencia de las soluciones débiles para todo tiempo t. Estos estudios se pueden ver
realizados en coordenadas esféricas por ejemplo en [21] y [22]. En esta Seccién nosotros
haremos un breve resumen de alguno de estos conceptos desarrollados en coordenadas
cartesianas por R. Temam y M. Ziane en [35].

Los resultados conocidos hasta ahora son:

1. Existencia de soluciones débiles para todo tiempo, en dimensiones dos y tres.
2. Unicidad de solucién débil en dimension dos.

3. Existencia y unicidad de solucién fuerte en dimensién dos.

4. Existencia local de solucién fuerte en dimensién tres.

Veamos alguno de estos resultados en el apartado que nos concierne, es decir, en
dimension tres. Para ello necesitamos ciertas nociones previas.
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Observacion 9 Integrando por partes (1.62) en 2 y teniendo en cuenta las condiciones

de contorno,tenemos que
d
— / Sd) = 0.
dt Jq

/SdQ :/SdQ
Q t Q

es decir que la cantidad de sal se conserva en el tiempo.
Definimos la siguiente funcion

Por lo tanto

)

0

1
S'=8— [ Sdq,
2] Ja

que también cumple la ecuacion (1.62) y ademds

/S'dQ = 0.
0

A partir de ahora, consideramos S’ en lugar de S en las ecuaciones, aunque por comodidad
la denotaremos también por S. Es decir, supondremos que

/SdQ =0.
Q

Definicién 2 Sea 1 < p < 0o. Para cualquier abierto © € R", definimos los espacios
LP(©) = {u medible en © tales que/ lul? < oo},
e

H?(©) = {u e F*(©): D*uc E*(©) si 0<l|a|<p},

donde
olely,

D% = al=a;+as+--+a
0x]*0x3? - - - Qxon o "

en el sentido de las distribuciones.

Para obtener la formulacién débil de nuestro problema, introducimos los siguientes
espacios de funciones:

V=V xVyx Vs, H = H, x Hy, x H3,

donde
0

vlz{veﬂl(a)?:v-/

-H

vdz =0,v=0en FZUFf},

Vo = H' (Q), Vg,:{SEHI(Q):/QSdQ:O},
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0
le{V€L2<Q V/ vdz = 0, nH/ de—OenFl},

Hy=L*(Q), H3:{56L2 /SdQ—O}

donde 77y es la componente horizontal del vector normal unitario en 0f2.
A continuacién dotamos estos espacios de los siguientes productos escalares y normas.

Dados U = (v,T,S) y U = (+,T, S),

(U, ﬁ)v = (v,%)1 + K (T, T)s + Ks(S, )3,
- ov ov
(V,V)lz/Q( yVv - VV+VV§8_) ds2,
(T, T), = / (MTVT VT+VT8—6—T> dQ + / arTTdw,
Q 82’ 3 wWs
(5,5)3=/ ( VS - vs+u5§@> dQ,
0 0z 0
U.U :/(v-v+KTT'T“+KSs§)dQ,
Q

1/2 1/2
Ul = @O, Ula = U, V),
donde K7 y Kg son unas constantes positivas que se elegiran mas tarde.

A continuacién, definimos los siguientes espacios que necesitaremos mas adelante:

V) = {v € C*(Q)?:v=0enun entornode I'y JT; y V- fvadz = 0},
V, = C™(Q), ng{SeCOO(ﬁ):/SdQ:O},
Q

V:V1XV2><V3.

Observacién 10 V; C V; para i = 1,2,3 y V; es densi en V; (véase [21]). Esto implica,
obviamente, que V es denso en V.

Para obtener la formulacion débil del problema, consideramos una funcion test sufi-
cientemente regular U = (v, T, S) € V, multiplicamos la ecuacién (1.58) por v, la ecuacién
(1.61) por K7T y la (1.62) por KgS e integramos por partes en (.

Observacion 11 El término de la presion superficial desaparece. En efecto

/vps-de:/ pSﬁH-vd(aQ)—/psv-GdQ.
Q oN Q
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El primer término desaparece ya que 1y - v es cero en ). Vedmos porqué desaparece el
sequndo término. De forma andloga a lo visto en la observacion 8 para la solucion v, para

Vv se tiene que

0 0
/psV-VdQ:/ps/ V-dedw:/ps(v-/ de)dw:o,
Q ws —-H Ws —H

pues v € V7.

Introducidos estos conceptos, podemos escribir la formulacion débil de nuestro proble-
ma de la siguiente forma: Encontrar U € V' tal que

<%U,(7) +a(U,U) +b(U,UU) +e(U,U)=1{U) YUEeYV, (1.64)

junto con una condicion inicial

U(0) = Uy,
donde, si U = (v,T,S) y U= (V,T, g),
a(U,U) = ay(U,U) + Kras(U,U) + Ksas(U,U),
(U, 0) :/ Ty -V 4y Y dQ—/F(T,S)v-’v“dQ,
N - ToT ~
ax(U,U) :/ urVT - VT 4+ v 8—8— dQ+/ arTTdw,,
QO aZ 82’ Ws
- ~ 9598
(U, U) /Q 1wsV.S VS+ygaZ 8z>d ,

con

0
P(T.5) = g / (= 82T + fsS) d2',
b= b1 -+ KTbQ + KSb?n
donde, si U* = (v#,T*, S%),

(v - Vv + w(v)g—v) vidQ,

z

b (U, U, U%) = /

Q

. ~ T
bz(U,U,Uﬁ):/ V~VT—|—w(v)g—Z> T,

Q

bg(U,ﬁ,Uﬂ)_/ V-V§+w(v)g—§> St

Q

e(U,U) = /vaL - vdQ)
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M@=AO+&ﬂ—%%VVM+/Kwﬁ+&wﬂm,

Ws

donde
gy =T, gr = KrapT".

Cada a; es una forma bilineal continua en V;, por lo que a es una forma bilineal
continua en V. Ademsds, si K1 y Kg son suficientemente grandes, ay y a3 son coercivas
en V5 v V3 respectivamente y por lo tanto a es coerciva en V.

Por otra parte e es bilineal y continua en V' e incluso en H y ademas cumple que

e(U,U)=0 VUE€H.
Para el estudio de las propiedades de b, definimos el siguiente espacio

Vig) es la clausura de V en H?(Q)*

Lema 1 La forma b es trilineal y continua en VXV X Vigy y en V. x Vg x V,

UNTNTH vy, YU,U € V,U* € Vg,

(U, U, U%)| <

llUNT v, 1T, VU, U* € V,U € V.

U, T, U < ol UNTT 10120 vy, Y U.U € V.U € V.

Ademds

b(U,U,U) =0, paralU € V,U € Vi),

b(U,(?,Uﬁ) = —b(U,Uﬁ,(?) para U,(?,Uji ev, yﬁ o U* en Viy).

Para la demostracion, véase [35]. El lema 1 se utiliza en la demostracién del siguiente
resultado.

Teorema 1 Dado t; > 0, Uy € H y g = (gv,g9r) € L*(0,t1; L*(wy)?), existe U €
L (0,t1; H) (L (0,t1; V) tal que

d  ~ ~ ~ ~ ~ ~
(EU, U) +a(U,0) +b(U,U,U) + e(U,U) = [(U), YU € Vi, (1.65)
H

U(0) = Up.

Para la demostracion, véase [35].






CAPITULO 2

Descripcion de los esquemas
numeéricos

En esta seccién describiremos la forma en que discretizamos en tiempo y en espa-
cio nuestras ecuaciones. Para la discretizacion en tiempo, haremos una introduccion al
Método de las Caracteristicas, método con el que se trata la parte convectiva de las
ecuaciones. Para la discretizacion en el espacio aplicaremos el Método de los Elementos
Finitos con dos tipos de elementos distintos. Para un primer esquema utilizaremos elemen-
tos tridimensionales provenientes del producto tensorial de elementos bidimensionales por
elementos unidimensionales, mientras que para un segundo y tercer esquema, tomaremos
elementos tridimensionales tetraédricos. Estos dos tipos de elementos, nos proporcionaran
interesantes diferencias en los esquemas, tanto a la hora de implementarlos como numéri-
camente y en los resultados.

2.1 EIl Método de las Caracteristicas

En esta seccion haremos un breve estudio del Método de las Caracteristicas o Método
semi-Lagrangiano. Para ello, introduciremos primero este método a través de un proble-
ma de transporte puro y a continuacion, veremos como se generaliza a un problema de
conveccién-difusion cualquiera.

17
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2.1.1. Esquema semi-Lagrangiano cuasi-mondétono para proble-
mas de transporte:

Consideremos el siguiente problema

ot (2.1)
¢(2,0) = @o(z) en D,

donde D C R% con d = 1,2 o 3 (aunque en nuestro caso, consideraremos d = 3), es un
abierto con frontera 0D suficientemente regular y = € D. Supongamos ¢ : Dx[0,7] — R
v a: D x[0,T] — R3, suficientemente regulares. De esta regularidad hablaremos m4s
adelante.

Observacién 12 En el caso de las PE’s tendremos:
a(w,t) = (v(, 1), w(z, 1)),

Definicién 3 Sea v € D y s € [0,T]. Se define como curva caracteristica del operador
% +a-V, ala funcion
X(z,s;-):[0,T] — D
solucion de
X'(z,s;t) =a(X(x,s;t),t) Vte (0,T]
(2.2)
X(z,s;8) =
En otras palabras, X(x,s;t) es la posicién en el instante ¢ de la particula que viaja
con velocidad a y que en el instante de tiempo s € [0, T] se encuentra en el punto = de D.
Para que la funcién X (z, s;t) esté bien definida en el intervalo de tiempo (0, T, basta,
por ejemplo, con que a sea espacialmente lipschitziana (ver [3] y [11]).

Observacion 13 Con las definiciones introducidas, podemos observar que la derivada
temporal de una funcion ¢ (X (z,s;t),t) a lo largo de la curva caracteristica X (x,s;t) es
la deriwada material de ¢ con respecto al vector velocidad a. En efecto

(o (X (@, 5:1),1) =
%—f (X (z,8;t),t) + X'(x,8;t) Vo (X(z,81),t) =
%—f (X (x,8:t),t) +a(X(x,s,;t),t) Vo (X(x,s;t),t) =

Dy

o (X(@s:2)).
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Por lo tanto, las soluciones de (2.1) son constantes a lo largo de las caracteristicas, es
decir:
(,O(ZL',S):(,O(X(I7S,t),t> Vie [OvT]

Para discretizar en tiempo el problema (2.1), dividimos el intervalo de tiempo [0, 7]
en N subintervalos del tipo [t,,t,+1]. Aunque esta discretizacién no tiene por qué ser
regular, por simplicidad en la notacién, tomaremos cada subintervalo con una longitud
fija, At = % y llamaremos t; = iAt, i =0, ..., N + 1.

De esta forma, dados x € D y n = 1,..., N tenemos las curvas caracteristicas definidas
en cada intervalo de tiempo [t,, t,+1] como solucién del siguiente problema

{ X2, tni1;t) = a (X (2, thy1;t),t) YVt E [tn, tuii]

2.3
X(xvthrl;thrl) =T. ( )

Notacién 3 Dada una funcion f: D x [0,T] — R, denotaremos por ™ a la funcién f
en el instante de tiempo t,,, es decir, a la funcion

' D — R
x — f(x,t,).

Notacién 4 Dada una funcion f: D x [0,T] — R, denotaremos por f*" a la funcién

. D — R
r f(X(xathrlvtn)atn)

Es decir, que para cada punto x € D, f* denota el valor de la funcion f en el instante
de tiempo t,, en la posicion de la particula que ocupard la posicion x en el instante t,1.

Para poder asegurar que el problema (2.3) tiene una unica solucién dada por:
tn+1
X(x,tyy1;t) = — / a(X(z,tpy1;7), 7)dT VUt E [tn, by + 1] (2.4)
t

basta pedir que a(z,t) sea espacialmente Lipschitziana. Podemos imponer esta hipdtesis
pués, tal y como mencionamos en la Observacién 12, a(z,t) es la velocidad del fluido (en
el caso discreto, que es el que nos concierne, se cumple dicha hipotesis).

Con el fin de obtener una solucién numérica del problema (2.1), hacemos una particién
Dy, del dominio D (donde h describe el tamafo de la malla), es decir

donde T} son los elementos de la particion y NE el ntimero de elementos de Dj. En cada
elemento finito Tj se especifican un nimero finito, NI, de puntos de interpolacién (algunos
de los cuales son comunes a varios elementos adyacentes). El conjunto de dichos puntos
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son los nodos de la particion que denotaremos por x; con k = 1, ..., NN y donde NN es el
numero de nodos de Dy,
A continuacién definimos el siguiente espacio de funciones:

Sp={veC(D): v, € Pn(T), VT €D},
siendo P,,,(T') el conjunto de polinomios de grado m definidos en 7.

Denotemos por {¢; }32 a la base de funciones nodales de S, de forma que cualquier
funcion v € Sy se puede escribir como:

NN

v(z) = kafﬁk(@ z €D,

k=1

con v, = v(zy) (véase [8]).

Notacion 5 Para simplificar la notacion, sea
XI? = X(l'ka tn—i—l; tn)a

donde, como hemos dicho antes, x; es cualquier nodo de nuestra particion Dy,.
A X} se le llama pie de la caracteristica X (xy,tyi1;t).

Entonces, por (2.4), tenemos para cada intervalo de tiempo [t,, t,11] y para cada nodo
de la particion xy:
tn+1
Xp =xp — / a(X (g, tpyr;t), t)dt (2.5)
tn
y aproximando esta integral mediante el punto medio obtenemos:

A A
X = x, — Ata(X (xp, toy1; ty, + g),tn + 715) + O(AP). (2.6)

. s s Ny o At o n n+1/2
Por simplicidad en la notacién, denotaremos ¢, , 1= tht+ 5 o = 12— X7y X =

X(xka lnt1; tn+%)-
De esta forma, haciendo la aproximacién cuadratica:

/2 _ Tk + Xy

k L o),

sustituyendo en (2.6) y prescindiendo de los términos de orden 3, se obtiene

1
ar ~ Ata(zy — §ak,tn+%). (2.7)
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Lema 2 Sea L la constante de Lipschitz de a(z,t) en?x (0,T] con respecto a la variable
espacial. Entonces, si %L < 1, para arbitrarios xp, € D y tm—% € (0,7), la ecuacion

1
ar, = Ata(zy, — §ak,tn+%) (2.8)
tiene una unica solucion oy € RY.

Demostracién. En efecto, por ser a(z,t) Lipschitziana de constante L, se tiene
la(z,t) —aly, )| < Lllx —yll Ve,ye D, te(0,T].
En particular, si denotamos = = xj, — %a}g ey =xp— 5(1%, tenemos

1 1 AtL
|Ata(xy — 504,16,15%%) — Ata(xy — §az,tn+%)u < 1

THO% —ap|l Ve, ap € D.

De esta forma, la funcién a« — Ata(zy — %a, 2 ) es contractiva y por tanto mediante
el teorema del punto fijo, la ecuacién (2.8) tiene una tnica solucién oy € R?. m

Observaciéon 14 Mediante los siguientes desarrollos de orden 2

1 1 Oa(xy, — Lay,t
a(xk—Eak,tn):a(xk—§ak,tn+%)+— (2 — 5o Y

2 ot

At

> + O(Atz),

n+%

a(xk - §akatn—1

1 1 Oa(zy, — tay,t 3At
):a(xk__ak’tn+%)+_ ( k 2 k )‘

2
5 5 5 + O(At?),

t 1
77«+7
obtenemos la siguente aprorimacion cuadrdtica
(zk — S, )-‘3( __1 t)__l( __1 tn-1) (tQ) (2.9)
a(x « a(x g, tn a(z ag,tho1) + O(At?). .
k2k7n+% 2k2k7 2k2k 1

Por el Lemma 2 y la aproximacién (2.9) obtenemos aj mediante un método de punto
fijo de la forma siguiente:

3 1 1 1
o = At 5@(:1% — Qak,tn) — §a(1‘k — §ak,tn,1) (2.10)

De esta forma, obtenemos el llamado pie de la caracteristica para cada nodo x,
mediante
X]? = T — Q.
A continuacion, de acuerdo con la Notacién 3 y 4, nuestra solucién numérica cumple
que:

O (1) = " (X (T tngs 1)) = (X)) Vk=1,..,NN,
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que calcularemos mediante interpolacion como veremos en (2.11). Para ello, es muy impor-
tante obtener de forma eficiente el elemento 7}, al que pertenece el pie de la caracteristica
X}, para cada k. En [1] se puede ver un algoritmo eficiente para esta bisqueda en el
caso bidimensional. Mas adelante, en la exposicién de los modelos, hablaremos de dicha
bisqueda en elementos tridimensionales, basandonos siempre en los algoritmos de [1].
Una vez obtenido el elemento T}, al que pertenece X' pasamos a calcular el valor de
©*"(x),) mediante interpolacién. Para ello, recordemos que cada elemento de la particién
Dy, tiene NI nodos de interpolacién. Denotemos por {xf’“ N1 los nodos de interpolacién del
clemento T}, y {#*}X!, las funciones nodales pertenecientes a dicho elemento, entonces:

™" (x) = §£:<P )0 (X7). (2.11)

Definicién 4 Sean u y v dos funciones de 2 x [0,T] tales que

uy <vy Vk=1,.,NN y 0<n<N-1

Diremos que conservan la monotonia st

uptt <ottt VEk=1,.. NN

Observaciéon 15 Al obtener ¢*™ mediante interpolacion, es importante mencionar, que
en caso de que la interpolacion sea de orden m > 1, se puede perder monotonia en la
solucion (véase [20]), es decir, se puede dar uno de los casos siguientes:
*n . n(, .Jk *n e n(, Jk
o) < min ("(x) 0 @) > mix (¢"(0)).
Con el objetivo de corregir esta posible pérdida de monotonia, en el método semi-
Lagrangiano cuasi-monétono que se propone en [4] y [5], se definen:

o = mdx (9™ (")

— 2 n( Ik
or =, min ("(@"))
para corregir ©*"(xy) de la forma siguiente:
or si " (w) > @,

"M (xK) =4 ¥r si ™ (xr) <@g, (2.12)
©*"(zy) en otro caso.

Se puede ver un analisis numérico detallado de este Método semi-Lagrangiano cuasi-
mondtono en (2], [4], [5] ¥ [39].
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2.1.2. Esquema semi-Lagrangiano cuasi-mondétono para un pro-
blema de conveccion-difusion general

Consideremos el siguiente problema general de conveccion-difusién

Op 0 dp\
E‘I’CLVSD_V(AHVHQO)_g(AV%)—F GHDX(O,T],
By(x,t) =0 en 0D x (0,7,

©(x,0) = po(z) en D,

(2.13)

con la misma notacién que en la seccién anterior, con Ay y Ay los coeficientes de viscosi-
dad horizontal y vertical, respectivamente y donde B es un operador frontera.

Al igual que en la seccion anterior, discretizamos el intervalo de tiempo en N subin-
tervalos de longitud At = % de tipo [t,, tny1] v definimos las curvas caracteristicas para
el operador 2 + a - V tal y como vimos en (2.3).

Para obtener una aproximacién numérica de la solucién de (2.13), dado ¢q se propone
el siguiente esquema para todo zp € D, yn=20,1,.... N — 1:

A) Etapa de transporte: en la que obtenemos los términos convectivos del problema.
Para ello, para cadan € {1,..., N}:

i) Evaluamos

tn41

Xi(Tg, thgr;tn) = T —/ a(X (zg, thyr; t), t)dt,

in

siguiendo los pasos descritos en la Seccién 2.1.1 para el célculo de X}

ii) Obtencién mediante interpolacién (segun lo explicado en la Seccién 2.1.1), de

P (22) = " (X (2hs bgr; tn)
y posterior correccién de la monotonia segin (2.12).

B) Etapa difusiva: resolvemos el siguiente problema de difusiéon por un Método de
Elementos Finitos:

90”+1—Q0*n B ' i _2 8@0n+1
At V- (A Vi) A5z

0z
Be"t(z) =0 en dD.

> =F"" en Q,
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2.2 Discretizacién temporal de las PE’s

Como ya hemos mencionado anteriormente, para discretizar en tiempo el problema
formado por las ecuaciones (1.58) - (1.63), las condiciones de frontera (1.50) - (1.52) y
las condiciones iniciales (1.53), dividimos el intervalo de tiempo [0,7] en N subintervalos
[ty tas1] cont, =nAt, n=0,1,... Ny At = % Para cadan =0,1,..., N — 1, dados v",
vl w w y x = (z,y, 2) € Q calculamos el pie de la caracteristica X (x, t,41;t,) (tal
y como vimos en la Seccién 2.1.1), donde para t € [t,, tpi1], X(X,t,41;t) son las curvas

caracteristicas del operador % +v-V+ w%, solucion tnica del problema:

X'(x,tpr1;t) = (VX (X, tpa1;t), ), w(X (X, tag1;t), 1)) en [t,, taid], (2.14)
X(Xa bnt1; tn-l—l) = X. .

2.2.1. Discretizacion de las ecuaciones de la Temperatura y la
Salinidad

A continuacién exponemos la discretizacién de las ecuaciones (1.61) y (1.62) (de la
Temperatura y Salinidad respectivamente) con sus correspondientes condiciones de con-
torno y condiciones iniciales. Dados T™, S™, obtendremos 77! y S™*1 aplicando el es-
quema semi-Lagrangiano explicado en la Seccion 2.1.2, es decir, seguimos los siguientes
pasos:

» Etapa de transporte: obtencién de T*" y S*" (segun lo visto en la Seccién 2.1.2).

» Etapa difusiva: donde resolvemos los siguientes problemas: Dados T° = T, S° =
So y para n > 0,

P =V (i VT ) = 2 (VTaTa—H> =0 enth (2.15)
BT =0 en 09 |

y
ST - sVt = 2 (vs25) =0 en (2.16)
BsT" ™ =0 en 09 |

donde By y Bg son los operadores frontera para la temperatura y salinidad respec-
tivamente, dados en (1.50) - (1.52).

A continuacién obtenemos la densidad en el instante de tiempo t,,; mediante la
ecuacién de estado propuesta por la UNESCO (véase [18]).
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2.2.2. Discretizacion de las ecuaciones de la componente hori-
zontal de la velocidad

Para la obtencion de la componente horizontal de la velocidad debemos resolver el
siguiente problema

)
Dv n 0 ovy
Dr + fv- =V (uyVv) — p <I/V&> =
1 9o [
——Vps — —V/ pdz" en Q x (0,7),
Po Po Jz
Byv =0 en o2 x(0,7), (2.17)

0
V-/ v=0 enwsx(0,7),
_H(I7y)

V(l‘, Y, z, 0) - V()(l’, Y, Z)

con B, el operador frontera para la componente horizontal de la velocidad, definido en
(1.50) - (1.52) y donde estan acopladas la velocidad y la presién superficial.

Para ello vamos a combinar el esquema semi-Lagrangiano (véase un estudio de la
aplicacion del esquema semi-Lagrangiano a las ecuaciones primitivas del océano en [6])
con un esquema de tipo splitting con correcién de la presién (véase [9], [34], [16] y [17]).
A continuacién consideramos los siguientes espacios:

H o(Q)={ue H(Q):u=0 en T UT;},

0

0
le{VG(LQ(Q))Q:V-/ vdz=0 vy (/ de)-ﬁ:OenFl}
—H(zy) —H(z,y)

Hi ={ve (L*Q)’:u=Vhcon h e H'(w,)}.

El splitting se basa en la siguiente descomposicién del espacio (L%())* (véase [33], [8] v

[16])
(L3(9))* = Hy, ® HY,

de forma que se obtiene una primera aproximacién de la velocidad en (LZ(Q))2 pero que
ademas cumple las condiciones de contorno y a continuacién se proyecta sobre el espacio
de funciones H; para que cumpla la condicién de continuidad (1.60).

Dados v?, v7! 0w U= p?y p;t = p? (la necesidad de p;!

=v’, w’, w- se vera mas
adelante) debemos resolver el problema (2.17) el instante de tiempo t,1, sabiendo que
v(z,y,z,t,) = v'(x,y,2) con (x,y,2) € Q.

Para resolver el problema anterior aplicamos el esquema semilagrangiano expuesto en
la seccion anterior, con lo que su resolucién queda dividida en dos etapas:

» Etapa de transporte: cdlculo de v*" (segun lo visto en la Seccién 2.1.2).
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= Etapa difusiva: nos queda por resolver el siguiente problema:

( Vn+1

Y n+1
voo-v- +f (vn+1)i — V- (Vv — o <VV8V ) _

At 0z
——Vpitt — v / p"Hdy en Q,
Byvitt = O en 0},

0
V-/ v =0 en w;,
\ _H("E’y)

donde nos encontramos con la dificultad de que la velocidad y la presion estédn
acopladas, por lo que aplicamos un esquema de tipo splitting con correcciéon de
presién. En dicho splitting, se obtiene la solucién v**! € H; mediante la suma de
un elemento de (L2(Q))* y otro de Hi, a través de la siguiente ecuacion

(2.18)

n+1 Sn+1

—V

At

Y oy Lyp oo, (2.19)
Po P

donde p"*! es la siguiente aproximacién de p"*!

Pt =2p) —p7!
y donde tomamos p? = p;! = 0. PQara ello, calculamos una primera aproximacion
de la velocidad, v"*! € (H} ()", solucién de

‘—,n-i-l

—_v*” n+1 . n+1 _2 a‘—,n-f—l —
A7 —l—f( ) V- (Ve (uv el

V“”H V/ p"Hdy en Q, (2.20)

B, vt = O en 0€).

Esta aproximacién de la velocidad, cumple las condiciones de contorno (1.50) -
(1.52), pero no va a cumplir (en general) la ecuacién de continuidad (1.60), por
lo que a continuacién la proyectaremos sobre el espacio H;. Para ello llamemos
q"tt = pttl — ptl a la correccién de presion superficial e integremos (2.19) en la
vertical. Si tenemos en cuenta que la solucién que buscamos queremos que cumpla
que vt € H,, obtenemos el siguiente problema para la obtencién de la correccién

de presién ¢"

(< l_fo 7n+1d
—Hey Y 4 1 n+1
+ —H(z,y)V (") = 0  enws,
At
o 1 (2.21)
AR :V-/ vitlds = 0 en wg, :

z.y
V”H-ﬁ‘aws =0 en Ows,
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donde o
g = [ a2
7H(x7y)

Aplicando el operador divergencia al problema anterior obtenemos el siguiente pro-
blema para la resolucion de la correcciéon de presion superficial:

T 0 -y 0}
V. (H(z,y) V") = £V. f_H(%y)V tlds en wy,

Hg" ! (2.22)
o = 0 en Ows.
7l

Observacion 16 La razon por la que imponemos la condicion de frontera de neu-
mann homogénea para la correccion de presion superficial ¢ radica en el problema
(2.21). Si multiplicamos la primera ecuacion por el vector normal unitario 7 obte-

nemos 0
At ~
—H(x,y)Vq"H = _Vn+1 ST (/ ‘—,n—i-l) .7—7;
Po —H(z,y)

con lo que obtenemos la condicidn de contorno impuesta en (2.22), ya que V"1 =

0 por ser vt € Hy, v"*1 = 0 en I'; por ser ¥"*! ¢ (Hll-i-f,O(Q>)2 y H(z,y) # 0
V(z,y) € ws.

Por 1ltimo, una vez obtenida la correccién de presién, obtenemos la solucién v+t €
H, como suma de un elemento de (L*(Q))° y otro de Hi mediante la siguiente

ecuacion " "
n _on 1
% oV =0 (2.23)

2.2.3. Resumen de la discretizacién temporal

A continuacion, expondremos a modo de resumen, los pasos que sigue nuestro esquema
en cualquiera de los dos modelos que expondremos a continuacién, puesto que la diferencia
entre estos dos modelos no estd en la discretizacién temporal, sino tnicamente en la

espacial. Dados TV, 5%, v?, v~

1 0 1

=v0p? w® wt =wyyp;' =p’yparan=0,..,N — 1

A) Etapa de transporte: mediante el método semi-Lagrangiano cuasi-monétono:

i) Calculamos

tn+1
X (X, tn15tn) = o — / (VX (X, tnt15t), 8), w(X(X, Ty ), 1)) dE,
tn

siguiendo los pasos descritos en la Seccion 2.1.1 para el calculo de X™.

ii) Obtencién de T%", S* y v*".
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B) Etapa difusiva:
i) Obtenemos 7™ y S soluciones de los problemas (2.15) y (2.16) respecti-
vamente.
ii) Célculo de p"*! = p(T"*!, S™1) mediante la ecuacién de estado.

iii) Primera parte del splitting: obtencién de ¥"*! solucién del problema (2.20).

iv) Segunda parte del splitting: obtencién de v**! mediante correccién de presién:

~—

1) Obtencién de la correccién de presién ¢"! solucién del problema (2.22).

2) Obtencién de v mediante la ecuacién (2.19).

v) Obtencién de la tercera componente de la velocidad w™*!, mediante la ecuaciéon
de diagndstico (1.59).

2.3 Modelo basado en la o-coordenada

En los ultimos anos se han aplicado numerosos cambios de coordenadas en la vertical
para obtener mejores reperesentaciones del fondo del océano (véase [28], [23]). Uno de
estos cambios de coordenadas verticales es el llamado cambio de coordenadas o, el cual
estudiaremos en esta Seccion.

La idea principal de este modelo que vamos a exponer, es la conversion del dominio
Q) = ws x (—H(z,y),0) en el dominio cilindrico Q = wy x (—1,0) mediante la llamada
coordenada o. Gracias a este cambio de coordenadas, vamos a poder separar las com-
ponentes horizontal y vertical del problema. De esta forma necesitaremos utilizar mucha
menos memoria para almacenar datos y los calculos seran mucho mas rapidos.

2.3.1. o-coordenada

Figura 2.1: Transformacion del dominio {2 mediante la coordenada o.
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En este primer modelo vamos a aplicar el llamado cambio de coordenadas o a la
componente vertical del problema, es decir, tal y como hemos dicho antes, convertimos
el dominio € en el dominio cilindrico €2 (véase Figura 2.1). Este cambio de coordenadas,
viene dado por

z=H.+ (H(z,y) — H.) C(s), s € [—1,0], (2.24)

donde H. es una constante elegida en general como el valor de menor profundidad del
dominio € (nosotros tomaremos H. = 0). C(s) es el conjunto de curvas que nos determina
el cambio de variable que esta definido por definido por

senh(6,s) N ebtanh [0s(s +1/2)] — tanh(6,/2)

Cls) = (1= 6) senh(f,) 2 tanh(6,/2) ’

(2.25)

donde, dada una discretizaciéon del dominio vertical (—1,0), 65 y 6, son los pardmetros de
control para generar mas niveles (nodos de la discretizacién vertical) en la superficie y el
fondo respectivamente. Tal y como se puede ver en la literatura relativa a la o-coordenada,
sus rangos respectivos son los siguientes (véase [30])

0<6,<20 y 0<6,<1, (2.26)

tomando A, préximo a 20 cuando necesitemos mayor concentraciéon de niveles en la su-
perficie y 6, préximo a 1 cuando necesitemos mayor concentraciéon de niveles en el fondo
del dominio.

Definido el cambio de variable dado por (2.24), el jacobiano de este cambio de coor-
denadas es:

7= % = (H(ay) ~ ) C'(s) (2.27)
Observacion 17
, cosh(fss) coth(6,/2)
C'(s) = (1 = 0p)0s—— > + 0,0 '
(s) = ( b) senh(6,) o 2 cosh’[f,(s + 1/2)]

C'(s) >0 Vs e€[-1,0] y para cualesquiera valores de 6, y 0, definidos en (2.26), pues
se tienen las siguientes desiqualdades:

» 1—6,>0y0,0, >0 por (2.26),
= cosh(f,s) > 0 y cosh?(A,(s +1/2))) > 0 pues cosh(z) >0 Vz €R,

» senh(f;) > 0 y coth(65/2) > 0 pues 6 > 0.

Observacién 18 Para que el jacobiano J del cambio de variable dado por (2.24) sea
distinto de 0, basta con tomar H. # H(x,y) V(x,y) € ws. Para simplificar las cosas
tomaremos H. = 0, pues tenemos H(z,y) >0V (z,y) € ws.
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Observacion 19 Sea el cambio de variable o dado por
(xvya Z) I (j7g7 Z)?
con (Z,9) = (z,y) Ews y Z = s(x,y,2) € (—1,0) dado por (2.24).

Veamos las expresiones que toman las derivadas parciales de una funcion ¢ en funcion
de las nuevas variables:
dp Oy N dp Os
or 0T OsOx
dp  dp  0p0s

_ 9y 2.98
oy oy " soy (2.28)
9p _ 19y
0z JOs’

Por lo tanto, si definimos ¥V como la componente horizontal del operador gradiente dado

en las nuevas coordenadas, es decir V = <a%’ ai*) y stendo V = (aﬁv ai) la componente
] Oy

horizontal del operador gradiente dado en las antiguas coordenadas:

= 51 ¢ es una funcion escalar

= 0
Vo = Vg + =2 Vs. (2.29)
0s
= S1 ¢ es una funcion vectorial
= 0
V~g0=V-g0+a—f-VS. (2.30)

Observacion 20 Sea F' : Q — R. Tal y como se puede ver en [12], se tienen las si-
guientes iqualdades:

Vz+ JVs =0, (2.31)
<. 0(JVs) = 0(-Vz)
Vit —o— =Vt ———=0 (2.32)
1= I(JFVs)
VF = {V(JF) + =54 } : (2.33)

En efecto, (2.31) se tiene aplicando (2.29) con ¢ = z, por ser z independiente de
(x,y). La primera igualdad de (2.32), se tiene por (2.31) y se puede ver facilmente la

sequnda iqualdad por:
v+ V) g,y <%> 0.

Os Os
J
Por dltimo, demostremos (2.33):
1= OJFVs)] 1[.— OF _9(JVs)
= | VP + T} =~ {FVJ +JVEF 4 JVs o P

— OF
=VF+ —Vs=VF.
0s
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Siguiendo lo que se hace en [12], se define una nueva velocidad vertical para simplificar

las ecuaciones: D
s w
— =v-Vs+ —, 2.34
Dt J ( )
pués s es independiente de la variable temporal t.
A continuacién detallaremos la transformacién de cada término de las PE’s en el
nuevo sistema de coordenadas. Para ello definimos una funcion escalar cualquiera F' :

(0,7] x © — R:

w =

= Término de adveccién: en el antiguo sistema de coordenadas

DF  OF oF
= _ = .VF il
Dr ~ o TV VET UG,
mientras que por (2.29) y (2.34), la derivada material en el nuevo sistema de coor-
denadas es bE  oF oF
— = VF +w——. 2.
TR +v-VF+w P (2.35)

Observaciéon 21 Dada una funcion vectorial G : (0,T] x Q@ — R con G =

(G1,G3) se tiene

DG (DG DG,
Dt \ Dt Dt )’

De esta forma, la derivada material en el nuevo sistema de coordenadas viene dada
por

DG (DG, DG,
Dt \ Dt Dt )’

= Termino de la difusién horizontal: tal y como se puede ver en [12], es mejor
considerar el siguiente término de difusion horizontal

Dy(F)=V - (uVF) ~ %V (unJVF),

que realizar el cambio de variable de forma estricta, ya que se incluyen muchos
términos despreciables.

= Termino de la difusion vertical: se obtiene aplicando directamente el cambio de

coordenadas: 9 OF 10 OF
v
Dy (F) = o~ (”5) = Jos (3%) '

= Término del gradiente de presion:
VPS - vp37

pues ps : ws — R es la presion superficial y por lo tanto no depende de s.



32 Capitulo 2. Desripcion de los esquemas numéricos

= Término de la densidad: en el antiguo sistema de coordenadas se tiene el siguiente

término de densidad: o o
T,= V/ pdz' = / Vpdz'.

Aplicando directamente el cambio de coordenadas, se obtiene:

O (=  Op
Tp:/ J(Vp—ir?Vs) ds'.

= Ecuacién de la divergencia nula: la ecuacién (1.60) la obtuvimos a partir de
(1.46). Partiendo de nuevo de esta ecuacion, por (2.33) y (2.34) en el nuevo sistema
tenemos

1 [= g, 10, _ B
j{V-(JV)—F%(JV-VS)}+3£(Jw—JV~V5)—

lo que equivale a

V- (Jv)+ %(J@) = 0. (2.36)

De esta forma, siguiendo con (2.36) los pasos hechos en la Seccién 1.1.4 con (1.54),
la nueva ecuacién de diagndstico que sustituye a (1.59) para la tercera componente
de la velocidad es la siguiente:

1

W= 3/5 V- (Jv)ds (2.37)

y la nueva ecuacién de continuidad que sustituye a (1.60), la siguiente:
0 —
/ V- (Jv)ds = 0. (2.38)
-1

De esta forma, exponemos a continuaciéon las PE’s en coordenadas cartesianas una vez
aplicado el cambio de coordenadas o, en el dominio §2 x (0,7):

ov ov
—+v- Vv+w—+fv + Vps / < +'0Vs>ds'

ot 0s
1S (v )_lﬁ v Ov .
gy WVEYY) T T 9s \ T s
1 [0—

w=w(v) = 3 V- (Jv)ds (2.40)

- 0
% / Jvds =0 (2.41)

—1

T or v 10 (vroT\
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05 <o 08 1o —o 10 (usdS\
p=F(T.9), (2.44)

junto con las siguientes condiciones de contorno:

» Condiciones de contorno en la superficie, es decir, en I'y = w, x {0}:

V—V@ = T w=20
J ds S
VTaT
s T _ T 2.45
J 88 CVT( )7 ( )
0S
25 0.

» Condiciones de contorno en el fondo del océano, es decir, en r F=ws x {—1}:
v=0, w =0,

(2.46)
or _, 95 _,,
on on

= Condiciones de contorno en las paredes laterales, es decir, en T} = dw, X (—1,0):
v =0, w =0,
or _, 05 _, (2.47)
on ' on
Por tltimo tenemos las siguientes condiciones iniciales:
V(ia Y, s, O) = VO(Ea Y, 8)7
T(z,y,s,0) =To(z,7,s), (2.48)
S(z,79,s,0) = So(Z,7, s).
Observacion 22 Por simplicidad en la notacion, sequiremos denotando la funcion w por
w y las variables T e y por x e y.

Para mayor informacién sobre este cambio de coordenadas y otros posibles, asi como
una forma mas detallada de ver la obtencion de las ecuaciones una vez hecha la transfor-
macién véanse [12] y [30].

2.3.2. Discretizacion temporal

En esta Seccion expondremos la discretizacion temporal del problema formado por las
ecuaciones (2.39)-(2.44), junto con las condiciones de contorno (2.45)-(2.47) y las condi-
ciones iniciales (2.48). Para ello dividimos el intervalo temporal [0,7] en N subintervalos
del tipo [tn,tnq1] con t, = nAt, n = 0,1,..,N y At = L. El procedimiento para dis-
cretizar dicha problema es el explicado en la Seccién 2.2 adaptado al nuevo sistema de
coordenadas. R

Para cadan =0,1,..., N — 1, dados v", v} w", w" ! y x = (2,9, s) € Q calculamos
el pie de la caracteristica X (x,t,11;t,) (tal y como vimos en la Seccién 2.1.1).
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2.3.3. Discretizacion de las ecuaciones de la Temperatura y la
Salinidad

A continuacién exponemos la discretizacion de las ecuaciones (2.42) y (2.43) (de la
Temperatura y Salinidad respectivamente). Dados T™ y S™, obtenemos 7™ y S™*! apli-
cando el esquema semi-Lagrangiano siguiendo los siguientes pasos:

» Etapa de transporte: obtencién de 7" y S** (segun lo visto en la Seccién 2.1.2).

» Etapa difusiva: donde resolvemos los siguientes problemas: Dados T° = Tj, S° =

So para n > 0.
T e 1 _ 19 (vrdT"+ .
- SV (VT - (X =0 enQ
At 7V (VT = 55 (J ds ) (049
§TT"+1 en 90
y
Sl g1 _ 10 (505 ~
22 SV (usVST) o= (2 =0 enQ
At 7V s )= Fas (J Ds ) S (250

BSS"“ en 8@,
con By y Bg operadores frontera definidos en (2.45)-(2.47).

A continuacion se obtiene la densidad en el instante de tiempo t¢,,1 de nuevo mediante
la ecuacién de estado propuesta por la UNESCO.

2.3.4. Discretizacién de las ecuaciones de la componente hori-
zontal de la velocidad

Siguiendo el esquema propuesto en la Seccién 2.2, para la obtencion de la componente
horizontal de la velocidad, combinamos el esquema semi-Lagrangiano con un esquema de
tipo splitting con correcion de presién. Para ello definimos los siguientes espacios:

HY o) ={ue H(Q):u=0 en TUT;},

~ 0\ 2 0 0 ~
H ={ve (LQ(Q)> AV / vdz 'y (/ vdz) -1 =0en [/}
—H(z,y) H(z,y)

R N2
Hf ={ve <L2(Q)) cu=Vhcon he€ H'(w,)},
de forma que
N2 o~ ~
(LQ(Q)) — H, o H.
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De nuevo empezamos aplicando el esquema semi-Lagrangiano a nuestro problema para
la componente horizontal de la velocidad. De esta forma, dados v™, v"~ 1 p* y p*~1 y
sabiendo que v(z,y,s,t,) = v"(z,y,s), la resolucién del problema queda dividia en la
primera etapa de transporte, que es totalmente andloga a la mencionada en la Seccién 2.2
y en la etapa de difusién, en la que nos centramos a continuacion.

El problema anélogo al (2.18) que debemos resolver en la etapa difusiva es el siguiente:

(vl — 1 1= = 10 (vyov't!
- n+1 _ A n+ly _ — ¥ v —
At AN Jv (e JVV) J 0s ( J 0Os )
1

Vpitt — EQ"Jrl en
Po

po (2.51)
B\anﬂ en 8@, '
0
V- / Jv'TLen Qwy,
\ -1
donde Q™! es una funcién de Q definida por
1 0 < ntl apn+1
Q" = / J (Vp”+ + stl) ds’ (2.52)

y Ev es el operador frontera para la componente horizontal de la velocidad, definido en
(2.45) - (2.47).

En este esquema optaremos por considerar el término de Coriolis de forma explicita
haciendo la siguiente aproximacion de orden dos para la velocidad

vt = ov" — vl 4 O(AP).

Para resolver este problema, aplicamos el esquema de tipo splitting expuesto en la
Seccién 2.2.2. Para ello, calculamos una primera aproximacién de la velocidad v"*! ¢

N2
<Hl1+f70(Q)> , solucién de

vl v 1 — 10 [vyovtt
A _v A Jv—n-l-l R —
AT (i V5" J83<J Os )
__Vﬁ?-f—l o iQn-i—l _ f (2‘—,71 . ‘—/n—l)J— en ﬁ’ (253)
Po Po

Byv"™t en 0Q.

Esta primera aproximacién de la velocidad cumple las condiciones de contorno (2.45)-
(2.47), pero no cumple (en general) la ecuacién de continuidad (2.41), por lo que la
proyectamos sobre el espacio de funciones ﬁl. Para ello, integramos en la vertical la
ecuaciéon (2.23). Teniendo en cuenta que v"*' € Hi, obtenemos el siguiente problema
para la correcién de presién ¢":
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yntl fi)l Jvt1lds 1

At + %(H(a;, y) - Hc)v (pgzl _ﬁ?+1) = 0 en ws,
vV.-vtl=v. / Jv'tlds = 0 en ws, (2.54)
~1
yntt Mg, = 0 en Ows,

donde o
Vi eg) = [ s
-1

De nuevo, aplicando el operador divegercia, obtenemos el siguiente problema para la
correccion de presion superficial:

V. ((H(z,y) — H)Vqg"™) = &V. ff)l Jvitlds en w,
aqn—‘rl (255)
— =0 en Ow;.
on
Una vez obtenida la correccién de presién, obtenemos la solucién v ! € f]l €omo

o\ 2 A
suma de un elemento de <L2(9)> y otro de Hi- mediante la ecuacién (2.23).

Por ultimo, calculamos la tercera componente de la velocidad en el instante de tiempo
tn+1 mediante la ecuacién de diagndstico (2.40).

2.3.5. Discretizacion espacial

Recordemos previamente que nuestro nuevo dominio, es el dominio cilindrico Q=
ws X (—1,0). Debido a que vamos a separar la componente horizontal de la vertical, en vez
de hacer un mallado tridimensional estandar de (AZ, realizamos un mallado bidimensional
de la superficie w, y otro, unidimensional, del intervalo (—1,0). De esta forma obtenemos
elementos tridimensionales prismaticos (véase Figura 2.2). Sean Ny y Ny el numero de
nodos del mallado horizontal y vertical respectivamente, entonces cada funcion escalar a
determinar en el problema tiene Ny = Ny Ny grados de libertad.

De esta forma, cada nodo k del mallado tridimensional queda determinado de forma
tnica por el par (7, 7), donde i es el nivel al que pertenece el nodo en su numeracién del
mallado vertical y j el nodo al que pertenece en el mallado horizontal.

A la hora de discretizar el dominio vamos a utilizar elementos triangulares en la hori-
zontal y elementos unidimensionales en la vertical.

Notacion 6 Sea 7, la triangulacion que hacemos del dominio horizontal ws y denotemos
por NEy el nimero de sus elementos. De esta forma Ty, queda definida por el conjunto

de elementos triangulares T; con j = 1,..., NEy y por el conjunto de nodos (zy,yx) con
k=1,..,Ny.



/
///
/ /

2.3. Modelo basado en la o-coordenada

\
\
\
\
\

\ o\
Vo \
\ \
VL

\ o\

VoL

/
//
VL \ \

/
/
/
\\
\\ \\ \
\\\
\

/
\

\
\

/
§
\

Figura 2.2: Mallado tridimensional

37

Sea Iy, la discretizacion que hacemos del la componente vertical (—1,0) y denotemos
por NEy el nimero de sus elementos. De esta forma Iy, queda definida por el conjunto
de elementos unidimnesionales I; con j = 1,..., NEy y por el conjunto de nodos s, con
k=1,..,Ny.

A continuacién definimos el siguiente espacio de elementos finitos

Vi, = {U c C(Q) : u|T><] S Pm(T) & PT(I)

~

VT €T,,,VI €Ty},

(2.56)

para m,r = 1 o 2, donde P,,(T) denota el conjunto de polinomios de orden m, en las
variables x e y, definidos sobre el elemento triangular T', P,(I) el conjunto de polinomios
de orden r definidos sobre el elemento unidimensional / y ® denota el producto tensorial.

Observacion 23 Los valores de v y m no tienen por qué ser los mismos, puesto que
podemos considerar elementos lineales en la triangulacion horizontal Tp, y cuadrdticos en
la discretizacion vertical Ly, y viceversa.

Por consiguiente, el espacio V}, queda definido por el siguiente producto tensorial:

donde

Vh = V/f ® Vh‘ga

Vi ={¢ € Clws): ¢lr € Pu(T) VT €Ty}

Vo ={¢ € C((—1,0)) : ¢|; € P,(I) VIET,}.

De esta forma, cualquier funcién nodal ®(x,y, z) del espacio V}, se puede expresar
como producto de una funcién nodal del espacio Vh‘g y una funciéon nodal de V,f , es decir
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(I)k(l',y, 8) = wi($>¢j($,y), k= 1, ...,NN, 1= 1, ...,Nv, j = 1, -~-7NH7 (257)

donde el par (i, j) es aquél que determina de forma tinica el nodo k&, tal y como hemos men-
cionado anteriormente. De esta manera cualquier funcién u(z,y, s) € Vj, puede escribirse
de la siguiente forma

NVNH NV NH
U(l’,y, 8) = Z quDk(aZ,y, 8) = Zzuzjlpz(s)(b](xvy)a (Iay> € Ws, S S <_170)7
k=1 i=1 j=1

donde uy, = u(Tk, Yy, Sk) = Ui; = u(xj,y;,si), con (Ty, Y, 5k) un nodo del mallado dado
en la numeracién del mallado tridimensional, (z;,y;) un nodo horizontal dado en la nu-
meracion del mallado horizontal y s; un nodo vertical dado en la numeracién del mallado
vertical.

Observacion 24 Para que se cumpla la condicion de inf-sup para la existencia y unicidad
de la solucidn (véase [8]) vamos a tomar elementos cuadrdticos para T, S, u y v, mientras
que tomaremos lineales para ps, w y p. De esta forma tomaremos elementos cuadrdticos
tanto en la horizontal como en la vertical para T, S, u y v, elementos lineales para ps vy
w. Para la resolucion de la densidad combinaremos elementos cuadrdticos en la vertical
con elementos lineales en la horizontal.

Observacion 25 Ndtese que la eleccion de m y r en (2.56) nos determina el nimero
de nodos de interpolacion de nuestro mallado. Denotaremos por defecto Ny y Ny al
numero de nodos del mallado vertical y horizontal respectivamente, considerando elemen-
tos cuadrdticos. Por otra parte, denotaremos por N{ y N% al niimero de nodos del mallado
vertical y horizontal, respectivamente, considerando elementos lineales.

Observacion 26 Por defecto tomaremos elementos cuadrdticos, por lo que las funciones
nodales @y, conk =1,...,Ny, @ conj=1,...,Ng y; cont = 1,..., Ny serdn cuadrdticas.
En otras palabras, tomamos m = r = 2.

En el caso de tener elementos lineales y de necesitar distinguir entre elementos cua-
drdticos y lineales, utilizaremos la siguiente notacion @L,gpé- y !t conl =1 en el caso
lineal y [ =2 en el caso cuadrdtico.

Observacion 27 Tal y como veremos mas adelante, el principal problema de los modelos
de o-coordenada, es la mala resolucion de los gradientes de presion. FEstos errores dependen
de la variacion de la profundidad y la discretizacion tanto horizontal como wvertical del
dominio. Tal y como se puede ver en [18], se obtiene peor resolucion de los gradientes de
presion cuanto mds brusca sea la variacion de profundidad. De esta forma, al tomar una
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topografia realista se necesitard suavizar de alguna forma la profundidad para este tipo de
modelos. En [18] se presenta el siguiente pardmetro

) (AH
r = max

j=1,..,.NExg \ 2H

) , (2.58)

AH = max (H(x, — min (H(x,y)).
s (Hiz.p) — min (H(z.)

donde

Para obtener una buena resolucion de los gradientes de presion, en [18] se dice que
dicho pardmetro debe cumplir

) (AH
T = max

< 0,2. (2.59)
T;

Términos convectivos: el Método de las Caracteristicas

Como hemos dicho en la Seccién 2.3.2, el primer paso que vamos a hacer para resolver
nuestro problema es obtener una solucién aproximada de v**, T*" y S** mediante el
Método de las Caracteristicas. Puesto que hemos conseguido una estructura en la que estan
separadas la componente horizontal y vertical, vamos a aprovechar este hecho también en
el Método de las Caracteristicas.

Recordemos que hemos dividido el intervalo de tiempo [0,7] en N subintervalos del
tipo [tn,tne1] con t, = nAt, n = 0,1,...,. N y At = % Entonces, para cada n =
0,1,..., N — 1, conocidos T, S™, v y v"~! calculamos, para cada nodo (T, %y, Sk), su
pie de la caracteristica X (T, Uy, Sk, tni1; tn) segin lo expuesto en la Seccién 2.1. Por otra
parte, dado un nodo (T, 7, Sk), sabemos que existe un par (7,j), con i dado en la nu-
meracion de Zp,, y j en la numeracion de 7y, , tal que (z;,y;, $;) = (Tk, Yy, Sk)- La idea prin-
cipal es calcular primero la componente horizontal del punto X (z;, y;, S, tnt1; ts), como si
estuviéramos en un dominio bidimensional y a continuacion, su componente vertical, como
si estuviéramos en un dominio unidimensional. Para ello, separemos X (x;,y;, S;, tnt1;tn)
en sus componentes horizontal y vertical, es decir:

X(xj7 Yj, Siy tn—l—l; tn) - (XH<Ij7 Yj, Siy tn+1; tn)v XV(xja Yj, Siy tn—l—l; tn)) )

donde Xy (z;,vj, Sistnt1;tn) €s la componente horizontal de la posicién que ocupa en el
instante t¢,, la particula que viaja con velocidad v y que en el instante ¢, estara el pun-
to (xj,y;,s;) y donde Xy (x;,y;,Si, tnt1; ) €s la componente vertical de la posicién que
ocupa en el instante ¢, la particula que viaja con velocidad w y que en el instante ¢,
estard el punto (z;,y;,s;).

Puesto que Xy(z;,y;, Si, tnt1;t) se mueve unicamente bajo la influencia de la com-
ponente horizontal de la velocidad, tenemos que se mueve en la componente horizontal
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del dominio, es decir, el plano w,. Andlogamente, Xy (z;,y;, i, tnt1;t) se mueve Unica-
mente bajo la influencia de la componente vertical de la velocidad, asi que se mueve en
la componente vertical dominio, (—1,0).

Definicién 5 Dado un punto (z;,y;,s;) € Q y dadas las funciones v : QO — R2 Y
w: Q — R, componentes horizontal y vertical de la velocidad respectivamente, definimos
las siguientes funciones:

v; W — R?
(z,y) r— v(z,y,s),
w;j: (-1,0) — R

S — w(z;, Yy, S).

Por consiguiente Xy (z;,y;,Si;tnt1;t) € ws es la curva caracteristica del operador
% + v; - V, solucion unica de:

{ X}-I(xja yja S35 tn+1; t) = Vi<XH<xj7 yja 545 tn+l; t)a t) t e [tn7 tn+1]
Xu(z5,y5, istnt1s tns) = (25, ;)
v Xv(xj,yj, sitnt1:t) € (—1,0) es la curva caracteristica del operador % +wj%, solucién

Unica de:

X\//(xj>yj75i;tn+l;t) = wj(XV(:Ej?ijsi;tn-‘rl;t))t) te [tnatn—i-l]
XV<xj7yj75i;tn+1;tn+1> = 5.

De esta forma se tiene:

tn+1
Xu(rj, Y, 8is tnra; ta) = (25, 95) —/ Vi( Xy (25, Y5, 86, tag1; t), ) dt (2.60)
tn
y tn+1
XV(xj7yj75’iatn+l;tn) =8 — / w](XV(xjvyj7Szatn+lat)7t)dt (261)
tn

Siguiendo el mismo esquema que en la Seccién 2.2, aproximamos estas integrales por
el punto medio, obteniendo:

XH(xj7 Yjs Sis lnt13 tn) = (xjv yj) - AtV(XH(l‘j) Yjs Sis lnt13 tn+1/2)7 tn+1/2) + O(Ats)

Xv(2j,9j, iy tns1s tn) = 80 — Atw(Xv (25,95, Sis byt 13 tasas2), tasj2) + O(AE).

Definimos "
a‘j/ = (I'J, yj) - XH(xj7 Yj, Siy tn+1’ tn)
7

af =58, — Xy(xj,9), 8isthi1; tn)
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y mediante una aproximacién de orden dos para Xy (2}, yj, Si, tat1:tn) ¥ Xv (25, Yj, Sis tng1; tn)
y prescindiendo de los términos de orden tres, obtenemos de forma andloga a la obtencién
de (2.10) en la Seccién 2.1.1:

3
ol =t | Jvil(ey) -

3 1 1 1
af = At | zwi(s; — —a)  t,) — ~wj(si — =
2 2

que calculamos mediante un método de punto fijo.
De esta forma obtenemos la componente horizontal y vertical del pie de la caracteristica

mediante: H
XH(xb Yj, Si, bnt1; tn) = (xj? yj) - aj,

Xv (), 95, Sistns1i tn) = 8i — .

Una vez obtenido el punto X (z;,y;, s, tnt1;t,) tenemos que encontrar el elemento
prismatico al que pertenece. Para ello procedemos a localizar los elementos horizontal y
vertical a los que pertenecen la componente horizontal y vertical, respectivamente (véase
Figura 2.3). Para el cdlculo del elemento horizontal véase [1], mientras que para localizar
el elemento vertical de forma éptima, véase el Apéndice A.1.

Sean T}, el elemento triangular al que pertenece la componente horizontal del pie de la
caracteristica Xp(x;,y;, i, tny1;tn) ¥ sea I;, el elemento unidimensional al que pertenece
la componente vertical Xy (z;,y;, S, tnt1;t ) De esta forma, el pie de la caracteristica
X(zj,9;, i, tn+1; ts) petenece al elemento prismatico 1j, x I, .

A continuacion, denotemos por s con m = 1,2, 3, a la coordenada de cada uno de
los tres nodos del elemento [;, (recordemos que para el calculo de 7, S y v consideramos
elementos cuadréticos). Para obtener u*"(z;,y;, s;) mediante interpolacién, procedemos
de la siguiente manera:

= Obtenemos primero, mediante interpolaciéon cuadratica en el elemento Tj, , los valo-
res de u*" en la componente horizontal del punto (z;,y;, s;), en las alturas corres-
pondientes a los nodos del elemento vertical I;,, es decir:

6
*1, my L
Uy = u (xja 3/]7 zk Z xrka mi Sik)@ék (XH(xja yja Siathrl;tn)) m = 17 27 37

donde gbr , 7 = 1,...,6 son las funciones nodales del elemento T}, y (2, Yr,) SUS
nodos.

= A continuacién obtenemos el valor de u*"(xy, yx, Sx) mediante interpolacién en el

elemento vertical I;, , es decir:

W (T, Yry Sk) = Zu*"q/; (Xv (5, Y55 i tngis tn))s

donde donde @Dfﬁ’“, m = 1,2,3, son las funciones nodales del elemento I;, .
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Tal y como hemos dicho anteriormente, al haber interpolado de forma cuadratica,
podemos haber perdido monotonia y por lo tanto la recuperamos tal y como vimos en
(2.12).

De esta forma obtenemos las soluciones 7", S*"* y (u*, v*"), que corresponde con la
parte convectiva del problema.

P

j Si"I.n-H ;Tn]
(X.Y,.S)

X(X.YiSut o

%
X[X“y iITrJ 1IITn]

A

Figura 2.3: Esquema del Método de las Caracteristicas

Términos difusivos para la Temperatura y la Salinidad

Veamos como resolver el problema para la Temperatura aplicando el Método de los
Elementos Finitos al problema (2.49). Escribiendo la formulacién débil para nuestras
funciones nodales obtenemos lo siguiente para cada nodo k:

[ T @y (2, y, 5)JdQ) — At[ V- (ur VT @y, y, 5)d9
o o

0 vr 8T”+1 _~ ~
At | — | — P dQ= [ T™"d JdSQ.
/@83 ( J Ds ) k(x,f%s) \/ﬁ k(fE,y,S)

Tal y como hemos dicho, cada nodo k queda definido de forma tnica por un par (i, j),
por lo tanto, para cada i =1,..., Ny,j =1,..., Ny
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/ / T 4y (5) by (2, y deds—At/ / uTJVT”H) Vi(8)j(x, y)dwds

0 o n+1 0
_At/ /_1$ <V7T 7(;5 )¢z’(5>¢j(x,y)dwds:/ /_1 T*";(3) ¢ (z, y) Jdwds

e integrando por partes obtenemos:

0 0 _ —
/ / Tn+1wi(5>¢j (x’ y)deds + At/ (/ ,LLTVTnJrl . V(é]'(LU, y)JdW) wz<5)d8
ws J—1 ws

-1

0 8Tn+1a ; 0 »
—i—At/ws (/_1 VTT o 1/2928)618) oz, y)dw = /w /_1T Vi(8)p;(w, y) Jdwds

+Atar / (1% — 77

wex{0}) @5 (@, y)dw

En el dltimo término de la ecuacion anterior hacemos la siguiente aproximacion de orden

dos:
Tn+l -1 wex {0} + O(At2>

y para mayor simplicidad, Vn = 0, ..., N denotamos

wex{0} = 21" |0 xqoy — T

" =T"

s

wex (0} = T"(x,y,0) con (z,y) € w.

Notacién 7 Dados una funcion F definida en 0 y un nodo del mallado (z,,y.,s;), de-
notamos por
Frl == F(Ir, Yr, Sl)-

Andlogamente, dados una funcion f definida en ws y un nodo del mallado horizontal
(r,y,), denotamos por

fr = f(xray'r)'

A continuacién aproximamos las funciones 77 7" T Tn~1 y T% mediante elementos
finitos:

Ny Ng
Tn+l l’ Ly, 8) = ZZTTH-l ¢r T y>
va 1N7;_[1
T (w,y,9) = > > Tiu(s)e(x, y),
NHZ 1 r=1
Tgh(:pay) - Z (Tsn)r ¢r(2,y),
r:]\}H

5 wy) =Y (107, dnl,y),

r=1

Th‘ry ZTragbrxy
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De esta forma para cada ¢ =1, ..., Ny,j = 1,..., Ng obtenemos

Sy ([ e -y ([ ceuues)

=1 r=1 1

0

+Ati iT”+1 (/ (H(z,y) = Ho) Vér(z,y) - V5 (. y)dw) </

=1 r=1 —1

+AtiiT”“ (/ (:B,yl) — Hc)cbr(%y)%(%y)dw) (/01 C]//(TS) 8%28) 8%28)d8>

=1 r=1

O'<s>¢l<s>wi<s>ds)

=33 ([ e - my oo Coplsyls)is
+AtO‘T§ [T = (2(17), = (T771),)] /w Op(2,y); (2, y)dw

Con el objetivo de tener una estructura sencilla, hacemos la siguiente aproximacién
en el término de la difusién vertical,

(] @) ([ ot 5e50m)

([ eyt (s [ 0000,

coni=1,...Ny,j=1,..., Ny, con lo que la formulaciéon queda de la siguiente forma:

ZV i e ( / y) — He) ezﬁrebjdw) ( /_ i c’(smmds)

=1 r=1

s ([ st - 190, Vosto) (| cspinas)

=1 r=1 -1

i 1 O vr 0P 0y
+Atz Zﬂr+1 (/w& (H(Sﬂ,y) - Hc) (br(bjd(ﬂ) <(H( HC)2 » C’(S) g D5 ds

Tj,Yj) —
= 2:: > T (/w (H(z,y) — H.) qbrcbjdw) (/0 C'(S)l/)mbids)

+Atar > [T = (2(T0), — (T77),)] / drdidw.

r=1

N———

(2.62)
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Observaciéon 28 FEstudiamos el orden de esta aproximacion en un elemento cualquiera
T; al que pertenezca el nodo horizontal (xj,y;). Por simplicidad consideramos H, = 0,
valor que tomaremos en general, tal y como dijimos en la Observacion 18. A continuacion,
aprorimamos las integrales, por una media de los valores de la funcion a integrar en los
tres vértices de Tj:

1 1
dT — H(x,y)dT| =
/Tj H(a:,y) H<xj7yj>2 /Tj (x y)

T 1 L Imly 2

3 ZH(%%) H(zjy5)* 3 ; N A

\T| 23:( L i y})) +OMh?) =
=1 xuyz H(xj’yj)2 v

5] s~ (H (), ;) + H(wi, i) (H(xj,y;) — H(wi, v:)) )
+ O(h*) =
3 Z H (e, PH (o) "
IT)| |~ 2HAH 4 AH )
=J! <
; Z | o) = +0(h?) <
2 2
A barom =21 ome = om)

2 |H| |H|

puesto que necesitamos que se cumpla (2.59).
Aunque este cambio en el término de difusién vertical nos introduzca un error de O(h?),
nos proporciona una estructura idéonea para resolver nuestro problema, tal y como veremos
a continuacion. También realizaremos este cambio en el término de difusién vertical para
la resolucion de la Salinidad y de la componente horizontal de la velocidad, puesto que

nos proporciona en todos los casos una estructura mas facil y rapida de resolver, como
veremos en la Observacion 32.

Observacién 29 = Fn el término referente a las condiciones de contorno se tienen
los siguientes valores

:/ Orpjdw 1,5 =1,...,Np,

que son los valores que generan la matriz de masas estandar en el dominio horizontal
ws Y que denotaremos por My .

n Los valores
(Mgl)rj :/ (H(x7y)_Hc) ¢r¢jdw raj: 17"'7NH7

corresponden a aquellos que generan la matriz de masas en w,, una vez aplicado el
cambio de coordenadas. Denotamos esta matriz por MF;.
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n Los valores .
(Mﬁ)”—/ C'(s)phids 1,i=1,..., Ny
—1

corresponden a aquellos que generan la matriz de masas en el dominio vertical
[—1,0], una vez aplicado el cambio de coordenadas. Denotamos esta matriz por M.

» Los wvalores

(RZT)T- = / KT (H(l',y) - Hc)v(br 'v¢jdw T,j - 1""’NH

J

corresponden a aquellos que generan la matriz de rigidez para la Temperatura, en el

dominio horizontal w,, una vez aplicado el cambio de coordenadas. Denotamos esta
. T

matriz por Ry .

n Los valores o oy
o, Vr Oy o0y,
(~y )li ], C'(s) 05 0Os

corresponden a aquellos que generan la matriz de rigidez para la Temperatura, en
el dominio vertical (—1,0), una vez aplicado el cambio de coordenadas. Denotamos
esta matriz por Ry;". Sin embargo, la matriz de rigidez de la vertical de nuestras
ecuaciones depende de cada nodo horizontal (x;,y;), por lo que la denotaremos de
la siguiente forma

l,i - 1, ...,NV

1 O vr 0P Oy
(H(Ij7yj) —Hc>2 —1 C/(S> ds 0s

(R(XT}TJ)M _ ds l,i=1,..,Ny, j=1,...,Ny.

Por lo tanto podemos expresar nuestras ecuaciones en términos del siguiente sistema
algebraico:

(Mg @ M) T™ + At (R @ M) T + At (Mg ® RJ™) T = (2.63)
(M5 ® M%) T + AtarFr, '

con
T"(x1,y1,51)

Tn(xNH7yNH7 31)
Tn(fﬁh Y1, 82)

™ = : Vn=0,..,N,
Tn(xNH7yNH782)

T"(x1,y1, SNy )

Tn(xNHayNHast)
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F7 es el vector cuyos Ny primeros elementos corresponden al término de frontera My (T“ —(2T7 — T?*I))
y el resto son nulos,

T%(z1,91) T (w1,91)
T = : y T, = : Vn =0,..,N

Ta(l'NH7yNH) Tsn(xNH7yNH)

y donde ® denota el producto tensorial de matrices (véase Apéndice B).

Observacién 30 Ndotese que la matriz vertical R“’/’T’j depende del nodo horizontal j. De
esta forma, denotamos el producto tensorial M§ ® Ry por:

(M) By™ (Mp) o BY™ o (M), BY™
) Mg— RO‘,T, MO— RO’,T, o MO— RU’T7 H
M]a—} ® R?}’T’J — ( H)21 \%4 ( H)22 \%4 ( H)QNH \%4 ) (264)

Observaciéon 31 Definimos las siguientes matrices

A" = M + AtRG"
B = My + AtRp™  con j=1,.., Ny,

entonces
AT @ BT = M @ My + At (Ry;" @ MY) + At (M ® Rp™) + A (R @ Ry™) .
De esta manera obtenemos el siguiente sistema algebraico a resolver

(AT ® BT,j) Tn+1 —

; 2.
(M7 ® My) T + At* (RE" ® RY™) T + AtarFr. (2.65)
Dado que
T =21 — T + O(AF?),
hacemos la siguiente aproximacién de O(At?)
AT BT’j Tn+1 —
(4" BY) (2.66)

(Mg ® My) T + A#? (R @ Ry™) (2T" — T" ) + AtarFy.

El célculo de la Salinidad como solucién del problema (2.50) es totalmente analogo,
por lo que obtenemos el siguiente sistema algebraico a resolver:

(A% ® B%7) 8™ = (M}, ® My)S™ + At* (R ® Ry™) (28" — S™ 1), (2.67)

siendo los vectores S"1, S* y S”~! andlogos a los expuestos para la Temperatura.
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Observacién 32 De esta forma, se realiza el cdlculo de T y S™ de forma mucho
mds rapida que en el caso de tener elementos tridimensionales estandar, puesto que los
calculos se hacen separadamente en el dominio bidimensional ws y en el unidimensional
(—=1,0). De hecho, con la estructura de producto tensorial de matrices que hemos obtenido,
hemos aplicado la estrategia ”divide y vencerds”, puesto que resolver los sistemas (2.66)
y (2.67) se reduce a resolver para cada uno, Ny sistemas de orden Ny y Ny sistemas de
orden Ny (véase apéndice B), en vez de resolver un tinico sistema de orden Ny Ng. Cabe
resaltar ademds que el nimero de niveles verticales Ny siempre es pequeno (en nuestro
caso Ny = 35) y que las matrices verticales BT y B5J son pentadiagonales. De esta
forma hay muy pocos sistemas de orden Ny que resolver y los sistemas de orden Ny son
muy rdpidos de resolver.

Términos difusivos para la velocidad horizontal

Veamos ahora el calculo de la velocidad horizontal aplicando el Método de los Ele-
mentos Finitos al problema (2.53).

Por simplicidad en el calculo, separamos este problema en los dos problemas corres-
pondientes a cada una de las componentes de la velocidad horizontal:

—n+1 *1 —n+1
(e T e - (50 -
_%a - %Q?“ +F0"— ") en O (2.68)
L B\uﬂnﬂ en 6@,
' Co oy 1 10 [y oo+
S e A G LA e v (7 55 ) -
—%8%1 - %QQ“ —fEE - ™) en Q) (2.69)
L B,o"t! en 8@,

donde Q" y Q%! son la primera y segunda componente de la funcién Q"+ definida en
(2.52).

La formulacién débil del problema (2.68) para nuestras funciones nodales en cada nodo
k de nuestro mallado es la siguiente:

/A APy (2, y, ) JdQ — At /A Vo (wyVartt) @z, y, 5)Jd0
. o

—At/ 9 (V—Vau >®k(:(;,y, S)dQ:/AU*ank(xaya s)Jd<2
9

g0s \ J Os (2.70)
g- At et ~ At [ oprt! . '
- n Ja QT Pi(w,y,s)Jdd — E o ox O (z,y,s)Jd2

—I—At/A f(20" — @”_1)¢k(x,y,s)Jd§.
9
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Integrando por partes y teniendo en cuenta las condiciones de contorno (2.45)-(2.47)
que el nodo k estd determinado por el par (i, ), tenemos:

0 0 - ~
/ / W pi(s) ¢ (0, y) Jdwds + At / / pv VI Ny, y)i(s) Jdwds
ws v —1
_|_At/ / w dunt? awZ( )¢J(33 Y dwds—/ / u"i(s)g;(x,y)Jdwds
-1

J 0s
8An+1
Vi(s)gj(x,y)Jdwds — / / o, (z,y)i(s)Jdwds

—At/ Txgzﬁj(x,y)dw—l—At/ / (20" — 0" Dby (s)pi(, y) Jdwds,
Ws ws J—1

donde 7, es la primera componente del vector de esfuerzos de viento 7.

(2.71)

Por simplicidad a la hora de escribir definimos la siguiente funcién

F' Y (z,y,8) = f(x,y) (QUn(x,y, s) —v" (z,y, s)) )
Aproximamos las funciones u"*!, v, Fi Q') pnt! y 7, mediante elementos fini-

tos:
Ny Ng

apt (@, y,8) =) ay(s)ére(x,y),

=1 r=1
Ny Ng

(z,.5) = Y > uiti(s)on(,y),

=1 r=1
Ny Ng

i g, s) = 30 (FPHY),, du(s)ér (@),

=1 r=1
Ny Ny

QU (@,y,8) =D (QFH), vuls)dr (2, y),
=1 r=1
P, Z B2, ér(x,y),
(72), &r (2, y).
1

N
Tx,h(xa y) - Z
r=

De esta forma, para cada i =1, ..., Ny, j = 1, ..., Ny, obtenemos

%V: % i, (/ y) — He) ¢r(,y) 05 (, y)dw> (/01 C’(s)wl(s)wi(s)ds>

=1 r=1

+At§i§u”+l </ (H(x,y) — He) Vo (z,v) ~V¢j(x,y)dw> (/01 C'(S)wl(s)i/)i(s)ds)

=1 r=1
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Ny NH

- fg%’fu, ( / (o)~ ) iy ([ Cntopons)

o N:H 6, ([ e - 10 22800, ([ opmteras)
g“gﬁ; ), ([ e -ty anemseai) ([ eounes)
+At§§(F{LH),T ([ e - s osenas) ([ ceuemens)

+At2 o), (

b (2, )0 (2, y)dw )

Ws

De nuevo, realizamos la misma aproximacién que hemos hecho en el término de vis-
cosidad vertical de la Temperatura (y en la Salinidad), para obtener la misma estructura
de sistema algebraico, es decir, aproximamos el término de la viscosidad vertical por el
siguiente

Ny Ny

1 } 1 O vy O O
At ! ([, e - oresae) (( 2|, &) 05 05 ds)'

=1 r=1 H(zj,y;) — He)

Analogamente a como hicimos en el caso de la Temperatura, definimos las siguientes
matrices:

(@)= [ () - 1) P g0 ) o 1= 1 N

0
D= [ Clopils)ds i=1. Ny,
-1

(R?{,v)rj = / mv (H(.T,y) - Hc)ﬁd)T(x?y) ﬁ(Z)j(wvy)dw ij = 17 "'7NH1
o [0 v Oui(s) Dils)
(RV )li - 1 C'(s) s s

() - L " vy Oi(s) 99i(s)
Vo Ju (I—[(ggj,yj)_HC)2 _1C'(s) Os Os

ds l,i=1,..., Ny,

ds l,i = 1, ...,Nv, j = 1,...,NH,

AV = M7 + AtR7,

BYJ — MG +AtR$;”’j j=1,...,Ng
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y siguiendo la misma notacién que en el caso de la Temperatura, obtenemos el siguiente
sistema tensorial a resolver

At AN At o o n
— 2y @ D) prt — I8 (Mg @ Mg) Qt

(A” ® B”’j) a"t = (Mg @ MJ)u*"
Po Po

FAL(MG © ME)F 4+ AtF, + Af? (Rg” ® Rf/’”’j) @l

donde F, es el vector cuyos Ny primeros elementos corresponden al término de frontera

My, vy el resto son nulos.
Por 1iltimo, de nuevo mediante una aproximacién de v de O(At'), obtenemos

At
Po

gAt

(47 @ B) ! = (Mfy @ Mp)u™ =~ (C1@ D)pyt! = £5 (M & M7) Qi

FAL(MS @ MG)F™ 4+ AtF, + AL (R‘}f ® Ri’;”’j> (2u" —u").

El caso de la segunda componente de la velocidad es andlogo. Para ello definimos la
funcién
Fyti(a,y,s) = fla,y) 2u"(2,y,5) —u" (2,9, 5))

y la matriz

00, (x, .
(Cg)rj = / (H(xz,y) — H,.) %%(m,y)dw r,j=1,..., Ny,

con lo que obtenemos el siguiente sistema algebrdico a resolver

At

(A" @ BYW) v = (MF @ M7) v*"
Po

. At
(Cy® D)pIt — ?’70 (M © M) Q)+

— AL (MG ® MG)FIL 4+ ALF, + AL (R;f ® R?;”’j) (2v" — v 1)

donde F, es el vector cuyos Ny primeros elementos corresponden al término de frontera
My, y el resto son nulos.

El principal problema de los modelos con o-coordenada surge en el calculo de los
gradientes de presién en zonas del dominio con altos gradientes de profundidad V H (z,y)
(véase [23], [14], [10], [13], [36], [31], [32]). Recordemos que en (1.56) hemos considerado
la presiéon total como suma de la presién superficial y de un término de densidad. De
esta forma los problemas a la hora de calcular los gradientes de presién se convierten en
problemas en el célculo del término V fso Jpds' y por ello exponemos a continuacion la
forma de por la que procedemos a calcular dicho término. R

Recordemos que hemos definido el término Q"' como una funcién de Q, dada por:

n+1

n+l __ ° X7 ,nt+1 ap / /
Q" = J[Vp" + WVS ds'. (2.72)

1
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Por comodidad volvemos a considerar p"*! como una funcién de Q y consideramos
el término I de (2.72) como I = Vp"*l. Dado que Vp"! hace referencia al gradiente
horizontal, nuestro objetivo es obtener, para cada nivel z;, los gradientes horizontales

Vanrl (.I’, Y, Zz)

Dado un nodo (z;,y;, s;) de nuestro mallado 75, X Zj,, recuperamos el nodo (z;, y;, z;)

de 2 y definimos la funcién
p:H_l : Wy — R

("L‘7 y) — anrl(x: Y, Zz)
Es evidente que para cada nodo (z;,y;, z;), se tiene:
Vo @, 5, 2) = VoI (@5, y5)-
Por otra parte aproximamos la funcién p?™ mediante elementos finitos (lineales):

Nii
P, y) = (o), bkl y)
k=1
y por lo tanto
Nii

Vorit(ey) =Y (0, Véil(z,y).

k=1

De esta forma, para cada nodo horizontal (x;,y;) tenemos

N}LI vecinos de j
Vanrl(xj? yj) = Z ( nH) V¢l (Zl?j,yj) Z ( nH) V¢l (xj,yj)
k=1 k=1

Por consiguiente, Vi (z;,v;,2) = Vp”“(:cj,yj) para cada nodo de nuestra dis-

cretizacion.
A continuacién, para cada nodo horizontal (z;,y;) definimos la funcién vertical

Gpn-i-l: (-1,0) — R
s — Vp"+1($7y75)|($jvyj)'

cuya aproximacién mediante elementos finitos (cuadréticos) es la siguiente

Ny

Gpiit(s) =D (Goi™h) wals).

=1

De esta forma, para cada nodo (z;,v;, ;) € Tn, X Zp,, tenemos la siguiente aproxi-
macién mediante elementos finitos de la integral (2.72):
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0
Q" = / JVp"ttds = Z (H(zj,y;) — He) (Gpj), / C'(s)Yy(s)ds
S =1

Hemos obtenido la aproximacién (2.72) mediante elementos finitos lineales en la hori-
zontal y cuadraticos en la vertical, mientras que, para el calculo de la componente horizon-
tal de la velocidad, necesitamos la aproximacién mediante elementos finitos cuadraticos,
tanto en la horizontal como en la vertical. Para ello, obtendremos los valores de Q"*! en
los nodos restantes mediante interpolacion.

Correccion de la presién superficial

Tal y como vimos en la Seccién 2.3.2, hemos obtenido ("™ 0" € < N f0 (ﬁ))

pero que no tiene por qué cumplir la condicién de continuidad (2.38).

A continuacion obtenemos la correccién de presion aplicando el Método de los Elemen-
tos Finitos al problema (2.55). Puesto que la presién superficial estd definida en el dominio
horizontal ws, buscaremos la solucién del problema (2.55), en el espacio de funciones V,fll ,
de forma estandar mediante elementos finitos lineales para respetar la condicion de inf-sup.

Una vez obtenida la correccién de presion, obtenemos la velocidad horizontal de nuestro
problema en el instante de tiempo ¢, aplicando el Método de los Elementos Finitos a la
ecuacién (2.23) en 2. Por lo tanto, para cada nodo k = (i, j) y para la primera componente
de la velocidad, tenemos

i . i1 - At qn+1
Q Q Po J&

Aproximamos las funciones u"*! y ¢"*! mediante elementos finitos:

,dQ).

Ny Ny

Wy 5) = 303w (s)en (2, ),
l 1r=1

g (x, Zq?“q% z,y)-

Observacién 33 Aunque previamente hemos obtenido la aprozimacion de ¢" ' mediante
elementos finitos lineales, podemos considerar su aprorimacion mediante elementos finitos
cuadrdticos, obteniendo el valor de ¢"' en los nodos restantes mediante interpolacion.

De esta forma obtenemos
Ny Ng

3158 [ e s ([ )

=1 r=1

Ny Npg

=y > at < / H(z,y) - Hc)qsrqudw) ( / 01 c’(s)mids)

=1 r=1
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e (fmea-migon) ([ces)

Siguiendo la misma notacion que para la velocidad, obtenemos el siguiente sistema
algebraico a resolver

At
(M%@M{}) n+l __ (Ma ®M0’) n+1 7 (Cl ®D) qn+1.
0

De forma analoga obtenemos el siguiente sistema algebraico para la segunda compo-
nente de la velocidad

At
(Mg ® M) v+ = (Mg © MZ) ™+ + = (Cy @ D) g™+,
Po

Tercera componente de la velocidad

Por ultimo vedmos la obtencién de la tercera componente de la velocidad, aplicando
el Método de los Elementos Finitos a la ecuacién de diagndstico (2.40). Para facilitar las
cosas consideramos la tercera componente de la velocidad como una funcién de w; en cada
nivel s; de nuestro mallado, es decir, definimos para cada ¢ =1, ..., Ny

1 0
w0 = (H(z,y) — H.)C'(s;) /s Vo (vids, (@y) € v

De esta forma, para cada nivel ¢, tenemos el siguiente problema bidimensional

n+1( n+1(

wi (z,y) =

(H(z,y) — H)w! ™ (z,y) = 0/250 / V- (Jv)ds, (z,y) € ws,

cuya formulacion variacional en cada nodo j del mallado horizontal, tomando elementos

lineales, es la siguiente
! / / V- (Jvthds ) ¢hdw.
/(Si) ws s;

Denotemos por F* = (H(z,y) — H)u"" y F* = (H(x,y) — H.)v" ",

wil g1 O /oF"  OF\ ;
[t = s = s [ ([ (G + ) o) e

roximamos las funciones w; mediante elementos finitos:
A las f ntl FU y FY mediante elementos finit

n+1 /1 _
[ ()~ o =
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n+1 an+1¢l LU y 7
NV NH NV NH
(w.y,8) = > > (Hlzr,yr) = Ho)up ' u(s)ge(w,y) = D 0D Fiedhu(s) (. ),
=1 r=1 =1 r=1
NV NH NV NH
x Y, S ZZ xmyr - )Uﬁ—i_lwl( >¢r(x y ZZFl'rwl (br(x Z/)
=1 r=1 1=1 r=1
donde w™ = w"(z,, y,, si). De esta forma, para cada i = 1, ..., Ny obtenemos

Zw”“ / ) — Ho)ol ol do =

NVNH[ ( ,ad» )(/:C’(s)i/)ld8>+ l( é%by?“ ></ C'(s ldsﬂ.

Definimos las matrices B; y By de tamano N ,3 X Ny, con elementos

O
(Bl)ij = / (H(z,y) — Hc)qbl-ﬁ coni=1,...Nk j=1,..,Np, ¢ lineal y ¢; cuadratica,
Ws

' Oz

(Bg)ij = / (H(z,y) — )qbl d)J coni=1,...,NLk j=1,..,Npy, ¢ lineal y ¢; cuadritica,
Ws

y el vector de tamano 1 x NV, con elementos

0
= / C'(s)yjds con j=1,..., Ny y ¢; cuadrdticas.
si

De esta forma, obtenemos los siguientes sistema algebraicos a resolver

1

e [(B1 ® D")F" + (B ® D")F'] i=1,...,Ny,

Mg with =

con
F*(x1,91,51)

Fu(xNHvyNHa Sl)
Fu(xlayla 52)

w™ (21, Y1, Si)
wl = : Vn=0,..,N F* =
n . Y Fu<$NH7yNH782)
W™ (TN YNL > Si) :

F'"(x1,y1,5N)

FU(IENH,yNH,SNV)
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y notacién analoga para FV y donde M, denota la matriz de masas de tamano N& x Nk
obtenida con elementos lineales, de la siguiente forma

( gL)ij:/ (H(z.y) — H.)) iydw coni,j—1,..., NE.

2.4 Modelos de coordenada z

En esta Seccion expondremos dos esquemas, de nuevo basados en la combinacién del
esquema semi-Lagrangiano con un esquema de tipo splitting con correciéon de presion.
Esta vez, sin embargo, conservamos el dominio original (real) y aplicamos el Método de
Elementos Finitos con elementos tetraédricos convencionales.

El problema de aplicar elementos finitos convencionales en un problema de estas dimen-
siones, es el almacenamiento de las matrices necesarias para la resolucién del problema,
por ser de gran tamano. Nosotros solventaremos este problema almacenando tinicamente
ciertas matrices elementales (es decir, en cada elemento) a partir de las cuales generare-
mos las matrices de todo el dominio. Al aplicar elementos finitos convencionales a nuestro
problema en el dominio 2, se generan matrices de orden (NyNpy)? que, aunque sean
simétricas y sparse, siguen conservando un gran nimero de elementos no nulos (véase
Apéndice C). Esto requeriria una gran cantidad de espacio disco, sin contar con el alma-
cenamiento de los datos de entrada y de salida. Sin embargo, al almacenar tinicamente
ciertas matrices elementales, a partir de las cuales generaremos las matrices de todo el do-
minio (véase Apendice C), necesitaremos un menor espacio disco para el almacenamiento
de las mismas.

La diferencia entre los dos esquemas que expondremos a continuacion se encuentra en
la forma de tratar el término de Coriolis. Mientras que en un primer esquema, tratare-
mos dicho término de forma implicita, en el segundo aplicaremos un esquema predictor-
corrector en su discretizacién. En el primer esquema, las dos primeras componentes de la
velocidad quedan acopladas, lo cual, como veremos mas adelante, implica una forma de
resolver el problema mucho mas lenta. El segundo esquema permite desacoplar las dos
primeras componentes de la velocidad, consiguiendo una resoluciéon mucho mas rapida.

2.4.1. Discretizacion temporal

En esta Seccion expondremos dos esquemas temporales para la resolucion del problema
formado por las ecuaciones (1.58) - (1.63), las condiciones de frontera (1.50) - (1.52) y las
condiciones iniciales (1.53), en funcién de la forma de tratar el término de Coriolis fv-=.
Para ello dividimos el intervalo de tiempo [0,7] en N subintervalos del tipo [t,,t,41]. El
caso en el que se trata el término de Coriolis de forma implicita corresponde al esquema
expuesto en la Seccién 2.2. La tunica diferencia de este esquema con respecto al segundo
que proponemos reside en la etapa difusiva del calculo de la velocidad horizontal. A
continuacion pasamos a detallar este segundo esquema predictor-corrector para el término
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de Coriolis. Conocidos v, v*" (obtenida en la etapa convectiva), p” y p?~!, aplicamos el
mismo esquema de tipo splitting con correcciéon de presion:

Vn+1/2 o ‘—,n+1/2 1 1
+ —Vptl2 2 — g, 2.73
At Po Po (2.73)
donde denotamos
prrE = 2p — it

y ¥"H1/2 es solucién de

‘—/n+1/2 — o a‘—,n+1/2
y v . —n+1/2\ _ Y A
At Ve m VTR - 5 (”‘” 02 )

1 0

—— VP2 — iV/ P — f (v en Q,
12 £o 90 Po z

B,v" T2 =0 en 09.

(2.74)

La solucién v /2 € (H}, m(Q))Q y en particular pertenece a (L2(2))?, aunque no cumple
(en general) la condicién de continuidad (1.60).

Observacién 34 En este caso v*™/2 y p"™/? no denotan la velocidad horizontal y la

presion superficial en el instante de tiempo t, 11,2 = (n + %)At, sino que denotan simple-
mente una aprorimacion intermedia en la obtencion de v y pott.

Analogamente a la Seccion 2.2, proyectamos esta solucion sobre el espacio H;, obte-
niendo la correccién de presiéon superficial

n+1/2 n+1/2 _ an+1/2
— ps

q = Ps

resolviendo el problema siguiente

V- (H(z, y)Vq”“/z) = R&V. fEH(x,y) vH12ds  en wy,
2.75)
9 n+1/2 (
q - =0 en Ows.
on

De esta forma obtenemos una primera aproximacion de la velocidad que corregiremos
a continuacién mediante un nuevo splitting con correcciéon de presion. En esta segunda
iteracion pretendemos corregir el término de Coriolis de forma siguiente:

Vn+1 _ V.n—‘rl

At

s

1 1
+ %vp”“ — %Vp?H/Z =0, (2.76)

donde v"*! es solucién de

‘—/n—l—l — v . 6 8‘—,n+1
e e 2 (+20)

z
1 0
__Vp;z+1/2 . iv/ anrlel —f (Vn+1/2)J- en Q. (2.77)
Po £o 2

B,v"tt =0 en 09.
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A continuacién calculamos la correccién de presion ¢" ! = pitl — p?H/ 2, resolviendo el
problema
V. (H(z,y)Vq) = £V. fEH(I " v"tlds en wy,
2.78)
o n+1 (
%H =0 en Ows
!

y proyectamos ¥" ! dobre el espacio de funciones H;.

A continuacién expondremos a modo resumen los pasos que sigue este esquema com-
binado de un esquema de tipo splitting con otro predictor-corrector para la resolucion del
problema (2.18): Paran =0,1,.., N — 1 y dados v", v*", p" y p"~!:

1. Obtencién de una primera aproximacién de v (que llamamos v"+'/2):

a) Primera parte del splitting: obtencién de v"*1/2 solucién de (2.74).

b) Segunda parte del spliting:

n+1/2

i) Obtencién de la correccién de presién superficial ¢ , solucion del pro-

blema (2.75).
ii) Obtencién de v**1/2 mediante la ecuacién (2.73).

2. Correccién de v**1/2 para la obtencién de v**!:

a) Primera parte del splitting: obtencién de v"*! solucién de (2.77).

b) Segunda parte del spliting:

nt1 solucién del proble-

i) Obtencion de la correccién de presién superficial g
ma (2.78).

ii) Obtencién de v"! mediante la ecuacién (2.76).

2.4.2. Discretizacion espacial

En ambos modelos utilizaremos la misma discretizacion espacial. Para la obtenecion
un mallado tridimensional de €2, de nuevo creamos primero una triangulacién del dominio
horizontal y creamos niveles en la vertical, sobre los que proyectaremos nuestro mallado
horizontal. Una forma sencilla de obtener una discretizacién de la vertical, es obtener una
discretizacion {s;}1 de [~1,0] y multiplicarla por el valor de la profundidad H(z,y) en
cada punto (z,y) de ws. En otras palabras, tenemos la discretizacion {z,(a:,y)}fi"l para

(x,y) € ws, donde
Zi(xay) :H(xvy)sl i=1,.., Ny, (l‘ay) € Wws.

De esta forma obtenemos de nuevo una estructura analoga a la de la Seccién 2.3.5
que nos genera elementos prismaticos. Mientras en el caso de la o-coordenada, los ele-
mentos prismaticos eran sumamente regulares, debido a la independencia de (z,y) de
la discretizacion vertical, en este caso los elementos pueden llegar a ser muy irregulares
en funcién de la variacién de profundidad H(z,y). Una vez obtenidos estos prismas,
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Figura 2.4: Division del elemento prismatico en tres tetraedros

vamos a separar cada uno de ellos en tres tetraedros. Estos van a ser nuestros elementos
tridimensionales para ambos esquemas.

Si definimos como N Eg el nimero de elementos del mallado horizontal de w, y por
N Ey el nimero de elementos unidimensionales que tenemos en la vertical, el nimero de
elementos tetraédricos de nuestro mallado en €2 serd Ny = 3ANEy N Ex.

Por otra parte, mantenemos la notacién anterior, es decir, Ny denota el niimero de
nodos del mallado de ws; y Ny el nimero de niveles que tenemos en la vertical. De esta
forma, al igual que antes, el nimero total de nodos del mallado tridimensional sera Ny =
Ny Ny.

El espacio donde vamos a buscar cada una de las tres componentes de la velocidad, la
Temperatura, la Salinidad y la Densidad es

Vi={v e CQ):v|r € Pu(T), VT €Ty

param =10 2y donde T, es el conjunto de tetraedros obtenidos al discretizar 2.

Por otra parte, el espacio en el que buscaremos la presién superficial es el espacio de
funciones definidas en wsy, Vhfl] que ya definimos en la Seccién 2.3.5.

De esta forma, sean nuestras funciones nodales tridimensionales ¢ (z,y, z) para k =

1, ..., Ny, mediante las que podemos escribir una funcién u(z,y,z) € V} de la siguiente
forma

Ny
un(@,y,2) = Y ukpr(,y, 2).
k=1

Observacion 35 De nuevo, cualquier nodo k de nuestro mallado queda determinado de
forma dnica mediante un unico par (i,7), donde i es el nivel al que pertenece el nodo k y
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j el nodo horizontal al que pertenece. De esta forma, se tiene que para cada nodo k

SOk(‘r7 Y, Z)|wg = @k([ﬁ, Y, 0) = ¢j(x7 y)7
donde ¢; pertenece a la base de funciones nodales de VhIf.

Observacién 36 Con el fin de que se cumpla la condicion de inf-sup, al igual que en
el modelo anterior, tomaremos elementos cuadrdticos salvo para la presion superficial,
la densidad y la terecera componente de la velocidad, para la que tomaremos elementos
lineales.

Observacion 37 Aligual que en la Seccion 2.3.5, denotaremos por defecto por or(z,y, z)
con k = 1,..,Ny = NyNy a las funciones nodales cuadrdticas y por @ (x,y,z) con
k=1,..,NEk = NENL a las lineales.

Términos convectivos: el Método de las Caracteristicas

Al igual que en el modelo anterior, el primer paso para resolver nuestro problema
es obtener 177", S*" v*" mediante el Método de las Caracteristicas. Puesto que hemos
generado el mallado de forma andloga a la propuesta en la Seccién 2.3.5, tenemos una
estructura en la que podemos buscar, para cada nodo del mallado (zy, yx, k), su pie de
la caracteristica X (x,y,s,t,11;t,), de forma andloga. A continuacién buscamos el ele-
mento horizontal T}, al que pertene la componente horizontal del pie de la caracteristica
Xy (z,y, 8, thet;tn). De esta forma, sabemos que X(x,y, s,t,.1;t,) pertenece al prisma
generado por Tj, x [-H(x,y),0] con (z,y) € Tj,. A continuacién debemos buscar el ele-
mento tetraédrico al que pertenece el pie de la caracteristica (se propone un Algoritmo de
busqueda en el Apéndice A) al que denotamos por 7. Por tltimo, siguiendo la Seccién 2.1,
interpolamos los valores de u*", v*", T*" y §*" en el elemento tetraédrico 7, y aplicamos
monotonia.

Términos difusivos para la Temperatura y la Salinidad

Como hemos dicho anteriormente, ésta parte es la misma tanto en el esquema con
Coriolis implicito como en el predictor-corrector. Se trata de resolver mediante el MEF
los problemas (2.15) y (2.16). A continuacién expondremos la resolucién del problema
(2.15) por ser andloga la resolucién de ambos problemas.

Escribimos la formulacion débil para nuestras funciones nodales en cada nodo k =

n+1
/T”'H(p s — At/V (nrVT" ) @pd) — At/ 0 ( or

dQ = | T™pdQ
02 02 )‘Pk: /Q Pk

e integrando por partes

IT™ 1! Oy,
0z 0z

/ T”+1g0de + At/ MTVTTLJrl - ViprdS) — At/ vr A0 =
Q Q Q
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/ T*ntpde + AtOzT/ <Ta — Tn+1‘w ) qﬁjdw.

Q wsx{0} s

En el dltimo término de la ecuacién anterior hacemos la siguiente aproximacion de orden
"wex oy = T Hwaxgoy + O(AE?)

N denotamos

dos:

Tn+1 wex {0} = T

y para mayor simplicidad, Vn =0, ...,
TP =T, xq0y = T™(x,y,0) con (x,y) € ws.

A continuacién aproximamos las funciones 7" T*" T T™t! y T% mediante elemen-

tos finitos:
Ny

Tt (w,y,2) = > T e, (n,y,2),

r 1

Ty (x,y, 2 ZT*”% Y, 2
NH

Ti(z,y) = Y (T, il y),

= 1
Ny

0 () = Y (T8, dil,y),
=1

Ny
=1

De esta forma, para cada nodo k =1, ..., Ny obtenemos

Ny Ny Ny 8@ 8@
E n-‘rl E : n+1 § : n+1 T k .

r=1 r=1

NN NH
- @20 [ oo

ZT:”/ PrpRdd + AtOéTZ

r=1 =1

Notacién 8 Denotemos por

MZ] = / gOlQOJdQ con Z,j = 1,...,NN
Q

a la matriz de masas en el volumen §2,

(Ru)ij /Vg@z Vp;dQ coni,j=1,.., Ny
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_ [ 9¢i 9g; o
(Rv)ij = L D- EdQ coni,j=1,... Ny

a la aportacion horizontal y vertical, respectivamente, de la matriz de rigidez en el domonio
Q y por ultimo denotemos

(Mir)ij :/ ¢ipjdw coni,j=1,.., Ny

a la matriz de masas en el dominio horizontal wy.
De esta forma, para obtener 77!, debemos resolver el siguiente sistema algebraico
(M + At(,uTRH + VTR\/)> TnJrl = MT™" + At&TFT (279)

donde los vectores T"! T*" y Fy, son andlogos a los expuestos en la Seccién 2.3.5.
El cédlculo de la Saliniad es totalmente analogo, por lo que obtenemos el siguiente
sistema algebraico a resolver

(M + At(usRy + vsRy)) 8™ = MS*™", (2.80)
siendo los vectores S™*! y S™ andlogos a los expuestos para la Temperatura.

Términos difusivos para la velocidad horizontal

Como hemos expuesto en la Seccion anterior, aqui reside la diferencia entre los dos
esquemas que propusimos en la Seccién 2.4.1. A continuacién expondremos la aplicacién
del MEF a cada uno de los esquemas temporales:

1. Esquema con Coriolis implicito:

Para mayor claridad a la hora de exponer la aplicaciéon de elementos finitos, sepa-
ramos las componentes de la velocidad ¥" ™! de forma que el problema (2.20) queda
dividido en los dos siguientes

an+1 —un it o a,anJrl it
—ar Volwve )_82<V 72 )*f“ =
prtl 0 2.81
_ia S _ ga/ anrle/ en O ( 8 )
po Ox po Oz J,

B,a"™ en 09,

sn+1 V¥

v
At

o al—}nJrl
_ . =n+1y ¥ _ pan+l —

Vv (,uVVU ) 9 <1/V 5, ) fu
1 opntt g 0

0
-2 [ p"d enQ
po Oy po Oy /Z

B,o"t  en 9.

(2.82)
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Mediante la formulacién débil del problema (2.81) para nuestras funciones nodales,
tenemos que para cada nodo k

/ "oz, y, 2)dQ — At/ V- (V@) pp(, y, 2)dQ—
0 Q

0 8un+1 n+1

aAn—H
/QU*”wk(:r,y, )dQ2 — / oz, y, 2)dQ—

- At o [0
gpo /Q<8x/ andZ') oz, y, 2)dQ

e integrando por partes

/ﬂn”sﬁk(x,y, z)dQ+At/ pyVa" Vg (x, y, 2)d0+
Q Q

—~n+1
At/ Vval; 3wk(g,y7z)dQ+At/ fz_)"ﬂtpk(ac,y,z)dQ:
Q z Z Q

o At [ opntt
[tz = 28 [ T oy, z)a0-
Q T

At o 0
gpo /Q(aa:/ pn+1dz’> gOk(x,y,z)dQ+At/ 205 (2,y)dw

donde ¢; = ‘Pk’ws pertenece a la base de las funciones nodales del mallado bidimen-
sional de la superficie wy.

Por simplicidad en la notacién, definimos las siguientes funciones

1 a 0 n+1 3./
F (.I,y, Z) = % P dz

2 0 0 n+1 7/
F(.T,y,Z):% p dz.

n+1l sn+1

A continuacién aproximamos las funciones @™, o" ™ a** Fy, p"t y 7, mediante
elementos finitos con lo que obtenemos el siguiente problema a resolver para la
primera componente de la velocidad
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< & Dy Do
—n+1 —n+1 —n+1 T k
TZI U, / OropdS) + Atuy ,,Zl U, / Vi, - VorpdQ + Atvy Z D2 0z —dO+
) At OH a¢
Atzv?“/ forordQ = Z?ﬁ”/ prpRdQ — =Y (1), / 5o Prd—
r=1 r=1 Q po =1
At Na
=Y ZFl/ PrordQ+ ALY (o)1 | didw.
=1 Ws
(2.83)

De forma analoga, obtenemos lo siguiente para la segunda componente de la veloci-

dad
all —n+1 all —n+1 s —n+1 8907“ aSOk
Z vy, OrppdQ + Aty Z Vgor VrdQ + Atvy Z R ——dQ—
r=1 r= 1

NH

/
AtZu"“ | fevorin = Z / prind =20 (51, [ Span-

=1

At
gZF2/¢r¢de+Atz Ty )i / d1¢jdw.

(2.84)

Observacion 38 FEntre los valores que obtenemos estdn

/gprcpkdﬂ conr,k=1,..., Ny,
Q

que corresponden a los coeficientes que generan la matriz de masas estdndar en el
dominio tridimensional Q) y que llamaremos M. También tenemos los valores

/fSOrSDde conr,k=1,... Ny,
Q

que corresponden a los coeficientes que generan la matriz de masas en €2 ponderada
por la funcion de Coriolis f y que denotaremos por F.
Por otra parte tenemos los valores

/ Vor - VordQ conr,k=1,.., Ny
Q

8907" 63019

q 0z 0z
que corresponden a los coeﬁczentes que podemos considerar como la contribucion
horizontal y vertical a la matriz de rigidez en §2, respectivamente y que denotaremos
por Ry y Ry .

—dQ2 conr,k=1,..., Ny,
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De esta forma, si denotamos por Ry y Ry los lados derechos de (2.83) y (2.84)
obtenemos el siguiente sistema algebraico a resolver

M + At (Ry + Ry) AtF atl Y\ Ry (2.85)
—AtF M + At (RH + Rv) yntl o Roy ’ '

donde podemos ver que la matriz del sistema no es simétrica, por lo que no pode-
mos resolverlo mediante el Método del Gradiente Conjugado, sino que tenemos que
utilizar otro método para matrices no simétricas como el Bi-CGSTAB (véase [37],
[28] o [38]).

Una de las desventajas de este tipo de problemas tridimensionales es el gran tamano
de sus matrices y del consiguiente problema de su almacenamiento. La matriz del
sistema (2.85) es de orden (2Ny Ny )?, tamaiio que puede llegar a ser muy grande,
incluso siendo una matriz sparse. Para evitar el problema que puede originar el alma-
cenamiento de todos los elementos no nulos de esta matriz, y de aquellas otras nece-
sarias para el cdlculo de la Temperatura, la Salinidad y la tercera componente de la
velocidad, hemos almacenado tinicamente unas matrices elementales correspondien-
tes a cada elemento, necesarias para generar cualquier otra matriz que necesitemos
para el calculo de las variables u, v, w,T y S (véase Apéndice C).

Tal y como vimos en la Seccién 2.2, hemos obtenido ("™, ") € (Hzlef,o(Q))Z
pero que no tiene porque cumplir la condicién de continuidad (1.60).

A continuacién obtenemos la correccion de presién aplicando el Método de los Ele-
mentos Finitos al problema (2.22). Puesto que es un problema definido en la compo-
nente horizontal del dominio tomaremos los elementos correspondientes al mallado
horizontal y de nuevo tomamos elementos lineales para que se cumpla la condicién
de Babuska-Brezzi.

Una vez obtenida la correccién de presion, obtenemos la velocidad horizontal de
nuestro problema en el instante de tiempo ¢, aplicando el Método de los Elementos
Finitos de forma estdndar a la ecuacién (2.23) en (.

. Esquema predictor-corrector:

De nuevo, por simplicidad, separamos las componentes de la velocidad, de forma
que el problema (2.74) queda dividido en los dos siguientes

an+1/2 oy i b 8,an+1/2
- V. gnt/2) - = —
At Ve (a2 - o (S

n+1/2 0 2.86
1 8}75 . ga/ pn+1dzl . fv” en O ( )
po Oz po oz J,

B,@"t?  en 09,
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( =n+1/2

~ ) ~n+1/2
T () - (w25 -

At Oz 0z
1opi™? g 0 /0 ey
- - = — "rd2 + fu™ en Q
po Oy po Oy J, P d
B,o"t1/2  en 9.

Aplicando elementos finitos, de forma andloga a lo expuesto para el problema (2.81)
del esquema con Coriolis implicito, obtenemos

Zu"+1/2/ ©Or gode—i—Atm/Zu""'lm/ Vor - ViprdQ+
r=1 r=1

Aty Z _n41/2 850; 6842de Z“ / orppdS — ?j Z (ﬁ?H/Q)l aqﬁl@ I

=1
NH

Ny
At
=49 Z F! / ©roRdQ + At Z(Tr)l drpjdw — Athf/ forerdQ,
r=1 1=1 ws r=1 78
(2.88)

para la primera componente de la velocidad y

ZU"H/Z/ Or gode—i—At/wZv"“/Q/ Vo, - VirpdQ+
r=1 r=1

N
AtWZN:@Z?H/z 88? c’)aik dQ — Z / (pr¢de_7Z(ﬁ?+l/2> %q;z o)

r=1
At "o o
=9 ZFQ/ PropdQ+ ALY (1) [ dijdw + Atzu;}/ forprds,
r=1 =1 Ws r=1 Q

(2.89)
para la segunda.

Denotemos por Di y D3 a los vectores que se generan con los lados derechos de
(2.88) v (2.89), respectivamente. De esta forma obtenemos los siguientes sistemas
algebraicos a resolver

(M + At(uy Ry + vy Ry)) u" /2 = DI,

2.90
(M + At(,uvRH + VvRv)) ‘—,n+1/2 = Dé, ( )

donde tenemos las dos componentes de la velocidad desacopladas y, puesto que la
matriz M+ At(py Rg+vy Ry) es simétrica, podemos resolver cada sistema mediante
el método del Gradiente Conjugado.

A continuacién obtenemos la correccién de presién superficial ¢"t1/2, aplicando el
MEF al problema (2.75) y proyectamos la solucién (a"*'/2, 5"+1/2) sobre el espacio
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de funciones Hy, mediante la ecuacién (2.73), obteniendo una primera aproximacién
de la velocidad (u"+1/2 ynt1/2),

Proseguimos corrigiendo esta solucién, resolviendo el problema (2.76). Razonando
de forma andloga, al aplicar elementos finitos obtenemos

Ny
_ _ 8g0 o
n+1 —n+1 n+l r
El u, / OrprdQ + Aty TE 1 a / Vo, - VrdQ + Atvy E 9. 02 2240 =

Zui”/ Orppdf) — é ”H/Q / OpdQ—
r=1
At
= Z F! / OreRdQ + At Z(Tz)l

by~ A3 | rorgras,
r=1 =1 Ws r=1 Q
(2.91)

para la primera componente de la velocidad y

Ny Ny Ny 9. 8
Z U"H / ©rRdQ + Aty Z v"“ / Vo, - VrdQ + Atvy Z v”“ G TPk 40y —

r=1 8,2 0z
Z o sorsokda—fZ( ) | “b’sokdﬂ—

=1
Ny

At
= Z F? / ©roRdQ + At Z(Ty)l drpjdw + At Z w2 /Q forerdQ,
r=1 =1 Ws r=1

(2.92)
para la segunda.

Denotamos por D? y D3 a los vectores que se generan con los lados derechos de (2.91)
y (2.92). De esta forma se obtienen los siguientes sitemas algebréicos a resolver

(M + At(,uVRH + VvRv)) ﬁn+1 = D%,

2.93
(M + At(uy Ry + vy Ry)) v = D3, (2.93)

con las dos componentes de la velcidad desacopladas, por lo que resolveremos cada
uno por el método del Gradiente Conjugado. Calculamos la correcciéon de presion
superficial ¢"*! aplicando el MEF al problema (2.78) y proyectamos la solucién
(@™, v™1) sobre el espacio de funciones H; mediante la ecuacién (2.76), obteniendo
de esta forma la solucién (u™*1 ™).

Mientras en el esquema con Coriolis implicito debemos resolver un sistema algebréico
para la velocidad (2.85), otro para la presién y otro para la proyeccién de cada una de
las componentes de la velocidad sobre el espacio Hi, en el esquema predictor corrector
debemos resolver cuatro sistemas algebraicos para la velocidad (2.90) y (2.93), dos para
la presion y dos mas, para la proyeccién de cada una de las componentes de la velocidad
sobre el espacio H;. El cémputo total de sistemas a resolver es mayor en el esquema
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predictor-corrector y sin embargo este resulta ser mucho mas eficiente en tiempo de cal-
culo. Esto se debe a que el sistema algebrdico (2.85) es de orden (2Ny)? y su matriz no
es simétrica, lo cual implica la aplicacién de un método Bi-CGSTAB para su resolucion,
mientras que los cuatro sistemas algebrdicos dados en (2.90) y (2.93) son de orden N3 y
la matriz de dichos sistemas es simétrica, por lo que podemos aplicar el método del Gradi-
ente Conjugado para resolverlos. En el capitulo 3 veremos cémo los resultados obtenidos
mediante ambos métodos son extredemadamente parecidos y veremos céomo el esquema
predictor-corrector obtiene préticamente los mismos resultados que el Coriolis implicito,
en la mitad de tiempo.

Tercera componente de la velocidad

A continuacién, vedmos la obtencion de la tercera componente de la velocidad apli-
cando el MEF a la ecuacién de diagndstico (1.59). La primera opcién que tenemos de
obtener la tercera componente de la velocidad seria aplicando el MEF de forma estandar
a la ecuacion (1.59), es decir

0
/ wpldQ = / ( / V~v"+1dz’> ©ldQ, (2.94)
Q Q z

donde ¢! son funciones nodales lineales para que se cumpla la condicién de Babuska-Brezzi.
De esta forma, obtendrfamos un sistema algebraico a resolver, de tipo M;w"! = B, donde
M, es la matriz de masas obtenida para elementos lineales, es decir, es una matriz de
orden Nk = N NE. Esta forma de obtener la tercera componente de la velocidad seria la
mas intuitiva, pero supondria, no sélo la inversiéon de una matriz de grandes dimensiones,
sino un lado derecho dificil de calcular por tener una integral en la vertical ademés de
en todo el volumen. Con vistas a una mayor rapidez en la ejecucién de los programas,
a continuacién exponemos una forma de calcular w™! de forma menos intuitiva, pero
ahorrando un preciado tiempo de célculo. En efecto, por la ecuacién de diagnéstico (1.59),
se tiene

awn-i-l

) (xvya Z) =-V. Vn+1(l‘,y, Z) en .
z

Lo primero que hacemos es calcular D(z,y,2) = V - v"™(x,y, 2) mediante elementos
Finitos. Para ello exponemos a continuacion la formulacién variacional para cada funciéon

nodal ¢!
aun—H 8Un+1
DldQ:/v-v”“ ldQ:/( + ) LS.

A continuacién aproximamos las funciones D(z,y, 2), u"™(z,y,2) y v" " (x,y, z) me-
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diante elementos finitos:

(2,9, 2 ZDJ% Y, 2

n+1 n+1
(z,y,2 E ui iz, Yy, 2),
NN

n+1(x Y,z ) - ZU?H%(IJJ:Z)

7j=1

y obtenemos
Ny Ny 9 0
>0, [[dsaa=3 o [i5ane o [ A%
j=1 0 j=1
De esta forma, tenemos el siguiente sistema algebraico a resolver
M;D = Bju" + Byv" !

donde By y By son matrices de tamano N ]6 X Ny, cuyos elementos son

(Bl)kj = / k%i]dQ conk=1,.,Nk j=1,., Ny,

)
(B2)kj=/ k(;”deQ conk=1,.,Nk j=1,..,Ny.

A continuacién, sea f(x,y, z) una funcién de Q2 tal que

of

n+1 _ )

gf (x’yv Z) - aZ (a:,y,z) €n Qa
a(x,y,z)zo en I,

of

E(a:,y,z)zo en I';.

Las condiciones de frontera impuestas para f implican las condiciones de frontera
requeridas para w"t!. De esta forma, tenemos el siguiente problema de ecuaciones dife-
renciales

2

%(m, y,2) = =V vz y, 2) en €,
of
0z
of
9z

(%.% Z) =0 €n Fsa (295)

(r,y,2) =0 en I'y.
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A continuacién, particularizamos el problema (2.95) en cada nodo (x;,y;) de nuestro
mallado horizontal lineal, con lo que obtenemos para cada i = 1,..., N&, el siguiente
problema unidimensional

2

%(xhyiaz) =-V. Vn+1(xi7yiaz) en (_Hlao)a

a('r%ylao) - &(ﬂ%yu _Hl) - 07

donde H; = H(z;,v;).
Observacién 39 El problema (2.96) tiene la siguiente condicion de compatibilidad

0 0 82f
Vvl dz(z,yi2) = —
/—Hl- ( ) —H; 0z*

_ <‘;~§(g;,y,0)> _ <gjzr(z,y,—Hi)> ~0.

St por errores numéricos esta condicion de compatibilidad no se cumpliera, es decir

(xh Yi, Z)dZ
(2.97)

0
/ D(xiayiv Z)dZ =€ 7é 0)
—H;

definimos
- €
D(xhyiaz) — D(x’iayivz) - ﬁzl

y resolvemos el problema

2 ~
9 f(xzaylvz) = _D(xwylvz) en (_HZ>O)7

022
g(l’z,yl,(]) = g(lﬁayza _H’L) =0,

en vez del problema (2.96).

De esta forma forzamos a que se cumpla la condicion de compatibilidad.

Por simplicidad en la notacién denotamos f*(z) = f(x;, s, 2) con z € (—H;,0). Apli-
cando el MEF al problema (2.96), tenemos para cada | = 1, .., N

0 afi oyl 0 _ l
/Hi 0z Edz_ _/Hi D(@i, yi, 2)¥1dz,

donde 1! son las funciones nodales lineales del mallado vertical.

Denotamos ¢(z) = D(z;,y;,2) y aproximamos las siguientes funciones mediante ele-
mentos finitos

N
M) =Y Fz),
r=1

Ny
gn(z) = Z grwan(z)
r=1
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con lo que obtenemos

N‘g 0 l 1 N‘g 0
i awr awl o / 1
; fr /_Hz 0z 0z dz = ; 9r L, Upppdzhidz.

De esta forma obtenemos el siguiente sistema algebréico a resolver para cada nodo del

mallado lineal de la horizontal ¢
Syt = Myg,

donde Sj, y M}, son la matriz de rigidez y de masas respectivamente, asociadas al mallado
lineal de la vertical en el nodo (x;, y;). Esas matrices son tridiagonales y de orden N y por
lo tanto muy faciles y rapidas de invertir. De esta forma, hemos reducido significativamente
la complejidad de los célculos a realizar y por lo tanto el tiempo de computo al calcular
la tercera componente de la velocidad con respecto a la forma estandar de calcularla.

Por ltimo, obtenemos la tercera componente de la velocidad mediante la derivada
parcial de f con respecto a z

0
I? y7 Z) = a_Z(IJ y? 2)7

wn—i—l(

de nuevo mediante el Método de Elementos Finitos.
Para ello tenemos la siguiente formulacién variacional para cada funcién nodal !,

/ ol dQ = of —=kdQ
0 o 02

y aproximando las funciones w"(z,y,2) y f(z,y, z) mediante elementos finitos lineales,

se obtiene
N§
> wrtt / PhphdQ = Z /i / i %1 40,
j=1
De esta forma, se tiene el siguiente sistema algebraico a resolver
]\4'LWTLJrl = sz,

donde
8 l
(Mz)k] - /ngk a JdQ con k,] = 17 ,NIL{






CAPITULO 3

Resultados numéricos

En este Capitulo expondremos los resultados numéricos que hemos obtenido con ca-
da uno de los modelos descritos en el Capitulo 2. Empezaremos con una Secciéon previa
en la que probaremos que los modelos se ajustan a la ley de la gravedad, imponiendo
dos densidades distintas y viendo cémo, efectivamente, el fluido de mayor densidad se
desliza por debajo del de menor densidad. Continuaremos estudiando la diferencia entre
el modelo de o-coordenada y los de z-coordenada en un dominio totalmente aislado, es
decir, sin intercambio de calor ni esfuerzos de viento. De esta forma podremos estudiar los
errores numéricos que genera un modelo de o-coordenada. A continuacién estudiaremos
los resultados de cada modelo en un océano idealizado cuya componente horizontal del
dominio es un rectangulo y cuya profundidad vendra dada por una montana en el centro
del dominio. Por tltimo expondremos los resultados numéricos de cada modelo en una
porcion occidental del Mar Mediterraneo. Empezaremos por un ejemplo con vientos esta-
cionarios y terminaremos el Capitulo, con un ejemplo cuyos esfuerzos de viento cambiaran
a lo largo del ano.

3.1 Ajuste gravitacional

Lo primero que vamos a hacer es comprobar que nuestros modelos simulan ciertas
realidades. Empezaremos por considerar el dominio = w, x (—20,0), con ws = (—3.2 X
10%,3.2 x 10%) x (—6.4 x 10*,6.4 x 10*) (las unidades de € estdn expresadas en metros).
Consideramos dos fluidos de distinta densidad separados por una pared vertical en el
instante de tiempo inicial £, = 0. El objetivo de este ejemplo es comprobar que cada uno de
los modelos propuestos es coherente con el ajuste gravitacioneal y por lo tanto, parat > 0,
el liquido de mayor densidad se deslizara por debajo del de menor densidad. Tal y como se
puede ver en [18], este tipo de problemas se resuleven mejor con otro tipo de modelos como
son los de isolineas de densidad. Si embargo, es un problema de gran interés para probar

73
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de alguna forma los modelos propuestos, por lo que pasamos a detallar a continuaciéon
nuestra forma de proceder. Para llevar a cabo nuestro experimento, tomamos un mallado
de la componente horizontal del dominio (véase Figura 3.1) con un tamano méximo de
malla de 0.5 km para la densidad, la presiéon y la tercera componente de la velocidad
(puesto que las resolvemos mediante elementos lineales) y de 0.25 km para la componente
horizontal de la velocidad (dado que la resolvemos mediante elementos cuadraticos). Dicho
mallado consta de 776 elementos y 428 nodos (en el caso de considerar elementos lineales)
y 1631 nodos (en el caso de tomar elementos cuadraticos).

x 10

T T T
6_
47 ™
2 1 ™

E of] B

2] |1
45
_6_

L 1 1

2 0 2

Figura 3.1: Mallado de la componente horizontal del dominio w;.

A continuacion detallamos la discretizacion vertical escogida para cada uno de los
modelos. Mientras en los modelos de z-coordenada tomamos un mallado de 11 nodos
equidistantes (en el caso lineal) y de 21 nodos equidistantes de 0.95m de distancia (en el
caso cuadrético), para el modelo de o-coordenada generamos una discretizaciéon equidis-
tante del intervalo [—1,0] y aplicamos el cambio de coordenadas ¢ con los siguientes
valores:

0, =06 y 0,=425.

Estos valores nos generan una discretizacion con un tamano méaximo de malla de 1.52m
en el fondo y un tamano minimo de 0.13m en la superficie.

Ya hemos mencionado que, en el instante de tiempo ty = 0, tomamos dos fluidos de
distinta densidad, separados por una pared vertical. Para ello imponemos una densidad de
5 kg/m3 en la parte oeste del dominio, es decir en [—3.2 x 104, 0] x [—6.4 x 10*,6.4 x 10%] y
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densidad nula en el resto del dominio (véase Figura 3.2). En lo que concierne a la velocidad
del fluido, tomamos éste en reposo, es decir, ug = vp = 0 m/s en tg = 0.
En la Tabla 3.1 se especifican cada uno de los parametros del problema.

Jo=0 p=0
pr = 0m?/s |  pur =0m?/s
ps = 0m?/s ps = 0m?/s
py = 50m?/s | py = 1072m?/s
ar =10 At = bs

Tabla 3.1: Tabla de parametros.

Para la simulacién tomamos un paso de tiempo de 5 segundos. La Figura 3.2 nos
muestra los resultados obtenidos para cada uno de los modelos al cabo de 2 horas de
integracion. Se puede ver como los tres modelos reflejan la realidad esperada, pudiéndose
observar al cabo de 2 horas de integracién, como el liquido de mayor densidad se desliza
por debajo del de menor densidad, ajustdndose asi al efecto de la fuerza gravitatoria.
Sin embargo, mientras en el modelo de z-coordenada con Coriolis implicito, los valores
de la densidad se mantienen en el intervalo [0,5] kg/m?, el modelo predictor-corrector,
nos genera valores comprendidos en [—0.29, 5.18] kg/m? y el modelo de o-coordenada en
[—0.11,5.35] kg/m?.

Tal y como podemos observar, aunque los tres modelos simulen el ajuste gravitacional,
tanto el modelo de o-coordenada como el predictor-corrector, distorsionan los valores
minimo y méximo de la densidad. Haidvogel y Beckmann, muestran en [18] los resulta-
dos obtenidos para este ejemplo con una simulacién de 10 horas para distintos modelos
como son el MOM, MICOM, SCRUM y SEOM. De estos modelos, el tinico propuesto con
isolineas de densidad es el MICOM y de hecho, es el inico que no distorsiona los valores
minimo y maximo de la densidad. Los deméas modelos generan valores bastante mas dis-
torsionados que los nuestros, llegando incluso en el caso del MOM, a obtener una densidad
comprendida en el intervalo [—2.090, 7.090] kg/m?. De esta forma, podemos concluir, que
los modelos propuestos en el Capitulo 2 son coherentes con el ajuste gravitacional, siendo
ademas, el modelo de z-coordenada con Coriolis implicito el mas preciso.

Una vez superado con éxito este primer test, procedemos a probar cada modelo con
ejemplos mas complejos y realistas.
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Dmin=0kg/m® Dmax=5kg/’ Dmin=0kg/m® Dmax=5kg/ii’

-3 -2 -1 [¢] 1 2 3 s -2 -1 o] 1 2 3

4 4
x 10 x 10

(a) Densidad en to =0 (b) z-coordenado Coriolis implicito

45 5 kg/m?

Dmin=-0.29819kg/n’ Dmax=5.1886kg/n? Dmin=-0.11438kg/n? Dmax=5.355kg/nT

3
4 4
x 10 x 10

(¢) z-coordenado predictor-corrector (d) o-coordenado

Figura 3.2: Secciones en y = 0 m: a) densidad en el instante de tiempo inicial ¢, = 0, b)
densidad obtenida mediante el modelo de z-coordenada con Coriolis implicito al cabo de
dos horas de integracion, ¢) modelo predictor-corrector de z-coordenada al cabo de dos
horas de integracién, c¢) modelo de o-coordenada al cabo de dos horas de integracion.
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3.2 Ejemplo de la montana aislada

En esta Seccion expondremos los resultados numéricos que hemos obtenido con cada
uno de los modelos en un dominio aislado, es decir, sin intercambios de temperatura
ni esfuerzos de viento en la superficie. El dominio esta formado por una caja con una
montana en el centro, es decir, el dominio Q2 = w; x (—H(z,y),0) con (z,y) € ws, consta
de la siguiente componente horizontal

ws = (—=L/2,L/2) x (=L, L)
y la siguiente componente vertical

(—H(z,y),0) con (z,y) € ws,
con

z® + i
H(ZE,y) = HO - 700€Xp (_QX—]_ON)

y donde
L =1000km y Hy= 1000m.

La funcién profundidad H(x,y) nos genera una montafia con una altura de 700m en el
centro del dominio.

Gracias a la aproximacién mediante el plano (3, tenemos centrado nuestro sistema
sobre una cierta latitud 6. De esta forma, podemos considerar la siguiente aproximacion
lineal de f,

f(0) = 2|Q2|senby + 2|2|cosby (6 — bp)

y haciendo un cambio de coordenadas, obtenemos la siguiente aproximacién de f en
coordenadas cartesianas

f(y):fO"f'ﬁ(y_yO) (:an) € Ws,

donde

fo = 2|Q|senby, 0= M(:0890
Ry
y Rr es el radio de la Tierra. En nuestro caso, 6y = 20.23° y los valores de fy, 3 e yo
vienen dados en la Tabla 3.2.

Hemos considerado un mallado de w,, de un tamano maximo de malla de h = 20
km en el caso de tener elementos lineales (para la presién, la terecera componente de la
velocidad y la densidad, dependiendo del modelo) y por lo tanto de 10 km en el caso de
considerar elementos cuadraticos, como ocurre con el resto de variables. Dicho mallado
consta de 11596 elementos y 5949 nodos en el caso de considerar elementos lineales y
23493 nodos, en el caso de considerar elementos cuadraticos (véase la Figura 3.3).

A continuacién pasamos a detallar el mallado que hemos tomado en la componente
vertical del dominio para cada uno de los modelos, constando en ambos casos de 18
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nodos en el caso lineal y de 35 en el caso cuadratico. Para el caso de la coordenada o,
discretizamos de forma regular el intervalo [—1, 0], de esta forma, aplicando el cambio de

coordenadas o con los valores
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(a) Mallado lineal (b) Mallado cuadrético

Figura 3.4: Discretizacion espacial de la componente vertical del dominio, para el caso de
la o-coordenada: a) Mallado lineal, b) Mallado cuadratico.
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1090 0 b2 0%, 0 L2

km km

Figura 3.5: Discretizacion espacial de la componente vertical del dominio, para el caso de
la z-coordenada: a) Mallado lineal, b) Mallado cuadratico.

Tomamos los parametros de viscosidad y difusién dados en la Tabla 3.2. Por ltimo,
consideraremos un paso de tiempo de una hora y media.

Hablamos de un montana aislada porque tomamos un sistema aislado, es decir, sin
transferencia de calor ni esfuerzos de viento en la superficie. De esta forma, al tomar el
sistema en reposo en el instante de tiempo inicial ¢y = 0, la velocidad debe mantenerse
practicamente nula, salvo a efectos de la fuerza de Coriolis y errores numéricos. De esta
forma evaluaremos el comportamiento de nuestros modelos.

En la Tabla 3.2 se especifican cada uno de los parametros del problema, mientras que
los datos de cada uno de los mallados que utilizamos se encuentran en la Tabla 3.3.
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To=bx10°] g=2x10 1
yo =0 7 = 0 kg/ms*
pr = 500m?/s | pur = 10~*m?/s
ps = 500m?/s | pg = 10"*m?/s
pwy = 500m?/s | py = 107'm?/s
ar =0 po = 1000kg/m”

Tabla 3.2: Tabla de parametros.

Dominio N. Elementos | N. nodos (lineales) | N. nodos (cuadréticos)
horizontal 11596 5949 23493
vertical 17 18 35
3D (caso o-coordenada) 197132 107082 822255
3D (caso z-coordenada) 591396 107082 822255

Tabla 3.3: Tabla de datos de los mallados.

Realizamos una simulacion de un mes. En la Figura 3.6 podemos observar céomo la
energia cinética obtenida mediante el modelo de o-coordenada, crece muy por encima de
la obtenida mediante los modelos de z-coordenada. Tal y como dijimos en la Seccién 2.3,

esto se debe a los errores generados en el calculo de los Vp (véase [23], [14], [31], [32], [10],
[30], [13], [36]).

x 10

14

— implicito
—— predictor—corrector
12 —— sigma

kgmzls2

0 5 10 15 20 25 30
dias

Figura 3.6: Energia cinética obtenida con cada uno de los modelos.
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Observacién 40 En realidad, la grafica de la Figura 3.6, al igual que el resto de figuras
representando la energia cinética, se ha calculado con la densidad p = 1 kg/m3. Nétese
que salvo en el término de flotabilidad, hemos considerado que la densidad es constante.
Por lo tanto, el comportamiento cualitativo de la energia cinética que representamos y la
energia cinética que obtendriamos con la densidad que hemos considerado en los modelos,
es andlogo.

Por lo tanto, aunque hayamos calculado (2.72), como una funcién de € (en lugar de
una funcion de (AZ), se siguen cometiendo errores en el calculo de Vp.

De hecho, en las Figuras 3.7 y 3.8, se muestra una secciéon en y = 0 m de la primera y la
segunda componente de la velocidad, donde se puede ver como los valores de la velocidad
horizontal son mayores en los resultados obtenidos con el modelo de la o-coordenada que
con el de z-coordenada con Coriolis implicito (no mostramos el caso del modelo predictor-
corrector, por su gran semejanza con el Coriolis implicito).

o Umin=-2.7e-005m/s Umax=2.8e-005m/s 0 Vmin=-0.000888m/s Vmax=0.000815m/s
100 -100
200 Jl 200
300 300
400 -400
-500 -500
-600 -600
-700 \ -700
-800 / i -800
-900 -900
-‘100?5 P D = -100(:‘/ 6 5
; ;
x10 x 10
(a) U (primera componente de la velocidad) (b) V (segunda componente de la velocidad)
I
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 m/s

x104

Figura 3.7: Secciones de la primera y segunda componente de la velocidad en y = 0 m,
obtenidas mediante el modelo de o-coordenada. Isolineas cada 10™* m/s.

Siguiendo con el estudio de los valores de la velocidad, en la Tabla 3.4, exponemos los
maximos valores que toma la componente horizontal de la velocidad, obtenidos con cada
uno de los modelos propuestos. Mientras en los modelos de z-coordenada permanecen
muy similares, los obtenidos mediante el modelo de o-coordenada son del orden de 3.5
veces superiores que en los modelos de z-coordenada. Anadamos también que, puesto que
los valores que hemos obtenido con el modelo de o-coordenada son muy similares a los
que obtienen Song y Wright en [32], cabe esperar que los modelos de z-coordenada (con
Elementos Finitos), proporcionen buenos resultados en simulaciones més realistas.
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Umin=-0.000138m/s Umax=8.3e-005m/s Vmin=-0.000125m/s Vmax=0.000124m/s

- ]
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-300 / -300
-400 . -400 -
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/- | \
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N W - A

-1000 i -1000
-5 0 5 -5 0
X 105 X 105
(a) U (primera componente de la velocidad) (b) V (segunda componente de la velocidad)
B R
-8 -6 -4 =] 0 2 4 6 8 m/s

x10%

Figura 3.8: Secciones de la primera y segunda componente de la velocidad en y = 0 m,
obtenidas mediante el modelo de z-coordenada con Coriolis implicito. Isolineas cada 10~
m/s.

Modelo | o-coordenada | z-coordenada Coriolis impl. | z-coordenada p-c
U] s 9.946 x 10~* 1.6242 x 10~* 1.6056 x 10~*
Voo 1.10 x 1073 3.1143 x 1074 3.1125 x 1074

Tabla 3.4: Valores maximos de la velocidad horizontal para cada uno de los modelos.

Por ltimo, destacaremos otro problema comin en los modelos de o-coordenada con el
que nos hemos encontrado. Para ello recordemos que la velocidad barotrépica es el campo
de velocidades (V B,, V B,) con

0 0

u(z,y, z)dz y VBy(x,y) = / v(z,y,2)dz.

7H(33,y)

VBy(z,y) = /

7H(m’y)

En la Figura 3.9 se puede observar la velocidad barotropica al cabo de un mes de
integracién, obtenida con el modelo de o-coordenada y con el de z-coordenada con Coriolis
implicito (de nuevo no mostramos el caso del modelo predictor-corrector por su gran simi-
litud con el Coriolis implicito). Tal y como estudian Thiem y Berntsen en [36], los errores
en el calculo de Vp también estan sujetos a la orientacién de la malla. Si observamos la
Figura 3.3, podemos ver como precisamente en las diagonales del rectangulo, los elementos
del mallado cambian su orientacion, precisamente donde la velocidad barotrépica obtenida
con el modelo de o-coordenada muestra sus valores erroneos mas altos. Como veremos mas
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(a) o-coordenada (b) z-coordenada

Figura 3.9: Velocidad barotrépica al cabo de un mes de integracion obtenidos mediante:
a)o-coordenada y b) z-coordenada con Coriolis implicito.

adelante, estos errores en la velocidad, se propagaran a traves del término de conveccién
a las variables de Temperatura y Salinidad, produciendo valores erroneos en estas. Por
ultimo, cabe destacar, que este error debido a las variaciones en la orientacion de la malla,
es completamente despreciable en los modelos de z-coordenada, lo que augura unos buenos
resultados en simulaciones mas realistas.

3.3 Océano idealizado

En esta Seccion expondremos los resultados numéricos que hemos obtenido con cada
uno de los modelos en un océano idealizado. Para ello consideramos el mismo dominio que
en la Seccién anterior, con los mismos mallados en la horizontal y en la vertical (véanse
las Figuras 3.3, 3.4 y 3.5).
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Esta vez consideramos unos esfuerzos de viento estacionarios que desplacen el agua
de oeste a este en el centro del dominio y en sentido contrario en el norte y en el sur del
dominio, tal y como se puede ver en la Figura 3.10. En concreto tomamos los siguientes
esfuerzos de viento:

’T(Qf, y) =To (COS(Wy/L)v O) ($, y) € W,

con 79 dado en la Tabla 3.5.

Thxy)

-2 0 L2
X

Figura 3.10: Esfuerzos de viento.

Imponemos las mismas condiciones iniciales que en la Seccion anterior. Partimos de
un fluido en reposo con ug = vy = Om/s en en el instante de tiempo inicial ty = 0 y
tomamos la siguiente Temperatura inicial

To(z,y,2) =5+ 15exp(H (z,y)2/200) (z,y,2) € Q
y la siguiente Salinindad en el instante de tiempo inicial
So(z,y,z) =38 — H(x,y)z/1000.

Se puede observar una seccién en y = 0 m de dichas condiciones iniciales en la Figura
3.11.

Tomaremos los parametros de viscosidad y difusiéon dados en la Tebla 3.5.

Por 1ltimo, senalemos que en la simulacion tomamos un paso de tiempo de una hora
y media. Cabe resaltar que tomamos un paso de tiempo muy grande frente a la mayoria
de los modelos que simulan el océano hoy en dia. De hecho, el paso de tiempo estandar
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Figura 3.11: Secciones de la Temperatura y la Salinidad en el instante de tiempo inicial
to = 0. (psu son las Unidades Précticas de Salinidad)

en estos modelos, suele ser de unos 20 minutos (véase [26], [25], [30], [29]). Esta diferencia
se debe a la aplicacion del método semi-Lagrangiano para tratar la parte convectiva del
problema, estable para grandes pasos de tiempo, a diferencia de otros esquemas utilizados
por otros modelos, como pueden ser el leap-Frog o Adams Bashforth.

En la Tabla 3.5 se especifican cada uno de los pardmetros del problema, mientras que
los datos de cada uno de los mallados son los de la Seccién anterior y se encuentran en la
Tabla 3.3.

fo=5x10"° B=2x10"1"
yo =0 70 = 1,5 x 10~ *kg/ms’
pr = 1000m?/s pr = 10"%m?/s
ps = 1000m? /s ps = 107°m? /s
py = 1000m?/s py = 107%m? /s
ar =0 po = 1000kg/m’

Tabla 3.5: Tabla de parametros.

A continuacién expondremos los resultados obtenidos tras una simulaciéon de un ano
de integracion numérica y compararemos los resultados para cada uno de los modelos
propuestos en el Capitulo 2.

Empezamos una primera comparacién de los modelos mediante la energia cinética del
sistema. Tal y como se puede ver en la Figura 3.12, los resultados son muy similares. Cabe
destacar que, al tener un sistema aislado (en el sentido en el que no hay transferencia
de calor y los esfuerzos de viento son constantes a lo largo del tiempo), éste tiende a
estabilizarse. De hecho podemos observar como ésto sucede, para cada uno de los modelos,
alrededor del séptimo mes de integracion. A diferencia del caso de la Seccién anterior, la
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Figura 3.12: Comparacion de la energia cinética obtenida con cada modelo.

Energia cinética obtenida con el modelo o se estabiliza. Esto se debe a que en este caso
tenemos unas viscosidades y difusiones, tanto horizontales como verticales, mayores. Al
ser el sistema mas difusivo, tiende a estabilizarse mas.

Los resultados que mostraremos a continuacion son los obtenidos al cabo de un ano
de simulacién, una vez estabilizado el sistema.

En la Figura 3.13, exponemos la velocidad barotrépica al cabo de un ano de inte-
gracion, para el modelo de o-coordenada y el modelo de z-coordenada con Coriolis im-
plicito. En dicha figura se puede observar como las diferencias entre los modelos no son
apreciables en la velocidad barotrépica. De hecho, no exponemos los resultados obtenidos
con el modelo de z-coordenada predictor-corrector, debido a su gran semejanza. Tal y
como cabia esperar, la velocidad barotrépica forma dos voértices, uno al norte y otro al
sur del plano y = 0 m, debido a los esfuerzos de viento. A su vez, también se puede
observar, como dichos vértices, inicialmente situados en el centro del domino, se han ido
desplazando hacia el oeste del dominio, debido a la accién de la fuerza de Coriolis. Por
ultimo cabe resaltar que también se forma una corriente en el centro del dominio debido
a los efectos de la montana existente en esa zona.

A continuacién, expondremos una serie de secciones en y = 0 m, para cada una de las
soluciones del problema, es decir, u, v, w, T, S'y p. En la Figura 3.14, se puede apreciar la
fina capa limite, de unos pocos metros de grosor, generada por los esfuerzos de viento. En
dicha figura se puede observar cémo hay poca diferencia en la componente horizontal de
la velocidad, aunque cabe destacar de nuevo, un ligero aumento en los valores obtenidos
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Figura 3.13: Velocidad barotrépica al cabo de 1 ano de integracién: a) modelo de o-
coordenada, b) modelo de z-coordenada con Coriolis implicito.

con el modelo o.

En la Figura 3.15 se puede observar una seccién en y = 0 m de la tercera componente
de la velocidad obtenida mediante cada uno de los modelos de la z-coordenada. En este
caso no mostramos los resultados obtenidos con el modelo de o-coordenada puesto que
la tercera componente de la velocidad no es del mismo orden. Sin embargo, senalaremos
que esta velocidad (en el caso de la o-coordenada) alcanza un minimo de —1.3432 x 107°
m/s al oeste del dominio y un mdximo de 7.0799 x 107% m/s en el este. Tal y como era
de esperar, ambas graficas de la Figura 3.15, asi como los resultados obtenidos con el
modelo de o-coordenada, nos muestran una circulaciéon de agua ascendente en el oeste y
descendente en el este.

Las Figuras 3.16 y 3.17 nos muestra una seccién en y = 0 m de los resultados obtenidos
para la Temperatura y la Salinidad respectivamente. Las diferencias que se aprecian en
la Temperatura y la Salinidad con respecto a un modelo de o-coordenada y uno de z-
coordenada, se deben, tal y como vimos en la Seccién anterior, a los errores introducidos
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Figura 3.14: Secciones de la primera y segunda componente de la velocidad en y = 0
m, obtenidas mediante el modelo: a) y b) de o-coordenada, c) y d) de z-coordenada con
Coriolis implicito. Isolineas cada 0.1 m/s.

al calcular los Vp. Estos errores, aumentan los valores de la velocidad, la cudl los transmite
a la Temperatura y la Salinidad a través del término de conveccion.

Dada estas diferencias entre la Temperatura y la Salinidad, cabria esperar que la Den-
sidad también tenga grandes diferencias entre el modelo ¢ y los modelos de z-coordenada,
sin embargo estas diferencias no son tan extremas como en el caso de la Salinidad. Tal y
como se puede ver en la Figura 3.18, la ecuacion de estado que tomamos, propuesta por
la UNESCO, es un polinomio de quinto grado que suaviza mucho los resultados.
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Figura 3.15: Seccién de la tercera componente componente de la velocidad w en y = 0
m obtenida mediante el modelo de (a) z-coordenada Coriolis implicito, (b) z-coordenada
predictor-corrector. Isolineas cada 5 x 107° m/s.

Tmin=5.5463°C Tmax=11.0593°C Tmin=5.5385°C Tmax=11.0255°C

-1000
-5

ol
@

5 5
x 10 x 10

(b) Temperatura

Il Il
8 85 9 95 10 10.5 11 oC

Figura 3.16: Seccién en y = 0 m de la Temperatura obtenida con el modelo: a) de o-
coordenada y b) de z-coordenada y Coriolis implicito. Isolineas cada 0.25 C.
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Smin=37.8114psu  Smax=40.1432psu Smin=38.2487psu Smax=38.7547psu

-200

-300
-400
-500

-600

-700

-800 \ -800

-900 e ~ -900

-1000 -1000 i
-5 0 5 -5 0 5

(a) Salinidad (b) Salinidad

H I

38 38.2 38.4 38.6 38.8 39 39.2 39.4 39.6 39.8 40 psu

Figura 3.17: Seccién en y = 0 m de la Salinidad obtenida con el modelo: a) de o-coordenada
y b) de z-coordenada y Coriolis implicito. Isolineas cada 0.1 psu.

Dmin=1029.3Kg/m*> Smax=1035.353Kg/m® Dmin=1029.329Kg/m* Smax=1033.9106Kg/m*

(a) Densidad (b) Densidad

H Il

I 1
1030 1031 1032 1033 1034 1035 Kg/m®

Figura 3.18: Seccién de la Densidad en y = 0 m, (a)o-coordenada y (b)z-coordenada.
Isolineas cada 0.1 kg/m?.
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Siguiendo con la comparacion que estamos haciendo entre los tres modelos propuestos,
a continuacion presentamos las diferencias entre los perfiles obtenidos para cada variable
del problema, en dos puntos muy distintos del dominio (véase la Figura 3.19). El primer
punto, es un nodo central del dominio situado en el centro de la montana, mientras que
el segundo punto es un nodo occidental, situado en la corriente de uno de los vértices de
la Figura 3.13.

Figura 3.19: Localizacién del punto central P1=(—1.7929 x 10% 0.8957 x 104) m y del
punto occidental P2=(—448177,409094) m en el dominio ws.

En las Figuras 3.20 y 3.21, se puede aprecier de nuevo, la semejanza de la componente
horizontal de la velocidad para cada uno de los modelos, al menos en el punto central. Se
aprecia una mayor diferencia entre los modelos de z-coordenada en el punto occidental,
seguramente debido a la diferencia a la hora de tratar el término de Coriolis.

Una vez mas, se observa una gran diferencia entre la Temperatura y la Salinidad
obtenidas con el modelo o y los modelos de z-coordenada. Cabe destacar el aspecto
dentado de la Salinidad obtenida con el modelode o-coordenada. Esto se debe al hecho
de resolver el problema separando la componente horizontal y vertical, puesto que de esta
forma, se resuelve un problema horizontal en cada nivel vertical.
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Figura 3.20: Comparacién de perfiles en un punto central del dominio para cada modelo.
Obsérvese que (e) es una comparacién tnicamente entre los modelos de z-coordenada, ya
que el orden de W en la o-coordenada es muy distinto.
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Figura 3.21: Comparacion de perfiles en un punto central del dominio para cada modelo.
Obsérvese que (e) es una comparacién tnicamente entre los modelos de z-coordenada, ya
que el orden de W en la o-coordenada es muy distinto.
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Por 1ltimo, en la Tabla 3.6, exponemos los tiempos de ejecucién para cada uno de lo
modelos expuestos. Debemos senalar que cada uno de los modelos han sido ejecutados
de forma secuencial en magerit (que es un cluster de 1204 nodos eServer BladeCen-
ter bajo Linux SLES9). De hecho, en la fecha de redaccion de esta Tesis, los modelos
de z-coordenada estan en proceso de optimizacion y de paralelizacion, para su futuro
acoplamiento a un modelo de océano-atmosfera.

Es evidente que hay una gran diferencia de tiempo de ejecucién entre el modelos de o-
coordenada y los de z-coordenada, debido a dos grandes diferencias entre ellos. En primer
lugar, como ya hemos mencionado con anterioridad, la estructura del modelo o permite
separar la componente horizontal y vertical del problema, lo que se traduce en una mayor
rapidez a la hora de resolver el problema de forma numérica. En segundo lugar, en el
caso de los modelos de z-coordenada, no se almacenan las matrices de volimen, lo que
nos obliga a generarlas a cada paso de tiempo, por lo que es evidente que estos mode-
los necesitan mayor tiempo de ejecucién. Sin embargo, su pararlelizacién solventara este
problema de tiempo de ejecucion.

Modelo Tiempo de ejecucion
o-coordenada 55 horas 10 min.
z-coordenada Coriolis implicito 310 horas 37 min.
z-coordenada predictor-corrector | 256 horas 53 min.

Tabla 3.6: Tiempos de ejecucion para la simulacién de un ano.

3.4 Mar Mediterraneo

En esta Seccién expondremos los resultados numéricos obtenidos con cada uno de
los modelos presentados en el Capitulo 2, en dos ejemplos mas realistas, ambos locali-
zados en una porcién occidental del Mar Mediterraneo (véase Figura 3.22). En ambos
ejemplos tomaremos la profundidad real del Mediterraneo. Mientras que en el primer
ejemplo estudiaremos el comportamiento de la regién occidental del Mediterraneo bajo
la influencia de unos esfuerzos de viento estacionarios, en el segundo ejemplo, haremos
una simulacion a lo largo de un ano de integracion, con vientos variables a lo largo del
tiempo. De esta forma, habremos estudiado los resultados numéricos de los tres modelos
propuestos, en ejemplos cada vez mas realistas.
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Figura 3.22: Mapa de la cuenca oeste del Mediterraneo.

3.4.1. Esfuerzos de viento estacionarios

Como hemos mencionado anteriormente, tomamos como zona de estudio la cuenca
occidental del Mediterraneo, comprendida entre Italia y adentrandonos unos 270 km en
el océano Atlantico (véase la Figura 3.23).

Figura 3.23: Porcion occidental del Mediterraneo.

A continuacién, consideramos unos esfuerzos de viento estacionarios, correspondientes
a la media anual de los esfuerzos de viento calculados por Hellerman y Rosenstein [19].
Mostramos dichos valores en la Figura 3.24.

De nuevo consideramos la siguiente aproximacién lineal de la funciéon de Coriolis

f(x7y):f0+6(y_y0) (xvy)ew.s’
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Figura 3.25: Mallado de ws.

donde fy, 3 e yo dados en la Tabla 3.7.

Para esta simulacion hemos considerado un mallado con un tamano de malla que
oscila entre 10 y 40 km en el caso de considerar elementos lineales (para la presién y la
terecera componente de la velocidad) y entre 5 y 20 km en el caso de considerar elementos
cuadraticos, como ocurre con el resto de variables. Dicho mallado (véase Figura 3.25),
consta de 11253 elementos con 6235 nodos en el caso de considerar el mallado lineal y
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=500 =100 -1500 =200 =2200 m

Figura 3.26: Batimetria del Mediterraneo oeste.

23725 nodos en el caso de considerar el mallado cuadratico.

En la Figura 3.26 se puede observar la profundidad de la cuenca oeste del Mediterraneo,
debidamente filtrada (véase [15]) dada en el dominio de coordenadas cartesianas.

A continuaciéon pasamos a detallar el mallado que hemos utilizado en la componente
vertical del dominio para cada uno de los modelos, ambos con 18 nodos en el caso lineal y
35 nodos en el caso cuadratico. Para el caso de la o-coordenada, discretizamos de forma
regular el intervalo [—1, 0] y aplicamos el cambio de coordenadas o con los valores

0, =06 y 0,=4.25

con lo que obtenemos la discretizacién cuya seccién en y = 4.2 x 10° m se puede ver en
la Figura 3.27. El tamano minimo de esta discretizacion vertical es de 0.92 m, cerca de la
superficie, mientras que el tamano maximo es de 241.68 m, cerca del fondo del dominio.

En la Figura 3.28 presentamos una seccién en y = 4.2 x 10 m de la discretizacién
vertical que utilizamos para los modelos de z-coordenada. El tamano minimo de esta
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Figura 3.27: Discretizacién espacial de la componente vertical del dominio, para el caso
de la o-coordenada: a) Mallado lineal, b) Mallado cuadratico.

discretizacion vertical es de 1.10 m, cerca de la superficie, mientras que el tamano méaximo
es de 257.04 m, cerca del fondo del dominio.

Tanto en el caso o como para los modelos de z-coordenada, tenemos una discretizacion
vertical méas refinada en la superficie, para captar lo mejor posible la capa limite generada
por los esfuerzos de viento.

0
-500- -5001 J
—-1000

—-1000

-1500f -1500f

-2000f -2000f

-2500, : - : —-2500 : : :
-2 -15 -1 -0.5 0 -2 -15 -1 -05 0

Figura 3.28: Discretizacion espacial de la componente vertical del dominio, para el caso
de la z-coordenada: a) Mallado lineal, b) Mallado cuadratico.

De nuevo, tomaremos el fluido en reposo en el instante de tiempo inicial t5 = 0,
mientras que para la Temperatura y la Salinidad, tomaremos como valores iniciales, las
medias anuales de dichas variables en la regién estudiada (datos cedidos por el Instituto
Espaitiol de Oceanografia).

Por tltimo, senalemos que consideramos un paso de tiempo de una hora y media para
los modelos de z-coordenada, mientras que en el caso del modelo o, tomamos un paso
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de tiempo de una hora. La razén de esta eleccién es la sensibilidad de este modelo a los
grandes cambios de profundidad. Puesto que hemos tomado un parametro de viscosidad
horizontal uy = 600 m/s? y vertical vy = 107* m/s?, que se pueden considerar bastante
bajas y que consideramos la batimetria real del Mediterraneo, reducimos el paso de tiempo
del modelo o, para evitar inestabilidades. Por otra parte, cabe destacar, que el hecho de
considerar viscosidades bajas, se debe a que de esta forma, se pueda observar la influencia
de la batimetria en la circulacién oceanica.

En la Tabla 3.7 se especifican cada uno de los parametros del problema, mientras que
los datos de cada uno de los mallados que utilizamos se encuentran en la Tabla 3.8.

fo=19,3489 x 107° | B = 1,748 x 1071
Yo = 4447797,06578 L =10n
pr = 600m?/s pur = 1074m? /s
ps = 600m?/s ps = 107m?/s
py = 600m?/s py = 1074m?/s
ar = 0 L£o = 1000kg/m3

Tabla 3.7: Tabla de parametros para el ejemplo del Mediterraneo occidental con esfuerzos
de viento estacionarios.

Dominio N. Elementos | N. nodos (lineales) | N. nodos (cuadréticos)
horizontal 11253 6235 23725
vertical 17 18 35
3D (caso o-coordenada) 191301 112230 830375
3D (caso z-coordenada) 573903 112230 830375

Tabla 3.8: Tabla de datos de los mallados del Mediterraneo.

Como se puede ver en la Figura 3.29, la energia cinética obtenida con los modelos de z-
coordenada, son practicamente iguales, mientras que la obtenida con el modelo o, se aleja
bastante de las otras dos. Esto se debe principalmente a la diferencia en el paso de tiempo.
También cabe destacar que, aunque levemente, la energia cinética del modelo o, sigue
creciendo, mientras las otras dos se estabilizan al cabo de 5 dias. De hecho, si alargamos
la simulacién para el modelo de o-coordenada, la energia cinética no se estabiliza. De
nuevo nos encontramos ante el problema planteado en la Secciéon 3.2, generado por los
errores en el calculo de Vp. De hecho, si observamos la Figura 3.30, en la que se representa
la velocidad barotropica al cabo de un mes de integracién, para el modelo o y el modelo
de z-coordenada con Coriolis implicito, se puede apreciar como se genera una circulacion
de mayor intensidad debido a estos errores en el caso 0. Ademas cabe destacar, que las
zonas donde la circulacion es mas intensa en el modelo o, son zonas costeras, donde hay
mayores cambios en la batimetria y si observamos la Figura 3.26 del mallado considerado,
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son zonas donde el mallado estd méas refinado y por lo tanto la orientacién de los triangulos
es mas irregular.

7 X 10 T T T
f
61 — implicito .
— predictor—corrector
sigma
o) .
('\lm 4 |
™
=
= |
st ]
2F 4
ir 4
0 1 1 L L 1
0 5 10 15 20 25 30
dias

Figura 3.29: Comparacién de las Energias cinéticas.

En la préoxima Seccién, expondremos mas en detalle la circulacion de la zona oeste
del Mediterraneo, sin embargo, cabe destacar que en la Figura 3.30 se reproducen las tres
componentes mas importantes de la circulacién oceanica de esta region:

= En primer lugar, se puede observar la corriente de Argelia, que transporta agua
procedente del Océano Atlantico hacia Sicilia.

= En segundo lugar, podemos observar la corriente ciclénica del Mar Tirreno, generada
por los fuertes vientos procedentes del norte, existentes la mayor parte del ano.

= En tercer lugar y también debido a estos fuertes vientos, en especial a la componente
del Mistral, se forma la circulacién ciclonica del Golfo de Leodn.

Estas son las componentes mas importantes y permanentes a lo largo del ano del
oeste del Mediterraneo. Como se puede ver en la Figura 3.30, ambos modelos reflejan
dicha circulacién oceanica, aunque en el caso del modelo o, intensificada en ciertas zonas
costeras, tal y como hemos mencionado anteriormente. Una vez mas, no exponemos los
resultados obtenidos para el modelo de z-coordenada predictor-corrector, por su gran
similitud con el Coriolis implicito.
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Figura 3.30: Velocidad barotropica al cabo de un mes de integracion con el modelo de

o-coordenada.
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A continuacién exponemos unas Secciones en y = 4.2 x 10° m (véase la Figura 3.36).

Seguimos encontrando un ligero aumento en los valores de las dos primeras compo-
nentes de la velocidad obtenidos con el modelo o, véase la Figura 3.31. Sin duda, lo més
destacable en dicha figura, es el ruido generado por los errores en el calculo de Vp cerca
de las costas.

En la Figura 3.32 podemos ver la gran similitud en la tercera componente de la veloci-
dad obtenida con cada uno de los modelos de z-coordenada. No mostramos los resultados
obtenidos por el modelo o, de nuevo por no ser comparables en orden. Sin embargo, su
estructura es andloga, siendo positiva en la costa oeste del dominio y negativa en la zona
este.
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Figura 3.31: Seccién en y = 4.2x10° m de la primera y segunda componente de la velocidad
obtenidas mediante el modelo: a) y b) de o-coordenada y ¢) y d) de z-coordenada. Isolineas
cada 0.1 m/s.
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Figura 3.32: Seccién en y = 4.2 x 10° m de la tercera componente de la velocidad obtenida
mediante los modelos de z-coordenada: a) con Coriolis implicito y b) predictor-corrector.
Isolineas cada 5 x 107° m/s.

Tmin=11.0548°C Tmax=18.6403°C Tmin=12.29°C Tmax=18.7929°C

12 13 14 15

Figura 3.33: Seccién de la Temperatura en y = 4.2 x 10° m, a) o-coordenada y b) z-
coordenada. Isolineas cada 0.5 C.

De nuevo, como se puede ver en las Figuras 3.33 y 3.34, los errores debidos al calculo
de los Vp, se han transmitido a la Temperatura y la Salinidad, obteniendo resultados
muy distintos de los obtenidos con los modelos de z-coordenada, los cuales son mucho
mas realistas. Cabe destacar una vez mas, como el hecho de resolver problemas horizon-
tales a cada nivel en la o-coordenada, genera unos resultados peculiares, en los cuales se
pueden apreciar los niveles en los que hemos dividido la componente vertical del dominio,
especialmente en la mitad inferior del dominio.
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Figura 3.34: Seccion de la Salinidad en y = 4.2x10% m, a) o-coordenada y b) z-coordenada.
Isolineas cada 0.25 psu.
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Figura 3.35: Seccién de la Densidad en y = 4.2x10° m, a) o-coordenada y b) z-coordenada.
Isolineas cada 0.25 kg/m?®.

Aunque en la Secciéon anterior vimos que la ecuacién de estado propuesta por la U-
NESCO suaviza los resultados para la densidad, en la Figura 3.35 podemos ver que en
este caso no es asi. Debido a la batimetria real y las bajas viscosidades, los errores en
la o-coordenada se han transmitido a la Temperatura y a la Salinidad y estos la han
transmitido a la Densidad.

A continuacién, mostramos la comparacion de los perfiles obtenidos para cada uno de
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Figura 3.36: a) zona del Mediterraneo por donde mostramos secciones, b) punto P =
(—772658,4463060) m en el que se muestran los prefiles.

los modelos propuestos, en un punto central del dominio (véase la Figura 3.36 b). En la
Figura 3.37 se puede apreciar la gran similitud entre las dos componentes de la velocidad
obtenida con cada modelo en dicho punto, puesto que dicho punto estd en una zona
geografica de batimetria suave. Sin embargo, los errores en la Temperatura, la Salinidad
y la Densidad son evidentes, incluso en dicho punto.

Destaquemos también, que aunque en el caso de la tercera componente de la velocidad,
no se obtienen los mismos valores, debido al orden tan pequeno de estos, si que se conserva
el signo en ambos modelos de z-coordenada. Lo que queremos decir con esto, es que ambos
modelos queneran corrientes ascendentes y descendentes en las mismas zonas.
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Figura 3.37: Comparacién de perfiles en un punto central del dominio para cada modelo.
Obsérvese que (e) es una comparacién tnicamente entre los modelos de z-coordenada, ya
que el orden de W en la o-coordenada es muy distinto
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Por tltimo, en la Tabla 3.9, mostramos una comparacion en los tiempos de ejecucion.
Aunque el modelo o es mucho mas rapido que los modelos de z-coordenada, una vez mas
ha quedado en evidencia frente a los modelos de z-coordenada. Aunque el modelo sea muy
rapido, es dificil obtener soluciones numéricas realistas en una simulaciéon con batimetria
real.

Modelo Tiempo de ejecucion
o-coordenada 11 horas 14 min.
z-coordenada Coriolis implicito 51 horas 9 min.
z-coordenada predictor-corrector 42 horas 18 min.

Tabla 3.9: Tiempos de ejecucién para la simulacion de un mes.

3.4.2. Esfuerzos de viento mensuales

En esta Seccion mostraremos como los modelos de z-coordenada reflejan los cambios
estacionales generados por los esfuerzos de viento a lo largo del ano. Puesto que en la Se-
ccion 3.4.1 hemos obtenido resultados mejores con los modelos de z-coordenada, aplicando
esfuerzos de viento estacionarios, en esta Secciéon nos centraremos unicamente en estos
modelos. De esta forma, expondremos a continuaciéon los resultados obtenidos por ambos
modelos de z-coordenada, a lo largo de una simulacion de un ano, en la que consideramos
los esfuerzos de viento mensuales. Dichos esfuerzos de viento son la media mensual de
los esfuerzos de viento calculados por Hellerman y Rosenstein [19]. Mostramos las medias
estacionales de dichos valores en la Figura 3.38.

Consideramos el mismo dominio que en la Seccién anterior, la cuenca oeste del Me-
diterraneo dada en la Figura 3.23 y con la profundidad dada en la Figura 3.26. También
tomamos los mismos mallados, tanto en la horizontal, dado en la Figura 3.25, como en la
vertical, cuyo corte en y = 4,2 x 10° m se puede observar en la Figura 3.28.

De nuevo, tomaremos el fluido en reposo en el instante de tiempo ¢, = 0 y las medias
anuales de la Temperatura y la Salinindad en esa zona como valores iniciales para dichas
variables.

Por ltimo consideramos los mismos parametros que en la Secciéon anterior dados en

la Tabla 3.7.

En la Figura 3.39 se puede observar la energia cinética obtenida con cada uno de los
dos modelos a lo largo de un ano de integracion. Los meses de menor energia cinética,
corresponden a meses de menor intensidad en los esfuerzos de viento, especialmente en
lo que se refiere a la componente del Mistral. Por otra parte, la mayor energia se genera
en los meses de Noviembre y Diciembre, como era de esperar, donde la intensidad de los
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Figura 3.38: Esfuerzos de viento estacionales.

esfuerzos de viento es mayor. En dicha grafica se puede apreciar la semejanza entre ambos
modelos, pero para hacer hincapié en esta semejanza, exponemos en la Figura 3.40, los
perfiles de la velocidad, la Temperatura, la Salinidad y la Densidad, en el mismo punto que
en la Seccién anterior (véase Figura 3.36 b). En esta Figura mostramos dichos perfiles en
la estacion primaveral, para la que hemos hecho una media de los resultados obtenidos en
cada uno de los meses de dicha estacién. Se puede observar, como se obtienen resultados
totalmente andlogos para ambos modelos de z-coordenada.

Puesto que hemos observado una gran semejanza entre los resultados obtenidos para
ambos modelos, a partir de ahora expondremos tinicamente los resultados obtenidos me-
diante el modelo con Coriolis implicito.

Para una informacién més detallada sobre la circulacion del Mediterraneo oeste véase
27], [7], [25], [26], [29]. Nosotros exponemos a continuacién las componentes principales
de dicha circulacion.

El agua del Océano Atlantico entra por el Estrecho de Gibraltar y a continuacion se
divide en dos ramas depsués de cruzar el Mar de Alboran. Parte del flujo sigue la costa
africana y el resto se dirige hacia el Norte hacia las Balerares, contribuyendo a formar
una tendencia anticiclénica, visible sobretodo en invierno y en otono. La rama que se
sigue la costa africana, forma unos giros anticiclonicos inestables, debidos a la batimetria
de la costa. Estos giros anticiclénicos se van alejando de la costa y van desapareciendo,
contribuyendo a la mezcla de aguas en esta zona. El agua que sigue la costa africana vuelve
a dividirse en dos ramas. La primera se dirige hacia el Norte por el oeste de Cerdena para
llegar al Mar de Luguria, mientras que el resto seguird hasta Sicilia.
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Figura 3.39: Energia cinética.

Por otra parte, la circulacion en el Mar Tirreno, tiene una fuerte componente barotrépi-
ca, es decir, el viento es el que juega el papel fundamental en la circulacién de agua en esta
zona. Se tiene una circulaciéon ciclénica, especialmente fuerte en épocas invernales, debido
a los intensos vientos, formados especialmente por una fuerte componente del Mistral que
se dirige hacia el sur, actuando de forma directa en la zona geografica del Mar Tirreno.
Sin embrago, a principios de verano, el Mistral reduce su intensidad y cambia su direccion
mas hacia el norte, de forma que la circulaciéon en el Mar Tirreno queda profundamente
reducida en intensidad.

Por 1ltimo destacaremos una de las componentes més importantes de la circulacion del
Mediterraneo oeste: la circulacion ciclénica del Golfo de Ledn. Esta circulacion ciclonica
es permanente a lo largo del ano, disminuyendo de intensidad especialmente en verano,
cuando, como hemos dicho, la componente del Mistral se hace menos intensa. Anadiremos,
que esta circulacién se hace especialmente intensa en la costa, de nuevo, como respuesta
a los intensos vientos de esas zonas.
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Figura 3.40: Comparacién de perfiles en un punto central del dominio para cada modelo.
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Figura 3.41: Velocidades barotrépicas estacionales obtenidas mediante el modelo con Co-

riolis implicito.
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Figura 3.42: Velocidades barotropicas estacionales obtenidas mediante el modelo con Co-

riolis implicito.
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En las Figuras 3.41 y 3.42 se puede apreciar la variacién en intensidad de estas corri-
entes. En especial se observa cémo las circulaciones ciclénicas del Mar Tirreno y del Golfo
de Ledn, son especialmente intensas en otono, invierno y primavera y c6mo en verano
se debilitan enormemente debido al cambio de rumbo y de intensidad del Mistral. En
primavera y verano, se aprecia con mayor nitidez, las ramificaciones de la corriente de
Argelia.

Para finalizar, exponemos las velocidades horizontales en la superficie en cada estaciéon
del ano. Queremos resaltar con esto, cémo los valores de las velocidades varian a lo largo
del ano en funcién de la intensidad de los vientos. De hecho, tal y como se puede ver en
las Figuras 3.43, 3.44, 3.45 y 3.46, la velocidad alcanza sus maximos valores en invierno
y en otono, reduciendose en primavera y mas ain en verano.
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Figura 3.43: Componentes de la velocidad horizontal a 0 m en invierno.
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Figura 3.44: Componentes de la velocidad horizontal a 0 m en primavera.



116

Capitulo 3. Resultados numéricos

(a) U Verano

_ | | -
L | 1

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 m/s

-20 -15 -10 -5 0]
x 10

(b) V Verano

Figura 3.45: Componentes de la velocidad horizontal a 0 m en verano.
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Figura 3.46: Componentes de la velocidad horizontal a 0 m en otono.






APENDICE A

Algoritmos de localizaciéon

Tal y como vimos en las Secciones 2.3.5 y 2.4.2, es necesario tener un algoritmo eficaz
a la hora de buscar el elemento en el que estd el pie de la caracteristica X (x,y, 2, t,11;tn)-
En el caso bidimensional encontramos diferentes algoritmos de busqueda para distintos
tipos de mallados en [1], en el cual nos hemos basado a la hora de realizar la bisqueda del
elemento triangular de la componente horizontal del mallado. Sin embargo, tanto para el
caso de la o-coordenada como para los casos de la z-coordenada expuestos en las Secciones
2.3.5 y 2.4.2, nos falta detallar la bisqueda en la componente vertical del dominio. Por
otra parte, también nos queda por detallar la bisqueda del elemento tetraédrico en los
casos de z-coordenada. En esta Seccion expondremos dichos algoritmos de busqueda.

A.1 Algoritmo de localizaciéon en una dimensién

Supongamos que tenemos la siguiente discretizacion del dominio (—H, 0):

Figura A.1: Discretizacion de (—H,0).

donde z; con ¢ = 1,..., NV son los nodos de la discretizaciéon e I; con j = 1,..., NV —1
sus elementos.

Sea un punto z* € R con z* € (—H,0). Vedmos cémo localizar el elemento I,, al que
pertenece z.

Aunque se puede empezar la busqueda en cualquier elemento, recordemos que el
punto z* es en realidad la componente vertical del pie de la caracteristica, es decir,

119



120 Apéndice A. Algoritmos de localizacion

Xv(z,y,2,ty; the1) ¥ que, puesto que la tercera componente de la velocidad tiene va-
lores muy pequenos, el punto z* no debe estar muy lejos del punto z. De esta forma, lo
mejor es empezar la biusqueda en el elemento I; al que pertenece z.

Se calcula el valor de 1} ,(2*) donde ¢{, es la recta tal que @Z)ik} I, corresponde a la

primera funcién nodal del elemento I; (véase [8]). De esta forma, si 0 < ¢, (2*) < 1,
entonces z* € I;.. En caso contrario, analicemos las dos posibilidades:

» Si wllk(z*) > 1, nos hemos salido del elemento por la derecha (ver Figura A.2), por
lo que continuaremos la busqueda en el elemento I;_;. En el caso £ = 1, ademas
nos habremos salido del dominio. En este caso, introducimos el punto z* dentro
del dominio por simetria (véase 41), es decir z* = —z* e I; serd el elemento que
buscamos.

= Si ¢}, (2*) < 0, nos hemos salido del elemento por la izquierda (ver Figura A.2),
por lo que continuaremos la bisqueda en el elemento I, ;. En el caso k = NV — 1,
ademas nos habremos salido del dominio. En este caso, introducimos el punto z*
dentro del dominio por simetria (véase 41), es decir z* = —2H — z*, e Iy _; serd el
elemento que buscamos.

Observacion 41 El hecho de introducir de nuevo el punto por simetria se debe a que si
el pie de la caracateristica se ha salido del dominio, sabemos que no puede estar muy lejos
pues las velocidades toman valores muy pequenos.

=1
K+1 Z|k |k Z| k-1

Figura A.2: Localizacién en una dimension.

Algoritmo de localizacion unidimensional
Paso 1 Calculo de ] ,.(z*).
Paso 2 Si0 <9 ,(z*) <1 — PARAR, z* € ;.
Paso 3 En caso contrario:

= Sigf(2F) > 1

e Si k=1, nos hemos salido del dominio por la derecha, hacer:

2*=—2 — PARAR, z* € I,.
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e Si k #1, hacer k =k — 1 (pasamos al elemento de la derecha) y volver al
Paso 1.

= Si wi’k(z*) < 0:
e Si k= Ny — 1, nos hemos salido del dominio por la izquierda, hacer:
d=—H — z*,
2*=—-H+d — PARAR, 2" € Iy, 1.
e Si k# Ny — 1, hacer k = k + 1 (pasamos al elemento de la izquierda) y
volver al Paso 1.

A.2 Busqueda de un tetraedro en un prisma

Sea el punto (z,y,z) € Q. En esta Seccién expondremos un algoritmo para encontrar
a qué tetraedro del mallado tridimensional (generado como en la Seccién 2.4.2) pertenece
dicho punto. Para ello, hagamos previamente la siguiente observacion.

Observacion 42 Dado ¥ un tetraedro, denotemos sus vértices por
Ni = (xlayuzz) 1= 1727374'

La funcién que transforma el tetraedro de referencia Ty en T (véase Figura A.3), es la
funcion F: %y — %, con F(p,q,s) = (Fi(p,q,s), F2(p,q,s), F3(p,q,s)) y donde

Fi(p,q,8) = x1(=p—q— 5+ 1) + 29p + 23q + 245,
Fy(p,q,8) = y1(=p — q— s+ 1) + y2p + y3q + a5,
F3(p,q,8) = z1(=p —q — s+ 1) + 22D + 23q + 2s.

40,0.1) R
F(p.a.s)

Rl
F (x.v.2) N,

Figura A.3: Transformacién del elemento de referencia a un tetraedro cualquiera.
De esta forma, podemos expresar cualquier punto (x,y, z) € T de la siguiente manera:

xr = Fl(p7CI7 8)7
y:FQ(p7Q7 8)7 (Al)
= F3<paQ73>7
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y tenemos la siguiente transformacion inversa:

Fl_l(xa y7 Z>7
F2_ (‘Z‘7 Y, 2)7 (A2)
Fyl(x,y, 2).

[ary

p
q
s

Una vez introducida esta funcién procedemos a exponer el algoritmo. Como hemos
dicho, buscamos el tetraedro al que pertenece el punto (z,y, z). Lo primero que hacemos
es buscar el elemento horizontal T} al que pertenece (x,y) (siguiendo los algortmos de
bisqueda de [1] y denotemos por n¥, n% v nk los vértices de Tj. Para cada vértices n¥ con
i =1,2,3, calculamos el elemento vertical al que pertenece z (siguiendo el algoritmo visto
en el Apéndice A.1). Sean I3, I3 y I'* los tres elementos verticales obtenidos y sean
Jmin = min(j1, j2, j3) Y Jmaz = MAax(J1, j2,j3). Claramente (z,y,z) € (T, x I; . )U ... U
(T x 1;,,,.)- De esta forma, tenemos localizado el punto (x,y, z) en una serie de elementos
prismaticos definidos en la Seccién 2.4.2. A continuacién definimos los siguientes elementos
prisméaticos

PkJ = Tk X Il conl = jmm, ---ajma:c-

Para encontrar el tetraedro al que pertenece el punto (x,y,z), basta con recorrer los
prismas Py y ver si (z,y, z) pertenece a alguno de sus tres tetraedros. Para ello, denotemos
por T con i = 1,2,3 a los tres tetraedros que componen el prisma P; y sean
i o li i _Li -
le_(xj’L?ij’Zjl) ]_1727374
a cada uno de sus vértices. ) .
Calculamos el punto (p,¢,7) = (F}) (2,9, 2) donde (F}) ~ es la inversa de la funcién
F! : Ty — %', A continuacién definimos los siguientes valores

Ny —q (A.3)
N4 =S
Si (z,y,2) € T} entonces (p,q,s) € Ty y por lo tanto se debe cumplir
0 < Ny, Ny, N3, N, < 1. (A.4)

En caso de no cumplirse (A.4), pasamos al segundo tetraedro T4 y procedemos de forma
andloga. Calculamos el punto (p,q,r) = (Fé)_l (x,y, z) donde (Fé)_l es la inversa de la
funcién Fh : Ty — Th, obtenemos los valores (A.3) y comprobamos si se cumple (A.4). Si
de nuevo no se cumple (A.4) es que el punto (x,y, z) € T5 o que (z,y,2) ¢ Py, Para ver si

(z,y,2) € T} procedemos de forma andloga, calculando el punto (p, q,7) = (Fé)f1 (x,y, 2)

con (Fé)f1 la inversa de la funcién F} : T5 — T4, obtenemos los valores (A.3) y compro-
bamos si se cumple (A.4). Si no se cumple (A.4) entonces es que (z,y, 2) ¢ Py, y pasamos
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a buscar en el prisma siguiente Py 4.

Algoritmo de busqueda

Paso 1 Calculo del elemento horizontal T} tal que (z,y, 2) € T.

Paso 2 Calculo de los tres elementos verticales I7', I7% e I7* tales que z € I} coni = 1,2, 3.

Paso 3 Célculo de jiin = min(ji, j2,73) ¥ Jmaee = max(j1, j2, J3).

Inicializamos | = jn.

Paso 4 Mientras | < jae vy 00 se haya encontrado el tetraedro al que pertenece (z,v, 2),
comprobar si (z,y, z) pertenece al prisma P .

Paso 4.1 Calculo de (p,q,r) = (Fll)_1 (x,y, 2).

Paso 4.2 Célculo de los valores N; de (A.3).

Paso 4.3 Si se cumple el criterio (A.4) — PARAR, (z,y,2) € ).
Paso 4.4 Calculo de (p,q,7) = (Fé)_1 (z,y, 2).

Paso 4.5 Célculo de los valores N; de (A.3).

Paso 4.6 Si se cumple el criterio (A.4) — PARAR, (z,y,2) € T).
Paso 4.7 Célculo de (p,q,r) = (Fé)fl (2,9, 2).

Paso 4.8 Célculo de los valores N; de (A.3).

Paso 4.9 Si se cumple el criterio (A.4) — PARAR, (z,y,2) € T}.
En caso contrario (z,y, 2) ¢ Py, hacer | =1+ 1.






APENDICE B

El producto tensorial de matrices

Definicion 6 Sean dos matrices A y B,

11 Az ... Qim bii bz ... bu

Q21 Qg2 ... Q2m bai by ... by
A=1 . . o y B=

an1 Gp2 ... Gpm brl br2 cee brk

El producto tensorial de A y B es una matriz C = A® B, de orden nr x mk y que viene
dada por

CLHB algB ce almB
anB a»xB ... ay,B

C=AwB=| 27 % ? (B.1)
amB apB ... aumB

Veamos ahora cémo resolver un sistema algebrdico de ecuaciones M X = F' donde la
matriz M viene dada como producto tensorial de dos matrices, es decir M = (A ® B).
Las matrices A y B son cuadradas de orden n y m respectivamente, por lo tanto, M es
de orden nm. Denotemos las matrices A y B por

a1 a2 ... Qi bin bz ... b

21 Q22 ... Q2qp bar  baa ... Doy
A= . . o y B=

Ap1 Ap2 ... Qpp bml me e bmm

125
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X y F'son vectores nm x 1 pero, por simplicidad, podemos reescribirlos como matrices de
tamano n X m y, por lo tanto, como vectores de vectores columna, de la siguiente forma:

T
J:n
Tni1 ry Tpy1 .- x(m—l)n—i—l
B : | T2 Zeg2 oo ZT(m-1)n42 B
X = Ton a : : —(Xl X2 Xm)
Tont1 Ty  Top ... Tmn
xnm
y
fi
In
fni1 Ji Jorr oo Jememn
F— : _ f2 fn'+2 f(m—.l)n+2 _ ( R F, ... F, ) 7
Jon : : :
fons fo fon oo fom
fom
con
T(i—1)n+1 f(zel)nﬂ
X, — .T(ij%).n+2 v F = f(z'f1.).n+2 i=1...m.

De forma analoga, también podemos reescribir el vector F'7 como los siguientes vec-
tores de vectores columna

N1 f2 S
f(m—l)n+1 f(m—l)n+2 S fmn
con
fi
FT = fnﬂ 1=1,...,n

]

f(mfl)n+i
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Observacién 43 Es importante senalar que cada uno de los vectores columna FF (de
tamano (n,1)) para i = 1,...,m no es el transpuesto de F;, los denotamos asi inicamente
para simplificar la notacion.

De esta forma, el sistema tensorial M X = F'| es el siguiente

I i
Ty In
anB apxB ... a,B | Jnt1
anB axB ... ay,B : :
MX=AeB)Xx=| """ % 7 _
: : BRI Tan Jon
amB a,sB ... a,B :
T(m—1)n+1 f(mfl)n+1
xmn fmn
(B.2)
Por lo tanto, tenemos
a1 BX1 4+ a2 BXy + -+ + a1, BX,, = F}
an BXy +apBXy+ -+ ay,BX,, = I (B.3)

CLnlBXl + angBXg + 4 amBXn = Fn

A continuacion definimos los vectores Z; = BX,; coni = 1, ..., n. De esta forma tenemos
n vectores de tamano m y de forma inversa a como hemos hecho antes, definimos el
siguiente vector de vectores columna

L Fmgl e An=l)med
Z = ( 1 Ly ... Z, ) — 2.2 Zm‘JFQ Z(n—l.)m+2 ’
Zm  R2m .- Znm
con
Z(i—1)m+1
7, = 2(4_1:)m+2 i—1lom
Zim

y su traspuesto
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21 V) ... Zm
Z 1 Z 2 ce. 29m
T _ T T T\ _ m+ m+
72" = (7T 7 77 ) = _ , ,
Zn—1)m+1 R(n—-1)m+2 --- ~“nm
con
Zi
Zm+i .
Z(n—1)m+i

De esta forma, podemos reescribir el sistema (B.3) de la siguiente forma

anZi + a1oZs + -+ a2, = F

a2121 -+ CL22Z2 + -+ CLQnZn = F2 (B 4)

anlzl + anQZQ + -+ annZn = Fn

Este sistema algebraico de orden nm, se puede dividir en m sistemas algebraicos de
orden n, de la siguiente forma

a112; + A122mpi + 0 F QnZn—1ymei = Jfi
U21%; + U22Zmpi + + QonZtn—1)ym+i = Jnsi (B.5)
Ap1Z; + Ap2Zmeti + -+ Ann2(n—1)m+i — f(m—l)n-i—i

con i = 1,...,m. Es decir, se resuelven los m sistemas AZ! = Fll coni=1,...,m.

Por lo tanto, la resolucién del sistema (A ® B)X = F se reduce al siguiente esquema:
1. Resolucién de los m sistemas AZI = FF coni=1,2,...,m.

2. Transposicién del vector Z7 en el vector Z.

3. Resolucion de los n sistemas BX; = Z; para j = 1,2,...,n.

De esta forma, X = (Xi,..., X,;n) es una matriz de tamano m X n, que podemos
reescribir como un vector de tamano nm x 1y es solucién del sistema (A ® B) X = F.
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Ahorro de memoria

Segtin lo expuesto en la Seccion 2.4.2, para resolver el problema formado por las
ecuaciones (1.58) - (1.63), las condiciones de frontera (1.50) - (1.52) y las condiciones
iniciales (1.53), necesitamos las siguientes matrices del volimen:

1. M y Mj, matrices de masas obtenidas mediante elementos cuadraticos y lineales
respectivamente,

2. F, matriz de masas ponderada por la funcién de Coriolis y obtenida mediante ele-
mentos cuadraticos (necesaria inicamente en el caso de Coriolis implicito),

3. Ry y Ry, aportacion horizontal y vertical respectivamente, de la matriz de rigidez
del volumen, obtenidas mediante elementos cuadraticos,

4. By y B, matrices necesarias para el cdlculo de la divergencia y
5. M., matriz para realizar la obtencion de la derivada parcial de w con respecto a z.

Atun en el caso de almacenar tinicamente los elementos no nulos de cada una de estas ma-
trices y teniendo en cuenta que son todas simétricas, a excepcion de By y By, tendriamos
un enorme numero de elementos a almacenar. Este es uno de los grandes problemas de
este tipo de problemas y mas auin si consideramos que estos modelos se han realizado
para su aplicacién al océano. Esto implica que tendremos un dominio considerablemente
grande y una discretizacién del mismo con un elevado niimero de nodos, lo que genera un
tamano de matriz muy elevado. Recordemos el ejemplo de la Seccion 3.4 . En este caso
Unicamente teniamos la parte occidental del Mediterraneo y sin embargo ya teniamos
matrices de orden Ny - Ny = 35 - 23725 = 830375.

Para solventar este problema, mencionamos en la Seccién 2.4.2, que Unicamente al-
macenamos ciertas matrices elementales, a partir de las cuales generamos las matrices
de todo el volimen. A continuacién expondremos cudles son dichas matrices elementales.
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Para ello denotamos los cuatro nodos de un tetraedro cualquiera ¥ de nuestro mallado
por:

Nf = (71,y1,21),

N§ = (22,92, 22),

N3 = (23,93, 23),

Nf = (T4, Y4, 24).
De esta forma la funcién afin que transforma un punto del tetraedro de referencia al punto

correspondiente de nuestro tetraedro es F¥(z,y,2) = (Flk(p, q,), F¥(p,q,5), F¥(p, q, 3)),

con.
FE(p,q,8) = 21(—p — g — s + 1) + 2op + T3¢ + 245,

F¥(p,q,s) =y1(—p—q— 5+ 1) +y2p + y3q + yas,
F¥(p,q,8) = 21(—p — q— s+ 1) + 20p + 23q + 5.

Sea Jj, el jacobiano de la funcién F¥. Entonces para cualquier funcién f se tiene

f(z,y, z)dzdydz =/ f (F{“(p,q, s), F¥(p.q,s), F5(p, q, 8)) | Ji:|dpdqds,

Tk SO

donde ¥ es el elemento de referencia.

Denotemos por ;(z,y,2) coni = 1,..., N, alas funciones nodales de nuestro tetraedro,
y por \i(p,q,s) con i = 1,..., N, las funciones nodales del elemento de referencia, donde
N = 4 si tomamos funciones lineales y N = 10 si las tomamos cuadraticas. La relacion
entre cada par de funciones es la siguiente:

)\i(p7Q75) = ¥i <F1k(p7Q75)7F2k(p’qu)vFé€(p’qv S)) 1= 17 ""Nv

por lo que se tiene para cada i € {1,..., N} :

8)\1' o 8(,01' 8F1k 8(pi 8F2k 8(,01' (3}731g
dp  Ox Op oy Op 0z Op’

8)\1' . 8%87}71’“ 8(pi 8F2k 8%87}73{“
dq  Ox Oqg dy Oq 0z 0q’
O\ 0pi OFf  0p; OFF i OF%
ds  Ox Os dy 0Os 0z 0s

Es decir,
O\ OFfF OFYF OFF D
Op op Op Op ox
oN | _ | oFF oFy OFY i i=1 N
Jq Oq Jq Jq dy Y
OAi OFF OFF OF} 9pi
Os 0s 0s 0s 0z

i
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y por lo tanto

D O\
Ox Op
Oei | (gry~t | i=1,..,N.
oy dq
0p; O\
0z 0s

Por comodidad, a partir de ahora escribiremos:

OFy ,
Fij(Tp J=12,3,
aiFf
dq
P
7 Os

P}'q: j:132737

j=1,2,3.

Se puede comprobar que la matriz (JkT )_1 es la siguiente:

1 FZqFBS - F3qF2s _F2pF3s + F3pF2s FQpF3q - F3pF2q

-1

(J{) = A — P F3s + F3 s FiplFss — F3, by —FipFsg + F3,F
quF28 - F2qFls _FlpFQS + FZpFls FlpFQq - FQpqu

Denotemos por AF = (Jg)fl

AL, Al Al
AF = Agl A’zgz Ags )
As AL, Al

con lo que obtenemos las siguientes expresiones:

=_— (A A + Afa——

oz |Jk] < 15 LAl 8 1355 )

oy 1] <A21 ap + A5 94 +A23 o5 ) (C.1)
FERRRBA <A31 ap -+ A, 94 + Azs EAE

parai=1,...,N.

= Para obtener la matriz de masas del dominio €2, inicamente necesitamos la siguiente
matriz elemental

(MEL)z] — < Al(paqas)/\J(}%q’ S)dZ Za] = 177N7 (C2>
0
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puesto que para generar la matriz de masas, lo que necesitamos es, para cada ele-
mento T

/3: gDi(CC,y, Z)QDJ(SL',y,Z)d‘I: |Jk| . )‘Z(p7q’ S))‘](pa q, S)d‘z Z,] = 17""N'
k 0

De esta forma, para generar la matriz de masas en el volimen {2 con elementos
cuadraticos, inicamente necesitamos almacenar el jacobiano de cada elemento, |J|
y la matriz Mg, de orden 10 y para generar la matriz de masas de volimen con
elementos lineales, necesitamos la matriz M Lg;, de orden 4 (los jacobianos de cada
tetraedro ya los tenemos almacenados).

Observacion 44 Las matrices Mg, y M Lgy, son simétricas.

Definamos ahora la siguiente funcion para el célculo de la matriz de rigidez

0pi0p; | 90100i| | 4 00i0p; (C.3)

=A
f(@.y,z) B9z 0z " 9y oy Y7oz 0z

donde 4,5 € {1,..., N}.
Sustituyendo (C.1) en (C.3) obtenemos

f(FF FY FF) =

BAE [<A116p+A128q +A1385 A118p+A128q +A1385 +

O\ O\ O\ O\ O\ O\
<A§1ap + A]2€287q + A’53&9> <A§1(9; + ASQa—qj + A’53(9;>] +

\Jk]2<318p+A328q+A3385 A313p +1‘1328(] +A3333 .

De esta forma se obtiene

PR D) = S (a2 (g ?) S50+ (a4 ) SO
(A Al + A ) UG+ (Al + Apaty) ST
(AL + (A7) G52 + (Al + Apaty) F1TY
(At + Al ST o (bl + Aty aty) SO0
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O\ O); A O\ 8)\ 8)\ 8)\

(A + (a?) 22| + 55
8/\ 8/\ 8/\ 8/\ 5 ON; 8)\ 8)\ 8)\
O\ O); O\ O); O\; O\
A§3Ak31 Os a A§3AI§2 Os a (A]§3)2 Os 8_8]

Integrando en el tetraedro y teniendo en cuenta que el jacobiano y los valores A

para i,j € {1,..., N} son constantes para cada tetraedro, obtenemos:

flz,y, z)dxdydz = f(Ff,Ff,Fé“)\Jk]dpdqu =

‘Ik T0
Ay . O\ DNy P ON; 0N
‘J | [((A ) (A21) ) - dp Op dpdqds + (A A12+A21A22> 8 dq ——dpdqds +
ON; O\ AN O\
<A’f1A’f3 +A§1A§3) e = Ldpdqds + (A LA +A/~c22A’§1> T 225 dpdgds-+
0
N ON: O\ O
AR )2 4 (AE)? N dpdqd Ak, AR, AR AL Y dpdqd
(( 12)+(22)>%8q8 P(15+<12 + Ago 23) 8 D5 paqas+
ON; O\ ON; O\
(A’fSA’fl +A§3A’51) 5 %% dpdqds + (A L +A§3A§2> 5, %% dpdqds+
N ON: O\ O
k YA Ay k \2 1 Uy
(ko + agy?) [ G apauas| + 5 |cab? [ S Gvapanass

X 8)\] X 8)\]

ONi O\,
A’“Ak/ D dpdgds + A%, Ak /
314432 - 8}? 8 31 -

iy [ 0N

= —~>dpdqds+

O O\ O O\
= Ak, AL, = Ak AR
dpdqu + Ags 8 Os dpdqu + Az 5 Os (9

O\ 0N ONi OX
Ak AL, s ajd pdgds + (A%;)? 5 asjddd}
0

De esta forma, para generar la matriz de rigidez en el volimen, necesitamos el
jacobiano y la matriz A* de cada tetraedro ¥, y las siguientes matrices elementales:
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O ON;
M,,).. == ,j=1,..,N
( pp)zj % a 8 d d dS 1] ) )
ON; ON;
Mpg);i = dpdgds i,j=1,..,N
( pQ)z] % ap aq Wi PR
Ai O\
(Mps),. = 0 X dpdgds i,j=1,..,N
K <o 8[) 0s
ON; ON; (C-4)
OAj L
(qu)ij B4 9q —dpdgds i,7=1,...N
ON; O\
Ms.:/ Y dpdgds i,j=1,..,N
( q )zj T q a
i ON;
(Mys),; = I dpdgds i,j=1,...,N.
5, O0s Os
Observacién 45 Notese que no se necesita almacenar las matrices
ON; O\
Myp),: = dpdgds i,j=1,..,N
( qp)zj /{O 8q a 1] PREES)
ON; ON;
M.,,).. Y dpdgds i,j=1,...,N
( p)z] % 88 8p (2W)
ON; O\
M), . ]ddd j=1,...N
( q)zj % as aq (2W) } )
puesto que
My, = M,
Mg, = M,
Mgq = M.
Ademds se tiene que las matrices My,, My, y Mss son simétricas.
Observacion 46 La aportacion horizontal de la matriz de rigidez es
(R = 13 | (AR + (a5) [ S s
ON; ONj ON; O\
+ (A At +A§1A’52) T oo dpdads + (4f,4%, +A’§1A’§3) B &L dpdqds
ON; ON; ON; ON;
ARy AR+ Akgp AX L dpdqd AV 4 (A5,)? I dpdgd
‘1‘(12 11+ Akao 21) <, 9q Op 3+(( 12)‘1'(22)) 5, 97 0q s
ON; O\ ON; ON;
k J J
+(A2A3+A2A23) Gy g dndads +<A3A1+A3A ) e oy pdads
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aAaA]ddd]

O\; O\,
+ (A]f3Alf2 + 14126314’262>/g s 0q ]d dqds + ((Alf:s)z + (A§3)2>A 95 9
0 0

mientras que su aportacion vertical es
A A
\% |:( k)Q/ a)\ajdpdqu—i-
%o

Ui = 171 5 o
\; O ON; ON ON; O\,

Ak Ak / 2 dpdgds + A%, A% 2 dpdgds + Ak, A%, 2 dpdgds+
314132 - 8 314133 - 8]7 a 32 - aq a
;O\ ON; O\ ON; O\

Ak.)? 2 dpdgds + Ak, AL, 2 dpdgds + Ak, A%, 2 dpdgds+
( 32) %, 8 32 %, aq 8 33 % 88 8

AN; O\ ON; O\,
AkAk/ Y dpdgds + (A¥ / 2 dpdqds
33439 s, 05 04 pdqds + ( 33) 5, 0s 0s

= A continuacién estudiemos el caso de las matrices By y B,. Para ello, definamos la

siguiente funcion
1095
gl(may7 ) Yi or <C5)
con i € {1,..,4}, j € {1,...,10}, ¢! funcién nodal lineal y ¢, funcién nodal
cuadratica.
Sustituyendo (C.1) en (C.5), obtenemos

OA, e 0N o\,

e integramos en el tetraedro Ty, obteniendo

k 10N

91(1'7 Y z)dacdydz = All /\z a dpdqu
Tk

+ A~ / )\iaa)v dpdqds + A%, / AL aa)\j dpdqds.

De forma anéloga, si definimos la funcién

siguiendo la misma notaciéon que el caso anterior e integramos en el tetraedro %,

obtenemos N
/ go(, y, 2)ddydz = A5, / i G —L dpdqds
Tk

A A
+ A5, / Aﬁ%fdpdqd + Ab / )\ﬁaa]dpdqu
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Por lo tanto, para generar las matrices B y Bs, necesitamos la matriz A* para cada

tetraedro ¥ y las siguientes matrices elementales:

‘o

@ﬁq“:/Aﬂj@@@i:Lm

Aj
%o 8q

)

Wﬁ%:/ﬂm%mmizhn

‘o

4,7

747j

., 10,

., 10,

.., 10.

= Por tultimo estudiemos el caso de la matriz M,. Para ello, definamos la siguiente

funcién 8
%
9(z,y,2) = %&

coni,j€{l,...4}, oy goé funciones nodales lineales.

Sustituyendo (C.1) en (C.7), obtenemos

(’Ml 8)\l G)J
e integramos en el tetraedro Ty, obteniendo
k a)‘y
| oty azdydz = Aty [ N Zdpgis
Tk
k 18>‘J la)‘J
+Az, )\Z 34 dpdqds + AL, )\l P dpdqds.

(C.7)

Por lo tanto, para generar la matriz M., necesitamos la matriz A* para cada tetrae-

dro T} y las siguientes matrices elementales:

O\
L _ l J L
(Mp )ij = / i ap dpdgds ©=1,...

.., 10,

.., 10,

.., 10.
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Figura D.1: Posible divisiéon del mallado de w en 6 cajas.

El ojetivo de los modelos presentados en esta tesis es el futuro estudio del compor-
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tamiento de los océanos de forma mas precisa asi como un acoplamiento de un modelo de
atmoésfera y océano. Debido al gran volumen de datos generados al ejecutar estos modelos,
es obvia la necesidad de paralelizar dichos modelos. El primer paso es dividir los datos en
cajas que pasaran a cada procesador.

Por ello en este Anexo presentamos un algoritmo para dividir el mallado horizontal en
n cajas.

Sean N P el niumero de procesadores en los que queremos ejecutar el programa y por
lo tanto, el nimero de cajas en el que queremos divididir el mallado, NN el ntimero de
nodos de dicho mallado horizontal y N E el nimero de elementos del mallado. Denotemos
por C, a la n-ésima caja, con n = 1,..., NP. Cada caja C, queda definida por cuatro

rectas:
— n J— n
{ T = af, T =y,

Sea NNP = [X&] (divisién entera) y NEn el nimero de elementos de la caja C,.
Para que la division del mallado en cajas sea éptimo, N En deberd ser NNP o NNP+1.

A continiacién expondremos los tres criterios de renumeracién del mallado que uti-
lizaremos:

» Criterio 1: el elemento i pertenecera a la caja C,, si sus tres vértices ((z},ys) con
k =1,2,3) estan en dicha caja, es decir, si

o} < af < a3 _
Y <y < v F=bzs (>-1)
Mediante este criterio conseguimos encontrar un cierto nimero de elementos N En;
para la caja C,. Inicializamos NEn = NFEny. Si NEn < NNP + 1, se necesitan
mas elementos en la caja C),, pasamos al criterio 2.

= Criterio 2: el elemento 7 pertenecera a la caja C, si dos de sus vértices estan en
dicha caja, es decir, si se da alguna de las siguientes tres posibilidades

e Posibilidad 1:
] <
U<y <y
e Posibilidad 2:
] < <
U<y <y
e Posibilidad 3:

m?gx;;gxg} k=23 D.4
W< < 03 i oy

Siguiendo la misma notacién, con este criterio conseguimos un nimero de elementos
NEns a incluir en la caja C),. De esta forma, el nimero total que tenemos hasta

ahora en la caja C,, es NEn = NEny + NEny y si NEn < NNP + 1, entonces se
necesitan més elementos y pasamos al criterio 3.
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= Criterio 3: el elemento i pertenecera a la caja C), si uno de sus vértices estan en
dicha caja, es decir, si se da alguna de las siguientes tres posibilidades

e Posibilidad 1:

ot < xf < ab D
A D
{y?SMSyQ (D-5)
e Posibilidad 2: .
< ay < xy D
: .6
{%S%Sﬁ- (D-6)
e Posibilidad 3: 4
ry < :rjg < zy D7
{%S%Sﬁ- (D7)

Anélogamente, con este criterio conseguimos un numero de elementos N Ens a in-
cluir en la caja C),. De esta forma, el niimero total que tenemos hasta ahora en la
caja C, es NEn = NEn; + NEny, + NEns y si NEn < NNP + 1, entonces se
necesitan méas elementos y pasamos al criterio 4.

= Criterio 4: coger los elementos adjuntos a los elementos de la caja C), hasta alcanzar
la cota NNP + 1.

Escribimos a continuacion, una propuesta de algoritmo en pseudocédigo.
Algoritmo:
elem_renumb=1;

paran=1,...NP

{

NEn = 0;
parat=1,.... NE
Sum; = 0;

parati=1,...NE
Si todavia no hemos renumerado el elemento ¢

Si(af <@y <ayyy <y <up)
Sum; = Sum; + 1;

Si (2} <y <ahyyl <us <y3)
Sum; = Sum; + 1;

Si (2} <agy<ayyy <ys <uy)
Sum; = Sum; + 1;

parai=1,...., NE y mientras NEn < NNP + 1
Si Sumeem = 3 (Criterio 1) y todavia no hemos renumerado el elemento i
el elemento ¢ pertenece a la caja C,.
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parat=1,...., NE y mientras NEn < NNP + 1
Si Sumeenm = 2 (Criterio 2) y todavia no hemos renumerado el elemento i
el elemento ¢ pertenece a la caja C,.

parat=1,.... NE y mientras NEn < NNP + 1
Si Sumeen = 1 (Criterio 3) y todavia no hemos renumerado el elemento i
el elemento ¢ pertenece a la caja C,.

mientras NEn < NNP + 1 y siga habiendo elementos sin colocar en cajas
Recolocamos los elementos adjuntos a los elementos que hemos recolocado
gracias al Criterio 1
Si NEn < NNP +1
Recolocamos los elementos adjuntos a los elementos que hemos
recolocado gracias al Criterio 2
Si NEn < NNP+1
Recolocamos los elementos adjuntos a los elementos que hemos
recolocado gracias al Criterio 3.
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Figuras

En este apéndice expondremos una serie de figuras comparativas entre los distintas
variables y para cada uno de nuestros modelos. Dichas figuras son secciones horizontales
realizadas a ciertas profundidades del dominio.

E.1 Océano idealizado

Debido al enorme parecido entre los resultados, inicamente expondremos a continua-
ci6én la comparacién entre los resultados obtenidos por el modelo de z-coordenada (con
Coriolis implicito) y el modelo de o-coordenada. Empezaremos por la comparacién de las
componentes horizontales de la velocidad.

141
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Umin=-0.75709m/s Umax=0.59725m/s Vmin=-0.60205m/s Vmax=0.66341m/s

Umin=-0.82529m/s Umax=0.57728m/s Vmin=-0.60578m/s Vmax=0.71709m/s

(©) U () V
Figura E.1: Secciones de la primera y segunda componente de la velocidad a los Om
de profundidad, (a) y (b) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras
(¢) v (d) obtenidas mediante el modelos de z-coordenada. U y V son la primera y la
segunda componente de la velocidad respectivamente.
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Umin=-0.11944m/s Umax=0.10631m/s Vmin=-0.33013m/s Vmax=0.31352m/s
F "; P ————M

|

|

l_’//? N

L\
&

i\/&
Sl N

S
‘

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Umin=-0.11297m/s Umax=0.15464m/s Vmin=-0.29447m/s Vmax=0.28237m/s
1

R =

P
o

(c) U )V
Figura E.2: Secciones de la primera y segunda componente de la velocidad a los 10m
de profundidad, (a) y (b) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras
(c) v (d) obtenidas mediante el modelos de z-coordenada. U y V son la primera y la
segunda componente de la velocidad respectivamente.
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Figura E.3: Secciones de la primera y segunda componente de la velocidad a los
900m de profundidad, (a) y (b) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada,
mientras (c) y (d) obtenidas mediante el modelos de z-coordenada. U y V son la
primera y la segunda componente de la velocidad respectivamente.
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A continuacién expondremos los resultados para la Temperatura y la Salinidad:

Tmin=9.4805°C Tmax=11.9405°C Tmin=9.5902°C Tmax=12.1569°C

(b) Temperatura

T T
L L 1 _

16 718 19 oC

Smin=38.1908psu  Smax=38.3279psu

(c) Salinidad (d) Salinidad
28 30 32 34 36 38 40 42 psu

Figura E.4: Secciones de la Temperatura y Salinidad a los Om de profundidad, (a)
y (¢) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras (b) y (d) obtenidas
mediante el modelos de z-coordenada.

De nuevo, vemos grandes diferencias en los resultados de la Salinidad entre el modelo
de o-coordenada el de z-coordenada con Coriolis implicito.
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Tmin=5.5062°C Tmax=5.9613°C Tmin=5.4998°C Tmax=5.7632°C

(a) Temperatura (b) Temperatura

13 14 1)

Smln 38.2229psu Smax_41 2846psu Smin=38.7064psu Smax=38.7737psu

(c) Salinidad (d) Salinidad
28 30 32 34 36 38

Figura E.5: Secciones de la Temperatura y Salinidad a los 900m de profundidad, (a)
y (c) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras (b) y (d) obtenidas
mediante el modelos de z-coordenada.
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Por 1ltimo exponemos los resultados para la Densidad, en los que se observa el ruido
introducido por los errores que se generan en el modelo de o-coordenada.

Dmin=1029.221kg/m Dmax=1031.7kg/m Dmin=1029.039%kg/m Dmax=1029.626kg/m

1024 1026 : 10‘28 10‘30 10‘32 1034 1036 kg/m’
Figura E.6: Seccion de la Densidad a los Om de profundidad, (a) obtenida mediante
el modelo de o-coordenada y (b) obtenidas mediante el modelos de z-coordenada.

Dmin=1033.301kg/m Dmax=1035.7698kg/ Dmin=1033.115kg/m Dmax=1033.706kg/m
Z 7

A
|\ — ey
B
N
’1 -
1024 1026 ‘ 10‘28 10‘30 10‘32 1034 1036 kg/m3

Figura E.7: Seccién de la Densidad a los 900m de profundidad, (a) obtenida mediante
el modelo de o-coordenada y (b) obtenidas mediante el modelos de z-coordenada.
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E.2 Mediterraneo Occidental

A continuacién, exponemos los resultados obtenidos en el Mediterraneo Occidental
para el modelo de o-coordenada y el modelo de z-coordenada (con Coriolis implicito).

Empezamos de nuevo por los resultados obtenidos para la primera y la segunda com-
ponente de la velocidad a ciertas profundidades del mar:
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X 106 Umin=-0.37424m/s Umax=0.13784m/s X 106 Vmin=-0.82195m/s Vmax=0.000453m/s
T 5 T T

(a) U (b) V
B
-08 07 -0.6 -05 -04 -03 -02 -0.1 0 0.1 m/s
10 Umin=-0.37742m/s Umax=0.15386m/s 10 Vmin=-0.77139m/s Vmax=0.001473m/s

T T T T 5

(c) U (d v
Figura E.8: Secciones de la primera y segunda componente de la velocidad a los Om
de profundidad, (a) y (b) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras
(c) v (d) obtenidas mediante el modelos de z-coordenada. U y V son la primera y la
segunda componente de la velocidad respectivamente.
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X 106 Umin=-0.12686m/s Umax=0.057654m/s X 106 Vmin=-0.13876m/s Vmax=0.022906m/s
T T 5 T T

T T T T

x 10 x 10
(a) U (b) V
e
-0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -O.1 0 0.1 m/s
o Umin=-0.13082m/s Umax=0.060982m/s o Vmin=-0.1497m/s Vmax=0.020215m/s

T T 5 T T T T

x 10 x 10

(¢c)U (d) v
Figura E.9: Secciones de la primera y segunda componente de la velocidad a los 10m
de profundidad, (a) y (b) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras
(c) y (d) obtenidas mediante el modelos de z-coordenada. U y V son la primera y la
segunda componente de la velocidad respectivamente.
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A continuacién expondremos los resultados para la Temperatura y la Salinidad:

Tmin=12.9001°C Tmax=18.7981°C

Tmin=15.85°C Tmax=19.407°C

T T T 5

T T

-20 -15 -10 -5 0 -20 -15 -10 -5
5 5
x 10 x 10
(b) Temperatura
T T
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I Il L 1
13 14 15 16 17 18 19 °C
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b
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5 5
x 10 x 10
(¢) Salinidad (d) Salinidad
S ‘
28 30 32 34 36 38 40 42 psu

Figura E.10: Secciones de la Temperatura y Salinidad a los Om de profundidad, (a)
y (b) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras (c) y (d) obtenidas
mediante el modelos de z-coordenada.
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Figura E.11: Secciones de la Temperatura y Salinidad a los 50m de profundidad, (a)
y (b) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras (¢) y (d) obtenidas
mediante el modelos de z-coordenada.

Por 1ltimo exponemos los resultados para la Densidad:
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Figura E.12: Secciones de la Temperatura y Salinidad a los 500m de profundidad, (a)
y (b) obtenidas mediante el modelos de o-coordenada, mientras (c) y (d) obtenidas
mediante el modelos de z-coordenada.
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X 106 Dmin=1022.241kg/m Dmax=1031.358kg/m X 106 Dmin=1026.208kg/m Dmax=1028.194kg/m

x 10 x 10

T T T

il 1 L
1024 1026 1028 1030 1032 1034 1036 kg/m’

Figura E.13: Seccion de la Densidad a los Om de profundidad, (a) obtenida mediante
el modelo de o-coordenada y (b) obtenidas mediante el modelos de z-coordenada.
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Figura E.14: Seccién de la Densidad a los 750m de profundidad, (a) obtenida
mediante el modelo de o-coordenada y (b) obtenidas mediante el modelos de z-
coordenada.



Bibliografia

1]

A. Allievi and R. Bermejo, A generalized particle search-locate algorithm for arbitrary
grids, J. Comput. Phys. 132 (1997), no. 2, 157-166.

, Finite element modified method of characteristics for the Navier-Stokes equa-
tions, International Journal for Numerical Methods in Fluids (2000), 439-464.

H. Amann, Ordinary differential equations, tomo 13 de de Gruyter Studies in Ma-
thematics. Berlin: Walter de Gruyter & Co. (1990). An introduction to nonlinear
analysis, Translated from the German by Gerhard Metzen.

R. Bermejo, Analysis of a class of quasi-monotone and conservative semi-Lagrangian
advection schemes, Numer. Math. 87 (2001), no. 4, 597-623.

R. Bermejo and J. Conde, A conservative quasi-monotone semi-Lagrangian scheme,
American Meteorological Society (2002), 423-430.

R. Bermejo Bermejo, Velocity error estimates for a semi-Lagrangian ocean general
circulation model, Proceedings of the II Conference on the Analysis of Variables and
Numerical Simulation of Water Exchange in the Strait of Gibraltar (Spanish) (Cadiz,
2000), Serv. Publ. Univ. Céddiz, Céadiz, 2001, pp. 19-34.

J. M. Brankart and P. Brasseur, The general circulation in the mediterranean sea: a
climatological aproach, Journal of Marine Systems 18 (1998), 41-70.

S. C. Brenner and L. R. Scott, The mathematical theory of finite elements methods,
Springer-Verlag New-York, Inc., 1994.

A. J. Chorin, On the convergence of discrete approximations to the Navier-Stokes
equations, Math. Comp. 23 (1969), 341-353.

A. C. Ciappa, An operational comparative test of z-levels PGF schemes to reduce

pressure gradient errors of the ocean model POM, Ocean Modelling 12 (2006), 80—
100.

155



156

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

Apéndice E. Figuras

M. de Guzmaéan, Ecuaciones diferenciales ordinarias. Teoria de estabilidad y control,
Madrid: Alambra, 1975.

E. Deleersnijder and K.G. Ruddick, A generalized vertical coordinate for 8D marine
models, Bulletin de la Société de Liege 61 (1992), no. 6, 489-502.

T. Ezer, H. Arango, and A. F. Shchepetkin, Developments in terrain-following ocean
models: intercomparisons of numerical aspects, Ocean Modelling 4 (2002), 249-267.

T. Ezer and G. L. Mellor, A generalized coordinate ocean model and a comparison of
the bottom boundary layer dynamics in terrain-follwing and in z-level grids, Ocean
Modelling 6 (2004), 379-403.

P. Galan del Sastre, Estudio numérico del atractor en ecuaciones de Navier-Stokes
aplicadas a modelos de circulacion del océano, Ph.D. thesis, Universidad Complutense
de Madrid, 2004.

J.-L. Guermond and L. Quartapelle, On the approzimation of the unsteady Navier-
Stokes equations by finite element projection methods, Numer. Math. 80 (1998), no. 2,
207-238.

J.-L. Guermond and J. Shen, Quelques résultats nouveauzr sur les méthodes de pro-
jection, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 333 (2001), no. 12, 1111-1116.

D. Haidvogel and A. Beckmann, Numerical ocean circulation modeling, Imperial Co-
llege Press, 2000.

S. Hellerman and M. Rosenstein, Normal monthly wind stress over the world ocean
with error estimates, J. Phys. Ocean. 13, no. 7, 1093-1104.

G. E. Karniadakis and S. J. Sherwin, Spectral/hp element methods for CFD, Nume-
rical Mathematics and Scientific Computation, New York: Oxford University Press,
1999.

J. L. Lions, R. Témam, and S. Wang, New formulations of the primitive equations
of atmosphere and applications, Nonlinearity 5 (1992), no. 2, 237-288.

, On the equations of the large-scale ocean, Nonlinearity 5 (1992), no. 5, 1007—
1053.

G. Mellor, S. Hakkinen, T. Ezer, and R. Patchen, A generalization of a sigma coordi-
nate ocean model and an intercomparison of model vertical grids, Ocean Forecasting:
Conceptual Basis and Applications. N. Pinardi, J. Woods (Eds.), Springer, Berlin
(2002), 55-72.

G. L. Mellor, Introduction to physical oceanography, Springer-Verlag New-York, Inc.,
1996.



[25]

[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

E.2. Mediterraneo Occidental 157

A. Molcard, N. Pinardi, M. Iskandarani, and D.B. Haidvogel, Wind driven general
circulation of the Mediterranean Sea simulated with a spectral element ocean model,
Dynamics of Atmospheres and Oceans 35 (2002), 97-130.

S. Pierini and A. Simioli, A wind-driven circulation model of the Tyrrhenian Sea
area, J. of Marine Systems 18 (1998), 161-178.

A. R. Robinson, W. G. Leslie, and A. L. A. Theocaris, Mediterranean sea circulation,
Encyclopedia of Ocean Sciences (2001), 1689-1705.

G. L. G. Sleijpen and D. R. Fokkema, BiCGstab(l) for linear equations involving un-
symmetric matrices with complex spectrum, Electron. Trans. Numer. Anal. 1 (1993),
no. Sept., 11-32 (electronic only).

S. Somot, Modélisation climatique du bassin méditerranéen: variabilité et scénarios
de changement climatique, Ph.D. thesis, Universirté Toulouse III, 2005.

Y. Song and D. Haidvogel, A semi-implicit ocean circulation model using a generalized
topography-following coordinate system, J. Comput. Phys. 115 (1994), no. 1, 228-244.

Y. T. Song, A general pressure gradient formulation for ocean models. part I: Scheme
design and diagnostic analysis, Monthly Weather Review 126 (1997), no. 12, 3213—
3230.

Y. T. Song and D. G. Wright, A general pressure gradient formulation for ocean
models. part I1: Energy, momentum and bottom torque consistency, Monthly Weather
Review 126 (1997), no. 12, 3231-3247.

R. Témam, Navier-stokes equations. Theory and numerical analysis, vol. 2, Amster-
dam: North-Holland Publishing Co. (1997). Studies in Mathematics and its Applica-
tions.

, Sur Uapproximation de la solution des équations de Navier-Stokes par la
méthode des pas fractionnaires. II, Arch. Rational Mech. Anal. 33 (1969), 377-385.

R. Témam and M. Ziane, Some mathematical problems in geophysical fluid dynamics,
vol. III, Handbook of Mathematical Fluid Dynamics, 2004.

O. Thiem and J. Berntsen, Internal pressure errors in sigma-coordinate ocean models
due to anisotropy, Ocean Modelling 12 (2006), 140-156.

H. A. van der Vorst, Bi-CGSTAB: a fast and smoothly converging variant of Bi-CG
for the solution of nonsymmetric linear systems, SIAM J. Sci. Statist. Comput. 13
(1992), no. 2, 631-644.

, Efficient and reliable iterative methods for linear systems, J. Comput. Appl.
Math. 149 (2002), no. 1, 251-265, Scientific and engineering computations for the
21st century—methodologies and applications (Shizuoka, 2001).




158 Apéndice E. Figuras

[39] D. Xiu and G. E. Karniadakis, A semi-Lagrangian high-order method for Navier-
Stokes equations, J. Comput. Phys. 172 (2001), no. 2, 658-684.



