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Introduccion

La Tecnologia de Alimentos es una disciplina que se ha ddlsalo enormemente en el trans-
curso de los ultimos decenios, especialmente desde medisti&Giglo XX. Obviamente, el ser
humano se ha preocupado desde épocas remotas por la coitsedalos alimentos que produ-
cia, recurriendo a técnicas tradicionales como la des@tael curado, la salazon, el encurtido,
el ahumado, la conservacion en aceite, el enfriamientoEéttesplazamiento de la poblacién al
medio urbano, realizado en un breve lapso de tiempo y de foasiggeneralizada, hizo necesario
el poder contar con un suministro masivo de alimentos eniciomés de consumo adecuadas. Pa-
ra ello, fue preciso el desarrollo de una industria alimémtgue pudiera garantizar tratamientos
a gran escala y que prolongasen la vida util de los alimeotosel objeto de facilitar aspectos
logisticos como pueden ser el transporte, el almacenamilendistribucion, . ..

Con el tiempo, sin perder de vista algo tan importante consedamridad alimentaria, se fue
poniendo mayor énfasis en otros aspectos cualitativealdig) a las propiedades nutricionales y
organolépticas de los alimentos, las cuales podian vensaardas por los tratamientos a que éstos
se veian sometidos. Por otra parte, ya en nuestros diagestadena gran preferencia de los con-
sumidores por alimentos “naturales” (sin conservantdseraates u otro tipo de aditivos) e incluso
“ecoldgicos” (vegetales sin pesticidas, animales alia@od sin usar piensos, etc.). Por tanto, es
necesario desarrollar técnicas que, con el menor manipylasible, produzcan alimentos segu-
ros, sin pérdidas nutricionales y que conserven su satloonaaitextura, aspecto, etc. originales.

Una de las tecnologias que, desde el punto de vista indugmeden usarse para el trata-
miento de alimentos, y que posee estas buenas propiedadadratamiento a altas presiones
Su desarrollo a nivel de investigacion arrancé a princige$os afios noventa (del siglo pasado),
materializandose sus primeras aplicaciones comercialeiegde mediados de la misma década.
En Espafa esta siendo utilizada por diferentes empressiacdado Espufia S.A., una de las enti-
dades colaboradoras del Grupo de Investigacion MOMAT, eermab del cual se ha realizado todo
el trabajo que se presenta en estas paginas. Mencionenmugnague una empresa espafola, NC
Hyperbaric, se ha convertido, en apenas diez afios de eigsten uno de los mayores fabricantes
europeos de equipos de altas presiones para la industniardiiria. Por otra parte, son varios los
grupos de investigacion que, en todo el mundo, estan avdozamel estudio de las caracteristicas
de esta tecnologia, con vistas a extender su aplicabilidiaol de los mas activos tiene su sede en
el Instituto del Frio del Consejo Superior de Investigae®oRientificas (CSIC); fruto de la cola-
boracion con este grupo fue el trabajo [20], tras el que caaren las tareas de investigacion que
han dado lugar a esta memoria.

La exposicién de los resultados se ha estructurado en trees plaa primera de ellas se centra
en la modelizacion del tratamiento de alimentos mediat#s aresiones y su simulacion numeéri-
ca; la segunda y la tercera versan sobre la identificaciGxmpada de sendos parametros termo-
fisicos que aparecen en los modelos presentados en la anrade, para versiones simplificadas
de los mismos.



2 Introduccion

Nuestro objetivo es la modelizacién de este tipo de pro¢césmiendo especial énfasis en los
aspectos numéricos, es decir, en su simulacién computdctmm vistas a marcar pautas que per-
mitan disefiar metodologias que contribuyan a la optimiwade los tratamientos. Los modelos
gue se utilizan en este contexto son complejos (ecuaciandader—Stokes para fluidos débil-
mente compresibles acopladas con transferencia de categujeren sofisticadas herramientas
numeéricas para su resolucion aproximada. Pero ademass eguaciones aparecen un conjun-
to de coeficientes ligados a pardmetros fisicos (densidéat, especifico, conductividad térmica,
coeficiente de intercambio de calor, coeficiente de dilata@tc.) caracteristicos de los materiales
en los que estan planteadas. Se da la circunstancia de quadoss de estos coeficientes, que son
sensibles a los cambios de presién y temperatura, no swexlenrsocidos para presiones distintas
de la atmosférica.

Esto hace que para aproximar numéricamente el comportemmdehmodelo haya que pres-
cribir dichos valores mediante argumentos heuristicossads en metodologias experimentales,
como se hace en el estudio llevado a cabo en el Capitulo 1s&\presenta un modelo matema-
tico, que constituye una variante del que en [60] se despdb& alimentos de tipo sélido, y que
permite trabajar con fluidos compresibles. Mediante sulsicititn numérica se consigue describir
el comportamiento térmico y fluidodinamico de la muestraloeemto, cuando es sometida a un
tratamiento a altas presiones, no sélo si se trata de unrabnde tipo solido sino también cuando
se trata de un alimento liquido.

Por otro lado, puesto que parte de la degradacién de losratsa producen enzimas presen-
tes en ellos, es importante que los tratamientos aplicamtsgan reducir al maximo su actividad.
Con la vista puesta en este objetivo, el modelo termofluidodico citado se acopla con ecuacio-
nes cinéticas que modelizan la actividad de diversas eszidediante su resolucidon numérica se
consigue estimar la actividad de estas enzimas tras el udivetsos tratamientos.

Existen en la literatura otros trabajos con objetivos sire# (véanse, v. gr., [10], [24] y [25])
aungue en ninguno se explicitan los modelos en la medida eaqui se hace; ademas, nuestra
forma de acoplar la actividad enzimética con la transfésetie masa y calor es original, pues se
realiza a posteriori, una vez aproximada la distribuciétiedeperatura. Asimismo, nosotros pre-
sentamos un estudio comparativo del modelo completo feenteos modelos mas sencillos; este
estudio es de gran interés, pues puede justificar el uso delososimplificados en los primeros
pasos de una eventual optimizacién del disefio de los tratens (los resultados obtenidos para
las enzimas estudiadas dan prueba de ello). Finalmentstaprémera parte llevamos a cabo un
novedoso andlisis de sensibilidad de los modelos respesmtmi@s en los datos; la conveniencia
de conocer como de sensibles se muestran los modelos a eetes ase justifica, no sélo en la
probable presencia de errores de medicion, sino en la aitedadologia con la que se determi-
nan los pardmetros termofisicos que aparecen en las esaagaoe gobiernan los modelos. Este
analisis muestra que dicha sensibilidad depende, en grdidaele la enzima en consideracion.

Fijamos ahora nuestro interés en la mencionada falta damafidn relativa a los parametros
fisicos de este tipo de problemas, la cual es la motivacibtraleajo que se recoge en las partes
segunda y tercera de esta memoria. Se plantea la posibidl&ientificar los valores que, para
cada material en concreto, toman esos coeficientes en undarigmperaturas y presiones dados.
La idea es realizar una cantidad (lo menor posible) de exgeitios en los que se realicen medi-
ciones de la temperatura (magnitud sencilla de medir) yytir pi@ ellas, intentar determinar los
valores de algunos de los parametros. Esto nos coloca emtelktm de losproblemas inversos
en los que, a partir de cierto conocimiento de la soluciénrdprablema, se pretende obtener in-
formacion sobre el modelo que lo gobierna. Este es el cantexel que se desarrollan las partes



Introduccion 3

segunda y tercera de nuestro trabajo, en las que se disgidainabs numéricos mediante los que
se consigue identificar dos de estos parametros.

En concreto, en la segunda parte se suponen simplificacitmh@sodelo que llevaran a plan-
tearlo como un problema de valor inicial en dimension un&lejue el parametro que se pretende
identificar es un coeficiente de intercambio de calor que g@uegender de la presion (que se
supone conocida) y de la temperatura (que es la incégnita deuacién diferencial ordinaria).
En la tercera parte, el modelo simplificado se plantea comacegnacion en derivadas parciales
con condiciones de contorno mixtas, siendo el coeficientmdductividad térmica el objeto de la
identificacion.

Hay que destacar que, puesto que el objetivo Ultimo es apewx¢él comportamiento de las
magnitudes modelizadas (en nuestros casos, la temp¢rédurandad de la identificacion residi-
ra, no tanto en que el error en el parametro identificado sgaepe como en que lo sea el error
cometido en dicha magnitud, cuando se usa el modelo cond@heato aproximado.

Es logico que la estrategia que se utilice para identificacagficiente dependa de la infor-
macion de la que se disponga sobre él. En determinadas inessie sabe que dicho coeficiente
se expresa mediante una férmula en la que aparecen unaachfitida de pardmetros que son
los que hay que determinar. En esta situacion, el método dienws cuadrados suele conducir
a una soluciéon adecuada del problema. Este es el métodoaatnpigor ejemplo, en los traba-
jos [18], [20], [46], [53], [66] y [67], todos ellos planteas en el contexto de la Tecnologia de
Alimentos. Muy distinto es cuando la Unica informacion qadisne sobre el coeficiente que se
necesita determinar es meramente cualitativa (contiduigasitividad, . ..). Esta es la situacion
gue nosotros abordamos presentando una variada gama diologtas (experimentos especial-
mente disefiados, algoritmos basados en la diferenciapi@ximmada, estrategias de regulariza-
cion, métodos de colocacién) todas ellas originales encstexto. Se han explorado también
otros métodos (por ejemplo, aplicar minimos cuadrados peigametros que constituyen las coor-
denadas respecto a una base de elementos finitos del cdefacwgterminar, como se hace en [12]
y [75], por ejemplo) que no han producido los resultados abkse

Los métodos utilizados en esta memoria se han mostradoesfipaca resolver los problemas
planteados. Han proporcionado resultados adecuadosspgpeoiximacion de los coeficientes que
se pretendia identificar y proporcionan una muy satisfecémroximacion de la temperatura para
las distintas simulaciones que, utilizando tal identifiGa@proximada, se han realizado para una
variada gama de datos de partida.

Para una presentacion mas especifica del trabajo realimddimos al lector a las intro-
ducciones respectivas de cada parte o capitulo.






Parte |

Tratamiento térmico a altas presiones.
Inactivacion enzimatica






Capitulo 1

Modelizacion y simulacion del
tratamiento térmico a altas presiones y
de la inactivacion enzimatica

Introduccion

En los dltimos afios se ha producido un incremento constanta demanda de alimentos
gue, habiendo sido sometidos al menor tratamiento y madfgul posibles, estén listos para su
consumo, tanto en restaurantes como en comedores coteftinpresas, colegios, hospitales,
residencias, etc.) o en el ambito domeéstico. Este requdsitminima manipulacion puede entrar
en conflicto con una de las cuestiones que mas preocupan iadaslanos de la sociedad actual,
como es la seguridad alimentaria: habida cuenta de que@adtde diversos microorganismos
y enzimas hace que los alimentos se degraden, empeoranglmpigsiades organolépticas o, peor
aun, dejando éstos de ser seguros desde el punto de vistaisaresulta imprescindible un cierto
procesamiento.

Entre las tecnologias que pueden usarse para la prepadac&sios productos destaca la que
se conoce comtratamiento a altas presione$a cual ya ha probado su valia desde el punto de
vista industrial, mostrandose muy efectiva para prolofayeida Util de algunos alimentos (zumos,
guacamole, ostras, jamon cocido, etc.). Una de las mayereajas de este tratamiento es la total
ausencia de aditivos, sustancias que no gozan de las saspatios consumidores. Ademas, al
contrario de lo que ocurre con procesos como la pasteusizaeste tipo de tratamientos permiten
eludir el uso de altas temperaturas, con lo que no se prodigearrespondientes efectos adversos
sobre las propiedades nutricionales y organolépticaslidetiato (véanse, v. gr., [28] y [32]).

En este capitulo se modeliza y simula numéricamente elcefpet se produce cuando se
combinan tratamiento a altas presiones y tratamiento ¢érifa temperaturas moderadas) en el
procesamiento de alimentos, lo que a partir de ahora dematarpotratamiento AP—TMSe hara
un especial énfasis en el aspecto relativo a la disminuada dctividad de ciertas enzimas. Este
tipo de problemas han sido estudiados por otros autorese{pamplo, en los trabajos [10], [24]

y [25]).
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Nomenclatura para el Capitulo 1
A Actividad enzimatica t¢ Tiempo final
Aq1,A, Puntos esquina T Temperatura
AEA Error medio en la actividad To Temperatura inicial
AET Error medio en la temperatura T, Temperatura de refrigeracion o ¢a-
B1,Bs Puntos sobre la muestra lentamiento
BSAA  Bacillus Subtilisn—Amylasa Tamb  Temperatura ambiente
Cp Calor especifico u Campo de velocidad del fluido
EA Error en la actividad Vv Volumen
ET Error en la temperatura X Trayectoria de una particula de ali-
g Gravedad mento
H Altura del dominio z Coordenada vertical
h Coeficiente de transferencia de caloV Gradiente
k Conductividad térmica V. Divergencia
L Anchura del dominio V2  Laplaciano
LB Modelo de Boussinesq simplificado
LCC Modelo simplificado con coeficien- . .
. . Simbolos griegos

tes constantes para alimento de tipo

liquido e Coeficiente de dilatacion
LFull Modelo completo para alimento del’ Frontera del dominio completo

tipo liquido I, Frontera con dato de temperatura
LOX Lipoxigenasa I'yp,  Frontera con transferencia de calor
M Masa Av Factor de compresibilidad
M(f; D) Valor medio de una funciéif enun A( Factor de dilatacion

dominio D n Viscosidad dinamica
n Vector normal unitario exterior K Factor de inactivacion
N Numero de modelos perturbados p Densidad
P Presién del equipo T Paso de tiempo
D Presion debida a la transferencia dé€ Dominio completo

masa Q¢ Tapon del contenedor de la muesira
PME Pectin—Metil-Esterasa Qp Muestra de alimento
r Coordenada radial Qp Medio presurizado
R Constante universal de los gases §ls Pared de la vasija
RAET Valor relativo de AET
RET Valor relativo de ET .
S Entropia Indices
SCC Modelo simplificado con coeficien-* Dominios rotados

tes constantes para alimento de tip& Muestra de alimento

sélido P Fluido presurizante
SFull Modelo completo para alimento deper Modelo perturbado

tipo sélido ref Valor de referencia
t Tiempo sim  Modelo simplificado

Realizamos la aproximacion numérica del modelo que deramarimos completo (que incluye
ecuaciones de transferencia de calor y de masa, con pasamelativos a las propiedades ter-
mofisicas dependientes de la temperatura y la presiénjaltiene una alta complejidad desde
el punto de vista computacional, tanto en su implementacidno en el tiempo de célculo que
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requiere. Es por esta razon por lo que también introducirecsiones simplificadas del modelo
anterior, las cuales pueden ser de gran utilidad a la horssdbat equipos industriales adecuados
y para optimizar los procesos seguidos en los tratamientos.

La organizacioén del capitulo es la siguiente:

En la Seccién 1.1 se presentan algunos modelos de inadtivanzimatica, los cuales nece-
sitan como datos de partida los perfiles de presion y temparan la muestra de alimento. A
continuacion, la Seccién 1.2 contempla el desarrollo desdos modelos, tanto el completo co-
mo los simplificados, y describe el estudio del analisis deesisibilidad respecto a los datos. Los
resultados numéricos obtenidos al implementar estos w®del recogen en la Seccion 1.3. En
la Seccion 1.4 se lleva a cabo el acoplamiento de los modelosadtivacién enzimatica estudia-
dos en la Seccioén 1.1 con los de la Seccién 1.2. Los resultadusgricos para el decaimiento de
la actividad de las enzimas consideradas tras dicho ac@pltorse presentan en la Seccion 1.5.
Finalmente, la Seccion 1.6 contiene las conclusiones finald como una descripcion de la me-
todologia propuesta para optimizar el tratamiento térraiedtas presiones para cada alimento y
equipo en particular.

El contenido de este capitulo esta recogido en el tra@ajthe Modelling and Simulation of
High Pressure Processes and Inactivation of Enzymes in Bomineeringque fue aceptado en
enero de 2009 para su publicacionMathematical Models and Methods in Applied Sciences

1.1. Modelo matematico de la inactivacion enzimatica

Nuestro objetivo es predecir el impacto que el tratamierRe- M tiene sobre la actividad de
algunas de las enzimas que estan presentes en distintod¢ipomida. Para ello, consideramos un
modelo cinético de primer orden que describe la evolucidia detividad y que requiere conocer
la presion y la temperatura a la que se encuentra en cadatéktanuestra considerada.

Antes de comenzar con la descripcion del modelo, sefalen®existe una variedad de pro-
tocolos experimentales utilizados para medir la actividadimatica; en ellos suele ligarse esta
actividad a una cierta magnitud, siendo su variacion a tplael tiempo lo que da cuenta de la
evolucion de la actividad enzimatica. Esta magnitud puedepsr ejemplo, la concentracién de
oxigeno (como se hace en [33] para la enzima Lipoxigenasa)ersidad éptica (cf. [49] para
la Bacillus Subtilisa.—Amylasa) o el nimero de grupos carboxilos generados (\B2fpara la
Pectin—Metil-Esterasa). De acuerdo con la magnitud edegidvariacion respecto al tiempo se ex-
presa en las unidades correspondientes: asi, para loslegeamperiormente citados, las unidades
utilizadas en las referencias mencionadas son, respeetita, Appm de Q)s~!, cm ™ 'min~!

y (ML de0.01 M NaOH)min .

La evolucién de la actividadl de una enzima se describe, a menudo, mediante la siguiente
ecuacion cinética de primer orden ([54, 69]):

%(t) = —k(P(t), T(t)) A(t), (1.1)

dondet representa el tiempo (mink(¢) la presion (MPa) en el instantey 7'(t) la temperatura
(K) en el tiempot; (P, T) es el factor de inactivacion (min) correspondiente a las condiciones
de presion y temperatura dadas por el(farl’) y A(t) es la actividad en el instantele la enzima
gue se esté modelizando.

Se pueden encontrar en la literatura diversas formulasegaitien el coeficiente( P, T'), las
cuales suelen basarse en relaciones que modelizan la éepende ciertas reacciones quimicas
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respecto a la presion y la temperatura, y se pueden elegineidh de la enzima en estudio. Aqui
presentamos dos formulas pai@, T'), que son las que usaremos para las simulaciones numéricas
de la Seccion 1.4; en [2], [51] y [64], por ejemplo, puedenoami@rse otras modelizaciones para

el factor de inactivacion.

= La primera relacion se obtiene (v. gr., en [49]) combinandecaadamente la ecuacién
de Arrhenius (para modelizar la dependencia respecto anjaei@tura) con la ecuacion de
Eyring (para la dependencia respecto a la presion):

1 1
T Tref

K(P,T) = Kyet €Xp <—B < >> exp (—C(P — Peet)) » 1.2
dondeT; y Pt SON, respectivamente, una temperatura (K) y una presioma) e refe-
rencia, . representa la razon de inactivacion en las condicionesfelengia (min'), y
B (K)y C (MPa!) son parametros que expresan la dependenciardspecto a la tempe-
ratura y la presion, respectivamente.

= La segunda relacion, propuesta en [31], esta basada en api@eidn de un modelo termo-
dinamico ([27]) que puede convertirse en un modelo cinétiediante la teoria de estado
de transicién de Eyring:

AVie AS;e
K(P, T) =Fyef €Xp <— RTf = Pref)> exp ( RTf(T . Tref)>
Av 2A
exXp (_ﬁ(P - Pref)2> exXp <_R—TC(P - Pref)(T - Tref)) (13)

AC, T . .
T(1 —1) +Te ) términos de orden superior
exp(RT ( (nTref ) + Tret )-i— peri

dondeR = 8.314 (Jmol 'K~1) es la constante universal de los gage¥;.; (cm®mol 1)

y AS,. (Jmol 'K~1) representan la variacion del volumen y de la entropia,ectis@-
mente, respecto a las condiciones de referenkid, es la variacion del calor especifico
(Jmol K1), A¢ es el factor de dilataciorefn®mol "' K1) y Av el de compresibilidad
(cm®J~'mol~1). En funcion de cuél sea la enzima en estudio, se puederr afiadi térmi-
nos de orden superior, con el objetivo de afinar la aproxibmague de la dependencia de
la actividad respecto a la presion y la temperatura se est@niilo a cabo (asi se hace, por
ejemplo, en [52]).

Para determinar los parametros que aparecen en estasmeksuelen utilizarse técnicas de re-
gresion a partir de los datos obtenidos mediante mediciexgsrimentales de la actividad (un

ejemplo de ello puede verse en [11]). Para los experimentogrncos que hemos llevado a ca-
bo, hemos utilizado las estimaciones que de estos par&rstroonsignan en los trabajos [33],
[49] vy [52]. Es necesario destacar que, como se refleja en §js valores pueden depender
fuertemente del lote concreto de producto con el que serasiEdndo.

Una vez elegida la descripcion del factor de inactivaciédetgerminados los pardmetros que
en dicha descripcién aparezcan, la solucion de la ecuatidihendra, obviamente, dada por la
expresion:

A(t) = A(0) exp (- /0 ' (P(0).T(0)) da) . (1.4)
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Por cuestiones préacticas supondremos la condicion inigial = 100; esto es equivalente a decir
que la actividadA(t) en el instante es un porcentaje de la actividad en el instante inicial.

Estos modelos de evolucién de la actividad enzimatica hgpopcionado resultados exitosos
en el estudio de varias enzimas bajo diferentes condicidagzresion y temperatura (muestra
de ello son los trabajos [33], [49] y [52]). Sin embargo, sél@den usarse cuando se conoce la
evoluciéon temporal de la temperatura y la presion (lo queossigue, tipicamente, a través de
mediciones experimentales). Esto los convierte en poottippd desde el punto de vista de la
optimizacién numérica, situacion en la que no se puede suppre se disponga de datos experi-
mentales.

Por otra parte, la ecuacién (1.1) (y su correspondientecgwnly(1.4)) proporciona una des-
cripcionmacrodel comportamiento de la actividad enzimatica, por lo qusinve para capturar la
eventual distribucién no homogénea de la actividad queegapdrecer (debida a la distribucion,
a su vez, no homogénea de la temperatura) dentro del alimento

Ambos inconvenientes quedaran solventados en las siggisetciones, mediante el desa-
rrollo de modelos capaces de describir convenientemendéstidbucion de temperaturas en la
muestra de alimento, a lo largo del tiempo (Seccion 1.2), pasierior acoplamiento con los
modelos aqui descritos (Seccién 1.4).

1.2. Modelizacion de la transferencia de masay de calor

Cuando se aplican tratamientos a altas presiones en elcadebia Tecnologia de Alimentos
se hace imprescindible tomar en consideracion los efeétosidos que aparecen, tanto en la
muestra de alimento como en el fluido presurizante, debaltss otras posibles causas, a que la
compresion o expansion consiguientes llevaran aparejaalaariacion de la temperatura.

Durante el transcurso de la compresion y una vez finalizaa(#xluso antes de ella, si
el proceso no esta previamente atemperado) se produceeucaimbio de calor entre la cAmara
de presion, el liquido que transmite la presion y el alimef@onsecuencia de ello son sendas
distribuciones de temperaturas dependientes del tiemmstes tres medios. Estas variaciones
temporales de la temperatura generan, en la parte liquidde@r, en el fluido presurizante vy,
en caso de que tenga dicho estado, en el alimento), cambilesdemsidad que, a su vez, dan
lugar a la aparicién de conveccion libre (véase, v. gr.,)[4Bdr consiguiente, un modelo fiable
para este tipo de problemas no puede obviar los fenédmenasnsieacion ni de conduccion que
tienen lugar durante el proceso, y debe por ello contemplaahsferencia de masay de calor. Una
buena referencia sobre este tipo de modelos es el trabagn[8] que se aborda extensamente esta
tematica; por otra parte, en [43] también puede encontrasketallado analisis dimensional para
las ecuaciones que gobiernan fendmenos de conveccioneetdaratamiento de medios liquidos
con altas presiones.

A menudo, los tratamientos AP—TM tienen lugar en vasijasrdsi@n en las que previamente
se ha introducido la comidampaquetady el fluido presurizante, y en las que el usuario puede
elegir si calentar o enfriar el alimento durante el proc&stas vasijas son, tipicamente, cilindros
de acero con una cavidad en su interior. Por otra parte, el énjeste tipo de procesos suele
permanecer en el régimen laminar, sin que aparezcan todiageni en el medio que transmite la
presion ni en el eventual alimento liquido. Estas dos ciomuis (geometria cilindrica y régimen
laminar) aseguran la simetria axial del modelo. Utilizandordenadas cilindricas (y eliminando
la coordenada angular) podremos trabajar en un dominiampkrcual se correspondera con la
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mitad de una seccién axial (es decir, la interseccion digldcd con un plano que contenga a su
eje).

Vamos aintroducir la siguiente notacion, relativa a lagomes donde se planteara el problema:
En primer lugar, consideramos cuatro subdominios plarfofa(Eigura 1.1):

= (Qp: Parte correspondiente a la muestra de alimento
= Qc: Tapon (tipicamente de caucho) del contenedor de la muestra
= (p: Dominio ocupado por el medio presurizante

= (2g: Pared de acero que rodea los dominios anteriores.

Nuestro dominio en las coordenadasz) (que se corresponden con el radio y la altura de la
geometria cilindrica en consideracion) estara confornpadda union de los cuatro anteriores; se
trata del rectangul® = [0, L] x [0, H] definido porQ2 = Qr U Q¢ U Qp U Qg. El eje de simetria
es la recta prolongacion del segmefi@g x (0, H).

En la frontera dé?, que denotaremos pory, distinguimos tres partes:

» I, € {L} x (0, H), zona en la que se supone conocido el valor de la temperatura.

= I'yp = [0, L] x {H}; en esta parte supondremos que se produce un intercambaiade c
entre el equipo y la sala en la que esta situado.

= I\ {I'; UT'yp}, zona con flujo nulo. Esta condicion surge, en la parte cooradiente al eje,
al traducir la simetria axial a dos dimensiones en la fraradificial en que se convierte el
eje de simetria; en el resto, se tiene porque el equipo sas@gislado.

rup
H
A H,
Qe—x LA, :4
QF\\.L r 3
B,~7] r
B H
Qp—p>| 2 H2
1
Qg
0 L1 L2 L

Figura 1.1:Dominio plano en el que, tras utilizar la simetria axial, Eatea el problema.

Finalmente, vamos a utilizar el superindicg@ara denotar los dominios correspondientes (y
sus fronteras) en la version del problema en dimensionEsedecir, denotamos p6ér, Oy, QF,
Op, Q, T, TT y I, los dominios (tridimensionales y bidimensionales) queesgegan cuando
se rotan, alrededor del eje de simetria, los domifipQr, Qc, Qp, Qg, '\ ({0} x (0, H)), Ty
I'yp, respectivamente.

Una vez establecidos los dominios, en las siguientes sexiamos a describir las ecuacio-
nes del modelo. Para ello, vamos a distinguir dos casos cendeatarse de diferente forma:
cuando el alimento es sdlido (apartado 1.2.1) y cuando esltiqapartado 1.2.2).



1.2 Modelizacién de la transferencia de masa y de calor 13

1.2.1. Alimentos sélidos
Transferencia de calor mediante conduccion

Cuando se pretende modelizar el tratamiento de alimenlidesgel punto de partida debe ser
la ecuacién de conduccién de calor para la temperdiy€)

T aP_. . .
pCpE -V (kVT) = QET in Q* x (0,t), (1.5)
dondep = p(T, P) representa la densidgélg m—2), C,, = C,(T, P) denota el calor especifico
(Jkg 'K, k = k(T, P) es la conductividad térmica\(m~'K~') y ¢ el tiempo final del
proceso (s).

El segundo miembro de la ecuacion se corresponde con laagée o reduccion) del calor
interno debida al cambio de presion (cf. [60], trabajo enuel os basamos para este caso y que
guiara nuestros primeros pasos). La prediva- P(t) (Pa) que aqui aparece es la que se aplica
mediante el equipo (y sera elegida por el usuario, dentraglérhitaciones de la maquina). En
cuanto al coeficiente = «(T, P), su significado depende del subdominio que se considere:

coeficiente de dilatacién (K') del alimento en(;;

a = ¢ coeficiente de dilatacion (K') del fluido presurizante ef},

0, en el resto de*.

Este término tiene su origen en la siguiente ley ([60]), geecdbe la variacién de la tempera-
tura AT debida a la variacion de la presidaP, cuando se suponen cambios isoentrépicos de
temperatura (véase, v. gr., [3, pag. 165]) en la fase en queambio de presion:

AT _oTV _ oT
AP MC, pC,

(1.6)

Aqui, V (m?) es el volumen Y/ (kg) la masa.

Para que el modelo pueda resolverse y proporcione la disibibb de temperaturas que se
busca, la ecuacion de transferencia de calor por condu¢tiBndebe completarse con adecuadas
condiciones de contorno e iniciales, que dependeran dedaingéde altas presiones que se esté
utilizando. Aqui usaremos las mismas que en el citado waéd)], que son adecuadas para la
unidad piloto ACB GEC Alsthom (Nantes, Francia), situadéaesede del Instituto del Frio, centro
dependiente del Consejo Superior de Investigaciones ifioast espafiol (véase la Figura 1.2).
Estas condiciones son las siguientes:

or

ka_n =0 sobre T™*\(I'; UT},) x (0,t)
aT *
ke = W(Tamp —T)  sobre T x (0, ) (1.7
T=T, sobre T x (0,t¢)
T(0) =Ty en Q.

En estas relacionas representa el vector unitario normal exterior a la fronte&dbdominio;
Ty es la temperatura iniciall; denota la temperatura (de refrigeracion o de calentan)iepuie
permanece constante Ef a lo largo del proceso, enfriando o calentando la muestréirderso;
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Dominio
computacional

——
Espiral |
refrigerante

Camara
de presién

Sistema
termorregulador

Figura 1.2: Unidad piloto de altas presiones (imagen ceplidiee! Instituto del Frio del CSIC) y
esquema de su funcionamiento.

T.mb €S la temperatura ambiente, que también se supone condiaali@ente,h (W m—2K~1)
representa el coeficiente de transferencia de calor a tdevé®rde superior del cilindro.

Como ya se ha comentado, mediante el uso de coordenadakicidény aprovechando la
simetria axial, el sistema (1.5)—(1.7) puede reescrilgioseo el problema en dos dimensiones

( or 10 oT 0 oT dP
s (k=) - = (k=) =a—T 0
PC ot  ror (Tk or ) 0z (k 0z ) “at en < (0,r)
kg—T =0 sobre T'\(I', UTyp) x (0, t¢)
n
T (1.8)
k— = h(Tomp — T) sobre T'yp, x (0, )
on
T=T, sobre T, x (0, tf)
| T(0) =1Tp en .

Este modelo resulta adecuado cuando la parte del interita @gsija que ocupa la muestra
de alimento es mucho mayor que la que ocupa el medio prestaizasi puede verse en [60],
donde se lleva a cabo una validacion del modelo a través des\estudios comparativos entre los
resultados obtenidos numéricamente y los resultadosimem@ales. Estos autores también mues-
tran que, cuando la razén de rellenado entre el alimento yidbfho es suficientemente grande,
los resultados obtenidos a partir de la resolucion numélitanodelo muestran discrepancias
con los experimentales. Para intentar solventar estandigiu del modelo pueden plantearse dos
estrategias:

(1) Utilizar el mismo modelo, corrigiéndolo mediante la addp¢en el medio presurizante, de
un valor aparente para la conductividad térmica mayor queakl Con ello se conseguirian
resultados aceptables para la distribucion de tempesatigrairo del alimento pero no para
la temperatura del fluido que transmite la presion. Esta riolaesia por la que optaremos.

() Tomar en consideracion en el modelo el fenémeno de cordeapie tiene lugar en el
medio presurizante. Con ello, como se muestra en [60], selimadnejor el problema pues,
aungque se aumenta la complejidad computacional del camrlaximado de la solucién,
los resultados que se obtienen son mas precisos. Analizestegstrategia en el siguiente
epigrafe.
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Transferencia de calor mediante conduccién y conveccion

Como se ha comentado al comienzo de esta seccion, la ei@stiEnana distribucién no ho-
mogénea de temperaturas induce una distribucién no horeagfnla densidad, la cual produce
el movimiento del fluido conocido como conveccioén libre. @dnjeto de contemplar dicha con-
veccion, que puede jugar un papel determinante en la distéib de la temperatura, usaremos un
modelo de flujo no isotérmico. Supondremos que los fluidod@®ue se trabaja son newtonia-
nos; ademas, a diferencia de lo que se hace en [60], supoosligune son débilmente compresi-
bles (por lo que deberé tenerse en cuenta el segundo coefideeniscosidad) y que verifican la
hipotesis de Stokes, la cual se concreta (véase, v. gr.affl, 10 y ss.]) en suponer que el coefi-
ciente viscosidad volumétrica es nulo. Esto equivale a tamiano valor del segundo coeficiente
de viscosidad—%n, siendon lo que se conoce como primer coeficiente de viscosidad o @refc
de viscosidad dinamica. Asi, la ecuacién de conservacibmdmentou se escribe, en la parte
ocupada por el medio que transmite la presion, como

du

P ot

siendog el vector de gravedad. Notese que en el término correspurdié gradiente de presion
s6lo aparece la presigngenerada por la transferencia de masa en el interior debfl&sto se

debe a que la presion que aporta el equipe= P(t) no depende de la variable espacial y, por
tanto, se tiene qu¥ (P + p) = Vp.

2
= V-n(Vu+ Vu') +p(u- Vju= =Vp - =V (nV - u) + pg,

La ecuacién de conservacion de la masa viene dada, en el @d@amirespondiente al fluido

presurizante, por

dp B
E—FV-(pu)_O.

Acoplando las ecuaciones de conservacion de energia y deénto, el transporte debido a
la conduccién y la conveccion se modeliza por la ecuacididavén todo el dominio,

oT dP
V- (kVT) + pCpu- VT = a—T,

PC, i

ot
donde se esta suponiendo que las variaciones de tempgueddigcidas por el calor procedente

de la disipacion de energia debida al rozamiento interngogméca la transferencia de masa son
despreciables (véase, v. gr., [44, pag. 229 y ss.]).

En resumen, el campo de velocidades del fluido en cuestin,s—!) y la temperaturd” (K)
verifican las ecuaciones de Navier—Stokes (conservacidnalaento y conservacion de la masa)
acopladas con la ecuacion de transferencia de calor, s deci

T dpP
pcp%—t =V (kVT) +pCpu- VI =a—-T en 0 x(0,t)
ou ¢
p=- — V- -n(Vu+Vu') + p(u-V)u
ot , (1.9)
:—Vp—gvmv-u)—l—pg en Qp x (0,t)
%+V-(pu):0 en Qf x (0,t).

En este sistemag es el vector gravedadn(s—2), n = (7T, P) representa la viscosidad dina-
mica (Pas), p = p(z,t) denota la presion generada por la transferencia de masareerelr del
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fluidoy P + p es la presion total (Pa) en el medio presurizdpite Como en el epigrafe anterior,
la densidagh = p(7', P) es una funcion de estado conocida; el resto de los parangétyoks, «)
juegan también el mismo papel que en el mencionado epigrafe.

Con vistas a determinar la solucion, es necesario compksistema anterior mediante apro-
piadas condiciones iniciales, de contorno y puntualeshersa

(0T * * *
ka—n =0 sobre I'*\(Ty UTY,) x (0,t)
oT x
ka_n = W(Tomr, — T')  sObre Ty, x (0,t¢)
T="T, sobre T x (0, )
(1.10)
u=0 sobre T} x (0,t¢)
T(0) = Ty en QF
u(0)=0 en Qf
p=10° sobre A x (0, 1),

donde el puntd\ ; se encuentra situado en la componente exteridipdéa frontera de2};, (cf. la
Figura 1.1). El hecho de que la presiorolo aparezca en el sistema (1.9) a través de su gradiente,
hace que dicha funcién esté sélo determinada salvo coaestaditivas. Esto explica la necesidad
de fijar su valor en algun punto y lo hacemos, al de la presidiostérica, en el puntd; de la
frontera exterior del dominio ocupado por el presurizante.

De la misma forma que en el epigrafe anterior la ecuacion neéuocion de calor (1.5), junto
con las condiciones (1.7), pueden escribirse como un medgivalente en dos dimensiones (1.8),
el sistema (1.9)—(1.10) puede también reescribirse, medel uso de coordenadas cilindricas y
gracias a la simetria axial del problema, como un sistemaoplestacamos que, para ello, la
seccién axial debe tomarse en el semiplano correspondéeltecoordenada angular constante
gue contiene al puntd ;. Todos los ensayos numéricos que se presentan en estdacapihan
realizado sobre esta version bidimensional del modelo.

1.2.2. Alimentos liquidos

El modelo que proponemos para los alimentos liquidos cquiteque se produzca conveccion
también en la parte correspondiente al alimento. Suporareme ambos fluidos (presurizante y
alimento) son newtonianos y débilmente compresibles, yegtén separados por el contenedor
de la muestra, por lo que no pueden mezclarse. Distingugelos campos de velocidades; y
up, para la comiday el fluido presurizante, respectivamente.

De nuevo la conveccion jugara un papel importante, no sl eredio que transmite la pre-
sion, sino también en el alimento. Por ello, despreciarefsieto puede producir unos resultados
muy lejanos del comportamiento térmico real.

El problema se modeliza, como en el apartado 1.2.1, mediastecuaciones de Navier—
Stokes, aunque ahora se hace necesario afiadir una ecuaaodnsarvacion del momento en el
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dominio ocupado por la comida:

( oT dP
POy =V (RVT) + pCpu-VI'=a—-T en Q" x(0,%)
oup t
pW —-V- n(VuF + VuF) + p(uF -V)ur
2
=-Vp—3V(V-ur)+pg  en Qpx(0.4)
ou
pa—tp —V -n(Vup + Vub) + p(up - V)up (1.11)
2
=-Vp—3V(OV-up)+pg  en Qpx(0,4)
6 .
a_f_,_v.(qu):o in Q% x (0,t)
0
a_/t)+v.(pup) -0 en Qf x (0,t).
Este sistema se completa con las condiciones puntualeent®o e iniciales
or K\ (T || T*
b =0 sobre T*\(I'; UT%,) x (0,t)
oT
hioe = h(Tumy = T) - sobre T, x (0,t)
T="T, sobre T x (0,t¢),
up = 0 sobre Tj x (0,t¢)
up =0 sobre T'% x (0, ) (1.12)
T="T, en QF
uF(O) =0 en Qi‘
up(0) =0 en Qp
p=10° sobre Aj x (0,t)
p=10° sobre Az x (0,t¢),

dondel'}; denota la frontera d€}, y los puntosA, A2 son puntos situados en las componentes
exteriores dd';, y I'f;, respectivamente (véase la Figura 1.1); nuevamente esarecdijar el
valor de la presiom en un punto de cada dominio, debido a la sola aparicion deasliegite en
las ecuaciones. También usaremos para este modelo larvbidilensional (valida gracias a la
simetria axial) de (1.11)—(1.12).

Por ultimo, hay que sefalar que si el alimento es un fluido mdamano la segunda ecua-
cion del sistema (1.11) debe ser reemplazada por la condigmie ecuacion de conservacion del
momento. Esto complicaria en gran medida el modelo y no $gefoade nuestro estudio.

1.2.3. Modelos en consideracion

Por razones practicas, en este trabajo focalizaremoseeéen dos situaciones ilustrativas
gue reunen las caracteristicas mas relevantes:

= Una muestra de alimento de tipo solido de un tamafio sufictame para que la razén de
rellenado de la camara sea grande. De acuerdo con los desutle [60] discutidos en el
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apartado 1.2.1, el sistema (1.8) sera el modelo matemaiiopleto (que denominaremos
SFull) considerado.

= La muestra es de alimento liquido y de un tamafio relativaenpeguefo frente al de la
camara. En este caso, el modelo completo viene dado a travéstma formado por las
ecuaciones y condiciones (1.11)—(1.12); lo denotaremas.LF

Los casos de alimento solido con muestra pequefia y alimiguidd con muestra grande no
se incluyen debido a que su modelizacion es, o bien mas lsefagil el primero de los casos, se
utiliza el sistema (1.9)—(1.10)) o bien la misma que la detleb® completo LFull.

1.2.4. Andlisis de sensibilidad respecto a los datos

En la préctica, los coeficientes involucrados en el sistelr®),(el sistema (1.9)—(1.10) o el
sistema (1.11)—(1.12), no son conocidos, sino que se toprarimaciones de ellos con una des-
viacion estandar que suele ser inferiob & del valor correspondiente (cf., por ejemplo, [70]). Por
otra parte, las eventuales limitaciones del equipo utlizaueden modificar, siquiera ligeramente,
las condiciones del experimento: la curva de presioneseppegbentar una pequefia desviacion
respecto a la proyectada, puede haber errores de mediciartemperatura inicial, etc. Conse-
cuentemente, se hace necesario estudiar el impacto qeedesteepancias pueden causar en la
evolucién, tanto de la temperatura como de la actividadsleriaimas, durante el tiempo que dure
el tratamiento AP-TM.

Con tal objetivo, realizamos el siguiente andlisis de lsibdidad respecto a los datos de
los modelos considerados: se perturba el modelo origimal generatN € N modelos (a cuya
temperatura solucion llamam@y,,, per = 1,2,..., N). En ellos, los datog, C),, k, a, n, T, Ty
y P han sido modificados de manera aleatoria mediante pertanegscdel orden det5 %.

Antes de explicar el analisis realizado, introduzcamosagole notacién. Para una funcion
arbitrariaf : D — R conD C RP, definimos su valor medio sobie como

M(f: D) = ﬁ /D f(2) dz,

donde|D| es la medida dé&. Por ejemplo, el valor medio de la temperatura del modeloptetm
vendra dado paM (T'; Q x (0, tg)).

Nosotros calcularemos, para cada perturbacion, el valdionte la diferencia entre la tem-
peratura del modelo completo y la del correspondiente moogefturbado; de esta¥ valores

medios, calcularemos su media aritmética. Asi pues, esttontando la media aritmética de los
valores medios de los errores en temperatura, esto es,

N
1
AET = D M(IT = Tperl; 2 x (0, %)), (1.13)

per=1

Esta cantidad la llamaremos, con un pequefo abuso de lenguajr medio en la temperatura,
y lo compararemos con el valor medio de la temperatura detln@dmpleto M (T7; 2 x (0, t¢)),
para obtener el correspondiente error relativo en térnpoosentuales

AET
(IT1; €2 x (0, 11))

el cual denominaremos error medio relativo en la tempeaatur

RAET = 100 1.14
x (1.14)
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Hagamos una consideracion final: Obviamente la actividadr&tiica tiene Unicamente lugar
en el alimento; por consiguiente, debemos centrar nuegicés en lo que ocurra en el dominio
correspondient@y. Con tal fin, definimos el error medio en la temperatura enmleadto AETg y
el correspondiente error relativo porcentual RAESIn mas que cambi&l por Qr en las férmulas
(1.13) y (1.14), respectivamente.

1.2.5. Modelos simplificados

Con objeto de disminuir la complejidad y coste computadiqna supone la resolucion numé-
rica de los modelos completos (1.8) y (1.11)—(1.12), puedénteresante trabajar con versiones
mas simples de éstos (que llamaremos modelos simplificagies)sean mas sencillos de imple-
mentar y proporcionen, de manera rapida, resultados quisten @n demasia de los aportados por
los modelos completos. De hecho, estas simplificacionestnameplenamente su utilidad cuando
se acometen procesos de optimizacion, los cuales requiegelver el mismo modelo un nimero
elevado de ocasiones, con diversos juegos de datos distinto

Aqui sometemos a estudio (e implementamos su resolucioénah una version simplifi-
cada del modelo completo SFull para alimento solido, y dogl#icaciones del modelo para
alimento liquido LFull, a saber:

a) Para el caso solido utilizaremos un modelo simplificadoaneficientes constantes, reempla-
zando los coeficientesS,, k, «, p y n por sus valores medio€’(, k, &, p y 7, respectivamente)
en el rango de temperaturas y presiones que se dan en el@risés modelo lo denotaremos
por SCC.

b) Cuando el alimento es liquido estudiamos, en primer Jugamodelo de coeficientes cons-
tantes, similar en todo al anterior, salvo en que la depenaele la densidag respecto a la
presion y la temperatura se mantiene; esto se hace con dejeit desestimar el efecto de las
fuerzas gravitacionales. La notacion para este modelolséza

¢) Elsegundo modelo simplificado para el caso liquido se @asaaproximacion de Boussinesq.
De forma mas precisa, los coeficient8s, k, o y n se toman, al igual que antes, constantes;
a la densidagh se le da también un valor constamtéde nuevo, el valor medio en el rango
de temperatura y presion), salvo para el término que inv@lada fuerza de la gravedaag
(segunda y tercera ecuaciones de (1.11)) donde se margtidepdndencia déy T'. Ademas,
se trabaja como si ambos fluidos fueran incompresibles.ni@delo lo denotaremos como LB
y viene dado por

p@p%—{ — EV2T + pCpu - VT = acil—];T en QF x (0,t),
ﬁ% —V*up + p(up - V)up = —Vp+pg en Qf x (0,t),
ﬁaaltp —7V?up + p(up - V)up = —Vp+pg en Qp x (0,t),
V- up=0 en Qf x (0,t),
V-up=0 en QFf x (0,t),

afiadiendo las condiciones puntuales, de contorno e iesc{al12).
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Puesto que nuestro interés es evaluar como de eficientéarésuiar en consideracion los
modelos simplificados en lugar de los completos, realizaseama comparacién de los resulta-
dos obtenidos mediante los primeros con los conseguidiimantio los segundos. En concreto,
denotando poffsim la temperatura obtenida al resolver numéricamente cuauie las simpli-
ficaciones y llamandd’ a la analoga del modelo completo asociado, vamos a calduarce
medio cometido en el dominio completo (espacio—temporal),

ET = M(|T — Tsim|; 2 x (0, 1)), (1.15)

asi como el correspondiente error relativo porcentual

ET
(IT[; 2 x (0, %))

RET = 100 x 1.16

v (1.16)
Como se ha comentado al final del apartado 1.2.4, nuestrésngsta principalmente centrado

en lo que ocurra en el alimento y, por ello, lo que analizaessran las cantidades £y RE T,

definidas mediante la sustitucién Qepor Qr en (1.15) y (1.16), respectivamente.

1.3. Resultados numéricos para los modelos de transfereaale ma-
say calor

Esta seccion recoge los resultados numéricos obtenidaslcsa resuelven los modelos com-
pletos y sus perturbaciones, y se realiza el consiguiedtésande sensibilidad; también se resuel-
ven los modelos simplificados y se estudian las discrepsiaocialos completos correspondientes.

Para los experimentos numéricos se ha considerado un docoiyd tamafio es el de la citada
unidad piloto (Figura 1.2) utilizada también en [60]. Eno@to, se fijan los valores = 0.09 m,
H =0.654m, Ly =0.05m, H; =0.222 my H; = 0.472 m (Figura 1.1).

Se ha trabajado con los dos ejemplos relevantes descritlsapartado 1.2.3. La altura y po-
sicion del tapén de caucho es la misma, tanto en el caso deratiradlido como en el de alimento
liquido, y viene dada poi3 = 0.404 my H, = 0.439 m (véase, nuevamente, la Figura 1.1); el
tamafo de la muestra viene fijado, en el caso solidoLpet 0.045 my Hy = H;, mientras que
cuando el alimento es liquido se toman= 0.02 my Hy = 0.294 m.

Los ensayos numéricos se han implementado sobre COMSOliphidics 3.4, plataforma
gue utiliza el método de elementos finitos. La temperatutaasaproximado mediante elemen-
tos finitos de tipo Lagrange P2. Para la discretizacion éalpde la velocidad y la presién se
han usado elementos finitos mixtos de tipo Lagrange P2—Rlaccondicion de estabilidad de
Ladyzhenskaya, Babuska y Brezzi (cf. [5]). La integraciartiempo se realiza mediante el mé-
todo IDA (Implicit Differential-Algebraig, el cual se basa en una estrategia de paso adaptativo y
orden variable, determinado éste mediante férmulas riegeeBDF Backward Differential For-
mulag de 6rdenes uno a cinco (véanse [29] y [65]). Los sistemaisi@alés se resuelven mediante
el método de Newton amortiguaddempedvéase, v. gr., [57]), mientras que para los sistemas de
ecuaciones lineales se usa el método UMFPACK (método mauitdl para matrices dispersas y
no necesariamente simétricas, cf. [6]) combinado con lEdéale estabilizacién GLSSalerkin
Least Squaressréanse [26] y [30]). Todos los calculos se han realizadonemaquina dotada de
cuatro procesadoregyad—corg con 3.4 Ghz por procesador y 8 GB de memoria RAM.

Se ha supuesto que los pardmetros fisicos del fluido praesteiy de la comida de tipo liquido
son, todos ellos, iguales a los correspondientes del agsi@ubles dependen de la temperatura
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y de la presion. De forma mas precisa, la densidael calor especificd’, y la conductividad
k se han evaluado en las distintas presiones haciendo unzaadettaslacionshifting approach
cf. [59]) de los valores (conocidos) a presion atmosféfara el coeficiente de dilatacianse
ha usado la expresion descrita en [58]. Finalmente, la sidad dinAmica) se calcula mediante
interpolacion lineal de los datos obtenidos gracias alrsec[47].

Por otra parte, se ha elegido la tilosa como ejemplo de atoromntipo sélido. Aunque se trata
de un gel, tiene propiedades similares a las de la carnes@]). Los valores de los coeficientes
a presion atmosférica se han extraido del trabajo [59]. &amacer su valor a otros niveles de
presion se ha utilizado, de nuevo, interpolacion lineak traber procedido a un reescalado de los
datos a presién atmosférica (véanse [25] y [56]).

Llegados a este punto, es pertinente sefialar que, en lasroasaenerales en que las propie-
dades termofisicas de un alimento en particular sean desidas, las herramientas matematicas
del ambito de los problemas inversos pueden ser de utilideadigentificar tales parametros; por
ejemplo, en [20] los autores estudian cémo identificar eficieate de transferencia de calor en
un determinado prototipo. Esta identificacion de coefieientependientes de la temperatura y la
presion es objeto de estudio en los restantes capitulogadmemoria; el trabajo [15] contiene un
planteamiento matematico riguroso de un problema de eftéeiren el que se consigue identificar
un parametro dependiente de la temperatura.

Continuando con la descripcion de los parametros ternsofislos relativos al acero y al tapon
se han considerado constantes. Concretamente, para @lseckan tomadp = 7833 kg m3,
Cp = 465 Jkg "K'y k = 55 Wm~1K~!, mientras que los valores elegidos para el tapén de
caucho han sidp = 1110 kgm™3, C,, = 1884 Jkg 'K~'y k = 0.173 Wm 'K~

En cuanto a los datos sobre la temperatura usados en losnegptrs numéricos, la de refe-
rencia ha sidd@;, = 40°C y la temperatura ambienf&,, = 19.3°C. Por ultimo, el coeficiente
de transferencia de calor utilizado/es= 28 Wm 2K 1.

Para cada tipo de comida, simulamos dos tratamientos dprak#&n, con temperaturas ini-
ciales y curvas de presion distintas:

(1) Tratamiento P1Se elige como temperatura inicial
40°Cin Qg
Ty = )
22°Cin Q\Qg

y se incrementa la presion linealmente durante los prim&dssegundos hasta alcanzar
600 MPa, momento a partir del cual se mantiene constante. Ea t#rminos, la presion
generada por el equipo verifié¥0) =0y

120
dP 6—1106 Pas™!, 0<t<305
dat

0 Pas™!, t > 305.

() Tratamiento P2La temperatura inicial se tonig = 40°C, constante en todo el dominio.
La presién aumenta linealmente, con la misma pendientemeéteatamiento P1, durante
los primeros 183 segundos hasta alcanzar el val@6deMPa, en el que permanece cons-

tante posteriormente. En concreto, se tieneB(® =0y
120
dP Hwﬁ Pas™!, 0<t¢<183

dt
0 Pas™!, t > 183.
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Para cada uno de estos cuatro casos (sélido/liquido, P4é&Pi2a calculado la solucion del
modelo completo descrito en el apartado 1.2.3, se ha llesackbo el andlisis de sensibilidad
explicado en el apartado 1.2.4 y se ha hecho el estudio catiymardescrito en el apartado 1.2.5,
respecto a los modelos simplificados.

1.3.1. Modelos completos

Enla Figura 1.3 se muestra la distribucion espacial de teatyr@s obtenida, tanto para el caso
sélido como el liquido y para ambos tratamientos, trangtesn5 min. La distribucién espacial

a7 55
42 52
=] 37 = 49
32 J 46
27 43
22 40
44
40
36
32
28
24

Figura 1.3:Distribucion de la temperatur&C) en el dominio completo en el instarite= 15 min, en el
caso de alimento sélidé\(riba ) y liquido Abajo), tras los tratamientos Pizuierda) y P2 Derechd.

de la media temporal de las temperaturas, i. e., la funcién
x— M(T(z,-);(0,tr)), z€Q,

para los cuatro casos esta representada en la Figura 1gtr&parte, las graficas de la evolucion
de la temperatura media en la muestra, i. e., la funcién

t = M(T(-,1); Qr),t € [0,t],

se dibujan en la Figura 1.5, donde también estan representasl graficas de la evolucion de la
temperatura en dos puntos (Figura 1.1): el prim&p, situado en el centro de la muestra (en el
eje de simetria); el segundBy, en la superficie de la muestra, a la misma alturalgue
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Figura 1.4:Media temporal, durante los primeros 15 minutos, de laitlistion de temperature’C) en
la muestra de alimento sélidé(iba ) y liquido (Abajo), durante los tratamientos Plzquierda) y P2
(Derechg).

Estas figuras ilustran como el modelo captura la distribucid homogénea de la tempera-
tura en el interior del dominio y el distinto comportamieetttre los casos de alimento sélido y
liquido. Por ejemplo, en este ultimo, la distribucion depenaturas es mas homogénea que cuan-
do el alimento es solido, debido a la transferencia de masaséCuentemente, el modelo y la
aproximacién numérica de su solucién es consistente camgbartamiento fisico esperado.

Como ya se destacaba en [60] para alimentos de tipo séligstnes resultados numéricos
para alimentos liquidos apuntan el interés de la estratamisistente en trabajar con una tem-
peratura inicial inferior a la de referencia, como se haceldmtamiento P1, con el objeto de
anticiparse al incremento de temperatura resultante dedaresion. Esto conducira a un proceso
mas uniforme, que evitara la aparicion de gradientes degmypa grandes dentro del alimen-
to, y de temperaturas mucho mayores Guérecuérdese que una de las mejores aportaciones de
la tecnologia de altas presiones es permitir tratamieniesetudan el uso de altas temperaturas,
las cuales degradan, en general, la calidad de los alimefioda Figura 1.5 se puede observar
claramente como, bajo el tratamiento P1, se produce el coampi@nto descrito.
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Figura 1.5Evolucién de la temperatura media de la muestra de alimenfptémperatura en el punto me-
dioB; (- -) y en el punto de la frontera de la muedBa (...) (véase la Figura 1.1) durante los tratamientos
P1 (zquierda) y P2 Derechg para alimento solidaXrriba ) y liquido (Abajo).

1.3.2. Andlisis de sensibilidad de los modelos completos

Siguiendo la metodologia explicada en el apartado 1.2.hasegeneraddv = 10 versio-
nes perturbadas de los modelos completos mediante paitumba aleatorias det5 %. En la
Tabla 1.1 se compendian los resultados obtenidos.

Tabla 1.1:MT: Valor medio de la temperaturav1(7;Q x (0,t¢)) (°C); AET: Media de los valores
medios de los errores en temperatut@€) (véase (1.13)); RAET: Relativizacién de AET al tamafig de
MT (%) (véase (1.14)); MF, AETE, RAETk: Idem en la muestra de alimento, cambiatidpor Q.

Tratamiento  Alimento Dominio completo Muestra
MT AET RAET MTr AETr RAETp
P1 Solido 39.39 1.08 274 39.37 1.32 3.34
P2 Sélido 4146 1.14 2.75 4925 1.45 2.93
P1 Liquido 39.77 1.07 2.68 39.06 1.05 2.70
P2 Liquido 40.49 115 2.83 4395 1.17 2.67

Lamedia aritmética AET de los valores medios de los errarésraperatura, definida en (1.13),
es menor qué.15°C, lo que representa un error relativo REAT (cf. (1.14))2188 %. Ademas,
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las cantidades analogas en la muestra de alimento, es AEdif, y REATyr, son menores que
1.45°Cy 3.34 %, respectivamente. Hay que resaltar que ambos erroresnpoates son del orden
de las perturbaciones a las que han sido sometidos los pananie cual da cuenta de la robustez

de los modelos.

1.3.3. Estudio comparativo de los modelos simplificados

Fijamos ahora nuestra atencion en el estudio de la eficielecias modelos simplificados
introducidos en el apartado 1.2.5. Los resultados de la amun entre ellos y los modelos
completos se reflejan en la Tabla 1.2.

Tabla 1.2:Resultados obtenidos para los modelos completos y singalifie. MT: Valor medio de Ila
temperaturaM (7% x (0,¢)) (°C); ET: Valor medio del error en temperatureQ) (véase (1.15));
RET: Relativizacién de ET al tamafio de MT (%) (véase (1.18))y, ETr, RETr: Idem en la muestra
de alimento; CT: Tiempo de célculo (s) para la resoluciomutzdelo.
Tratamiento Modelo  Dominio completo Muestra CT
MT ET RET MTr ETp RETg

P1 SFull  39.39 — — 39.37 — — 53

P2 SFull 4146 — — 4925 — — 51

P1 SCC 39.71 0.30 0.77 41.38 1.88 4.77 4

P2 SCC 4150 0.04 0.10 4953 0.25 0.52 4

P1 LFull  39.77 — — 39.06 — — 3135

P2 LFull 4049 — — 4395 — — 4141

P1 LCC 3990 0.16 041 39.95 0.81 2.07 2459

P2 LCC 40.48 0.03 0.06 43.94 0.09 0.20 2877

P1 LB 39.89 0.15 0.37 39.89 0.77 196 2196

P2 LB 40.47 0.03 0.08 43.94 0.10 0.22 2475

Como puede observarse, el valor medio del error en la teityparas, en todos los modelos
simplificados, mayor cuando se toma soélo en la muestra quelowse toma en el domino com-
pleto. Se trata de un resultado esperado, habida cuentaed®gjparametros termofisicos del
acero y del caucho son los mismos en todos los modelos, poeltag mayores discrepancias se
sitian en el alimento y en el medio presurizante. En térmielasivos, el porcentaje que supone
el valor medio del error en la temperatura es, para todamtgificaciones, del mismo orden que
el obtenido al realizar el andlisis de sensibilidad deltajgiar1.3.2. Esto asegura la bondad de los
resultados obtenidos.

Cuando se comparan los tratamientos, se percibe que elcemmtido en los tres modelos
simplificados (SCC, LCCy LB) es, si se aplica el tratamier2priRenor que si es el P1 el aplicado.
La explicacién de este hecho se encuentra en que el rangegiérpy temperatura en P2 es menor
gue en P1y, por consiguiente, la sustitucion de los coefesepor su valor medio es una mejor
aproximacion en el segundo tratamiento que en el primero.

En la comparacion alimento sélido vs. alimento liquido dessrepancias para el segundo son
menores. El disimil tamafio de los rangos de temperaturaginesyel caso del alimento de tipo
so6lido) da razdn de este comportamiento.
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Si, finalmente, atendemos al tiempo de célculo, vemos qukces@solido éste se ve reducido
en un factor de 13, mientras que para la muestra de comidddida reducciéon no llega a la
mitad. La explicacion estriba en que el modelo SCC es limaantras que los modelos LCC y
LB mantienen su condicién de no lineales. En cualquier cestos dos Ultimos generan errores
similares, aunque el segundo es mas rapido y facil de implmgue el primero.

La reduccién del tiempo de célculo combinada con unos tamd@cerror aceptables y del
mismo orden que los errores debidos a la imprecision de kos daace de los modelos simplifi-
cados una buena alternativa a los modelos completos, smwredando se necesitan implementar
procesos de optimizacion.

1.4. Acoplamiento de los modelos de inactivacion enzimatacon los
de transferencia de masa y calor

En esta seccidn se lleva a cabo el acoplamiento de los matketeensferencia de masay calor
descritos en la Seccion 1.2 con la ecuacion cinética (1stp B0s conducira a un modelo capaz
de describir la distribucidon no homogénea de la actividaiheditica que tiene lugar en la muestra
de alimento. Ademas, realizaremos un estudio numéricongjghdto que los tratamientos P11y
P2, descritos en el apartado 1.3, provocan en la inactivatgdres diferentes enzimaacillus
Subtilisa—Amylasa (BSAA), Lipoxigenasa (LOX) y Pectin—Metil-Esisa (PME).

1.4.1. Ecuacion para la actividad enzimatica

Estudiamos la actividad enzimatica en el seno de un alintmntiistinta forma segin que éste
sea sélido (en cuyo caso las particulas se pueden pensgpaoye liquido (en cuyo caso se
tendra en consideracién que las particulas se mueven deladoansferencia de masa).

Alimentos de tipo soélido

Para este tipo de alimentos en que las particulas no se mudweacuerdo con la ecua-
cion (1.4), la actividadd en una particula situada en el punte Qf en el instante la suponemos
dada por

A(z,t) = Az, 0) exp (— /0 t k(P(o), T(x,0)) do> . (1.17)

La presion aportada por el equipb(MPa) es una funcién conocida (suponemos que la presion
p, debida a la transferencia de masa, es despreciable catapamal) y la temperaturd” (K) se
obtiene resolviendo el sistema (1.8).

Alimentos liquidos

Puesto que ahora las particulas se mueven dentro del daroméspondiente al alimenfoy,
para cada punto € Qp consideramos la trayectoria de una particula de comida naiz en el
puntoz. Esta trayectoria, que denominarenises la solucion del problema de valor final

X () = we(X0,0), ¢ € 0,10)

X(tf) =ux,

(1.18)
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dondeur es el campo de velocidades que se calcula resolviendo einsiqtl.11)—(1.12). Con-
secuentemente, de acuerdo otra vez con (1.4), la actividerd una particula situada en el punto
r € Qp en el instanté se escribe

A(z,t) = A(X(0),0) exp (—/O k(P(0),T(X(c),0)) da) : (1.19)

Como temperaturd’ se toma la obtenida al resolver el sistema (1.11)—(1.12)ed¢dque la
trayectoriaX que aparece bajo el signo integral no es la que en el instgasa por el punte
sino, como se ha dicho, la que finaliza en el punto

1.4.2. Discretizacion de la ecuacion para la actividad ennatica

Con vistas a resolver de forma aproximada la ecuacién quelimada actividad enzimatica,
dadon € N, trabajamos con la discretizacion temporal definidadperty < t1 < --- < t, = ty,

. t .
con paso uniforme = t; — t;_; = —, parai = 1,2, ..., n.
n

Con objeto de evaluar la actividad enzimatica en cualquietgpde la muestra de alimento,
consideraremos un mallado de dicha muestra y calcularemastividad en los nodos de esta
malla. La actividad en cualquier punto se obtendra medieméepolacién de los valores de la
actividad en los citados nodos.

Alimentos de tipo soélido

Consideraremos una malla rectangular equiespaciada esmeghid correspondiente al ali-
mentoQy. Para cada nodo de dicho mallado, denotandg(z) = «(P(t;), T(z,t;)), se puede
llegar a una aproximacion de (1.17) a través de, por ejertgpférmula de los trapecios:

i—1

A(z,t;) ~ A(x,0) exp —% Z (/{j(ac) + Iij+1(£€)> ,i1=1,2,...,n.
=0

Alimentos liquidos

Dado el mismo mallado d@r que en el epigrafe anterior, para cada nodtenotamos por
X la trayectoria de una particula que satisfagés) = . Definimos las aproximacionek; de

X(t;),coni = 0,1,...,n, mediante la discretizacion de (1.18) con el siguiente@®sgumplicito
regresivo
X,=x
(1.20)
Xz' :XiJrl —TuF(Xi,ti), 1=n— 1,n—2,...,0.

En cada paso de (1.20) debe resolverse una ecuacién ng tareal que se acomete mediante
la aproximacion numérica de la solucién del problema denmizacion

min || X1 —y — 7ur(y, i)l
yEQR

Para ello, se utiliza el método de maximo descenso tomando galor inicial el que proporciona
el esquema regresivo explicito

0
yz( ) — ir1 — Tup(Xit1, ti1).
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La iteracién del método de descenso se detiene cuando szaica puntq;z(m) € Qp tal que

7

HXZ-+1 — '™ — rap™ 1)

107 X = )| -
‘2< T,

Utilizando la notacion:;(X) = «(P(t;),T(X;,t;)), consideramos la siguiente aproxima-
cion de (1.19)

i—1

Az, t;) = A(Xo,0) exp —% Z </<aj(X) + nj+1(X)> ,i1=1,2,...,n.
=0

1.5. Resultados numéricos para el acoplamiento de la inagtcion
enzimatica y la transferencia de masay calor

Las pruebas numéricas se han realizado en el mismo confetanietros termofisicos y
dominio de definicion) que en el apartado 1.3. Se ha tomado tiempo final de los tratamientos
t¢ = 15 min, y se ha elegido una discretizacion temporal unifornrerce- 900. Para el alimento
de tipo sdlido la actividad se evalta en una malladd)gderectangular y uniforme, coh0000
nodos; sin embargo, la malla considerada en el alimentabgdel mismo tipo que la anterior,
tiene tan s6l@5 nodos. Esta diferencia se debe a que el coste computacioeataso solido es
muchisimo menor que en el liquido, por lo que es posible jaatem el primero con una malla
mucho més fina.

Se muestran resultados relativos a la evolucion de la dativenzimética en los cuatro ca-
sos estudiados (alimento liquido / alimento sélido, trégamo P1 / tratamiento P2). También se
analiza la sensibilidad de la actividad enzimatica fingbeeto a los datos y a los parametros ter-
mofisicos de los modelos (1.8) y (1.11)—(1.12). Finalmes¢ehace el estudio comparativo de
dicha actividad final cuando se toman, en lugar de los modelopletos, los modelos simplifica-
dos del apartado 1.2.5.

Enzimas consideradas en los experimentos numericos

En los ensayos numéricos se ha trabajado con las siguiergigsas, y sus correspondientes
factores de inactivacion:

Bacillus Subtilis a—Amylase (BSAA): Se trata de una enzima producida por la bactaaillus
Subtilis la cual esta presente en el suelo y puede contaminar loergalisy pero raramente pro-
duce intoxicaciones. Esta enzima cataliza la hidrélisisabieidén, generando azlcares (como la
maltosa) que pueden modificar el sabor de la comida.

El factor de inactivaciom se ha considerado dado por la ecuaciéon (1.2),/&gn= 500 MPa,
Tref = 313 K, Kret = 0.092 min~!, B = 10097 Ky C = —8.7 x 104 MPa . Los detalles sobre
el protocolo experimental y la determinacion de estos pend&® pueden verse en [49].

Lipoxigenasa (LOX): Esta enzima se localiza en diversas plantas y vegetales la@jadias
verdes o los guisantes. Es responsable de la aparicion mesurm deseados en estos productos.

En esta ocasion sera la ecuacion (1.3) la que se use partacaldomandol,.; = 500 MPa,
Tref = 298 K, Kpet = 0.0134 min~!, AV,ef = —308.14 cmP mol™!, AS,.¢ = 90.63 IJmol 'K 1,
AC, = 2466.71 Imol 'K 1, A¢ = 2.22 cm mol~ 'K~ y Av = —0.54 cm® J-'mol~! (véase
el trabajo [33] para mas detalles).
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Pectin—Metil-Esterasa (PME):Comun a muchos vegetales, esta enzima puede estar prasente e
los zumos o jugos, disminuyendo el grado de esterificacidagigectinas. Este proceso reduce la
viscosidad de los zumos y afecta a su sabor, color, texturanyaa

El ejemplo aqui analizado se corresponde con el jugo de adnaftf. [52]). De nuevo
se usa la expresion (1.3) para describir el factor de ireativ x, esta vez con los valores
P.ot = 700 MPa, Toot = 323.15 K, ket = 0.0705 min~!, AV, = —44.0124 cm?® mol~1,
ASes = 168.4 Imol'!K~1, AC, = 1376.6 Imol'K~1, A¢ = —0.0339 cm®*mol~ K1y
Av = —0.1195 cm® J-tmol~1.

1.5.1. Modelos completos

Fijemos nuestra atencion en la evolucion de la actividath&tica cuando se trabaja con los
modelos completos. Como puede observarse en la Tabla 1.yaura 1.6, la eficiencia de los
tratamientos P1y P2 es distinta en funcion de la enzima iesiard

Tabla 1.3:Actividad final en los modelos completos y su correspondiantilisis de sensibilidad, para
las enzimas BSAA, LOX y PME. MA: Valor medio de la actividadr@dos modelos completos en|el
tiempo finalt; = 15 min, M(A(-, t); Qr) (%); AEA: Media de los valores medios de los errores gn la
actividad final (%) (véase (1.21)).

Tratamiento Alimento BSAA LOX PME
MA  AEA MA AEA MA  AEA
P1 Sélido  49.72 4.60 33.54 6.81 8755 2.28
P2 Sélido 26.43 5.01 67.18 6.43 93.86 0.52
P1 Liquido 53.57 4.02 36.95 7.45 88.17 2.40
P2 Liquido 48.18 3.97 83.82 2,51 95.16 0.28

= Para la enzima BSAA se puede concluir que el tratamiento P2as=ficiente, puesto que
la actividad final es menor. No obstante, la diferencia esmtnbos tratamientos en el caso
liquido (5 %) es menos importante que en el sélido (23 %). tBugse la diferencia de los
valores medios de la temperatura entre P2 y P1 (cf. Tablae$.hayor para el alimento
de tipo solido {0°C) que para el de tipo liquid® ¢ C), este comportamiento es consistente
con el hecho (véase [49]) de que esta enzima es sensiblelakatemperaturas.

= En cuanto ala enzima LOX, el tratamiento P1 (600 MPa) esrolenée mas efectivo que el
P2 (360 MPa) en ambos casos, lo que se explica por la altddielasl de esta enzima a las
altas presiones (cf. [33]).

= Finalmente, en lo que atafie a la enzima PME, ninguno de l@srtientos es tan eficiente
como para las otras dos enzimas. Esta enzima resulta santeastsistente a ambos trata-
mientos, si bien se obtienen mejores resultados con el prime

A la vista de estos resultados, no se puede presumir quendrdgilos dos tratamientos sea
mejor que el otro en un contexto general. De hecho, habraigagat un tratamiento especifico
para cada tipo de enzima cuyo efecto se desee minimizar.

En la Figura 1.7 se dibuja la actividad enzimética final deifgkigenasa en la muestra de
comida para el alimento de tipo sélido y el alimento liquidistlos dos tratamientos propuestos
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Figura 1.6:Evolucion de la actividad enzimatica (%) durante los tra¢mtos P1 (zquierda) y P2
(Derechg para el alimento sélidoAriba ) y liquido (Abajo).

(los resultados para las otras dos enzimas son cualitaiv@nsimilares). Para las tres enzimas
consideradas podemos concluir que:

= Cuando el alimento es de tipo solido aparece una distribumdomogénea de la actividad.
Mas aun, para estas enzimas, y en los rangos de presion yr&gorpeconsiderados, la me-
dia temporal de la temperatura (cf. la Figura 1.4) estaimiada con la distribucion de la
actividad final en el siguiente sentido: cuanto mas caligioten mas presion (en media tem-
poral) esta una zona, menor es la actividad final en ella. I[dtaote este comportamiento
puede no reproducirse en otras enzimas o0 en otros rangossiérpy temperatura.

= Para el alimento liquido se observa de nuevo una mayor harealgel, en este caso de la
actividad enzimatica final, debida al fenédmeno de transtéaede masa.

1.5.2. Anadlisis de sensibilidad de la inactivacién en los ndelos completos

Presentamos resultados sobre los errores en la actividadatita final, cuando se utilizan los
modelos perturbados generados en el apartado 1.3.2. @Gonerge, vamos a calcular la media
aritmética de los valores medios de los errores en la aathitial; estos errores estan constituidos

por la diferencia entre la actividad final del modelo conplgtla del correspondiente modelo
perturbado. Dicha media se expresa como

N
AEA — % S MUAC ) = Aper ()] 0, (1.21)

per=1
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Figura 1.7:Distribucién de la actividad final (%) en el instartte= 15 min de la enzima LOX en el
alimento solido Arriba ) y liquido (Abajo) tras los tratamientos P1zQuierda) y P2 Derechg).

donde hemos denotado pdy,.. la actividad enzimatica para los modelos perturbados.

En el apartado 1.3.2 se ha visto que las perturbaciones dieh alel5 % introducidas en los
parametros termofisicos generan errores relativos emipdaeatura de la muestra de alimento
de este mismo orden. Los resultados recogidos en la Tablpohéh de manifiesto que dichas
perturbaciones provocan errores absolutos en la actifidadde hasta&.45 %. Parece razonable
deducir, por tanto, una cierta sensibilidad de la inacibraa los citados errores en la temperatura
y a las perturbaciones de la presion. Consecuentementgpauas sensible a estos cambios sea
la enzima en cuestion, mayor debe ser la precision con quense la curva de presion y los
parametros termofisicos del modelo.

1.5.3. Estudio comparativo de los modelos simplificados

En este apartado estudiamos el valor de la actividad enzemédj,, de los modelos simplifi-
cados descritos en el apartado 1.3.3, tras la aplicacidosdedtamientos descritos. Definimos el
valor medio de la actividad enzimatica final mediante

EA = M(A(, t¢) — Asim(-, te)|; Q2p). (1.22)

Los resultados que se reflejan en la Tabla 1.4 nos indicarcgaado se aplica el tratamiento
P2, los errores son siempre menores que cuando es P1 eligrt@mmplicado. Destaca también
el hecho de que los modelos simplificados en el caso liqui@; ¥ LB, se ajustan mas al mo-
delo completo de lo que lo hace el correspondiente modelplificado SCC en el caso sélido.
Todo ello es consistente con los diferentes errores engdashdiciones de temperatura recogidos
en la Tabla 1.2. No obstante, este estudio comparativo feasegurar que los modelos simpli-
ficados resultan adecuados para calcular la inactivacidimética, por cuanto proporcionan una
informacion aceptable sobre ella con un menor coste cortipugl.
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Tabla 1.4:Actividad final en los modelos completos y simplificados pdasaenzimas BSAA, LOX
PME. MA: Valor medio de la actividad en el instante fingk 15 min, M(A(-, t); Qr) (%); EA: Valor
medio del error en la actividad final (%) (véase (1.22)).
Tratamiento Modelo BSAA LOX PME
MA EA MA  EA MA  EA
P1 SFull  49.72 — 3354 — 8755 —
P2 SFull 2643 — 67.18 — 93.86 —
P1 SCC 4229 7.44 28.35 5.20 86.22 1.33
P2 SCC 2547 0.96 66.07 1.11 93.76 0.10
P1 LFull 5357 — 36.95 — 88.17 —
P2 LFull 48.18 — 83.82 — 95.16 —
P1 LCC 50.76 2.81 35.20 1.75 87.77 0.40
P2 LCC 4777 1.14 83.55 0.65 95.14 0.06
P1 LB 50.56 3.04 34.97 2.00 87.72 0.45
P2 LB 47.75 2.23 8355 1.31 95.13 0.12

1.6. Conclusiones

Los modelos matematicos aqui descritos constituyen uh&eftiamienta para el disefio y
optimizacién de tratamientos que, basados en la combimaldéaltas presiones y temperaturas
moderadas, son de uso comun en Tecnologia de Alimentosn8enfientan en el acoplamiento
de la transferencia de masa y calor con la evolucién de leidati enzimatica que tienen lugar,
ambas, durante el proceso.

El andlisis de la sensibilidad de la solucién respecto a @@svn los datos termofisicos reali-
zado muestra la robustez del modelo.

Las versiones simplificadas propuestas conducen a disuiles de temperatura similares a
las de las versiones completas. Por esta razén, y teniendaeaia su menor coste computacio-
nal, los modelos simplificados se revelan como un instruondet utilidad en los procesos de
optimizacion, en los cuales es preciso calcular la solug@&nn modelo en un nimero elevado de
ocasiones, para distintos juegos de datos.

Los resultados numéricos obtenidos no permiten asegumhaya un tratamiento que, de
manera general, optimice la inactivacién enzimatica. Pada tipo particular de alimento, y cada
equipo de altas presiones, proponemos la siguiente metgdol

(1) Identificar las enzimas cuya actividad es mas importarttedie y, para cada una de ellas,
elegir la apropiada ecuacién cinética que describa la eMsiude su actividad en términos
de la presion y la temperatura (cf. las Secciones 1.1y 1.5).

() Elegir un modelo adecuado que describa la distribuciorengératura en el alimento a lo
largo del tratamiento y resolverlo numéricamente (véaSetzion 1.2).

() Utilizar la distribucion de temperatura calculada en &patanterior como dato de la ecua-
cion cinética de la actividad enzimatica y resolverla. Chho g2 obtendra el valor de la
actividad final tras el tratamiento AP—TM (cf. la Seccién)1.4
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(iv) Aplicar técnicas de optimizacion (las cuales pueden pagdliversos ensayos numericos
modificando la temperatura inicial, la presion aplicada,)eton el objeto de reducir la
actividad enzimatica sin usar altas temperaturas (cuyasenientes se han comentado
a lo largo del capitulo). Esta tarea puede acometerse couttaalelsoftwaredisponible
como, por ejemploGlobal Optimization Platformdesarrollado en el seno del grupo de
investigacion MOMAT, y que ha sido validado en diferentesbfgmas modelo (cf. [38]

y [39]) y del entorno industrial (véase [7], [36] y [37]). [Estecurso puede encontrarse en la
direccion electronicat t p: / / ww. mat . ucm es/ nonat / sof t war e. ht m.
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Introduccion

La segunda parte de esta memoria la conforman dos capffn@los se aborda el estudio del
problema inverso consistente en identificar, a partir deiciates experimentales de la tempera-
tura, el coeficiente de intercambio de calor de un cierto nahtn el medio exterior, suponiendo
gue dicho coeficiente depende de la temperatura del magaigainas aplicaciones practicas en
cuya modelizacion matematica aparece este coeficientecsgerg por ejemplo, en [20] y [60]). El
objetivo Ultimo de dicha identificacion es poder aproxinaardoluciones del modelo para distintos
conjuntos de datos, sin necesidad de realizar nuevos mgi@ns.

El problema fisico que pretendemos modelizar es el de laieidwl de la temperatura en una
muestra homogénea de un material (que, en consonancia comntekto de la memoria, podemos
suponer que se trata de un alimento), inserta en un equippugde comprimirla (lo cual hara
gue aumente su temperatura) y que, ademas, se esta cate(resmbctivamente, enfriando) de-
bido al intercambio de calor con un medio exterior que esta cafiente (respectivamente, mas
frio). Para describir la distribucion de temperatura ded# la muestra se suelen utilizar modelos
complejos basados en ecuaciones en derivadas parcialles (Chpitulos 1y 4). Estas ecuaciones
(ecuaciones directasnvolucran funciones y pardmetros que es necesario cogooeanteriori-
dad para poder calcular la solucion. Dichas funciones ynpeit@s se determinan, habitualmente,
bien mediante protocolos basados en la experimentacidno(t@mos hecho en el Capitulo 1),
bien (como se hara en el resto de esta memoria) medianteolagiés de problemas inversos
gue deben plantearse en un adecuado contexto matemats¢yé.g., [14], [16], [17] y [19]).
Cuando el objetivo es identificar parametros, el método démos cuadrados constituye una bue-
na herramienta en la resolucion de este tipo de problemagpéefejemplo, [20]). Sin embargo,
cuando de lo que se trata es de identificar una funcién, elggnzbes mucho mas complicado,
especialmente si dicha funcién depende de la solucion dmubkc#n de estado y los datos expe-
rimentales pueden verse afectados por errores de medida.

Por simplicidad, supondremos que la muestra estd compdesta material homogéneo y
qgue el gradiente de temperaturas en su interior es dedpieecldn acercamiento sencillo a la
modelizacion de este fendmeno esta basado en la Ley dergienit de Newton y en la ley (1.6)
analizada en el Capitulo 1; se formula matematicamenteamide! siguiente problema de valor
inicial (problema directy

dT . ,
E(t) = H(T(t), P(t))(T° = T(t)) + aP'(t)T(t), t > to ®)
T'(to) = To,

dondeT(t) es la temperatura de la muestra en el instante de tiemp@ ) representa la presion
(conocida) ejercida por el equipo en el instante de tiemad denota la temperatura del medio
exterior yT; la temperatura del proceso en el instante inigjakl coeficientex > 0 involucra la
dilatacion, la densidad y el calor especifico; finalmehteepresenta el coeficiente de intercambio
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de calor con el medio exterior, y es la funcién (que suponaependiente de la temperatura, de
la presion o de ambas) que se pretende identificar.

El problema (P) modeliza la evolucion de la temperatura aeuastra considerada a lo largo
del tiempo. Para resolver este problema necesitamos adonsaatos que intervienen en el mode-
lo: los valoresTy, T¢, « € R, la curva de presior y la funcionH : [Ty, Tp] X [Pum, Pmax] — R,
donde[T,, T}] es un rango de temperaturas adecuado para el problema gomestonsiderando
Y [Pmin, Pmsx] €l rango de valores que toma la presion.

Desde el punto de vista experimental, los valoredglg 7¢ pueden obtenerse por medio
de simples dispositivos de medicion de temperatura (teanesp, el coeficiente lo suponemos
conocido para la muestra dada y la presion es la que aporgaipbe Sin embargo, la funciol
puede no ser de obtencién sencilla. Nuestro objetivo esversal problema invers@ue consiste
en identificar la funciorHH asociada a la variacion de temperatura y presion de la rayagpartir
de mediciones experimentales; y esto lo hacemos para qaejrede laH identificada, se pueda
aproximar la solucién del modelo (P) con otros dafgsl™ y P (siempre que se mantengan en los
rangos iniciales de temperatura y presion, 7y ¥ [P, Pmax], respectivamente) sin necesidad
de realizar nuevas mediciones. Las principales dificutaglee surgen en esta tarea son:

= La funcion H que se quiere identificar depende de la temperdtugue es la solucion de
la ecuacién de estado.

= Las mediciones de temperatura y presion estan, en gerferd@as de errores provenientes
de las limitaciones de los aparatos de medida.

En ciertos contextos, y bajo ciertas condiciones, se puepensr queH tiene una forma
conocida (por ejemplaH es constante 0 es una funcion en la que tan sélo hace falti#fichen
uno o varios parametros reales). Sin embargo, el reto quelanteamos en nuestro trabajo es
conseguir identificar la funcioi/ cuando la Unica informacién disponible sobre ella es que se
trata de una funcion continua y positiva.

En primer lugar, en el Capitulo 2, abordamos el caso maslkedei que el coeficienté!
dependa sélo de la presion (cuyo perfil recordamos que sopmEeonocido), proponiendo un
experimento especialmente disefiado para la determindeital coeficiente. Ante la eventualidad
de que el equipo de presion no sea suficientemente versatil para llevar a cabo el experimento
requerido, proponemaos un algoritmo numérico que permitexapar la solucionA del problema
inverso, incluso con mayor precision que el método anterior

A continuacién, en el Capitulo 3, se estudia el caso en elxjgalependencia solamente con
respecto a la temperatura, i. &,= H(T). En tal caso, y con vistas a la identificacion, podemos
suponer que en el experimento la presion se mantiene ctmét@mecesitamos cambiar la presion
para llevar a cabo la identificacion @), por lo que no intervendra en nuestro modelo el segundo
sumando del lado derecho de la ecuacién del problema (P.pfesentar métodos clasicos de
regularizacion, se adapta a este contexto el algoritmoduntido en el Capitulo 2 y se comparan
los resultados obtenidos para diversos ejemplos ilugbsati

El caso general en el que el coeficiente de transferencialoledspende, simultaneamente,
de la temperatura y la presion, no lo abordamos. Para sunietto bastaria realizar sucesivos
experimentos para valores fijos de la presion (en concrata,lps valores de una particién del in-
tervalo[ P, Pmax), de diametro suficientemente pequefio), todos ellos corsiaaiiemperatura
inicial y exterior. En cada uno de esos valores tendriamenrstghdo un problema como el que se
resuelve en el Capitulo 3.
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En esta parte de la memoria desarrollamos, con el rigor nddimannecesario, adecuadas
estrategias para identificar el coeficiente de transfaaesheicalor cuando se trata de una funcién
con los tipos de dependencia comentados. También introdscel citado algoritmo numérico,
propuesto en un contexto diferente al considerado en l&ateldsica.






Capitulo 2

|dentificacion de un coeficiente de
iIntercambio de calor que varia con la
presion

Introduccion

El presente capitulo lo dedicamos a la identificacion deliceate de transferencia de calor
H del problema (P), bajo la hipétesis adicional de que sol@nidp de la presion. Se trata de un
problema mas sencillo, habida cuenta de que el coeficienteaypretende determinar no involucra
la solucién de la ecuacion. Para fijar las ideas, el contaxtque nos movemos es el siguiente:
Supondremos que el equipo aplica un aumento de presionlesiirestantes y ¢ y, a partir de
este Ultimo, la presion permanece constante. El problempbas&ga como

{ T'(t) = H(P()(T* — T(t) + aP' ()T (¢), t € (to,tr)
2.1)

T'(to) = To,

dondeT'(t) es la temperatura en el instamte” () representa la presion ejercida por el equipo en
el tiempot, Ty y T° denotan la temperatura inicial y del medio exterior, regpgomente,c > 0

es un coeficiente en el que intervienen la dilatacion, laidadsy el calor especifico, y la funcion
H que se pretende identificar es el coeficiente de intercangialdr.

Con el objetivo de definir un adecuado marco de trabajo eneebguueda llevar a cabo esta
identificacién, supondremos que:

= Latemperatura exteridf® es constante.
= Latemperatura inicidl; es mayor que la temperatura exterict.

= La presionP es una funcidén conocida, continua, creciente y de clase urras en el
intervalo temporalty, t¢].

= LafunciénH es continua y positiva en el rango de presioiés P] = [P(to), P(t¢)].

Las mediciones de la temperatura se suponen tomadas duraetg@erimento en el que se
haya recorrido todo el rango de presiones admisibles endmime en la que se esté trabajando,
para unas temperaturdy y 7° dadas. En la practica, por simplicidad, se puede tomar wsdpr

41
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lineal en el tiempo, de forma que la velocidad con la que aterlarpresion sea constante; asi se
ha hecho en los experimentos numéricos que presentamos.

Disefiaremos estrategias que permitan, a partir de las imeeicde temperaturas que pro-
porcione este experimento (las cuales estaran afectadad poor inherente a los aparatos de
medida), encontrar una aproximacion de la funciénUna vez identificado asi el coeficiente de
transferencia de calor, se podran aproximar, sin necesidagalizar nuevos experimentos, las
temperaturas correspondientes a otros juegos de datds y P.

El capitulo se desarrolla con arreglo a la siguiente estraict

En la Seccion 2.1 se lleva a cabo el analisis cualitativo dalpma directo; la Seccion 2.2
recoge la descripcion de los distintos escenarios en losaue a tratar el problema inverso, desde
el mas sencillo, en el que se conoce una funcién que propercie forma exacta, la temperatura
en todo instante de tiempo, al mas realista, en el que seedlonecen, y con un cierto error, un
namero finito de mediciones de la temperatura; a continnaeid la Seccion 2.3, se presenta un
experimentoad hog especialmente disefiado para la identificacion de la fanipen caso de
gue tal experimento no pueda realizarse en nuestro equgha, identificacion podra conseguirse
mediante un algoritmo como el que se analiza y describe erdei® 2.4; la Seccion 2.5 esta
dedicada al estudio adimensional del problema, el cualdeetdilidad con vistas a minimizar la
cantidad de experimentos numéricos necesarios a la hor@ng@abar la eficacia del algoritmo;
finalmente, los resultados obtenidos en estos experimsatpgesentan en la Seccion 2.6.

2.1. Andlisis cualitativo del problema directo

El teorema que se enuncia y demuestra a continuacion reasngrdpiedades cualitativas
gue nos interesa destacar del problema directo, como saistarecia y unicidad de solucion, asi
como su acotacion (superior e inferior). Previamente,roeonos el conocido Lema de Gronwall,
el cual usaremos en la demostracion de la unicidad de solyea la de la dependencia continua.

Lema2.1.1 (Gronwall) Seanf : [a,b] — R, g : [a,b] — RT ey : [a,b] — R funciones

continuas tales que
t

y(t) < F(t) + / o(s)y(s) ds, t € [a,b]

a

Entonces, para todo € [a, b], se verifica que

t t (r)dr
v <50+ [ T6)9(6) / RN

DEMOSTRACION Véase, por ejemplo, [21, Lema 4.4.1, pag. 108].

Teorema 2.1.2Bajo las hipotesis realizadas de qu€ es una funcién continua y positiva en
[P, P¢], P es continua, creciente y de clase uno a trozostgn], 7p > 7¢ > 0y a > 0, el
problema(2.1)tiene una Unica soluciofi’ que es continua y de clase uno a trozos y esta dada por

T(t) = (Tp — T¢)e*PO—Fo) ™ [ H(P(s)) ds

. ’ (2.2)
+T° (1 —I—/ aP'(5)edPO=P() o= Jo H(P(r))dr ds> , t € [to, te].
t

0
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Ademas, si denotamos

H,, = min H(s), Hy = max H(s),
s€[Po, P s€[Po, Py

se verifican las desigualdades

t
(Ty — Te)ea(P(t)*Po)e*HM(t*to) +T° <1 + / ap’(s)ea(P(t)P(S))eHM(tS)ds>

to

<T(t) (2.3)

t
< (TO o Te)eoc(P(t)—Po)e—Hm(t—to) +Te <1 +/ aPI(S)ea(P(t)—P(s))e—Hm(t—s)d8> ’

to

para todot € [t, t¢]. En particular, en este intervalo se tienen las acotacianésrior y superior
(Tp — T¢) e Haulti=to) e < 7(¢) < TyePr=10), (2.4)

DEMOSTRACION Puesto que la ecuacion del problema (2.1) es lineal no hénaag mediante
el método de variacion de las constantes podemos expresalusion como

! t !
T(t) = Toeffo(aP (=HPE)ds e [ (p(g))el@P 0)=HPE) dr g
to
A continuacion escribimos

t
T(t) — Toea(P(t)—Po)e* fgo H(P(s))ds + Te/ (H(P(S) o OzP/(s))efst(O‘P,(T)—H(P(T’))dT ds

to

t
+T€/ OéP/(s)efst(O‘P/(r)*H(P(r))dr ds

to

t
:Toea(P(t)fPo)e*ftto H(P(S))ds+Te/ d ( fst(aP’(r)fH(P(r))dr> ds
to ds

t
+T° / aP'(5)e?PO-PE) = [J HPM) dr g

to

— Ty (P()=Po) Jiy H(P(s)) ds L Te (1 _ effo (aP/(r)*H(P(T))dT>

t
n Te/ P! (5)e®PO-P(s) o= [ HP) dr g

to

lo cual conduce a la expresion (2.2). La funcion asi defingjakviamente, continua y de clase
uno a trozos (los mismos trozos en que lo B3a

La unicidad de solucion del problema (2.1) se deduce de $zHifzianidad respecto A
del segundo miembro de la ecuacion. Los calculos son sesicil suponemos que existen dos
solucionesr; y Ty, tendremos

Ti(t) = Tp +/ (H(P(s))(T® — Ty(s)) + aP'(s)Ti(s)) ds, i = 1,2.

to
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Restando ambas expresiones obtenemos
t t
Ty(t) = Ta(t) < [ |aP'(s) — H(P(s))[|Ti(s) — Ta(s)| ds < / L|T1(s) — Ta(s)| ds,
to to
siendoL una cota deaP’(t) — H(P(t))| en|[to,t]. La aplicacion del Lema de Gronwall (Le-

ma 2.1.1) enjty, t¢], con

y(t) = [T1() = To@)], f(£) =0y g(t) =L,
lleva a quer; = T.

Finalmente, las desigualdades (2.3) se deducen triviaémgn(2.2). A partir de ellas, la aco-
tacion inferior de (2.4) es evidente, mientras que la sopseg obtiene a partir de la desigualdad

t
T(t) < (Ty — T%)e* =) 4 7 (1 + / ap'<s>ea<P<t>—P<s>>ds)

to

td
(T _ T\ Pi—P0) | e 1_/ A aP)-P()) 4
(T Ye + @ (e ) ds

—_ (TO o Te)ea(PffPO) + Te(l -1 + ea(P(t)*PO)). -

Observacion 2.1.3La cota inferior que aparece en (2.4) muestra, en primer,lage la tem-
peratura siempre permanece por encimd éleAsimismo, indica que el aumento del valor de la
temperatura inicialy lleva aparejado un aumento del valor de la cota inferior dergeratura

T correspondiente a dicha temperatura inicial. Por tantterfgperatura se mantendra tanto mas
alejada d&/™* cuanto mayor se tome la temperatura iniciak

El siguiente resultado muestra la dependencia continua si@ucién del problema (2.1) res-
pecto a la funciénH. Se trata de un hecho relevante, puesto que esto nos asegulasdem-
peraturas calculadas a partir de una aproximacio/dgue, en definitiva, es lo que nosotros
encontraremos) estan cerca de las reales (cuanto mejxiraproosH, mejores seran las apro-
ximaciones correspondientes g

Teorema 2.1.4 (Dependencia continua respecto a la funcidi) Bajo las mismas hipétesis que
en el Teorema 2.1.2, sednla solucion del problem#2.1)y 7 la solucion del problema

{ T'(t) = H(P@)(T¢ —T(t)) + P (t)T(t), t € (to,tr)
7 (to) = To,
dondeH es una funcion continua y positiva &), P| verificando

H = Hlle(py,p) <€

para algine > 0. Si denotamo$’;, = rr[léx ]P'(s), entonces
sElto,tr

e(HMJrOlPJ/M)(tfftQ) -1

HM—FOéP]/w

HT o THC( ) < 8(Toeoc(Pf—Po) _ Te)

[to,ts
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DEMOSTRACION Consideremos la funcion(t) = T'(t) — 7 (t). Paratodad € [ty, t¢] se verifica
que

|2'(t)] = |[H(P())(T® = T(t)) — H(P(t))(T° = T(t)) + oP'(t)(T(t) = T(t))]
< [H(P(t)) = HPW)||T® = T(t)| + H(P)|T(t) = T(t)| + Py |T(t) — T(t)]
< e(Tpe =10 — 7€) 4 (Hyp + aPjy)|2(1),

donde hemos usado que pdrae tienen analogas acotaciones a ldf dgracias al Teorema 2.1.2.
A partir de la desigualdad anterior se tiene

t
< [ |¢(s)|ds
to

2(8)] = |(to) + / (s) ds

to

t
< (Tpeo B TV (¢ — 1) + / (Has + aPi)|=(s)| ds.
to

LlamandoCy = (Tpe®r—10) — 7€) y Oy = Hy + aP},, y aplicando el Lema de Gronwall en
[to, t¢], con

y(t) = [=@)], f(t) =eCi(t —to) ¥ g(t) = Cs,

se tiene que

! 't
|T(t) — T(t)] <eCyi(t—to) + / eC (s — tg)Cy el C2dr g

to

t
=eC <t —to+ Cg/ (s — to)ec2(t_8)ds)

to

t

GCQ(t—S) 1 t
=eCi | t—tyg+ Cy —(s—to) _|__/ SCQ(tfs)dS
C2 02 tO
to
t
eC2(t—s) eCa(t—to) _ 1 Calti—to) _ 1
= — = - < —
eCy o t eCy o <eCy G ,
0

de donde se sigue el resultada;

2.2. Escenarios de planteamiento del problema inverso

Dependiendo del conocimiento que se tenga de la soli€ién [y, t¢], podemos considerar
el problema inverso inmerso en diversos escenarios:

E1) En el caso mas favorable (y, en la practica, irreal) desgqumnociera la funcioi’ en todo el
intervalo|to, t¢] (y, por tanto, también su derivada) bajo las hipotesis deHjaeC ([P, F])
y sea positiva, la identificacién dé se obtendria de la igualdad

T'(t) — aP' (t)T(t)
Te —T(t)

H(P(t)) =
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gracias al crecimiento dB. Donde éste sea estrictB,es inversible y se puede despejar

T'(P~1(s)) = aP'(P~!(s))T(P~'(s))

Hs) = Te —T(P-(s))

Si en un intervalo la presion toma el valor constaRteel cociente

T'(t) - aP(OT()  T'(t)

Te —T(t) Te —T(t)
sera una funcioén constante en tal intervalo, por lo que poddomar cualquier instanté
: T'(t%)
en él para determindd (P,) = —————— univocamente.
P (Fe) Te — T(t*)

E2) Si existe la posibilidad de evaluar la funcidh de forma exacta, en un nimero finito de
instantes arbitrarios de tiempo del intervélg, t¢], el problema de identificall en [Py, F]
se puede abordar como un problema estandar de derivacioximpda (en concreto, para
la evaluaciéon dg/”, la cual es desconocida, a diferencia de lo que ocurria escehario
anterior).

E3) Elsiguiente escenario se plantea cuando se suponeidannma funciorl’ que representa el
valor aproximado de la temperatura en todo instante de temp

E4) No obstante, la situacion habitual en la realidad es gnes6lo se conocen una cantidad
discreta de valore®;, que aproximan los valores de la funcidren los instantes correspon-
dientes.

Para acometer el tratamiento de los tres Ultimos escenarissaremos un método “estable”
de aproximafl” a partir de los datos y, con ello, obtener una cantidad d&cie valores aproxi-
mados deff en puntos del interval@?, P;|. Con tal fin, habra que asegurarse de que los valores
de la temperatura se encuentran suficientemente lejés;dm otro caso, en los instantes corres-
pondientes, el coeficientd tendria una influencia insignificante en la ecuacion, y skrgario
pretender identificarlo para los valores Beorrespondientes. La acotacion (2.4) da cuenta de la
separacion respectoT de los valores exactos de la temperatura (es decir, cuaaldajamos
en el segundo escenario). Para los dos Ultimos casos seufijaii@rto “umbral” de la siguiente
forma:

a) En el tercer escenario, dada la funciorerificando

HT — :‘ﬁH <4,
C([to,te])
consideraremos el umbral
H = T?L - Tev
donde
m= min T(t). (2.5)

tE(to,ts]

Supondremos siempre que> 6. En caso de que < ¢ necesitariamos realizar un experi-
mento que partiera de un valor mas alto de la temperaturaliffig, con vistas a obtener una
temperatura aproximada mayor, seguin lo comentado en la@bgm 2.1.3.
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b) En el cuarto escenario, estamos suponiendo que tenemassaandisposicion una serie de
medicioneg}, de forma queT (7y) —fk] < 5A, cond > 0, donde{ry = to, 71, 72,...,7p = tt}
es una secuencia de instantes de tiempo. Vamos a denotﬁramna funcion que interpole
los valores{Ty, T}, ..., T,} en los puntogry, 71, . .., 7,} y a considerad > 0, una cota de la
norma de la diferencia ent®y 7 en el intervaldto, ;], esto es,

HT B f‘ ‘C([to,tf]) <0

Es decir,§ (que sera mayor o igual qlfez mide el error que se comete al aproximar la tempera-
turaT por una funcién que interpola valores que son, a su vez, apaagiones de los valores
que tomdl’ en los instantes;. El umbral . se define a partir de esta funciéhcomo en el
escenario anterior.

2.3. Identificacion a partir de un experimento disefiadaad hoc

En esta seccidn se presenta un método que servira pardit@end funcionH en el supuesto
de que sea factible realizar un experimento disefé@lloocy que pasamos a describir.

Supondremos gue se van a realizar mediciones de la tempeestwna cantidad par de ins-
tantes{t,}}_,, los cuales forman una particion equiespaciadatgle;] de pasoh. Se elige la
presion aplicada por el equipo como una funcion continuaagu@ente linealmente, con la misma
pendiente, en los intervalos

n—1
[tor—1star], k= 1,2, —5
y que permanezca constante en el resto de intervalos
n—1
[tok, tokt1], K =0,1,..., 5

(véase la Figura 2.1). En el supuesto de que este especiahtmde presion sea admisible en el
equipo con el que se esté trabajando, se tendra que

n—1
2

P(tor) = P(tog+1),k =0,1,...,

n—1
y, por tanto, los valore$P(tz;)}, 2, constituiran una particion del rango de presioffés Fx].

Si denotamos las mediciones de la temperatiiig;’_,, podemos encontrar las aproximacio-

nes
n—1

2

utilizando la siguiente metodologia: para cadda {0, ..., ”T‘l} consideramos el intervalo
[tok, tor+1]. EN este intervalo la presion es constante, por lo que laisolwel problema (2.1)
verifica

ﬁk:H(P(tQk))7 k:0717"'7

T'(t) = H(P(tar))(T° = T(t)), t € (ton, tor41)

y, por tanto,

T(t) = T° + (T(tay) — T¢)e HEPCkDEt) ¢ [t b0 4],
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—

Presion

0 Tiempo f
Figura 2.1:Disefio de la curva de presion para el experimentboc

En particular, haciendb= to 1, Se obtiene

o ((T() =T\ 1 T(ty) ~T°
H(P(tae)) = tok+1 — tok : <T(t2k+1) - Te) B hl (T(t2k+1) - Te) ' (2.6)

Esto sugiere tomar como aproximacion del valoftlen P(to) la cantidad

-1 Ty — T€
Hy=-In|=2—""_|. 2.7)

Topy1 —T°

Ty, — Ty

Introduciendo la notaciofi, = T'(tx) y o = se tiene el siguiente resultado:

T, —T¢’

Proposicion 2.3.1El error que se comete al aproximar los valores Hemediante(2.7) viene
dado por

~ 1 1+o
Hy, — H(P(ty)) = Eln (HTQZJ

n—1

arak=0,1,...
p b ) 9 2

DEMOSTRACION Teniendo en cuenta la definicion dg, escribimos

T = T° = (14 03) (T, — T%) (2.8)
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-1 . , .
parak =0,1,..., nT A partir de aqui, basta restar las ecuaciones (2.7) y (21) gbtener

. 1 Ty — T¢ 1 Ty, — T¢
Hy — HP(ty)) = —In | =22~ | - —In | =2
k ( ( 2k)) h n <T2k+1 _ T€> h n <T2k+1 _Te

S

: Tow — T¢ Ty — TC
n =<
Top1 — T Top —T°

1 ( (1+091)(Tor, = T°)  Topy1 — Te>
h (1 + oop+1)(Topyr —T¢) Top —T¢

1 1 ( 1+ o9 >
=-In|——-).
h 1+ 0o2k41 .
Observacion 2.3.2Nétese que si, como en el segundo de los escenarios plastdasionedi-

ciones de la temperatura son exactas (y, en consecuentis, [tso;,, son nulos) entonces este
método proporciona los valores exactosile

Observacion 2.3.3De la proposicion anterior también se deduce que el erroetidmcuando

se aproxima la funciotf mediante este método s6lo depende del tamafio de los eretatgos
entre las mediciones de temperatura (mefi9sy la temperatura (mend&°) (véase (2.8)). Como
dicho tamafio es caracteristico del equipo de medida, sedigyoco usual hecho de que el error
cometido en la aproximacion de la funciéhes independiente de dicha funcién. Este hecho queda
reflejado en las Figuras 2.3 a 2.10 de la Seccion 2.6, en lapugde observarse el mismo valor
del error, para cada perturbacion, en los cuatro ejemplésd®n H. o

2.4. Un algoritmo numérico para la identificacion

Puede ocurrir que el equipo compresor con el que se estgamdbano permita realizar un
experimento como el descrito en la Seccién 2.3 o que soloif@ehacerlo con un paso temporal
demasiado grande, lo cual conduciria a la identificacionrenaantidad muy pequefa de valo-
res de la presion. Ante la eventualidad de esta situaciodeseriben en esta seccion distintas
estrategias para identificar nuestro coeficigiiten funcién del escenario en que nos encontre-
mos inmersos. En primer lugar se aborda el caso mas sergillje se conocen valores exactos
de la temperatura, mediante el uso de un operador de dérivaproximada de segundo orden.
Este operador nos llevara a definir un algoritmo iterative gtilizaremos en los escenarios mas
complejos, en los que se considera el posible error en laximees.

2.4.1. Identificacion a partir de una cantidad finita de valoes exactos de la tempe-
ratura

Supondremos en este escenario que se conoeeN valores de la temperatuifaque corres-

. . . tr —1
ponden a instantes de tiempo= to + kh parak = 0,1,...,n, siendoh = L

transcurrido entre dos cualesquiera de esos instantestddemos

el tiempo

Tk:T(tk) Yy Pk:P(tk), k=0,1,...,n.
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Puesto que a partir de la ecuacion diferencial del problénia ¢e obtiene

H(P(t)) = T,(t)T_e figﬂ”, ty < 1< t, 2.9)

el objetivo es encontrar, para cakla= 0,1, ..., n, una aproximacior,, del cociente

T'(tk) — P’ (k)T
Te — 1Ty

0, lo que es lo mismo, d& (P). Con este fin, consideramos el operador de diferenciacidn apr
ximada

Ry, C([to, t]) — C([to, t1])

dado por
( —3v(t) + 4u(t 2+hh) —o(t+2h) UL(0)(to),  t€ [to,to + h]
Ru(w)(t) = v(t+h)2—hv(t—h)’ t € [to+ h,t; — h]
3u(t) — do(t —2:) O =20) g )t — 3R, e [t — hti],
e Uy (0)(t) = L3R Z3ut+2h) + vt + ) = v(t)

2h

Observacion 2.4.1Este términol, (v) que aparece en el primer y dltimo intervalos de definicion
de Ry (v) se introduce para que la imagen @& de una funcion continua sea una funcién con-
tinua. Este operador de derivacion aproximada proporcim@acota del error ligeramente peor
que la que proporciona el operador habitual de orden 2 (eszinde del témind@,(v) y con el
gue también se podria haber desarrollado esta parte). diargo) esta definicion di;, permite
considerarlo como un operador del espacio de Banach derle®figs continuas con la norma
del supremo, en si mismo; esto servira para establecerlzgéenaon los métodos clasicos que se
presentan en la Secciéon 3.35

Este operador es de orden dos, como se demuestra en el &gesuitado:

Lema 2.4.2 Siv € C3([to, t¢]) entonces

29
< =

v — Rh(U)HC([to,tf}) -~ 6

h? || ‘C([to,tf}) :

DEMOSTRACION Paracada € [ty + h, tf — h], Ry (v)(t) proporciona la aproximacion estandar
ded/(t)
") — R < h_2 "
(1) = Ra(o)(8)] < T |

Por otra parte, parac [ty, tr — 3h], mediante desarrollos de Taylor, se tiene

v HC([to,tf]) . (2.10)

h3
v(t +3h) = 3v(t + 2h) + 3v(t + h) —v(t) = = (9v’”<<3) — 80" ((2) + v’”(@))
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para algunos, (2, (3 € (to,tr — 3h) Yy, por tanto,

9
[T (0)(t)] < §h2 [[v"” ot € [to,tr — 3]

HC([to,tf}
Ahora, para € [tg,to + h] es facil demostrar que

—3u(t) +4v(t + h) — v(t + 2h)
2h

[0'(t) = Rp(v) ()] < |V'(2) —

1 [ (0)(t0)
2.11)

9 9
" + §h HU”/ Hc([to,tf]) .

HC([to,tf}) -

29
HC([t07tf]) Eh? H’U,N

h2
<3|l

De manera analoga, par& [t; — h, tf] Se tiene que

3u(t) — 4v(t — h) + v(t — 2h)

[/ (t) = Ru(v)(t)] < 2h

v'(t) -

1 (o)t — 30)
(2.12)

h2 " 9 2 " 29 2 "
<3|l + 30| <l

| ‘C([to,tf]) HC([to,tf}) - | ‘C([to,tf]) :

El resultado se obtiene a partir de las desigualdades (Z2L0})) y (2.12). o

La relacion (2.9) sugiere tomar las aproximaciones de lwsesH (P;,) como

7. — B0 (t) — aP' (1) T},
k Te _ T]g )

parak = 0,1,...,n. Si se hace asi, se verifica la siguiente acotacion del error:

Proposicion 2.4.3SiT € C3([to, t¢]) entonces

. 20M.
max |H(Py) — Hy| < 3

0 p? 2.13
k=0.1,....n ~6(m—"T¢) ( )

siendoMs = [|T"||c(y.40) Y™ = k_ml'n T.

=0,1,...,n

DEMOSTRACION Basta aplicar el Lema 2.4.2, teniendo en cuenta que

T¢ —Tp| =T — T¢ >m —T° g

Observacion 2.4.4Gracias a la acotacion (2.4) sabemos que T¢, por lo que la cota anterior
no explota. o

Observacion 2.4.5N6tese que la estimacion del error pdiaresulta ser del orden que tenga
el método de derivacion aproximada utilizado. Por tantsesusara un método de derivacion
aproximado de un orden superior, se obtendrian mejoresastines. o
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2.4.2. ldentificacion a partir de una funcion que aproxime latemperatura
En este contexto, supondremos conocida una furiién C([to, t]) que aproximel’ en el
sentido de que

HT—THC(HM) <4 (2.14)

para0 < 6 < u = m—T¢, dondem viene dado en (2.5) y suponemos que se han tenido en cuenta
las consideraciones sobre la temperatura inicial reaizatidescribir el tercer escenario.

Utilizando nuevamente la expresion (2.9), definimos laifumc
) = T'(t) — aP'(t)T(t)
B Te —T(t)

y, basandonos en ella, la aproximacion

Jto <t <ty

Ri(T)(t) — aP' ()T (t)

wn(t) = Te —7(t)

, o <t < tg.

Veamos una estimacion del error que se comete en dicha a@oxin:
Proposicién 2.4.6 SiT € C3([to, t¢]) y T € C([to, t¢]) verifica(2.14)con0 < § < u, entonces

- 1 29Ms3 5, 46 ,~ OzP]/VITe(S
_ < W2 20—t 2 i
lu = anlleqg ) < pry; < G + uh( m+ u)) + = 0)

(2.15)

donde

m= minf“t,ﬁzmé T(t P, = max P/(s).
g T g TOV Y P = il PS)

DEMOSTRACION Antes de comenzar la cadena de desigualdades, destacaenos q
¢ = T(t)] = T(t) = T° > i — T = p
{ T¢ —T@t)|=T@t) —T¢>T({t) -6 —T¢> pu—0.
A continuacion, pensando en aplicar la desigualdad triangoara cada € [t, t¢] escribimos

') Rh(fl(t)

Te=T() Te—T(t)

T T

lu(t) — ap(t)] < Te—T(t) Te—T(t)

+ aPyy,

(2.16)

1) Para acotar el primer sumando del segundo miembro de (24@&jbimos

T'() RO | _ ‘T'@) — Rp(T)(t) ' Ry(T)(t)  Ru(T)(t)
Te=T®) Te-T@t)| | T°-T() Te—T(t) Te—T(t)
L[ BaD)®) = Bu(T)(1)
Te —T(t)
T'(t) — Ra(T)(t) T(t) - T(t)
- || Im e (T~ T(O)T* — T(0) ‘
| BD)@) — Bu(T)(®)
Te —T(t)
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De estos tres sumandos, el primero puede acotarse, agliehhdma 2.4.2, por

29h? 7" 29 M3
t)]

2

Para los otros dos sumandos distinguimos tres casos, aarfudela definicion del operador
Ry:
a) Sit € [to + h,ts — h], puesto que

T(tr) ~To _ (M +0) — (M —0) _ M —ii+2

BT = == — = 2h oh
entonces
T(t) —T(t) M—m+25 3§
a0 @ —T)Te Ty - 2 A9

Para el tercer sumando, usando que

BA(T)(0) ~ D) 0)] < o ([T + 1) =T+ 1| + |70~ Tt~ )] <

se llega a

9
h’

Ry(T)(t) = Rp(T) (1) <9
Te —T(t) = ph

b) Parat € [to,to + h| se tiene que

—3T(t) + 4T (t + h) — T(t + 2h)

BAT)(0)] < a -+ D))

o AT +6) — (—6) | A +6) ~ (i~ ))

- 2h 2h
A(M — i+ 20)
- h
y, por tanto,
T(t) — T(t) AM —m+26) 6
a0 (@ —T()Te - T(0)| h plp—0)

El tercer sumando puede ser mayorado usando

‘Rh(T)(t) —Rh(f)(t)( < B‘T(t) _T(t)‘ . 4(T(t+h) - T(t—i—h)‘

2h 2%
Tt +20) Tt +20) i
* 0 + [a(D)(t0) = W) (t0)
< 8
<55
para deducir )
Bu(T) (1) = Re(D)(1)| _ 85
Te —T(t) wh
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c) Enelintervaldt; — h,t] se obtienen las mismas cotas quéignty + h|.

Con estas tres acotaciones se obtiene

T'(t)  Ra(D)(t) | _ _29Ms W AM —m+26) 6 L8
Te—T(t) Te—T(t)|  6(n—0) h p(p—26)  ph
1 (20Ms3 o, 46 ,—~
= — (M — 2 .
,U—5( 6 h+,uh( m + u)>

I1) La sencilla acotacion del segundo sumando del términacHerde (2.16)

Te(T(1) ~ T(t)

(Te =T () (T = T(t))

T Tw |,
-1 Te—70) M

aPy, < aPyT*

(g —6)

conduce a la desigualdad deseada.

En la estimacion (2.15), el paso de tiempaparece multiplicando (elevado al cuadrado) en
un sumando y dividiendo en el otro. En consecuencia, la eiéota@ptima se obtendra cuando se
elija un h que permita balancear ambos sumandos para conseguir ehviaiono. El siguiente
resultado indica cémo elegir tal valor dey cuanto vale la cota correspondiente:

Proposicién 2.4.7SiT € C3([to, t¢]) y T € C([to, t¢]) verifica(2.14)con0 < & < u, entonces el
menor valor de la cota en la estimaci¢?.15)se obtiene cuando se toma como paso temporal

Bt = (12(M_m+2’“‘) 5)3. (2.17)

29MM3

Para este valor ¢ptimo del paso de tiempo se tiene que

1
(M — i+ 2p)? 52) > aP|Te

1
cltotd) = "5 (522M3 2 P

Hu — ﬂh*
DEMOSTRACION Obviamente, el minimo de la funcién

b
g(x)zc(aw2+—>+d,x>0

x

1
b \3
Tmin = (2_a>

cona,b,c,d > 0, se alcanza en

y el valor minimo es

3 oy L
9(Tmin) = ¢ (2ab )3 +d.
El resultado se sigue sin mas que tomar
29 M. 40 ~ 1 p;, T
a:—3,b:—(M—m—|—2u),c:—yd:aM o

— Mg
6 I p—29 (g —6)
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Observacion 2.4.8El valor h* dado en (2.17) es el que proporciona la mejor acotacion (@ de
la mas pequefia) en la estimacion (2.15). Sin embargo, puroigrajue para alguh # h* se
tenga que

[l = Gnlle g ) < 1= Tnelleqrg gy - O

Mediante la Proposicion 2.4.7, tomando como paso de tiemnadae 6ptimoh* dado por (2.17),
tg — 1t ~ ~
f O, denotanda = to + kh*y Ty, = T(tx), y to-

considerando coma la parte enterade ”
mando como aproximaciones @§ Py, ) los valores

Ry« (T) (tk) — OéP/(tk)Tk
Te — Tk

Hy, = - () = : (2.18)

parak = 0,1,...,n, se puede obtener el resultado fundamental de esta sece@®asel siguien-
te:

Teorema 2.4.9Bajo las hipotesis de la Proposicion 2.4.7, y consideraﬁﬂp k=0,1,...,n,
dados por(2.18), se verifica que

1
N_ ~ 2 3 Pl Te
(M = + 2p) 52> ul 5 (219

. 1

DEMOSTRACION Basta tener en cuenta que
‘H(Pk) - ﬁk‘ = [ulty) — Gpe (t)]
parak = 0,1,...,ny aplicar la Proposicién 2.4.7.4
Observacion 2.4.10El orden de error en la estimacion anteriosés o

Observacion 2.4.11El Teorema 2.4.9 proporciona una cota del error que se cocoeredo se
aproximaH tomando como paso temporal el éptihd. El problema es que tal valor es des-
conocido, pues depende dé;, la norma infinito de la derivada tercera de la soluciaren el
siguiente apartado introducimos un algoritmo iterativadiaete el que, a partir de unas medi-
ciones de temperatura, se calculan los valores dados &) (fafa sucesivas aproximaciones de
h*. ]

2.4.3. ldentificacion a partir de una cantidad finita de valoes aproximados de la

temperatura
La situacién de partida ahora es la de que disponemos de iovetidTy, 71, . .., T,} co-
rrespondientes a los instantes de tienfpp = to, 71,72, ..., 7, = t;} Y suponemos que el error

cometido en ellas es de ordénConsideramos una funcidh que interpola los valores anteriores
y suponemos que el método de interpolacion utilizado esiwmktierron entreT'y T es del orden
del error de medici(’)ﬁ, es decir,

§ = C0.

Para ello, eventualmente, sera necesario aumentar el a@®enediciones.

IN6tese que, en general, serd menor qué.
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Una vez construida de esta forma la funciBmos encontramos en la situacion del apartado
anterior, por lo que basta considerar el umhprat m — 7°¢, tomar como paso temporalel dado

por (2.17), como la parte entera déz—to y comoT}, = T(tk), siendot;, = tg + kh para

k=0,1,...,n.Contodo ello, las cantidadeffk dadas en (2.18) proporcionan una aproximacion
de H y se tiene, gracias al Teorema 2.4.9, una cota del error aonet

En lo que resta de seccion vamos a describir un algoritmogpaocximar los valores dB en
ciertos puntosP; del intervalo[ Py, P], correspondientes a instantes de tiemjpde particiones
equiespaciadas dg), t;]. El paso de estas particiones se definir4, de forma iterairaximando
el valor deh*.

Algoritmo para la determinacién de la funcién H

Suponemos conocidas las mediciones aproximadas de tampe[@k}ﬁzo y una cota del
error de medicién > 0. El algoritmo que se propone comienza con la construcciéa flekion
T que interpola los vanre«SZA“k Ho—o- tras lo que se determinara una céta 0 del error cometido
en dicha interpolacion. A continuacion se construye el admisibley, = m — T° sujeto a la
restriccionu > 4.

El algoritmo se basa en un proceso iterativo en el que se garte valor inicial tentativa
del paso 6ptimo. Con este valor dese definen los instanteés = ¢o + kh,k = 0,1,...,n siendo

tr — t . ~ ~
n la parte entera defh—o, y se obtienen los valorés, = T'(t).

A continuacion, se calculas, aproximacion de la norma infinito de la derivada terceraade |
temperatura, como el maximo, en valor absoluto, de lasdzds

5Ty + 18T4s1 = 24Thpn + 14055 = 3Tha o,
2h3 ) M
Tk—i—Q - 2f1<;+1 + 2f1<;-1 - Tk:—? E—=23 n—9 (2.20)
2h3 b b (AR
3T)_y — 14T} 5 + 24T)o — 18T} + 5T}
TE , k=n-—1,n.

Estas formulas estan basadas en las aproximaciones [wag@mtral y regresiva, respectiva-
mente, de orden 2 de la derivada tercera de una funcion regula

A partir deA3 se calcula un nuevo valor del paso temporal mediante la €x¥pre

h:<12(M—m+2u)5>3’ 221)

29,[1,A3

con el cual se podra repetir la iteracion.

El proceso iterativo se detendra cuando el paso en el tignggoestabilice. Con dicho valor
deh de salida de la iteracion, se calculan los nuevos instapiés interpolacion d€” en ellos y
los cocientes

Ry (T)(ti) — aP'(t,) T
Te — T,
los cuales aproximan los valores Heen las presioneg;, = P(t;), parak = 0,1, ... ,n.

Hy, = (ty,) =

, (2.22)
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Algoritmo

DATOS {fk}ﬁzoi mediciones de la temperatura.
5§ > 0: cota del error en las mediciones.
e: precision del test de parada.
h: valor inicial (tentativo) del paso temporal
Paso1: Determindf y § en funcion dey de forma que elumbral =m — T°¢ > 6.
Paso 2:  Mientras que el error relativo eisea mayor que la precisian
a) Determinar la particiokit; } y calcular los valores‘gfk}.
b) Calcular el valor dé\5 como el maximo et del valor absoluto de los valore
dados por (2.20).
c) Calcular el nuevo valor die segun la formula (2.21).
Paso 3: Determinar la particion findl, } y los correspondientes valoré$), }.
Paso 4: Calcular las aproximacionh?[k} segun la formula (2.22).

192}

2.5. Adimensionalizacion del problema

Antes de realizar los experimentos numéricos con distijuptegos de datos que ilustren el
comportamiento de los métodos disefiados, es convenieree Uraestudio adimensional del pro-
blema. La idea es escribir el modelo en funcién del menor ndpesible de parametros adimen-
sionales; tras ello, bastara implementar las diversasbpsuruméricas con valores variados de
estos parametros. En nuestro caso, en lugar de tener qualal@sva todos los datos del problema
(to,ts, To, T, Py ), nos bastara jugar con dos parametros que seran, comasaasiadelante,
la presion y una relacién entre la temperatura inicial ysageratura ambiente.

Para llevar a cabo la transformacion adimensional del pnoblconsideraremos las nuevas
variables adimensionales
o t—to *(t*)_T(t)_Te
ot —to Ty —T¢

t* y P*(t*) = (P(t)— Py)c.

Con objeto de expresar el problema (2.1) en estas nuevablaritenemos en cuenta que

dr d

T\ _ 4 dT*t dt* Ty —T°dT*,
dt 7’ dt

N = t
dt*( )dt te—ty dt* )

Q%—WﬁWﬂ+W)=mwTﬂ

dpP d [ P*(t*) 1 dP*

_— t = — P = — t* .

a ) dt( + °> alt; — to) dt* ()
Sustituyendo en la ecuacion diferencial del problema (Blitenemos

Ty — T¢ dT* P*(t%)
t"Y=H F, T°— Ty =TT (t*) - T°
L e - (P8 m) (- @ - o) - 1)

1 dP*
tr—to dt*

) (7~ + 7).

de donde

dr*

+P0>T*(t*) + o (t*) (T*(t*) + T0€6T6> .
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De esta forma, denotando por

H%g:@p¢@H<§+HO (= H*(P*(t*)) = (tr — to)H(P(t)))
ea __ Te
r Ty —T¢’

el problema equivalente adimensionalizado se escribe como

) =~ (P ()T (1) +

T+(0) = 1.

T T )

Este sera el problema para el que trataremos de identificaeicienteH*. Una vez que
se haya obtenido su aproximacién, la usaremos para enctatdistribucion de temperaturas
correspondiente a distintas funcion@s (que se mantengan en el rango de la prestdwriginal)

y distintos valores del parametiics®.

Observacion 2.5.1El valor maximo que puede alcanzar la temperatura adimeslsiada viene
dado por .
(S S
To —1Te¢
siendoT,4 la temperatura maxima que se puede alcanzar en condicidiasacas (i. e., cuando
no hay intercambio de calor con el medio externo). Param@tar este valor, basta considerar el
problema de valor inicial

{”WU):aPK@T@LtE(QJQ
(2.24)

T(ty) = To,
cuya solucién es
T(t) = Toe® POt e [to, t].

Puesto que la funcié® es creciente, se tiene que

Tad — Toeoc(Pf—Po) — TOeP*(l)

)
lo que permite escribir

T Thq—1T°

max — TO —Te = (1 + Tea)eP*(l) e

Nétese que el valor d&,4 no es otro que el de la cota superior obtenida en (2.4).

Observacion 2.5.2Una vez identificada la funciéi* del problema adimensionalizado (2.23),

la expresion
1

T 1o
conduce a la funcion de partida que se queria identificaroluei®nT* del problema adimensio-
nalizado conduce, deshaciendo el cambio de variable, enjgei@tura

H(s)

H* (s — Py)), s € [P, By (2.25)

t—to
tr — 1o

Tt) =T+ (To —T°)T" ( > , t € [to, e,

solucién del problema de partida.o
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Observacion 2.5.3Si el orden de magnitud de la funcidh* en el problema (2.23) es pequefio

frente a
dP*

dt*
puede ocurrir que este término sea muy dominante. Estodanfai que, practicamente, cualquier
funcion H* de ese orden de magnitud proporcionaria las mismas meelécivaamos como puede
modificarse el experimento de partida de forma que el nuelimdé a una funciorf * de un orden
de magnitud mayor. Si la presion del experimento original es

@) (T*(t) + T,

P(t) = a(t —to) + Po, t € [to, ts],

debe considerarse un incremento mas suave de presionteduratiempo mas largo, de forma
que se recorra el mismo rango de presidi®s ). Es decir, se ha de tomar

tf—to]

Pu(t) = ac(t — to) + Py, t € [to,to n

con0 < ¢ < 1. SiTy es la temperatura que se obtiene con esta curva de pres@agriios de
variable

* C(t B t()) T _ Tl(t) —T°

t ) = Pf(t]) = (P(t) — P
1 t—1o 1 (t1) Ty —T¢ 1 (t1) (1() 0)04

conducen a la ecuacion

arty | . te — to Pr(ty v AP . T°
e == (B e+ S (e + o)
1 c « 1] Ty —T
1 1P (2.26)
= —~ H"(P{ () T3 (8) + o () (T (1) + 1)
1
guedando el problema adimensionalizado como
a1y 1 dpPy
) = ——H*(Py(t7))T7 (7 ty) (15 (¢ Tee), tx 0,1
) = T (PHD)T () + G ) () + 7). e 0D
T7(0) = 1.
Puesto que
dpPy dP*
ty) = ty —tg) = —(¢*
it (t7) = aalts — to) T (t),

la ecuacion del problema (2.27) es idéntica a la del probi@128) salvo en que la funciGl* se
. . 1
ha visto amplificada por el facter > 1. g
C

Observacion 2.5.4E| problema adimensionalizado se rige por una ecuaciomiiste la inicial,
y esto habra que trasladarlo a los métodos que vamos aiutiliza

a) Para el método que se basa en el experimamtoocde la Seccién 2.3 basta tener en cuenta
que, en cada intervalo en que la presion es constante, l@tatapa verifica la misma ecuacion
pero conl™® = 0. Por tanto, debemos considerar, en lugar de (2.7), las iapaoiones

~ 1 T
Hp=—-—In| = 2k
h Top+1
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b) En cuanto al algoritmo iterativo de la Seccion 2.4, podenexir que la expresion (2.21) del
paso 6ptimoh* y las cantidades (2.20) que se usan para el calculddgiguen siendo las
mismas (cambiando, obviamente, el papeldeor el de la correspondient€*), mientras que
la aproximacion (2.22) dél;, se transforma en

T\ (4% dpP* %\ (% ea
_ Ry (T*)(ty,) — W(tk)(Tk + 1)
Hp =—
k = .0
Ty

2.6. Resultados numeéricos

En esta seccion vamos a realizar el estudio comparativosdesoltados que se obtienen, en
la resolucion de distintos ejemplos concretos, cuandoikeantlos dos métodos planteados en
este capitulo. Trabajaremos directamente con el probleinzeasional aunque, para no recargar
la notacion, eliminaremos el superindit@e todas la variables. El valor g&*° y el rango de
presiones estan ligados a una situacion real, aquélla arelsupuestamente se habrian tomado
las mediciones experimentales. En concreto, nos basamius efatos del tratamiento P2 del
Capitulo 1 y trabajamos cdfy = 313°K, T¢ = 295°K y con un valor del coeficienter de
la ecuacion del problema (2.1) de5045 x 107> MPa !, La eleccion de la curva de presién
se especifica para cada método, aunque en ambos casos suaalegole la presion atmosférica
hasta360 MPa. Con ello, el valor maximo de la presién adimensiondézsera, también en ambos
casosg = 0.0162.

Vamos a mostrar los resultados numéricos obtenidos cuanti@lszaja con cuatro tipos de
funcion H, objeto de identificacion: una constante, una oscilant@ cueciente y una decreciente.
Estas funciones se explicitaran en el epigrafe correspoteda cada método. Cabe destacar que,
segun muestra la relacion (2.25), la funciindel experiment@d hocdebe ser dos veces la del
algoritmo iterativo, si se pretende que ambas se corregpocoin la misma funcion de partida;
esto es asi porque el experimento del primer método needsitzble de tiempo de realizacion
gue el experimento del segundo.

Los ejemplos de prueba se han generado de la siguiente faaatr de una funcioi/ dada,
se resuelve el problema directo adimensional (2.23), abitdo la temperatur@. A continuacion,
se evalla la funciéf” asi obtenida en una particion equiespaciada de instantien@o. Supo-
nemos que en ambos experimentos las mediciones se halalade con la misma cadencia,
por lo que trabajaremos con el doble de valores en el primésdaéjue en el segundo (en con-
creto, tomamog&00 en el experimentad hocy 100 en el algoritmo iterativo). Lasiediciones con
error fk se crean a base de perturbar estas evaluacigneediante oscilaciones aleatorias de un
tamafio del orden dél% deT}. De forma precisa,

= 7(tk)
T. =T, (1
k k( + 75>7

donder(t) = sen(qrt) y ¢ €s un entero entre'y 99, generado aleatoriamente. La funcibrse
toma como la interpolacion lineal a trozos de los valdrgs

En cada uno de los cuatro casos elegidos para la fud€iée han generado, para posibilitar la
comparacion, las mismas siete perturbaciones de los salerta temperatura, las correspondien-
tes a los valoreg = 3, 14, 27,42, 65,84 y 97. De los siete casos ejecutados, hemos seleccionado
en cada ocasion los dos en que se produce, respectivamenena y el mayor error en norma
infinito en H.
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Una vez identificaddd de forma aproximada, se calcula la temperatura que resakpre-
blema (2.23) con tal aproximacion, y se compara con la smuconocida del problema directo.
Asimismo, se prescriben distintos valores a los paramelebgroblema adimensional (la curva
de presion y'“®) y se calcula, también con dicha aproximacion, la soluc@mespondiente. Esta
es comparada con la temperatura exacta asociada a esoepasairon objeto de dar cuenta de
la bondad de la identificacion realizada. En cada situaciostraremos: la identificacion aproxi-
mada de la funciorf, la temperatura calculada a partir de dicha aproximacidrs\perfiles de
temperatura, calculados usando esta identificacion, pasgerjuegos de valores de los parametros
del problema, siempre junto a las correspondientes solesiexactas.

Los citados juegos de valores se generan multiplicandoogdattores! = 2,d =1y d = %

el valor de partida d&““ y eligiendo como funciones para la presion (véase la Figia 2
a) P(t) = asent

b) P(t) = a(e? 2 —e7?)

c) P(t) = gt(?) —1).

Curvas de presion

0.015¢ e

—seno L.
~--exponencial ,
0.01---parabola .

0.005|
ol ‘ ‘ ‘
0 02 04 06 08 1

Figura 2.2: Presiones consideradas en las pruebas nusaaadas tras la identificacion de

Sobre los gréaficos dé/, identificado como “Error”, se muestra el error cometido emra
infinito. Sobre los graficos de las temperaturas se muestmdaclenominacion “ % Error”, el error
relativo porcentual, es decir, el porcentaje que, de la adnfinito de cada temperatura, supone
el error cometido en dicha norma. Dicho de otra forma, sieseeti valoreq, que aproximariy,
parak = 1,2,...,n, entendemos por error relativo porcentual la cantidad

HII?X ‘T‘k — Tk‘
i % 100. (2.28)
méx | Ty |

Primer método: experimentoad hoc

Para este método el valor correspondiente al primer pararmek problema adimensionaliza-
do esT“* = 295/18, mientras que la pendiente de la presion (en los tramos emxe®constante)
vale 0.0324(= 2a); con esto se consigue que la presion recorra todo el rangced®pes0,
en el tiempdo, 1].
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Las funcionesH (constante, oscilante, creciente y decreciente) con las/gmos a trabajar
son:

1) H(s) = 12

2) H(s) = 3 (2 +sen (472) )
3) H(s)=4ea

4) H(s) =12(1+ea).

Como el intervald0, a] (el rango de presiones para el problema adimensionalizielopes-
tros ejemplos es pequenio, para elegir las funcidhdgemos partido de funciones “reconocibles”
en el intervald0, 1], cuya variable hemos dividido enttgcon objeto de dilatar el intervalo y que
el dibujo de nuestras funciones na] sea como el de las de partidaeni].

En el caso de la funci6fl constante, su identificacion aproximada y la temperaturanocb
da a partir de ella, para el caso en que se produce el menorsgrmuestran en la Figura 2.3.
Asimismo, en dicha figura se dibujan las temperaturas exgdts que se obtienen con el coefi-
cienteH identificado y variando los parametros del problema. Delifpuena, en la Figura 2.4 se
representan resultados analogos para la perturbacionrgperpiona el mayor error eH'.

Para el segundo caso de la funcifroscilante, los resultados correspondientes al menor error
enH se pueden ver en la Figura 2.5, mientras que la Figura 2.6rales relativos al mayor error.
Las Figuras 2.7 y 2.8 recogen, respectivamente, los resslfaara cuando se produce el menor y
mayor error erf, para la eleccion de tipo creciente. Lo analogo ocurre cofiguras 2.9y 2.10
en el caso de la funcion decreciente.

Este método (que, recordemaos, proporciona los valoresasxsiel error de medicién es nulo)
esta muy influido por lo oscilatoria que sea la perturbacéberror enH crece con el valor de,
siendo menor par@a= 3 (esto es, cuando la perturbacién es la mas suave de lasaspgichayor
parag = 97 (la perturbacién mas oscilatoria).

Segundo método: algoritmo iterativo

Al considerar ahora el problema adimensionalizado el vdéor“* = 295/18 no cambia.
Si lo hace la pendiente con que crece la presion, puesto gua ab hay tramos constantes; en
concreto, se tiene qué(t) = 0.0162t.

Como ya se ha comentado, las funciofegconstante, oscilante, creciente y decreciente) que
se corresponden con las elegidas para el método anterisuguitad, es decir,

1) H(s) =6
2) H(s) = ; (2 + sen (47T§))
2

3) H(s) =

ea
4) H(s) =6(1+e a).

Los cuatro pares formados por las Figuras 2.11y 2.12, las&3d@.13 y 2.14, las Figuras 2.15
y 2.16 y las Figuras 2.17 y Figura 2.18 muestran los resudtatdtenidos mediante este algorit-

mo, para el caso del menor y mayor erroriny para cada uno de los cuatro tipos de funcion
considerados: por este orden, constante, oscilantegntecy decreciente.
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Puesto que este algoritmo utiliza la interpolacion de ldsrea aproximados d€& en puntos
gue no son de la particion en que se toman las mediciones,nspoctamiento no esta ligado
directamente a lo oscilatorio de las perturbaciones. Asi,chsos de menor y mayor error se
obtienen para valores variados @e

En ambos métodos se puede apreciar que, aunque el tamafioodedre/ sea moderado,
las temperaturas calculadas a partir de las identificasiapeoximadas son bastante precisas (el
error cometido es siempre del orden del error en las medis)ofEl primero suele proporcionar
una mejor aproximacion de la temperatura cuando se resaetvéos parametros iniciales. Sin
embargo, si se observa la temperatura identificada parau®grjuegos de datos, el segundo
método es en general mas exacto en los casos del peor elfoy,qor tanto, puede considerarse
mas robusto.
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Error=0.1257

Temperatura. % Error=0.3572

—T para H exacta
--T para H identificada

1
10t 0.8/
8 0.6}
6,
0.4}
4t
ol —H exacta 0.2
--H identificada
0O 0.005 0.01 0.015 OO 0.2
P: seno, d=2, % Error=0.30 P: seno, d=1, % Error=0.30
1 1
0.5 0.5
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=0.38 P: exp., d=1, % Error=0.37
1 1
0.5 0.5
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1

P: parabola, d=2, % Error=0.25
1

0.5

0

0 0.5 1

Figura 2.3: Experimentad hocy H constante (menor error €ff). Perfiles de temperatura co-

P: parabola, d=1, % Error=0.25
1

0.5

0
0 0.5 1

0.4

P: seno, d=0.5, % Error=0.29

1
0.5
0
0 0.5 1
P: exp., d=0.5, % Error=0.37
1
0.5
0
0 0.5 1

P: parabola, d=0.5, % Error=0.25
1

0.5

0
0 0.5 1

rrespondientes a las curvas de presitin) = asent (Arriba ), P(t) = a(e* 2 — e~2) (Centro)
y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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Temperatura. % Error=1.2592

1
155
0.8/ —T para H exacta
; ' -- T para H identificada
10¢ 0.6}
0.4}
5,
—H exacta 0.2
--H identificada
0O 0.005 0.01 0.015 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=1.67 P: seno, d=1, % Error=1.62 P: seno, d=0.5, % Error=1.66
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=4.21 P: exp., d=1, % Error=4.21 P: exp., d=0.5, % Error=4.20
1 1 1
\ \ \
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

P: parabola, d=2, % Error=1.66
1

0.5

0
0 0.5 1

Figura 2.4: Experimentad hocy H constante (mayor error efi). Perfiles de temperatura co-

P: parabola, d=1, % Error=1.54
1

0.5

0
0 0.5 1

P: parabola, d=0.5, % Error=1.53
1

0.5

0
0 0.5 1

rrespondientes a las curvas de presitin) = asent (Arriba ), P(t) = a(e* 2 — e~2) (Centro)
y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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Error=0.1257 Temperatura. % Error=0.5190

1
0.8 —T para H exacta
' --T para H identificada
0.6¢
0.4¢
2r —H exacta 1 0.2/
--H identificada
00 0.005 0.01 0.015 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=0.38 P: seno, d=1, % Error=0.38 P: seno, d=0.5, % Error=0.37
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=0.59 P: exp., d=1, % Error=0.58 P: exp., d=0.5, % Error=0.58
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=0.31 P: parabola, d=1, % Error=0.30 P: parabola, d=0.5, % Error=0.30
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.5: Experimentad hocy H oscilante (menor error eH): Perfiles de temperatura corres-
pondientes a las curvas de presiBft) = asent (Arriba), P(t) = a(e?~2? — ¢2) (Centro) y
P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“® d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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Error=3.6775 Temperatura. % Error=1.3742

1
12¢ I:::; —H t i
i exacta 0.8 —T para H exacta
s --T para H identificada
0.6¢
0.4¢
0.2}
0 : ‘ 0 : : : :
0 0.005 0.01 0.015 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=2.84 P: seno, d=1, % Error=1.75 P: seno, d=0.5, % Error=1.69
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=4.84 P: exp., d=1, % Error=4.83 P: exp., d=0.5, % Error=4.82
1 1 1
\ \ A\
05} 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=1.11 P: parabola, d=1, % Error=1.04 P: parabola, d=0.5, % Error=1.38
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.6: Experimentad hocy H oscilante (mayor error ef): Perfiles de temperatura corres-
pondientes a las curvas de presiBft) = asent (Arriba), P(t) = a(e?~2? — ¢2) (Centro) y
P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“® d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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Error=0.1257 Temperatura. % Error=0.7380

1
0.8 —T para H exacta
' --T para H identificada
0.6¢
0.4¢
2t —H exacta 1 0.2
--H identificada
0O 0.005 0.01 0.015 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=0.48 P: seno, d=1, % Error=0.48 P: seno, d=0.5, % Error=0.47
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=0.87 P: exp., d=1, % Error=0.86 P: exp., d=0.5, % Error=0.85
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=0.36 P: parabola, d=1, % Error=0.36 P: parabola, d=0.5, % Error=0.36
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.7: Experimentad hocy H creciente (menor error eff): Perfiles de temperatura corres-
pondientes a las curvas de presiBft) = asent (Arriba), P(t) = a(e?~2? — ¢2) (Centro) y
P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“® d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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Temperatura. % Error=1.4198

1
i
—H exacta I;:‘!,:':S' 0.8 —T para H exacta
1ol H identificada| HFHTHEDE ' --T para H identificada
0.6¢
0.4¢
55 ;
u-"",-'m:"g" 0.2r
TR
e
0 : ‘ : 0 : : : :
0 0.005 0.01 0.015 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=1.37 P: seno, d=1, % Error=1.36 P: seno, d=0.5, % Error=3.84
1 1 1
A\
N
05 05 05 N
AN
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=5.11 P: exp., d=1, % Error=5.10 P: exp., d=0.5, % Error=5.09
1 1 1
\
N\ A\ \
\. '\ v\
N N\ N
0.5 S 0.5 N 0.5 AN
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=1.06 P: parabola, d=1, % Error=1.97 P: parabola, d=0.5, % Error=2.45
1 1 1
0.5 0.5 0.5
\.
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.8: Experimentad hocy H creciente (mayor error eH): Perfiles de temperatura corres-
pondientes a las curvas de presiBft) = asent (Arriba), P(t) = a(e?~2? — ¢2) (Centro) y
P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“® d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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Error=0.1257 Temperatura. % Error=0.1909

1
20t | 0.8 —T paraH .exacFe}
--T para H identificada
15¢
—H exacta

10+ --H identificada

5,

% 0.005 0.01 0.015 04 06 08 1

P: seno, d=2, % Error=0.18 P: seno, d=1, % Error=0.18 P: seno, d=0.5, % Error=0.18
1 1 1

-

0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=0.19 P: exp., d=1, % Error=0.19 P: exp., d=0.5, % Error=0.19
1 1 1
0.5 L 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=0.17 P: parabola, d=1, % Error=0.17 P: parabola, d=0.5, % Error=0.16
1 1 1
0.5 L 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.9: Experiment@ad hocy H decreciente (menor error éi): Perfiles de temperatura
correspondientes a las curvas de pregtét) = asent (Arriba ), P(t) = a(e?'~2—e~?) (Centro)

y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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Error=3.6775

Temperatura. % Error=1.1809

08 —T para H exacta
. --T para H identificada

10r
5r —H exacta
--H identificada
0O 0.005 0.01 0.015 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=1.24 P: seno, d=1, % Error=1.23 P: seno, d=0.5, % Error=1.23
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=3.32 P: exp., d=1, % Error=3.31 P: exp., d=0.5, % Error=3.31
1 1 1
0.5} ! 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=1.88 P: parabola, d=1, % Error=3.34 P: parabola, d=0.5, % Error=1.36
1 1 1
0.5 0.5 0.5
A
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.10: Experimentad hocy H decreciente (mayor error efi): Perfiles de temperatura
correspondientes a las curvas de pregtét) = asent (Arriba ), P(t) = a(e?'~2—e~?) (Centro)

y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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h=0.07138 error=0.2614 it=4 Temperatura. % Error=0.6740

1
p——— - - — 0.8 —T para H exacta
' --T para H identificada
a 0.6¢
0.4¢
2,
—H exacta 0.2/
--H identificada
00 0.005 0.01 0.015 O0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=0.76 P: seno, d=1, % Error=0.67 P: seno, d=0.5, % Error=0.62
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=0.35 P: exp., d=1, % Error=0.35 P: exp., d=0.5, % Error=0.35
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=1.01 P: parabola, d=1, % Error=0.90 P: parabola, d=0.5, % Error=0.84
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.11: Algoritmo iterativo Y constante (menor error ei): Perfiles de temperatura co-
rrespondientes a las curvas de presitin) = asent (Arriba ), P(t) = a(e* 2 — e~2) (Centro)

y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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h=0.04350 error=0.9577 it=15 Temperatura. % Error=1.4001

1
. N N , R / 0.8l —T para H exacta
K - ” - K -- T para H identificada
0.6r
4+
0.4¢
2, 4
—H exacta 0.2
--H identificada
00 0.005 0.01 0.015 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=1.41 P: seno, d=1, % Error=1.40 P: seno, d=0.5, % Error=1.40
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=3.36 P: exp., d=1, % Error=3.35 P: exp., d=0.5, % Error=3.34
1 1 1
\ \ \
0.5 \\ 051 \ 051 \
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=0.70 P: parabola, d=1, % Error=0.70 P: parabola, d=0.5, % Error=0.70
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.12: Algoritmo iterativo Y constante (mayor error efi): Perfiles de temperatura co-
rrespondientes a las curvas de presitin) = asent (Arriba ), P(t) = a(e* 2 — e~2) (Centro)

y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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h=0.05057 error=0.1898 it=4 Temperatura. % Error=1.3613

1
5,
0.8 —T para H exacta
' --T para H identificada
0.6¢
0.4¢
1r —H exacta 1 0.2/
--H identificada
00 0.005 0.01 0.015 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=1.39 P: seno, d=1, % Error=1.36 P: seno, d=0.5, % Error=1.35
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=1.90 P: exp., d=1, % Error=1.87 P: exp., d=0.5, % Error=1.86
1 1 1
0.5 \ 0.5 \ 0.5 \
N\ AN AN
N N
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=1.15 P: parabola, d=1, % Error=1.13 P: parabola, d=0.5, % Error=1.11
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.13: Algoritmo iterativo Yy oscilante (menor error el): Perfiles de temperatura corres-
pondientes a las curvas de presiBft) = asent (Arriba), P(t) = a(e?~2? — ¢2) (Centro) y
P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“® d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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Temperatura. % Error=1.2342

—T para H exacta
--T para H identificada

6 1
—H exacta
- ) < 1 0.8}
5 A --H identificada
A 7 0.6
3
0.4}
2 '
1+ “',' 0.2r
% 0.005 0.01 0.015 % 02
P: seno, d=2, % Error=1.24 P: seno, d=1, % Error=1.23
1 1
0.5 0.5
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=4.00 P: exp., d=1, % Error=3.99
1 1
\ \
\ \
0.5 0.5
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1

P: parabola, d=2, % Error=0.84
1

0.5

0
0 0.5 1

P: parabola, d=1, % Error=0.83
1

0.5

0
0 0.5 1

04 06 08 1

P: seno, d=0.5, % Error=1.23

1

0.5

0
0 0.5 1
P: exp., d=0.5, % Error=3.99

1

\
\

0.5

0
0 0.5 1

P: parabola, d=0.5, % Error=0.83
1

0.5

0
0 0.5 1

Figura 2.14: Algoritmo iterativo Y1 oscilante (mayor error ed): Perfiles de temperatura corres-
pondientes a las curvas de presiBft) = asent (Arriba), P(t) = a(e?~2? — ¢2) (Centro) y
P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“® d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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h=0.14884 error=0.0325 it=1000 Temperatura. % Error=0.1581

1
0.8 —T para H exacta
' --T para H identificada
0.6¢
0.4¢
1 —H exacta ] 0.2y
--H identificada
00 0.005 0.01 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=0.17 P: seno, d=1, % Error=0.16 P: seno, d=0.5, % Error=0.15
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=0.17 P: exp., d=1, % Error=0.17 P: exp., d=0.5, % Error=0.17
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=0.14 P: parabola, d=1, % Error=0.13 P: parabola, d=0.5, % Error=0.13
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.15: Algoritmo iterativo Wi creciente (menor error e ): Perfiles de temperatura co-
rrespondientes a las curvas de presitin) = asent (Arriba ), P(t) = a(e* 2 — e~2) (Centro)

y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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h=0.03128 error=0.9380 it=5 Temperatura. % Error=1.4872

08l —T para H exacta
: --T para H identificada

0.67

0.4¢

P N W s OO

—H exacta i 0.2
--H identificada

0.005

OO

P: seno, d=2, % Error=1.49

1
0.5
0
0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=4.46
1 NS
N
X
0.5 N
0
0 0.5 1

P: parabola, d=2, % Error=0.94
1

0.5

0

0 0.5 1

0.01

0.015 0 02

P: seno, d=1, % Error=1.49

1
0.5
0
0 0.5 1
P: exp., d=1, % Error=4.44
1 N
NS
N
0.5 N
0
0 0.5 1

P: parabola, d=1, % Error=0.94
1

0.5

0

0 0.5 1

04 06 08 1

P: seno, d=0.5, % Error=1.49

1
0.5
0
0 0.5 1
P: exp., d=0.5, % Error=4.44
1 \
\,
\.
0.5
0
0 0.5 1

P: parabola, d=0.5, % Error=0.94
1

0.5

0

0 0.5 1

Figura 2.16: Algoritmo iterativo Wi creciente (mayor error ef): Perfiles de temperatura co-
rrespondientes a las curvas de presitin) = asent (Arriba ), P(t) = a(e* 2 — e~2) (Centro)
y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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h=0.03536 error=0.2597 it=302 Temperatura. % Error=0.5688

1
0.8 —T para H exacta
' --T para H identificada
8r 0.6/
6,
0.4¢
4+
2t —H exacta ] 0.2/
--H identificada
0O 0.005 0.01 0.015 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=0.58 P: seno, d=1, % Error=0.57 P: seno, d=0.5, % Error=0.56
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=0.28 P: exp., d=1, % Error=0.27 P: exp., d=0.5, % Error=0.27
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=0.65 P: parabola, d=1, % Error=0.63 P: parabola, d=0.5, % Error=0.62
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.17: Algoritmo iterativo yH decreciente (menor error efi): Perfiles de temperatura
correspondientes a las curvas de pregtét) = asent (Arriba ), P(t) = a(e?'~2—e~?) (Centro)

y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.
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h=0.03933 error=2.4854 it=1000 Temperatura. % Error=1.2587

1
0.8 —T para H exacta
' --T para H identificada
8r % 0.6r
6f E
0.4¢
4t
ol —H exacta ] 0.2/
--H identificada
0O 0.005 0.01 0.015 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P: seno, d=2, % Error=1.28 P: seno, d=1, % Error=1.26 P: seno, d=0.5, % Error=1.25
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: exp., d=2, % Error=1.18 P: exp., d=1, % Error=1.17 P: exp., d=0.5, % Error=1.17
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
P: parabola, d=2, % Error=1.36 P: parabola, d=1, % Error=1.34 P: parabola, d=0.5, % Error=1.33
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.18: Algoritmo iterativo yH decreciente (mayor error efi): Perfiles de temperatura
correspondientes a las curvas de pregtét) = asent (Arriba ), P(t) = a(e?'~2—e~?) (Centro)

y P(t) = at(3 — t)/2 (Abajo), y a los factores sobré“* d = 2 (Izquierda), d = 1 (Centro) y

d = 0.5 (Derechg.






Capitulo 3

|dentificacion de un coeficiente de
iIntercambio de calor que varia con la
temperatura

Introduccion

Como se comento en la introduccion a la segunda parte de l@rizeren el presente capitulo
abordamos un estudio paralelo al realizado en el Capitwarjue ahora bajo el supuesto de que
el coeficiente de intercambio de calor que se pretende fidantes funcién de la temperatura y
no de la presion. Por un lado, el hecho de glidependa de la solucidon de la ecuacion de estado
complica sustancialmente la resolucion del problema sae?or otro, su independencia respecto
la presion permitira trabajar a presiéon constante.

En concreto, se supone que el fenédmeno fisico que se esstédlimedelizado por el problema
de valor inicial

{ T'(t) = H(T())(T® — T(t)), t > to
(3.1)

T(tO) = TO)

dondeT(t) representa la temperatura en el instante de tiempp es la temperatura inicial;
denota la temperatura del medio exterior y la funcld(il") es el coeficiente de intercambio de
calor que se pretende identificar.

Las hipotesis sobre los datos del problema que configuranrgéxto en el que vamos a
trabajar son las siguientes:

= Latemperatura exteridf® es constante.

= Latemperatura inicial|y es estrictamente menor que la temperatura ambighfan estu-
dio totalmente analogo se podria realizar si, como se haocéh @apitulo 2, se partiera de
To > T°). Como se vera en la Seccion 3.1, esto permite asegurar gokIEONT es una
funcion creciente que toma sus valores en el inter{&Jo7™|.

= LafuncionH es continua y positiva €y, 7.

El objetivo es, también en este capitulo, identificar de foaproximada el coeficientd,
supuestas conocidas una serie de mediciones experingeftapor tanto, afectadas de un cierto

81
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error) de la temperatura. Esta aproximacion debera seaxér groporcionar soluciones satisfacto-
rias del problema cuando se cambian los datos de partidéada@esos que ahora tales datos son,
simplemente, la temperatura inicial y la exterior.

Para obtener la identificacion d&en el mayor rango de temperaturas posible, sera convenien-
te tomar las mediciones durante un experimento que partaalemperatura inicial y se realice a
una temperatura externa que, dentro de lo admisible en &hdorfisico, sean la mas baja y mas
alta, respectivamente, posibles.

El desarrollo de este capitulo discurre en paralelo al dgitGla 2; a continuacion describimos
su organizacion:

En primer lugar (Seccion 3.1), se realiza un analisis @itald del problema directo, estu-
diando la existencia y unicidad de solucion, asi como pdaales de regularidad y dependencia
continua. Seguidamente, en la Seccion 3.2, se estudianmstosab escenarios en los que se va a
tratar el problema inverso; en esta ocasion, la elecciéslermbrales de trabajo debera ser un
tanto mas sofisticada que la efectuada en el Capitulo 2, y&@ara delimitar el intervalo tem-
poral en el que podremos realizar la identificacion. A cara@ion, la Seccion 3.3 muestra como
abordar el problema mediante algoritmos clasicos basadageoria de regularizacién, como son
el principio de discrepancia de Morozov o el método itecatie Landweber. En la Seccion 3.4 se
hace un estudio paralelo al realizado en la Seccién 2.4 yaricylar, se presenta una adaptacion
del algoritmo iterativo alli introducido. Finalmente, I@sultados numéricos obtenidos mediante
los distintos métodos y para diversas situaciones de pagatan recogidos en la Seccion 3.5.

Una aproximacion al problema analoga a la de este capittilzando esquemas de orden
uno, puede encontrarse en el trabajo [15].

3.1. Analisis cualitativo del problema directo

Los resultados que se recogen en esta seccion describéedades cualitativas de la solucion
del problema directo. El primero de ellos nos habla de latexisa y unicidad de solucion, asi
como de su crecimiento y comportamiento asintético.

Teorema 3.1.1SeaH una funcién continua y positiva en el intervdlfy, 7¢]. Entonces, existe
una unica soluciér” del problema&(3.1) con las siguientes propiedades:

a) T'(t) esta definida paratodo> to y T € C!([tg, +00)).

b) T'(t) > 0 paratodot > tyy, por tanto,T’ es una funcion creciente.
c) To <T(t) < T¢ paratodot > t.

d) Paratodot > t( se verifica que

Te _ (Te . To)eme(tfto) < T(t) < Te _ (Te . TO)@iHM(t*tO),

dondeH,, = min H(s)yHy = max H(s).
SE[T(),TE] SE[T(),TE]

e) tﬁ+m T(t) = T°. Es decir, todas las soluciones tienden asintéticamentenalolpunto de
— T 00
equilibrio T de la ecuacion diferencial.



3.1 Analisis cualitativo del problema directo 83

f) Paratodot > ¢, se verifica que

H,p (T — Tpy)e HmC=to) < 7(4) < Hpp(T¢ — Ty)e Hmlt=to),
DEMOSTRACION Gracias a resultados clasicos (véase, v. gr., [13, Teotep#m. 51]), se puede
asegurar que el problema (3.1) admite una Unica soluEidkefinida en un cierto intervalo a la
derecha dey. Ademas, si consideramds$ extendida por continuidad de forma constante a toda
la recta real, la acotacién de dicha extensidn permite afi(ofia por ejemplo, [13, Corolario 4,
pag. 192]) que esta (Unica) solucion esta definida en figda-co). Por otra parte, es claro que
existed > 0 tal que

T'(t) >0y Ty <T(t) < T paratodot € [tg,to + ).

Veamos que, de hecho, las desigualdades anteriores seecupaph tode > ¢y. En otro caso,

teniendo en cuenta que
T't)=0 & Tt =T¢,
existiriat™ > t, tal que
T(t) >0y To <T(t) <T¢, t e [ty, %)
{ T'(t*)=0y T(t*)=Te.
Entonces, puesto qu&(t) puede expresarse implicitamente como
T(t) dz t
. FET et

y Hy > 0, se llegaria a la contradiccion

Te€ T€ Te
d 1 d 1
- e (T —2)] = +too.

t —ty = >
07 Jn H(E)(T¢—2) = Hy )y, To—2 Hy -

De esta forma, quedan demostrados los tres primeros apar2ara demostrar el apartadip
basta integrar en la cadena de desigualdades

T'(t)

0<Hm§H(T(t)):m

< Hj; paratodot > tg.

El apartadce) se deduce haciendo tendex +oco en la desigualdad).

Finalmente, el Ultimo apartado se obtiene escribiendo
T'(t) = H(T(t))(T® — T(t)) < Hy (T — Ty)e Hmt=to),
donde se ha utilizado la estimacion izquierdadgleeescrita como
T —T(t) < (T° — Tp)e Hmlt—to),

Analogamente se obtiene la otra desigualdasgl.

El Lema de Gronwall (cf. el Lema 2.1.1) servira para demostnaresultado de dependencia
continua de la solucion del problema (3.1) respecto a ladand, cuando se trabaja en un inter-
valo temporal acotadp, ¢t|. De nuevo se trata de un resultado importante, pues perseitgiear
gue las temperaturas calculadas con una aproximacidhskran cercanas a las correspondientes
alaH exacta (de forma que una mejor aproximaciérdsupone mejores aproximacionesite
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Teorema 3.1.2 (Dependencia continua respecto a la funcidi) Searl la solucion del proble-
ma(3.1)y 7 la solucién del problema

T'(t) = H(T (0)(T° = T(t)), t € (to, tr)
{ T (to) = To,

contg > tq arbitrario, y donde supondremos que:

a) H es positiva y lipschitziana €fi}, 7], con constante de Lipschifz > 0.

b) H es continua y positiva €y, 7¢].

C) [[H — Hlle(m, ey < € Para algine > 0.

Entonces,
eClti—to) _ 1

||T T||C [to tf] < 6(Te - TO) C )

siendoC = Hys + L(T° — Tp).

DEMOSTRACION Consideremos la funcién(t) = T'(t) — 7 (t). Paratodad € [t, t¢] se verifica
que

2'(6)] = [H(T ()T = T(t) = H(T()(T° - T (1))l
< H(T@O)NT =T(@) - HT(0)(T = T(1))l
+HT)(T = T(t) = HT )T - T(1))|
+H(T ()T =T(t) = H(T ()T = T(1))l
)

(
(
H(T)IT () =T+ [H(T() - H(T (¢
+IH(T() = H(T )T =T ()]

< Harl2(t)] + LI2(O)[(T€ — Tp) + (T¢ — To)
= Clz(t)| + £(T° - Ty),

donde se ha utilizado el apartadpdel Teorema 3.1.1 aplicado a la funci@n Asi pues,

z(to) + /t: 2 (s)ds

El resultado se tiene, igual que en el Teorema 2.1.4, sin ogglicar el Lema de Gronwall
(Lema 2.1.1) erit, t¢] con

y(t) = [z(t)], f(t) =e(T* = To)(t —to) ¥y g(t) =C. o

2(t)| =

< t ‘z'(s)!dsg/t Clz(s)|ds + e(T°¢ — To)(t — to).

A continuacion presentamos un resultado que proporcioparelacion cualitativa adicional
entre las funcione&/ y T'.

Teorema 3.1.3SeaH € C!([Tp, T¢)) tal que
H(s) >0 paratodo s € [Ty, T°].

Son equivalentes:
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a) La solucionT” del problem&(3.1) es concava eftg, +o0).
b) LafuncionH (s)(T° — s) es decreciente efiy, T¢].
DEMOSTRACION Derivando la ecuacioén diferencial del problema (3.1) deeab

d

77(0) = g (B 1)),

de donde se sigue el resultado, teniendo en cuentd'qtie> 0. o

Observacion 3.1.4

a) Notese que la funcié@(s) = H(s)(T°—s) no puede ser creciente en todo el intervdl 7]
puesto que, al s&%(7°) = 0, la funcion H deberia ser negativa. En consecuerifiap puede
ser una funcion convexa en todo el intervilg +oo).

b) Una condicion suficiente para que esta funcibsea decreciente €y, 7¢| es que
H' <0 en [Ty, T¢,
puesto que, entonces,

d
a7 (H(T)(Te — T)) =H'(T)(T*-T)—- H(T) <0.
c) Silas mediciones observadas tienen una distribucidriesre y concava, entonces la funcion
H identificada, si se supone que es suficientemente “suavieéréeer tal que la funcié@
correspondiente sea decreciente.

3.2. Escenarios de planteamiento del problema inverso

Notese que el modelo (3.1) es poco sensible a cambid$ (dg para valores de cercanos
aT* en el siguiente sentido: si para un cierto tientpda funcion’Z’ alcanza un cierto valor
T°¢ — 1 entonces, por séf creciente, a partir de este instante, toda la fun@iggermanece en el
intervalo [T — 1, T¢] independientemente de los valores que tome la funbidRor este motivo,
resulta ilusorio (e innecesario) pretender indentificdufeion H en temperaturas cercanag'a
Por otra parte, puede ocurrir que el mayor valor conocidaderhperatura quede distante de la
temperatura exterior. En ese caso, la falta de informac@e mposible la identificacion dé en
temperaturas cercanagé.

Estas consideraciones nos llevan a plantear el problemdeaficar la funcionH en los
siguientes términos:

1) Se fijard urumbraly > 0, que dependera del rango admisible de valores en los que&e nec
sita aproximar la temperatura, de forma que la identificadi® la funcionH en el intervalo
[T¢ — u,T€] no forma parte de nuestros objetivos. A partir de este underaleterminara
(mediante los argumentos que se explicaran mas adelantempot; = t¢(u, T, 7¢) para
el que se verifique
T(t)>T¢ —p, t >ty (3.2)
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I1) Para la identificacion de la funcidi en el intervald 7y, 7¢ — p] utilizaremos el modelo (3.1)
planteado en el intervalfiy, t¢]. De esta forma, se obtiene una identificacionHlesn el
intervalo [Ty, T'(¢)] que contiene #ly, 7€ — p).

Observacion 3.2.1Si, una vez fijado el umbral, se requiere alargar el intervalo temporal en
el que trabajar (por ejemplo, si fuera necesario aumentaiirakero de mediciones, y éstas no se
pudieran espaciar menos en el tiempo, debido a las limitasidel equipo de medida) bastaria con
disminuir la temperatura inicialy, siempre que esto fuera fisicamente posible. La explioad#d
ello es que la soluciéff’ es una funcién creciente y que dos soluciones no puedernrseualbser

la solucidn Unica para todo instante y valor inicial (de teeet ser la ecuacion del problema (3.1)
autonoma, la solucién para la nueva temperatura inicialsea traslacién ende la solucién para
el T, original). La acotacion

(T — Tp)e Hulti—to) < e _(p),

la cual se deduce, de forma trivial, del apartatjodel Teorema 3.1.1, da idea de como estén
relacionados, en estos términ@g,— to) y 7. o

Al igual que ocurria en el Capitulo 2, en funcién de la infocia disponible sobre la tempe-
raturaT enlto, t¢], el problema inverso se plantea en cuatro escenarios:

E1) El primer escenario que consideramos es el caso de quaseca la funciorf” en todo el
intervalo|to, t¢] (y, por tanto, también su derivada); como ya se ha comensadoata de un
problema meramente académico. Bajo las hipétesis realizeabreH, su identificacién se
obtendria de manera inmediata a partir de la igualdad

H(T(t)) - TeT_,(;')‘(t)
0, equivalentemente,
/(—1 s
(s = TG

dado que la funciofi” es inyectiva, por ser creciente. De esta forma, la solucdprdblema
inverso puede determinarse de manera Unica.

E2) Sise conocen los valores de la funcibnde forma exacta, en un numero finito de instantes
arbitrarios de tiempo del intervale, t¢], el problema se reduce, como en el Capitulo 2 a un
problema estandar de derivacion aproximada.

E3) El tercer escenario en que nos situamos es cuando sescamadunciorl’ que aproxima la
temperatura en todo instante de tiempo.

E4) Finalmente, consideramos la situacion mas interesangee tan solo se conoce una cantidad
discreta de valoreg), que aproximan los correspondientes valores de la furi€ién

Con objeto de llevar a cabo la identificacién en los tres @ismscenarios, buscaremos un mé-
todo “estable” que aproximg&’ en ciertos instantes de tiempo; estas aproximaciones&epara
calcular una cantidad discreta de valores aproximadd$ da puntos del interval@y, T'(t¢)].

Veamos como proceder a la determinaciérntiden las distintas situaciones que pueden plan-
tearse:
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a) En el primer escenario, el valor ¢ie(con propiedad, el minimo valor deque verifica (3.2))

b)

es la solucion de la ecuacidn(t) = T° — p; es decir,

te =T 1(T° — p).

En el segundo escenario tendremos en consideracionosdlalbres dg” en el rango en que
trabajamos, es decir, los que estén por debajéde n. Para ello, se razonara como sigue:
supuestos conocidgs+ 1 valores exactos de la temperatgfé, 71, . .., 7, } en los instantes
{ro =ty <7 <m <...<7,}, sedefinen las cantidades

e = T¢ — T

En la practica, el valor dg se modifica para que coincida con uno de Jgs Si el umbral
de partidai, es menor que todas las cantidages(i. e., cuando los valores conocidos de la
temperatura estan lejos @€), se tomau = 1, y se defing; = 7,,; en caso contrario, se define
m=méax{k: p < prptysetomau = py Yty = Tim.

En el tercer escenario, suponemos que la fun€ide conoce en un intervalty, t*], en el que
se verifica

HT B T‘ ‘C([to,t*]) <9

y queu > § (en caso de que < ¢ necesitariamos aumentar el valor;ge La eleccion de;
se harad como sigue:

= Si f(t) < T¢— p—+ 6 paratoda < t* (es decir, si los valores aproximados que tenemos
de la temperatura estan alejadosit¢ tomaremog; = t*, pero deberemos aumentar el
valor dep y tomary = T°¢ — T'(t*) + .

= En caso contrario, se considefa= min{t : T(t) = T° — yu + 6}
En resumen, tomamos
t*, SiT(t) < T¢ — p+ 6 para todat < t*
ty = ~ (3.3)
min{t: T(t) =T — pu+ d}, encaso contrario,
con el valor degu adecuado a cada caso. NOtese que, con esta eleccigrsddiene que

T(t) > T(ts) > T(ty) —6 =T — p, t > ty;

es decir, los valores de la temperatura aproximada que ntiligaru(o que no se conocen)
corresponden a instantes de tiempo en los que la temperxtacsa esta fuera del rango en
que trabajamos.

Observacion 3.2.2La eleccién dé; y la monotonia d€" hacen que se verifique, sK ¢,

T¢ —T(t) > T —T(t) > T —T(tg) — 6 = p — 26
(3.4)

Te —T(t) >T¢—T(t)— 6 > pu— 36.

Para garantizar que estas cotas inferiores sean positicasitaremos imponer al umbral la
restriccionu > 3. o
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d) En el cuarto escenario, la eleccion del valose hara de una forma un poco mas laboriosa.
Los datos de partida son las mediciofiggpara las que suponemos &) — Tx| < 4, con
0 > 0,donde{ry =ty < 71 < ™ < ... < 7,} €S una secuencia de instantes de tiempo. A

partir de ellos se construyE como una funcion interpoladora de los valo{@s, 7}, . . ., T, }
en los instante$r, 71, ...,7,}, y se considera > 0 tal que
HT—TH <4
C([Tova])

Nuevamente§ (que sera mayor o igual qug da cuenta del error cometido al aproximar la
temperatura por una funcion que ahora interpola, no ya lesesdeT’, sino valores que son,
a su vez, aproximaciones de los valoreg/tden los puntosy.

A partir de esta funciéfl” la eleccion de; se hace como en el escenario anterior.

3.3. Teoria de regularizacion. Algoritmos clasicos

En esta seccién supondremos que el contexto en que tralsagsrel caso mas general del
cuarto escenario. Una vez determinado el valot;dpartimos del problema de valor inicial

{ T'(t) = H(T'(t))(T° = T'(t)), t € [to, ts]
(3.5)

T(tO) = TOa
en el que se pretende determinar la funcidrontinua y positiva, cuando se tiene una funcion

(generada a partir de un nimero finito de mediciones, evemtndée, con error) que aproxima la
temperaturd’.

Con este objetivo, presentamos la teoria de regularizgai@s algoritmos clasicos fundamen-
tados en ella. Previamente, debemos plantear el problem@men un marco funcional adecuado,
cuando los datos vienen dados sin error.

3.3.1. Marco funcional del problema inverso

A partir de la ecuacién diferencial de (3.5), y denotando
u(t) = H(T(t)), t € [to, ts],

se tiene que
/tu(s)dsz t H(T(s))d8=/t TeT_i(;)(s)dS:‘ln(T;%TTf))'

De esta forma, eligiendo unos espacios funcionales adesiadY’, y definiendo el operador
K : X — Y mediante

Kx(t):/ x(s)ds, (3.6)

to

nuestro problema puede plantearse como

Ku=y
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donde ————
y(t) = —In (ﬁ) .t € [to, te]. (3.7)

Nétese que, gracias al Teorema 3.1.1, podemos afirmar quadedfy esta bien definida y
es positiva (de hecho, es de clase uno).

Con vistas a aplicar la teoria clasica de regularizaciorulel se enmarca en espacios de
Hilbert (véanse [9], [35] y [42], por ejemplo), elegirem&s= Y = L?(tq, ;), siendo

Ptont) = {7+ ot — /:<f<s>>2ds <o},

También utilizaremos el espacio de Sobal&l(tg, t;) de las funciones de cuadrado integrable
cuya derivada en sentido de distribuciones (cf., por ejenjg]) también lo es, i. e.,

H'(to,tr) = {f € L*(to, te) : f € L*(to, tr)} -

La siguiente proposicion recoge algunas de las propieddelesperadork’. Previamente,
enunciamos un resultado (Teorema&#Ade [42, pag. 230]) que usaremos en la demostracion de
dicha proposicion:

Teorema 3.3.1Seak € L% ((c,d) x (a,b)). El operadorK : L?(a,b) — L?(c, d) definido por
b
Kux(t) = / k(t,s)z(s)ds, t € (¢c,d), = € L*(a,b),

es compacto dé?(a,b) enL?(c,d). o

Proposicién 3.3.2El operadorK : L?(tg, t;) — L?(to, t¢) definido ern(3.6)es lineal y compacto.
Ademas:

tr — to

V2

b) Para cadar € L?(ty,t;) se verifica qué Kz) = z; en consecuencialz € H'(to, t¢).

a) ||k <

. (Aqui||-|| representa la norma ef(L?(to, t¢), L*(to, t¢)))-

c) EloperadorK es inyectivo.
d) Elrango deK es denso et ?(t, t¢).

e) Eladjunto dek es el operadoi ™ : L2(tg, t¢) — L>(to,t:) dado por
143
Ky(t) = [ o) ds
t

DEMOSTRACION Veamos, en primer lugar, que el operadoileva las funciones dé?(to, t¢)
en funciones de ese mismo espacio, por lo que esta bien defipida ello, basta considerar
x € L%(to, ;) y escribir

/: Ka()2dt < /:( t:|x(s)|ds>2dt < /: (/t: 12ds> ( t:|x(s)|2ds> dt

t tr (t; — to)?
< / (t —to) (/ lz(s)|? ds) dt = — ||x||%2(t0,tf) :
to to
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Por otra parte, es claro que el operadoes lineal. Que es compacto se deduce directamente
del Teorema 3.3.1, tomando como la funcidp, s) que en él aparece, para cada (to, t¢), la
funcion caracteristica del intervalty, t), i. e.,

k( ) 1, to<s<t
t,s) =
0, enotro caso

Probemos el resto de propiedades:
a) Es consecuencia directa de la desigualdad (3.8).

b) Demostremos que la derivada generalizadadsdeesz € L2(ty,t;). Para ello, considera-
mosCZ°(to, tr), el espacio de las funciones infinitamente derivables cporg® compacto en

(to, tr); para cada funcion tegt € C° (1o, t¢) se tiene que

(oo =~z == [ /<> i) ¢t = [ althe(t)dt = (o).

to to

Aqui estamos usando la notacion habitpal) para denotar el producto de dualidad entre el
espacio de las distribuciones @p, tr) y el espacio de funciones te&1° (¢, t¢).

c) Eloperadork es inyectivo puesto que, 8ic L?(t, t¢), Se tiene que:

Kr=0= (Kz)) =0 = 2=0.

d) Claramente, el rango d€ es el conjunto
R(K) = {v e H'(to, ts) = v(to) = 0} D C(to, tr).

El resultado se sigue teniendo en cuenta la densid&dde,, t;) en L?(to, t¢) (cf., por ejem-
plo, [4]).

e) Dadoy € L?(ty,t;), consideramos
t
Y (t) :/ y(s)ds.
tg

Razonando como en a) se tiene que la derivada generalizadavelgficaY”’ = 3. Asi, para
cadau € L?(to, ), puesto que tanty’ como Ku estan en ! (¢, t;), podemos escribir

(K, 9) 12 1) = /: ( /t: u(s) ds) y(#) dt = < /t: u(s) ds> Y (t)

- / u(t)(=Y (8) dt = (,=Y ) -

to

143

- / )Y (1) dt

to

to

Por tanto,
143
K*y(t):—Y(t):/ y(s)ds. o
t
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Recuperando ahora el problema original en el que nuesttos slan valores de la temperatura
afectados de un cierto error, partimos de unas medicidpesles queT'(r;) — Ti| < d,y una
funcion interpoladora de ellas de forma que

-1, <s
C([to.ts])
Esto nos proporcionara un segundo miembro
T¢ —T(t)
t)y=—In| ———= 3.9
ys(t) < T T, ) (3.9)

para el problema aproximado
Kus = ys.

Observacion 3.3.3La segunda acotacion de (3.4) nos permite asegurar qumﬁm’atpdlaciérif
es regular (por ejemplo, lineal a trozos) entonges H'(to, ;) (y es, por tanto, continua). Como
el valor de la medicién de la temperatura en el instanteah&s, obviamente]y, se tiene que
ys(to) = 0y, por tanto, queys estd en el rango d&. o

El siguiente resultado da cuenta de como aproxjgay en funcion de como sea la aproxi-
macion del" aT.
Proposicion 3.3.4 Consideremos las funciongse ys dadas en(3.7) y (3.9), respectivamente, y
supongamos que > 34 (véase la Observacion 3.2.2). Entonces

o
1y = wslle o,y < L3

En consecuencia,
Iy — ?/6||L2(t0,tf) <e(9),

Yy
pw—36

siendo

e(d) = (3.10)
DEMOSTRACION A partir de la definicion de las funciongs ys, y evaluando en el puntﬁ(t)
el desarrollo de Taylor de primer orden de la funcion- In(7° — s) alrededor del punt@'(t),
para cada € [to, t¢] Se tiene que

T(t) - (1)

[y(8) — us(0)] = [In(T° = 7)) = m(T* ~T(1)| = | ==

)

dondeTy es un valor intermedio entfB(t) y T'(t) que expresamos en la forma
Ty = 0T (t) + (1 — O)T(t),
con0 <0 < 1.

Usando ahora las estimaciones (3.4), podemos escribir

T¢ —Ty = 0(T¢ —T(t)) + (1 — 6)(T° — T(t))
> 0(p—26) + (1 —0)(pn — 39)
=pu—(3—-0)0 > p— 39,
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por lo que
T —T@| _ 9
w—35 T p—35

ly(t) —ys(t)] <
obteniéndose la primera acotacion.

La segunda acotacion se deduce sin mas que tomar norfird#gnt; ) en la anterior desigual-
dad. O

Observacion 3.3.5Notese que:(d) es unaO(d), es decire(d) y ¢ tienen el mismo orden de
convergencia a cero. o

3.3.2. Estrategias de regularizacion

Antes de desarrollar la estrategias de regularizacion mpaeatro problema en concreto, es
conveniente introducir alguna terminologia que ayudarateneler el contexto en que éstas se
plantean; las definiciones y resultados principales puedeontrarse en el libro de A. Kirsch [42].

En primer lugar, definimos el concepto de estrategia de aggation, lo cual no es mas que
una sucesion de operadores que, en algun sentido, convénjgeiso del operador que rija el
problema.

Definicion 3.3.6 SeanX,Y espacios de Hilbert §C : X — Y un operador lineal, compacto e
inyectivo. Se denominastrategia de regularizaciodel operadoiC a una familia de operadores
lineales acotados

R,:Y =X, «a>0,
tales que
lim R, Kx =x

a—0

para todar € X. Es decir,R,K converge puntualmente a la identidad cuand@énde &0.

Estas familias de operadores regularizantes se utilizessigieente modo: Cuando se pretende
resolver el problem#x = y, pero en lugar del dato exacyose tiene una aproximaciayy con
lly — yslly < 6, se definen las soluciones aproximadas

Tas = Rays.

La idea es elegir los operadorfs, y o = «(J), tendiendo a cero cuando lo hatale forma
que||zqs),s — x|, tienda a cero con. Esto da pie a la siguiente definicion:

Definicion 3.3.7 Una estrategia de regularizacion asociada al pardmetron(d) se diceadmi-
siblesi

i = 0.
a) 61_r)r(1)04((5) 0

b) lim sup {||Ras)ys — ||  : [|Kz — yslly <6} =0, paracadaenX. o
—YyseY

Observacion 3.3.8Puesto que

lzas = zllx < |[Rays — Rayllx + ||Ray — llx < 0[|Rall + [|[RaKz — 2|y,  (3.11)
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una forma de conseguir una estrategia de regularizaciomsidenes elegir,, ), cona(é) ten-
diendo a cero con, e intentar minimizar la cota superior en (3.11) respecto Ruede probarse
(cf. TeoremaR.2 de [42, pag. 25]) qué| R, s)|| tiende a infinito cuandé tiende a cero; el argu-
mento para decidir la eleccién es que esta convergenciaeseaens—° con0 < s < 1, habida
cuenta de quﬁ Ry5Kx — x| |X converge a cero cuandaiende a cero, por la propia definicion
de estrategia de regularizacion o

Regularizacion de Tikhonov. Principio de discrepancia de Mrozov

La estrategia introducida por Tikhonov (véase, v. gr., [@1F2]) para resolver un problema
como el que nos planteamos,
Kus = ys,

consiste en minimizar el denominado funcional de Tikhonov
2 2
Ja(w) - HK‘T - y(SHLQ(tO,tf) +a HxHLQ(tO,tf) (312)

cona = «a(d) > 0 elegido adecuadamente (véanse la Observacion 3.3.12 jneipgiy de dis-
crepancia de Morozov, mas adelante). El funcional (3.&2)tun Gnico minime,, s que es, a su
vez, la Unica solucion de la ecuacion de Tikhonov

(af + K*K)x = K*ys (3.13)

(cf. el Teorema2.11 de [42, pag. 38]). En este caso, la estrategia de regulanzaiene dada por
la familia de operadores lineales

Ra : L2(to, tr) — L*(to, t;)

definidos como
Roy = (ol + K*K) ' K*y. (3.14)

Observacion 3.3.9N6tese que si se toma= 0 en la ecuacion (3.13) se obtienen las ecuaciones
normales del operaddk’, asociadas a la minimizacion del funcional (cuadratigg)minimiza-
cion que constituye un problema mal planteado en el sentddatiamard, puesto que no hay
continuidad de la solucién respecto a los datos (cf. el L2rtade [42, pag. 37]). Esta es la razon
de que se introduzca esta penalizacion en términes deg

Veamos que la solucion de (3.13) es, a su vez, solucién deoblepna de contorno de segundo
orden.

Proposicion 3.3.10La solucionu,, ;s de la ecuacion de Tikhond@.13)es solucion del problema

de contorno
—ax”(t) + x(t) = y5(t), t € (to, tr)

' (to) =0 (3.15)
x(tg) = 0.
tg—r

Ademés, si denotamos pofr) = , dicha solucion puede escribirse como

Ja

o) = 7= () cosh (8 + v g(0)seni (1)), (3.16)
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siendo .
f
s(t) = / yi(s) senhy(s) ds
t

Yo s(t) = / y5(s) coshy(s) ds — tanh y(tg)pa.s(to)-

to

DEMOSTRACION A partir de la Proposicion 3.3.2, la ecuacion (3.13) seiles@omo

ax(t) + /t ’ ( /t:x(f) dT) ds = /t " a(s)ds,

de donde se deduce, en primer lugar, g(ie) = 0. Ademas, comas € H'(t,tt) eys(to) = 0
(véase la Observacion 3.3.3), podemos derivar la expresitatior para obtener

ax'(t) — /t x(s)ds = —ys(t),

con lo que, en particulag;/ (tg) = —ys(to) = 0. Derivando nuevamente, se concluye que

ax’(t) — x(t) = —y;(t),
de donde se deduce quess solucion del problema (3.15).

La expresion de la solucién (3.16) se obtiene utilizanddigsas) técnicas estandar de resolu-
cion de problemas de contorno en dimensién une.

Enunciamos a continuacion un resultado que da idea de céonsegoir que la estrategia de
regularizacion de Tikhonov sea admisible:

Teorema 3.3.11Seak : X — Y un operador lineal y compacto. Si se elige= «(9) verificando

2

fima@) =0y lim =5 =0,

entonces la estrategia de regularizacion de Tikhonov gara
Ry = (al + K*K)7Kr,
es admisible.

DEMOSTRACION Véase el Teorema 12 de [42, pag. 39]. o

Observacion 3.3.12Puesto que el operaddt es lineal y compacto (cf. la Proposiciéon 3.3.2),
aplicando el Teorema 3.3.11 obtenemos que si se eligax(d) de forma que

X _ - (e(6))
lima@) =0y lim=rs

:0’

entonces la estrategia de regularizacion de Tikhonov faes admisible. Por tanto, se verifica
que

%11% | |ua(5),5 - u| |L2(to,tf) =0

ya que, gracias a la Proposicion 3.3.4, se tienelgue ys|| 2, ) < e(0). o
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Observacion 3.3.13Notese que, cualquiera que sea# 0, la solucion del problema (3.16) se
anula eni;. Esto es asi porgue la condicion de contorno es, en realidad,

azx(t) = 0.

El hecho de que la solucion aproximada se anule en el indiaatees un mal condicionante
para todas las aproximaciones que se basen en la estragefjikdhdnov, pues la solucion sin error
no verifica, en general, esta propiedad. Esto hace que, aghguror en.?(ty, t¢) sea pequefio, el
error enC([to, t]) con la norma del supremo pueda ser grande. Trataremos deesgtproblema
con una metodologia alternativa que desarrollaremos eedei® 3.4. o

El principio de discrepancia de Morozov (véase [55]) deteanuna forma de elegir el para-
metroa = «(d) en la estrategia de regulacion de Tikhonov. En concretoatede elegiry(d) de
forma que la solucion,,s) 5 de la ecuacion (3.13), dada por la expresion (3.16), vesdfigue

HKua(zS),zS - y6HL2(to,tf) = 6(5) (3.17)
supuesto que
1y = wsll 2,10 < €00) < 1ysll 2o ) -
En esta situacion, los Teorenta$6 y 2.17 de [42, pag. 48 y ss.] aseguran que existe un Unico

a que verifique (3.17) y de forma que la estrategia de regaleidn definida por los operado-
res (3.14) asociados a esta elecciérmd®a admisible.

Asi pues, gracias a este principio, la solucion de nuestbl@ma para los datag descritos
en (3.9) vendra dada por la formula (3.16) cuando se eligemo la Unica raiz de la funcion

F(CY) - HKuOé - y(SH%Q(tQ,tf) - (6(5))27
dondeu,, ys5 y e(d) vienen dados por (3.16), (3.9) y (3.10), respectivamente.

Como se vera en la Seccion 3.5, utilizaremos el método detmtepara aproximar numeri-
camente la (Unica) solucién de esta ecuacion no lineal.

Otras metodologias para la eleccién del parametle forma que la regularizacion de Tikho-
nov siga produciendo una estrategia admisible (por ejenghlmétodo de la L—curva) pueden
encontrarse en trabajos como [22] y [23].

Método iterativo de Landweber
El método iterativo introducido por Landweber en [45] vielaglo por
Tro = 0
(3.18)
T = (I — aK*K) 21 + al*y, m=1,2,...

dondea es un nimero real positivo. Esta iteracion puede verse cantorfespondiente a un
método de gradiente con paspaplicado a la minimizacion del funcional : X — R definido
por

1
b = 5 1Kz — Il

Por otra parte, es muy sencillo probar por inducciéon queetadion (3.18) permite escribir
Zm = Ry, donde los operadord®,, : Y — X estan definidos por

Rp=a) (I-aK*K)*FK*.
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De esta forma, el método de Landweber queda también ennoegoaal contexto de las estra-
tegias de regularizacion.

En nuestro problema asociado al operaétgrsiguiendo el Teorema.19 de [42, pag. 53],
tomaremos un parametrogue verifique

0<a< (3.19)

1K11°

y usaremos como test de parada de las iteraciones el heche de g

1K@ = sl 7210 40y < 7(e(6))?

siendor > 1 tal que
lysl| = re(0).

Observacion 3.3.14La acotacion d¢f K|| dada en el apartado de la Proposicion 3.3.2 permite
asegurar que si se elige el parametneerificando

l<a< —
(te — to)*

se cumplira la condicion (3.19). o

Observacion 3.3.15Hay que destacar que, puesto qugts) = 0, y al aplicar K* a cualquier
funcion, laimagen se anula ép todas las iteraciones de Landweber verificaran también

xm(tf) =0.

Nuevamente, las aproximaciones que se obtengan mediaptenésodo tendran esta “mala’
propiedad. o

3.4. Un algoritmo numérico para la identificacion

Presentamos en esta seccion la adaptacion al problemaaaenals ocupa de los argumentos
desarrollados en la Seccién 2.4. Como alli se hizo, recogéasodistintas formas de abordar el
problema de identificar el coeficienté en funcion de la informacién que se tenga de la tempe-
ratura, es decir, del escenario en que se plantee el prolitwarao; en el tratamiento del cuarto
escenario se describe un algoritmo iterativo que propoeacé una aproximacion dé. En todos
los casos, supondremos que se ha fijado el valdr degun lo prescrito en la Secciéon 3.2 y, por
tanto, el problema directo se plantea en la forma (3.5).

3.4.1. Identificacion a partir de una cantidad finita de valoes exactos de la tempe-
ratura

Partimos den € N valores de la temperatufg, = 7'(¢;) que se suponen conocidos; aqui
tr —
tp = tog+ kh parak =0,1,...,n,dondeh = L
Teniendo en cuenta que la ecuacion diferencial del prob{8miapuede reescribirse como

T'(t)

m - H(T(t)), t() < t < tf,
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nuestro objetivo sera encontrar, para: 0,1,...,n, valoresffk que aproximen los cocientes
T'(tg)
T¢ — T(ty)

0, lo que es lo mismo, que aproximéh(7},). Para ello, consideraremos los cocientes

~ Ry, (T)(t

i, B0

Te — 1T

parak = 0,1, ...,n; de nuevo tomamos com®, el operador de derivacion aproximada introdu-

cido en el apartado 2.4.1 y que reproducimos a continuacion:

[ el ;—hh) SO L g w)to), tE ftorto+
Ra(o)(t) = v(t+h)2—hv(t—h)’ t € [to+ h,tr — h]
Bu(t) — du(t . ;0 T2 o)t — 30, 1€ [t — bty

donde t+3h) —3v(t+2h) +3v(t+h t
\Ilh(?})(t):v( + )_ U( +2h)+ ’U( + )_U()'

Para los valores dB, asi definidos se verifica la siguiente acotacioén del error:

Proposicion 3.4.1SiT € C3([to, t¢]) entonces

20M;

h?, (3.20)
6

x  |H(T —f]‘<
pmx (Ty) — Hi| <

dondeM; = ||T”’||C([t07tf]) )
DEMOSTRACION La monotonia d&" implica que
T — T}, > T° — T(tf) = p.

Por tanto, basta aplicar el Lema 2.4.2 para tener el resultad

3.4.2. ldentificacion a partir de una funcion que aproxime latemperatura

Recordemos que en este escenario se supone conocida tida fline C ([to, t¢]) con
HT—TH <5 (3.21)
C([t07tf})

para algun € (0, ). Por simplicidad y consistencia con las propiedade$ dasumiremos que
T(t) > Tp, t € [to, t¢] (en otro caso, bastaria truncéft) por 7, o despreciar las mediciones que
estén por debajo de la temperatura inicial). Definiendo

T'(t)

u(t):m, t0<t<tf
y Su aproximacion N
~ Ry (T)(t
Up(t) = h(i)f) to < t <ty
Te — T(t)

obtenemos la estimacion del error analoga a la de la Pro@osict.6:
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Proposicién 3.4.2SeanT” € C3([to,t5]) y T € C([to, t]) verificando(3.21)con0 < § < %
Entonces,
~ 1 29M3 4 46 T — Ty + pu— 29
[lw = tnle g ) < T < 6 h* + W =30 (3.22)

DEMOSTRACION La demostracion discurre paralelamente a la de la Prapons2c4.6, sin mas
que utilizar las acotaciones (3.4) y el hecho de que los @alatenor y mayor d& sonTy y
T° + 9, respectivamente.

Escribiendo

oy = D) — Ba(T)(®) T(t) - T(t) Rp(T)(t) = Ra(T)(t)
ul) ~in(?) T —1T(t) TRAT)) (Te — T () (Te —T(t)) - Te —T(t)

el primer sumando se acota, gracias al Lema 2.4.2, por

)

2042 H "

29M; 5
6(T° — T(1))

etos < 6(u — 20)

El segundo y tercer sumandos se tratan en funcién de losatasrde definicion del operador
Rh:

a) Cuanda € [to + h,t; — h] tenemos

T(tf)_TO T(tf)‘l'(s—To Te—TO—u—l—Qé

[Br(T)(t)] < —;— < oh - 2h
Asi pues,
T(t) — T(1) T°-To—p+20 J
Ru(T)() (Te — T(t))(Te — T(t)) = 2h (b — 26)(p — 30)

B ) T¢ —To _q
C2(p—30)h \ p—20 '
Por otra parte,

Ry (T)(t) —Rh(f)(t)‘ ih (‘T t+h) —T(t+h) ‘+ ‘T(t—h) —T(t—h)‘) < %,

y, con ello,
Ru(T)(t) — Ra(T)(t)
Te —T(t)

b) En el intervaldtg, to + h| se tiene

—3T(t) + 4T (t + h) — T(t + 2h)
5 |

Ru(T)(0)] < '

4T (t) —To) | 4T(t) — To)
- 2h 2h

_ A(T(t) +6 —Ty) AT — Ty — i+ 20)

+ [Wa(T)(to)|

- h h
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Consecuentemente,

T(t)—T(t)
(T — T(t))(T° — T(t))

BuT)®) A(T® — Ty — pu + 26) b

<

W T-T)
(= 30)h \ p—26 )

En cuanto al tercer sumando, teniendo en cuenta que

3 ‘T(t) - f(t)‘ 4 ‘T(t YR —T(t+ h)(
= oh * oh

Ry(T)(t) ~ Ru(D)(1)|

(T(t oR) — Tt + 2h,)‘

_l’_

+ ‘\Ph(T)(to) — \Ph(f)(to)‘

2h
80
< 7
~ h
se concluye
Ri(T)(H) - Ru(T)(t)| _ 185
Te — T(t) “hop-35

c) Finalmente, si € [t — h,t;] Se obtienen las mismas acotaciones que en el primer irgerval
[to, to + h].

Reuniendo estas desigualdades obtenemos

Il — Ty < M 4., W (TTTTo ) 80
hllc(ftote]) = 6(p — 20) (u—30)h \ p—20 (1 —30)h
0M; 46 Te — T,
=6u—20)" " (u_30)h ( i u—25>

1 29Ms 46 T — Ty + pu— 20
= h - . O
w—26 6 h w— 36

Observacion 3.4.3Tiene interés comparar la acotacion (3.22) con la acotg@dr) relativa a
la estrategias de regularizacion, que se analiza en la @losén 3.3.8, aunque el marco funcional
sea distinto, puesto que la teoria de regularizacién seamagaido en espacios de Hilbert.

Consideremos el operador
K : C([to, t¢]) — C([to, t])
gue a cada funcién le hace corresponder la solucién del problema
T'(t) = u(t)(T* = T(1)), t € [to, ]
{ T (to) = To,

es decir,Ku = T, donde )
T(t) —Te _ (Te N To)e_ jio u(s) ds'
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Definimos la familia de operadores
R = C([to, t¢]) — C([to, te])

mediante
R (In(y))

Ruy = 25
" T T (y)

dondel}, es el operador de interpolacién que estamos usando partm'mﬁ‘s Si este operador de
interpolacion verifica

b [13() = lleqy ) = O ¥ € Clltos )

(esto ocurre si, por ejemplo, se trabaja con interpoladital a trozos), dicha familia constituye
una estrategia de regularizacion del operaaiaquih juega el papel del parametro de regulari-
zaciona de la Definicién 3.3.6). Asi pues, el algoritmo que estamaosiderando en esta seccion
puede pensarse en el marco de la teoria de regularizacidguetrabajando en este caso con el
espacio de las funciones continuas.

1 [29M5 ,
h
w—20 6

en (3.22) es la correspondient® ;, Ku — u|| de (3.11). Asimismo, el factor que aparece multi-
plicando & en (3.22) se corresponde con el térmjjy, || de (3.11).

La cantidad

En consecuencia, como se decia en la Observacion 3.3.8adaéda elegih en funcion dey
de forma que se minimice el valor de la cota obtenido en (3.22)

El siguiente resultado versa sobre esta minimizacion:

Proposicion 3.4.4 Bajo las hipétesis de la Proposicion 3.4.2, el valor mininebskgundo miem-
bro de la desigualdad3.22)se obtiene cuando se toma como paso temporal

1
(12T — Ty +pu—26) \?
h* = o) . 3.23

( 29(p — 30)Ms (3.23)

En este caso, la acotaci.22)se escribe

1
_ 1 (T¢ —To+p—26)% ,\3
= Tl < =5 (5220 ).

(1 —30)2
DEMOSTRACION La demostracion es la misma que la de la Proposicién 2ahigndo
29 M. T¢ — T —20 1
a= 3, b=46 ot H c= .0
6 w—36 w— 26

Observacion 3.4.5Situandonos de nuevo en el contexto de la teoria de reqaddiz, el resulta-
do anterior demuestra que la familia de operad®&gslefinida en la Observacion 3.4.3 constituye
una estrategia de regularizacion admisible siempre quense’t en funcién dej segun la rela-
cion (3.23). o
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Eligiendoh* como en (3.23), tomandoe como la parte entera d%};—to y con la notacion
correspondientely, = to + kh*, Tj, = T(t;,) y

Hy, = tp=(tg) = 7( )
Te — Ty,
parak = 0,1,...,n, podemos enunciar el principal resultado de esta seccion:

Teorema 3.4.6SiH € C'([Ty, T¢)) y T € C([to, t;]) satisface(3.21)con0 < § < % entonces

méx  |H(Ty) — ﬁk( <5||H 52205

k=0,1,....n

1
(T¢ — Ty + p — 26)? 52)3

1
HC([TO,Te}) + =2 ( (1 — 30)2

DEMOSTRACION. Mediante la desigualdad triangular obtenemos
‘H(Tk) - ffk( < ‘H(Tk) - H(Tk)‘ v ‘H(Tk) - ffk(

< [|#'| ‘C([To,Te}) HT N T‘ ‘C([tmtf]) e =t e ) -

El resultado se completa sin mas que tener en cuenta la Rigpo3.4.4. o

., . . . . 2
Observacion 3.4.7Al igual que ocurria en el Capitulo 2, el error cometido es ideds. Por
otra parte, también ahora serd necesario aproximar eléptono »* del paso temporal; con este
objetivo, disefiaremos un algoritmo iterativo en el proxapartado. o

3.4.3. ldentificacion a partir de una cantidad finita de valoes aproximados de la
temperatura

Nos adentramos finalmente en el cuarto escenario, en el gpengimos de mediciones ex-
perimentales de la temperatu{&?o,ﬁ, .. f} que estan afectadas por un error de tamaio
Vamos a trabajar con la hipotesis de que el método de inteioal utilizado para obtener la fun-
cionT a partir de estos valores es tal que el efrentreT" y T" es del mismo orden que el error
de medicion, i. e.§ = C.

Por ejemplo, siI" es la interpolacion lineal a trozos de las mediciones y llaosT},; a
la interpolacién lineal a trozos de los valores dligoma en los instantes, de medicion, la
monotonia d€” permite escribir

IN

HT_fHC([to,tf}) 1T = Tinelleeo, 11 +HT'”t_TH

C( to,tf
< m I 1 _ +
1<£?:’ (Tk) (Tk 1)’ 5

< méx (|iﬁ(7k) T + 23) 4o

1<k<p

= max ’Tk — Tk 1’ +3(5
1<k<p

Por lo tanto, cuando se usa este tipo de interpoladign) son del mismo orden siempre que
la diferencia entre dos medidas consecutivas sea del oml&nalcual es una hipétesis bastante
razonable, si bien puede requerir un incremento del nimeroatliciones.
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Algoritmo para la determinacién de la funcién H

El algoritmo que se propone es una adaptacién del que sducgaen el apartado 2.4.3, con
ligeras modificaciones. Aun asi, las sutiles diferenciasieaplicacion nos llevan a describirlo
con todo detalle.

Suponemos conocidas las mediciod@s, 7, ...,7,}, una cota del error de mediday el
umbral admisiblg: > 0. El algoritmo que se propone comienza con la construccida filecion
T gue interpola los valore{sfk}izo, tras lo que se determinara una céta; 0, del error cometido
en dicha interpolacion. Mediante los valorey 1 se determina el tiempo fing} utilizando la
relacion (3.3).

Tras ello, comienza un proceso iterativo en el que se parte gealor tentativo inicial del paso

temporalh. A partir de él, se definen los instantgs= to + kh,k = 0,1,...,n, siendon la parte
tr — & . ~ ~
entera de%, y se obtienen los valorég;, = T'(t).

A continuacion, se calculAs, aproximacion de la norma infinito de la derivada terceraade |
temperatura, como el maximo, en valor absoluto, de lasd=zies

—5T + 18Tj1 — 24Tjp2 + 147413 — 3Thpa
2h3 ’
T2 — 2Tt + 2Th—1 — Tho
2h3 ’

k=01
(3.24)
k=23,...,n.

Los valoresT,, 1 = T(tnt1) Y Tnio = T(tns2) estaran definidos si la eleccién tieha dejado
fuera suficientes mediciones. Si no fuera asi, la derivad&re en los dos Ultimos puntos se
calculara mediante una formula regresiva, la misma queadgaen el apartado 2.4.3.

Con el valor de\3 obtenido se calcula un nuevo valor del paso temporal mediamxpresion

1
12(T — Ty + pu — 26) \ 3
p— -2
" ( 00— 30k ) (3.25)

con el cual se podra repetir la iteracion.

El proceso iterativo se detendra cuando el paso en el tigngsoestabilice. Con dicho valor
final de h, se calculan los nuevos instantgsy la interpolacién del” en ellos. Por dltimo, se
calculan los valores

. _ Ru(D)(t)

Hy, = Tip (¢ k) 3.26
k= un(ty) Te_T, (3.26)

los cuales aproximan los valores Heen las temperaturdg,, parak = 0,1,...,n.
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Algoritmo

DATOS {T,}?_,: mediciones de la temperatura.
§ > 0: cota del error en las mediciones.
w > 0: umbral considerado.
e: precision del test de parada.
h: valor inicial (tentativo) del paso temporal
Paso1: Determingf y § en funcion des.
Paso 2: Fijat; segun (3.3) adaptando, si procede, el valonde
Paso 3: Mientras que el error relativo eisea mayor que la precisian
a) Determinar la particiokit; } y calcular los valores‘gfk}.
b) Calcular el valor dé\5 como el maximo et del valor absoluto de los valore
dados por (3.24).
c) Calcular el nuevo valor die segun la formula (3.25).
Paso 4: Determinar la particion fini, } y los correspondientes valoré),}.
Paso 5: Calcular las aproximacionp?[k} segun la formula (3.26).

192}

3.5. Resultados numéricos. Comparacion entre los métodosstritos

Antes de pasar a describir los ejemplos sobre los que se bbadwr los tres algoritmos pre-
sentados, y comparar los resultados obtenidos con ellogs/a hacer algunas consideraciones
relativas al problema adimensional correspondiente.

3.5.1. Sobre la adimensionalizacion del problema

Llegaremos al problema adimensionalizado de forma paralebmo se hizo en la Seccion 2.5,
haciendo que la temperatura adimensional tome el valoraresd menor valor de la temperatura
original (alli enT'¢, aqui enly).

Considerando las nuevas variables adimensionales
_t—to T(t) — Ty

t* =
tr — to Te —Ty '’

T*(t) =

y teniendo en cuenta que

dT d aT* . dt* T°—T, dT*
() = —(Ty + (T — To)T*(t")) = (T° — T, ) = *
(1) == (To+ ( 0)T*(t)) = ( 0) g () — P— preal U2

la ecuacion diferencial del problema (3.5) se escribe como

T¢ — Ty dT*
te—tg dt*

Si denotamos

(t*) = H(To + (T° — To)T* (t*)) (T — Tp — (T° — To)T*(t%)).

H*(s) = (t; — to) H((T° = To)s + To) (= H*(T*(t")) = (ts — to) H(T(t)))
el problema equivalente adimensionalizado se escribe como
aT*

dt*
T*(0) = 0,

(t*) = H*(T*(t*))(1 — T*(t*)), t* € (0,1) (3.27)
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problema que, en principio, no depende de ningln parametro.

Recordemos que el objetivo era identifiddrpara luego poder calcular la temperatura, en
distintas situaciones, sin necesidad de nuevas pruebasragptales. Estas situaciones vendran
dadas por distintas elecciones de la temperatura inicalgjpcima deély) y ambiente (menor que
T°). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer fija la textyvarinicial; ademas, se tomara
una temperatura ambierf€, conTy < 7°¢ < T°¢, y se supondra que el tiempo de evolucion llega
hastats. El problema adimensionalizado correspondiente a esiacsiin es

dT*
t*) = H*(T*(t%))(T°* — T*(t*)), t* 0,1
o (1) = H(T()( (), € (0,1) (3.28)
T7*(0) = 0,
donde
qea - I°~To
Te — T,

Asi pues, las distintas situaciones se veran reflejadalvierso el problema (3.28) para distintos
valores dél“® entre cero y uno.

3.5.2. Estudio comparativo de los resultados numéricos

Presentamos aqui los resultados obtenidos en la resoldeiénatro ejemplos concretos, me-
diante los tres algoritmos descritos en este capitulo: sddmen el principio de discrepancia de
Morozov, el método de Landweber y el algoritmo iterativoatiés en la Seccion 3.4. Trabajare-
mos con el problema adimensionalizado (3.27), aunqueipdisamos del superindiceen todas
las variables, con objeto de aligerar la notacion. La batéel pruebas la generamos, como se
hizo en el Capitulo 2, resolviendo el problema directo padaduncionH dada, evaluando la
solucion obtenida eh00 instantes de tiempo y generando tasdiciones con erraras perturbar
dichas evaluaciones de la forma descrita en la Seccionl2&@nafio de dichas perturbaciones es,
recuérdese, del orden deb.

Nuevamente trabajaremos con cuatro tipos de funcidhesonstante, oscilatoria, creciente y
decreciente. En concreto, nuestros ejemplos de pruebaseam a

1) H(s) =6
2) H(s) = 2(2 + sen(4ms))
3) H(s) =2¢"

4) H(s) =6e".

También aqui (como se hizo en la Seccion 2.6) se han elegidnisaas siete perturbaciones
de la temperatura y se presentan, para cada caso, las dosoguegn el menor y mayor error
en H (medido en normd.? para los métodos de Morozov y Landweber y en norma infinitd en e
algoritmo iterativo). Una vez identificadd con cada uno de los tres métodos, se resuelve el pro-
blema (3.28) usando dicha aproximacioén, con valores déhpetroZ’“* que hemos tomado como
una cierta proporciod7“* de él, con valored = 0.75,0.50 y 0.25. La solucion asi calculada se
compara con la temperatura exacta correspondiente; elerias temperaturas siempre se mide
en norma infinito.

Cada figura esta compuesta por diez gréficos; los cinco d@mamiestran los resultados para
el menor error erfd, mientras que los cinco de abajo son los correspondientembr error.
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En cada una de estas dos situaciones, los dos primeros grédicgparan, por una parte, el coefi-
cienteH exacto con la aproximacion calculada; por otra, la tempeaaxacta con la temperatura
hallada con esta aproximacion para el valor de partid@@e= 1. A su vez, los tres gréaficos
restantes muestran las temperaturas exactas para logregaslores propuestos del parametro
T°*, junto con las soluciones calculadas mediante la idertiicaaproximada deé7. Al igual
gue en el Capitulo 2, en los graficos aparece etiquetado cBmar™ el error enH en las normas
correspondientes y como “% Error” el error relativo porcahien la temperatura (cf. (2.28)).

Para construir la funcién aproxima&ése utiliza la interpolacion lineal a trozos de las medi-
ciones. Todas la integrales definidas que aparecen en tagasatealizados se han implementado
mediante la regla de los trapecios, usando como puntos dahal@r la funcion, exactamente los
puntos donde se tienen las medidas. Asi pues, estos catmudadependientes de la interpola-
cion empleada (o, dicho de otra forma, no cambiaran si, er ldg interpolacion lineal a trozos,
se usa otro tipo de interpolacion).

Se ha elegido como valor inicial del umbgal= 0.2. Una vez construida la funcidﬁ, este
valor habra que corregirlo de acuerdo con lo establecid@&etcidén 3.2, con vistas a fijar el
valor det; dado por (3.3).

Primer método: Principio de discrepancia de Morozov

En la aplicacion del principio de discrepancia de Morozevage! calculo del valor del para-
metroa que resuelve la ecuacion (3.17) hemos aplicado el métodmskxhnte a la funcion

F(a) = || Kuas = yoll72 g 1) — (e(9))%,

dondeu,, s, ys5 Y e(d) vienen dados por (3.16), (3.9) y (3.10), respectivamente.

Como puede observarse en las Figuras 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4nésbelo proporciona, salvo en
el caso constante, una identificacion idepoco adecuada: las temperaturas aproximadas quedan
relativamente alejadas de las exactas, especialmenteascetle la funcion oscilante, con errores
relativos porcentuales (cf. (2.28)) altos; la situaciérpeora cuando se disminuye el valor de
T°*, debido al mal comportamiento de la aproximaciértpara los valores mas pequefios de la
temperatura.

Segundo método: Método de Landweber

De acuerdo con la Observacion 3.3.14, se ha tomado comodellparametra en la itera-

L . 0.9 . .
cion (3.18) el proporcionado, en cada caso, @pot 7 Para otros valores de dicho parametro

f
(dentro del rango admisible) los resultados obtenidos sapnsimilares.

Las Figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8 recogen los resultados alierduando se aplica el método
de Landweber. Puede observarse ahora, en los tres casos elmgétodo anterior proporcionaba
resultados poco adecuados, un comportamiento mucho raejague todavia se producen errores
poco aceptables en el caso de la funcion oscilatoria, sode tomo ocurria en el método ba-
sado en el principio de discrepancia de Morozov, cuandosseidiiye el valor de la temperatura
exterior.
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Tercer método: Algoritmo iterativo

Los graficos comparativos para este método (Figuras 3@, 3.11 y 3.12) muestran un com-
portamiento adecuado en todos los casos. Los errorevoslatn la temperatura son siempre del
orden dell %. Es de destacar el buen comportamiento de este método csmddmminuye la tem-
peratura exterior; dicho comportamiento se explica poeehb de que, con este método, la mayor
discrepancia en la identificacién @ese da en los valores mas grandes de la temperatura. Ademas,
recordamos que este método soslaya la mala propiedad detdomees de que obligatoriamente
la aproximacion dé{ deba anularse €Fi(ts).
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alpha=0.0021 error=0.949
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Temperatura. % Error=4.9552

1
6=
T 0.8r —
4r \'. 1 0.6
—H exacta "
3 - - H identificada 0.4}
2r
1t ] 0.2y —T para H exacta
0 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4
d=0.75, % Error=0.76 d=0.5, % Error=0.18 d=0.25. % Error=0.03
0.8 0.5 0.25 i
0.6/ 04 0.2
0.3r 0.15
0.4f
0.2r 0.1
0.2+ ol
—T para H exacta ’ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
% 0.1 0.2 0.3 s 9 0.1 0.2 0.3 0.4 % 0.1 0.2 0.3 0.4
alpha=0.0022 error=1.211 Temperatura. % Error=5.0511
‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
6=
el 0.8¢ -
al i 0.6/
—H exacta .
--H identificada 5 0.4t
2 ;
i 0.2 —T para H exacta
0 \ 0 -- T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4
d=0.75, % Error=0.94 d=0.5, % Error=0.24 d=0.25. % Error=0.05
0.8 0.5 0.25 i
0.6/ 0.4r 02
0.3f 0.15
0.4r
0.2r 0.1
0.2t 0.1t
—T para H exacta ’ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.1 0.2 0.3 0.4 G0 0.1 0.2 0.3 0.4 0O 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 3.1: Principio de Morozov ¥ constante. Menor error eff (Arriba ) y mayor error erfd
(Abajo). Valor deT“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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alpha=0.0061 error=0.734

Temperatura. % Error=5.5905

1
-y 087 -
o 0.6/ 4
\\‘ 0.4l .
L 02t [/
—H _exact_a_l . [ —T para H exacta
0 -~ H identificada ! 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=6.91 d=0.5, % Error=9.92 d=0.25. % Error=11.05
0.8 0.4 P 0.25 :
0.6t 0.3t 0.2
0.15
0.4f 0.2r
/ 0.1
0.2r 0.1r
—T para H exacta ' —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
GO 0.2 0.4 0.6 0.8 GO 0.2 0.4 0.6 0.8 GO 0.2 0.4 0.6 0.8
alpha=0.0068 error=0.813 Temperatura. % Error=5.3699
af ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
B 0.8} _—
3 N s
0.6 .
27 1
. 0.4/
o 02 /
—H gxact_a} H ! —T para H exacta
0 -~ H identificada 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=6.91 d=0.5, % Error=9.92 d=0.25. % Error=11.07
0.8 0.4 = 0.25 '
0.6/ 0.3t 0.2
0.15
0.4f 0.2r
0.1
0.2r 0.1r
—T para H exacta —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.2 0.4 0.6 0.8 G0 0.2 0.4 0.6 0.8 0O 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.2: Principio de Morozov ¥ oscilante. Menor error e (Arriba ) y mayor error end
(Abajo). Valor deT“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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Temperatura. % Error=5.0951

1
0.8 ,,—
0.6
! 0.4t )
1 ] 02t /
—H gxac?a_l i —T para H exacta
0 -~ H identificada | 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=2.89 d=0.5, % Error=3.74 d=0.25. % Error=5.27
0.8 0.4 0.2 ’
0.6r 0.3r 0.15
0.4f 0.2r 0.1
0.2r 0.1+ 0.05
—T para H exacta —T para H exacta —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
GO 0.2 0.4 0.6 0.8 GO 0.2 0.4 0.6 0.8 GO 0.2 0.4 0.6 0.8
alpha=0.0053 error=0.964 Temperatura. % Error=6.2518
0.8/ -
0.6
B 0.4t 7
1 ‘] 020
—H exacta : 7 —T para H exacta
0 --H identificada N 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
d=0.75, % Error=2.72 d=0.5, % Error=3.61 d=0.25. % Error=5.19
0.8 0.4 0.2 i
0.6r 0.3r 0.15
0.4f 0.2r 0.1
0.2r 0.1r 0.05
—T para H exacta —T para H exacta —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 3.3: Principio de Morozov ¥ creciente. Menor error eH (Arriba ) y mayor error end
(Abajo). Valor deT“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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alpha=0.0068 error=0.547 Temperatura. % Error=3.6191
0.8r "
0.67 A~
0.4t
1r —H exacta 1 0.2r / —T para H exacta
0 -~ H identificada . 0 ' --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
d=0.75, % Error=4.31 d=0.5, % Error=5.41 d=0.25. % Error=7.27
0.8 0.5 0.25 i
0.6/ 0.4r 0.2
0.3r 0.15
0.4r
0.2r 0.1
0.2+ ol
—T para H exacta =/ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
% 01 02 03 04 05 D 01 02 03 04 05 % 01 02 03 04 05
alpha=0.0061 error=0.625 Temperatura. % Error=3.8303
0.8} _—
0.6/ 7
2t g 04 7
1t —H exacta 4 0.2y —T para H exacta
o --H identificada | 0 ’ -- T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
d=0.75, % Error=4.19 d=0.5, % Error=5.28 d=0.25. % Error=7.11
0.8 0.5 0.25 ’
0.6/ 0.4r 0.2
0.3r 0.15
0.4f
0.2r 0.1
0.2r 01l
—T para H exacta ’ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
’ -- T para H identificada ' -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 01 02 03 04 05 G0 01 02 03 04 05 % 01 02 03 04 05

Figura 3.4: Principio de Morozov ¥ decreciente. Menor error dil (Arriba ) y mayor error en
H (Abajo). Valor deT*“®: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg.
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iter=139 error=0.512 Temperatura. % Error=1.5026
‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
6 _— 0.8
| : | 0.61
4 —H exacta i
--'H identificada | 0.4¢
2,
0.2 —T para H exacta
0 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4
d=0.75, % Error=0.24 d=0.5, % Error=0.24 d=0.25. % Error=0.20
0.8 0.5 0.25 ’
0.6} 04 02
0.3r 0.15
0.4f
0.2r 0.1
0.2+ 01k
—T para H exacta ’ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
% 0.1 0.2 0.3 s 9 0.1 0.2 0.3 0.4 % 0.1 0.2 0.3 0.4
iter=64 error=0.966 Temperatura. % Error=3.3507
‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
6 et N 0.8 -
| 0.6 ‘
4r —H exacta .
-- H identificada 0.4¢
gl : 0.2
' —T para H exacta
0 ! 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4
d=0.75, % Error=1.17 d=0.5, % Error=0.38 d=0.25. % Error=0.33
0.8 0.5 0.25 i
0.6/ 0.4r 02
0.3f 0.15
0.4r
0.2r 0.1
0.2t 0.1t
—T para H exacta ’ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.1 0.2 0.3 0.4 G0 0.1 0.2 0.3 0.4 0O 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 3.5: Método de LandweberH constante. Menor error € (Arriba ) y mayor error erfd
(Abajo). Valor deT*“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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iter=618 error=0.266 Temperatura. % Error=0.9454
; ; ; 1 ; ; ;
5,
—Hexacta 0.8
4H - - H identificada
/ 06
3
2, 04’
1 0.2 —T para H exacta
0 | 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=1.29 d=0.5, % Error=1.92 d=0.25. % Error=2.98
0.8 0.4 0.25 ’
0.6t 0.3t 0.2
0.15
0.4f 0.2r
0.1
0.2 0.1
—T para H exacta —T para H exacta 0.05 / —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
% 0.2 0.4 0.6 08 % 0.2 0.4 0.6 0.8 % 0.2 0.4 0.6 0.8
iter=105 error=0.515 Temperatura. % Error=4.4192
; ; ; 1 ; ; ;
0.8r =
0.6f
0.4r P
1 | A
—H exacta ; .21 / —T para H exacta
0 -~ H identificada ‘ 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=4.47 d=0.5, % Error=6.45 d=0.25. % Error=7.25
0.8 0.4 = 0.25 i
0.6t 0.3t 0.2
0.15
0.4f 0.2}
0.1
0.2r 0.1r
—T para H exacta —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.2 0.4 0.6 0.8 G0 0.2 0.4 0.6 0.8 0O 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.6: Método de LandweberH oscilante. Menor error eH (Arriba ) y mayor error erfd
(Abajo). Valor deT“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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iter=141 error=0.533

Temperatura. % Error=2.4597

d=0.75, % Error=0.52

5/ 1
0.8f
0.67
0.4¢
1 —H exacta 0.2/
--H identificada !
0 : : : : 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0

—T para H exacta
--T para H identificada

d=0.5, % Error=0.65

02 04 06 08

d=0.25, % Error=0.56

0.8 0.4 0.2
0.6r 0.3r 0.15
0.41 0.2r 0.1
0.2r 0.1r 0.05
—T para H exacta —T para H exacta —T para H exacta
o -- T para H identificada o -- T para H identificada -- T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 GO 0.2 0.4 0.6 0.8
iter=106 error=0.725 Temperatura. % Error=2.8073
5f ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
0.8} c
0.6f
0.4t
L — v 20
1 H exacta ' 0 —T para H exacta
0 - - H identificada | 0 -- T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=0.72 d=0.5, % Error=0.88 d=0.25. % Error=0.71
0.8 0.4 0.2 '
0.6f 0.3r 0.15
0.4f 0.2} 0.1
0.2r 0.1r 0.05
—T para H exacta —T para H exacta —T para H exacta
o -- T para H identificada o -- T para H identificada -- T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0O 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.7: Método de LandweberHy creciente. Menor error eH (Arriba ) y mayor error erfd
(Abajo). Valor deT*“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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iter=107 error=0.318
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Temperatura. % Error=1.6036

6 1
0.8¢ -
0.6f
0.4+
1 —H exacta | 0.2/ —T para H exacta
0 -~ H identificada : 0 -- T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
d=0.75, % Error=1.70 d=0.5, % Error=2.24 d=0.25. % Error=3.38
0.8 0.5 0.25 ’
0.6} 04 02
0.3r 0.15
0.4r
0.2r 0.1
0.2f 01
—T para H exacta ' —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
GO 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 GO 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 GO 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
iter=43 error=0.494 Temperatura. % Error=3.2309
0.8¢ =
0.6 S
Y 0.4+
2r *
1f —Hexacta 0.2 / —T para H exacta
0 -~ H identificada \ 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
d=0.75, % Error=2.40 d=0.5, % Error=3.14 d=0.25. % Error=4.58
0.8 0.5 0.25 i
0.6/ 0.4r 0.2
0.3r 0.15
0.4f
0.2r 0.1
0.2t o1l £
—T para H exacta A —T para H exacta 0.05 / —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 G0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 3.8: Método de LandweberHy decreciente. Menor error dii (Arriba ) y mayor error en
H (Abajo). Valor deT*“®: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg.
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Temperatura. % Error=0.9777

1
=== <. - 0.8t
0.6¢
4t
0.4t
2,
—Hexacta 0.2y —T para H exacta
0 -~ H identificada 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4
d=0.75, % Error=1.03 d=0.5, % Error=0.71 d=0.25. % Error=0.30
0.8 0.5 0.25 i
0.6/ 0.4r 0.2
0.3r 0.15
0.4f
0.2r 0.1
0.2f 01
—T para H exacta ' —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
GO 0.1 0.2 0.3 0.4 GO 0.1 0.2 0.3 0.4 GO 0.1 0.2 0.3 0.4
h=0.01954 error=1.9467 it=32 Temperatura. % Error=0.8968
8F ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
) . EaU 0.8
T 0.6
4 1]
0.4r
2 0.2]
—H fi‘XaCFEf. ' —T para H exacta
o --H identificada 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0 0.1 0.2 0.3 0.4
d=0.75, % Error=0.59 d=0.5, % Error=0.69 d=0.25. % Error=0.75
0.8 0.5 0.25 i
0.6/ 0.4r 0.2
0.3r 0.15
0.4r
0.2r 0.1
0.2t 0.1t
—T para H exacta ’ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.1 0.2 0.3 0.4 G0 0.1 0.2 0.3 0.4 0O 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 3.9: Algoritmo iterativo yH constante. Menor error el (Arriba ) y mayor error end
(Abajo). Valor deT“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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h=0.01910 error=0.4461 it=12

Temperatura. % Error=1.7411

1
5,
—H .exact.a'l 08l
4t - - H identificada a
o \ 0.6/
ot 0.4¢
1y 0.2 —T para H exacta
0 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=1.50 d=0.5, % Error=2.23 d=0.25. % Error=2.83
0.8 0.4 0.25 ’
0.6t 0.3t 0.2
0.15
0.4f 0.2r
0.1
0.2 0.1
—T para H exacta —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
% 0.2 0.4 0.6 s % 0.2 0.4 0.6 0.8 % 0.2 0.4 0.6 0.8
h=0.01649 error=2.4337 it=1000 Temperatura. % Error=2.0768
6f ‘ ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
5t —H exacta 1 0.8 o
-~ H identificada SR '
e
0.6f
3 §
i 0.4+
2F |
I
V] | L
1 ' X 0.2 —T para H exacta
o i o -- T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=1.15 d=0.5, % Error=1.37 d=0.25. % Error=1.68
0.8 0.4 0.25 i
0.6t 0.3t 0.2
0.15
0.4 0.2
0.1
0.2r 0.1f
—T para H exacta —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.2 0.4 0.6 0.8 G0 0.2 0.4 0.6 0.8 % 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.10: Algoritmo iterativo Y oscilante. Menor error efl (Arriba ) y mayor error end
(Abajo). Valor deT“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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Temperatura. % Error=0.3166

1
5,
0.8f
0.6¢
0.4t
1t —H exacta 0.2y —T para H exacta
0 --H identificada 0 -- T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
d=0.75, % Error=0.25 d=0.5, % Error=0.31 d=0.25. % Error=0.56
0.8 0.4 0.2 i
0.6r 0.3r 0.15
0.4f 0.2r 0.1
0.2r 0.1+ 0.05
—T para H exacta —T para H exacta —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
GO 0.2 0.4 0.6 0.8 GO 0.2 0.4 0.6 0.8 GO 0.2 0.4 0.6 0.8
h=0.04939 error=0.7743 it=347 Temperatura. % Error=0.5157
: : : 0.8 : : : :
0.67
0.47
0.2r
1r —H gxacﬁa} —T para H exacta
0 -~ H identificada 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
d=0.75, % Error=0.68 d=0.5, % Error=0.91 d=0.25. % Error=1.77
0.8 0.4 0.2 '
0.6r 0.3r 0.15
0.4f 0.2} 0.1
0.2r 0.1r 0.05
—T para H exacta —T para H exacta —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 G0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 3.11: Algoritmo iterativo Y creciente. Menor error eH (Arriba ) y mayor error end
(Abajo). Valor deT*“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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h=0.03708 error=0.4201 it=6 Temperatura. % Error=1.4179
6
0.8r il
57 P
at 0.6/ e
3 0.4/
2,
—H exacta 0.2/ —
1 cAatld T para H exacta
0 -~ H identificada 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
d=0.75, % Error=1.46 d=0.5, % Error=1.31 d=0.25. % Error=0.86
0.8 0.5 0.25 ’
0.6} 04 02
0.3r 0.15
0.4f
0.2r 0.1
0.2+ 01k
—T para H exacta ’ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
% 01 02 03 04 05 9 01 02 03 0.5 % 01 02 03 04
h=0.01927 error=2.9004 it=13 Temperatura. % Error=2.3928
5 —Hexacta 08
--H identificada g
a4t 0.6¢
: 0.4t
2 B
; 0.2/ —T para H exacta
0 0 --T para H identificada
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
d=0.75, % Error=0.91 d=0.5, % Error=0.75 d=0.25. % Error=0.70
0.8 0.5 0.25 i
0.6/ 0.4r 02
0.3 0.15
0.4f
0.2r 0.1
0.2t 0.1t
—T para H exacta ’ —T para H exacta 0.05 —T para H exacta
-- T para H identificada -- T para H identificada -- T para H identificada
G0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 G0 0.1 0.2 0.3 0.5 0O 0.1 0.2 0.3 0.4

0.5

Figura 3.12: Algoritmo iterativo Y decreciente. Menor error difi (Arriba ) y mayor error erfd
(Abajo). Valor deT“*: d = 0.75 (Izquierda), d = 0.5 (Centro), d = 0.25 (Derechg).
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Capitulo 4

|dentificacidon del coeficiente de
conductividad térmica, cuando ésta
depende de la distribucion de presiones

Introduccion

Como se ha visto en el Capitulo 1, los tratamientos que canhiltas presiones con tem-
peraturas moderadas se modelizan mediante ecuacionesarelaparecen distintos parametros
fisicos cuyo valor, si bien se suele conocer a presion a#érioaf esta por determinar para otros
valores de la presion. En este capitulo fijamos nuestraiateea las ecuaciones de transferencia
de calor que pueden aparecer en los modelos matematicomdg@exesos (véanse, por ejemplo,
[60] y el primer capitulo de esta memoria). Supondremos guhductividad térmica depende
solo de la presionk = k(P); esta hipdtesis es adecuada, por ejemplo, en los proce$os gume
el rango de temperaturas es moderado y no hay cambio de fas@l&dhteamos el problema de
identificar esta funcior:(P) a partir de ciertas mediciones experimentales de la tertuyparéi
para determinar las mediciones se realiza un experimeneb aure la curva de presiGR consi-
derada sea inyectiva (por ejemplo, si se trata de una furdtiittamente creciente) el problema
de identificark(P) es equivalente a identificat) = k(P(t)).

Trabajaremos con un modelo simplificado en el que se estéhismum que la muestra es
de alimento sélido y con una razén de rellenado de la cAmayaatfta) por lo que no se tienen
en cuenta fendmenos de conveccion (esta situacion es ures dmdlizadas en el Capitulo 1
y en [60]). Ademas, se supone que la muestra (de alimentol eontexto de esta memoria,
aunque serviria también para otras situaciones) inteficacaltor con las paredes del equipo (de
tipo cilindrico, como en el primer capitulo) que, por simjulad, se asume que estan a temperatura
conocida y dada por una funcidf‘(t), siendo la unica fuente de calor la correspondiente al
aumento de presion. El coeficientede intercambio de calor se supone también conocido. Por
ultimo, suponemos que la conduccién de calor en la direcaidiical es despreciable y que, por
tanto, nuestro interés se centra en conocer lo que ocurra eienta altura de la muestra que es en
la que estaran colocados los termopares para realizar Wisiomes.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, el maodeldisado para el que abordamos
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el problema de identificaciéon del coeficiente de condudiitErmica es el siguiente:

T
oG, 78~ HIAT = aP' (T en By x (0,1)

k(t)% =h(T°t) = T) endBr x (0,t) “
T=T en B x {0},

dondeR > 0yt > 0. Aqui, B C R? denota la bola de centioy radio R; o > 0 es el
coeficiente de dilatacion de la muestra considerad@;, € R son su densidad y calor especifico,
respectivamente? € C!([0,¢]) representa la presion que se ejerce con el eqéigo( ([0, t¢]),
conk(t) > ko > 0, es el coeficiente de conductividadl? € C([0,t¢]) denota la temperatura
exterior del equipofi es el vector unitario normal exterior a la frontera de la B}g h > 0
denota el coeficiente de intercambio de caldfyyes la temperatura inicial que supondremos
constante. El objetivo es identificar la funciérconociendo mediciones de la temperatiiren
ciertos puntos de la bol&z. Puesto que, como ya se ha dicho, los valores a presion &tricasiie
los coeficientes que aparecen en estas ecuaciones suaten®@gdos, nosotros supondremos que
la presion en el instante inicial es la atmosférica y quetgquo, 4 (0) es un dato del problema.

Para mas detalles sobre este tipo de modelos y las unidadesl@@no de sus parametros y
funciones, remitimos al citado primer capitulo.

4.1. Analisis cualitativo del problema directo

Notacion 4.1.1 Denotaremos
X ={peC?(Brx (0,t)) NC"(Br x [0,t]) },

es decir, el conjunto de las funciones que son de clase dagpanie y de clase uno en tiempo en
el cilindro Br x (0, t¢), y que tienen un orden de regularidad una unidad inferioa@ulherencia
de dicho cilindro. g

Teorema 4.1.2 Si la funciénk es lipschitziana ef0, t¢], la derivada de la funcior® es, en dicho
intervalo, holderiana de ordef € (0, 1) y se verifica la condicion de compatibilidad

7¢(0) = T,
entonces el problem@.1)tiene una Unica solucién (clasicd) € X. Ademas] es radial.

DEMOSTRACION La existencia, unicidad y regularidad de la solucién saided, directamen-
te, del Teoremd.18 de [48, pag. 96]. Veamos que la solucién es una funcion radadando
que cualquier giro en la variable espacial no cambia la 8mudara ello, a partir dé&'(z, )
consideramos la funcion

~ _ _ _ B cosf senf
T(z,t) =T(z,t) siendoT = Az y A= (— senf cos 9>

la matriz del giro de &ngulé € [0, 27). Las relaciones

oT or _ T _
a—xl(w,t) = a—fl(x,t) COSQ — 6—@(‘%'712) Sen9
oT or _ or
a—@(w,t) = G—El(x’t) senf + a—@(m,t) cos 6
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determinan qu&, T (z,t) = ATVzT(z,t). Al derivar de nuevo obtenemos

0*T 0T 0°T 8*T

——(z,t) = ——(T,t)cos® § — 2 T,t)senfcosf + —(T,t)sen? 0

927 (z,1) 7 (Z,t) cos =7 (Z,t)sen @ cos bl + 73 (Z,t) sen

0%T 0T 02T 02T

—(z,t) = —5 (T,t)sen? 0 + 2 T,t)senfcos b + — (T,t) cos®f

913 (z,t) e (Z,t)sen” 0 + 1T (Z,t)senfcosf + o2 (Z,t) cos
y, con ello,

AT (1) = AgT(T, ).

De esta forma, para tode, t) € B x (0, t¢) se verifica que

T
QCa

~ T
V(1) ~ k(AT (1) = o€,

v (@0) — KA (@, )

=aP' ()T (Z,t) = aP' ()T (z,1).
Ademas, como par@r,t) € 0Bg x (0,t¢) se tiene que

%(x,t) - <Vﬂ~“(x,t),ﬁ(x)> = (ATVLT (3, 1), 7i(z))
oT _
- %(IL‘, t)

(aqui(-, -) denota el producto escalar euclidedrer), entonces

k(t)%(x, t) = k(t)%(z, t) = h(T°(t) — T(z,1)) = h (Te(t) ~ T, t)> .
Por dltimo,

T(z,0) =T(z,0) =Ty, x € Bg.

Asi pues, la funciérff(x,t) es también solucion del problema (4.1); la unicidad de s@tuc
del mismo permite concluir que

T(x,t) = T(7,t), (v,t) € Bg x [0,t]
cualquiera que sea el angulas [0,27). o
Notacion 4.1.3 Dada una funcion radial € X denotaremos por
v:[0,R] x [0,tf] — R
la funcién que toma los valores de=n cada circunferencia, es decir,

o(r,t) = v(z,t) paratodar € B conlz| =ryt e [0,t]. o

Con el objetivo de facilitar el estudio cualitativo de nuegtroblema, vamos a realizar dos
cambios de variable que nos conduciran a un problema egoteaén el que tanto la ecuacién
diferencial como la condicién inicial son homogéneas.
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En primer lugar, con vistas a convertir en homogénea la @uaiferencial, efectuamos el
cambio de variable

u(z,t) =T(x, t)eﬁ(P(o)ip(t)). 4.2)
De esta forma, tendremos que

ou oT

00yt = oCyo—eas PO _ o /()T (2, )07 PO
ot ot
lo cual permite expresar el problema (4.1) en la forma
ou
oCrogy — k(t)Au=0 en Bg x (0,t)
k(t)% = h(f(t)—u) endBg x (0,t) (4.3)
u=To en By x {0},

siendo

f(t) =T¢(t) eﬁ(P(O)fp(t)).

Seguidamente, para homogeneizar la condicion iniciakras el cambio

v(x,t) = u(z,t) — Ty, (4.4)
obteniendo el problema
QCP% —k(t)Av =0 en Bg x (0,t)
k(t)% — h(f(t) =Ty —v) endBg x (0,) (4.5)
v=20 en Bg x {0}.

Observacion 4.1.4No6tese que € X y es radial. De hecho, el problema (4.5) puede expresarse,
tras tomar coordenadas polares, como el problema espeai@mnidimensional

Qcp% - k(t)%% G%) —0 en(0,R) x (0,47)

% =0 en {0} x (0,¢)

O = (70 ~To—v)  en (R} x (0,4)
 v=0 en (0,R) x {0}.

No obstante, en lugar de utilizar esta formulacion, trakaj@s con coordenadas cartesianas.
Esto se debe a que vamos a expresar la solucidon como la camdpode ciertas funciones con
traslaciones y éstas, al no ser radiales, no tienen unasegiaeion “comoda” en coordenadas
polares. n
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Si denotamos

o
A
£(6) = eCprg; — K(H)AS,
entonces sadjunto formal(véase, v. gr., [68, pag. 170]) viene dado por
. 0
£°(6) = ~00, %7~ k(1)Ao.

Proposicion 4.1.5 (Identidad de Lagrange)Para cada par de funciones, v € X se verifica
que

/Otf /B (L(o)Y — oL (W))dadt = 0Cp | (d(z, )Y (2, tr) — ¢(x,0)¢(x,0)) da

Br

_/tfk(t)/ <a% ¢aw>dmt.
0 0BRr

DEMOSTRACION Por la definicién del operadd podemos escribir

/tf i L(o)pdzdt = /tf/B (C——k HA ¢)¢dmdt

te te
— oC, ( ?@Z)dt) d — / ko) | Appdudt.
Br 0 0 Br

En primer lugar, integrando por partes en la variabtd primer sumando se transforma como
sigue:

oCy ( ?'Lﬂdt) dz = 0C, / (x,te)p(x, te) — (b(x,O)w(x,O))dx
Br \Jo

te (91/)
_ QCp . ( ; (ﬁadt) dzx

Por otra parte, podemos reescribir el segundo sumandoantbg por partes dos veces en la
variable espacial:

/tf k(#) Agbqu:cdt:/tf k(t)< 99w — V¢.V1/)d:c> dt
0 Br 0

OBR on Br

te 8¢
= k — 1 dxd
/0 (t) /83R 8ﬁ¢ rdt
te Q,Z)
— / k(t) ( qb d:c — AN d:c> dt
0 0BR Bpg

:/tf ¢k(t)A¢dmdt—l—/tf k:(t)/ < ?1/) 1) ¢) dxdt.
0 Br 0 0BRr
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Asi pues, sustituyendo ambas expresiones, obtenemos

/0 [ st = o0, [ (8w tiutet) - 6. 000(0,0) ds

Br

te
— oC, ( qﬁa—wdt> dr — / ok (t) At dadt
Br 0 0 Br

- /0 " ki) / ( p—o w> dudt,

lo cual demuestra el resultado.q

Corolario 4.1.6 Siv € X es la solucion del problemét.5), entonces para toda € X que
verifique la condicion final
w(m,tf) =0, x € Bp, (4.6)

se tiene que

ts tg
/0 - L*(w) vdzdt = h/o (f(t) —v(R,t) — Tp) /833 w dxdt

L ow
— /-cmR,t/ Y dudt.
/0 CLERY

DEMOSTRACION El resultado se obtiene aplicando la Proposicién 4.1fatmo comap la
soluciénv del problema (4.5) y comg¢ una funciébnw € X que verifique (4.6), pues

/f/ Jw — L*(w)v)dzdt = oC (v(z, te) w(z, te) — v(z,0) w(z,0)) dx
Br ~ Br V:O V:O

b ov ow
— k(t / <—w — v—> dxdt
/0 () 8BR 8n 8’/1
143
/ / v(R,t) — To)w dxdt
OBRr

te 8
+ kt/ B(R, ) 2w dadt.
/0 o[ wrngs ;

El siguiente resultado proporciona un principio de comgiarapara el problema (4.5).
Proposicion 4.1.7 (Principio de comparacion)Seanvy, v, € X verificando

L(v1) < L(vg) enBr x (0,1r)

8’01 8’02

[ < .
k(t) o + hv < k(t) o + hvy  endBpg x (0,t¢)
v1 < Uy en Br x {0}.

Entonces
’Ul(fIf,t) < UQ(xvt)v (.’L’,t) € B_R X [O,tf]
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DEMOSTRACION. Es obvio que si definimos
Vg = U1 — V2

entonces
E(’UQ) <0 enBp X (O,tf)

9
k(t)% +hug <0 endBg x (0,t)

v <0 en Br x {0}.

Aplicando el principio fuerte del maximo (cf., por ejemp|63, Teorema 7, pag. 174]), si la
funcionvg alcanza un maximo positivo en un purftcentonces? € 9Br x (0,tf) y

8@0
on
con lo que se obtendria la contradiccion
8@0
on

Asi pueswg no puede tener un maximo positivo o, lo que es lo mistes 0. o

(P) >0,

k(t) =2 (P) + hug(P) > 0

4.2. Expresion de la solucion en funcion de sus valores en arde

Notacion 4.2.1 Dado un conjunto abiertd C R", denotaremo®(A) = C°(A) el conjunto de
las funciones de clase infinito que tienen soporte compaxttenido end. Asimismo, denotare-
mos porD’(A) el conjunto de las distribuciones eén(cf., por ejemplo, [41]). o

En esta seccion vamos a encontrar una representacioreirdeda solucion del problema (4.5)
en funcion de los valores que toma en la frontera de la bolsh&endo los cambios de variable,
obtendremos una representacién de la temperatura soldei¢h1) en funcién de sus valores en
el borde (que posteriormente supondremos obtenidos paprdedmediciones experimentales).
Con este objetivo, en primer lugar, vamos a encontrar ungisol fundamental del operadgi,
es decir, una funcion que al aplicarle el operaddrdé como resultado una delta de Dirac. Para
ello utilizaremos la expresién conocida de la solucion &medntal del operadof para el caso
k(t) =1 (véase, v. gr., [74, pag. 178]), es decir,

H(t |2
€ty = T i (@.7)
siendoH la funcién de Heaviside
1, t>0
H(t) =
0, t<0.

Fijadosy € Bry 7 € (0, ), definimos, la funciony : R? x R — R como
w(z, t;y,7) = &z —y, K(t) — K(7)), (4.8)
siendo
te
K(s) :/ k(z)dz,

donde la funciork se ha extendido por continuidad, de forma constante, aRodo
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Lema 4.2.2 Fijadosy € Bry T € (0,t¢), las funcioneg y w definidas er{4.7)y (4.8), respecti-
vamente, verifican las siguientes propiedades:

a) £ € C>*(R*\{(0,0,0)}). Consecuentemente, se tiene que C>((R? x R)\{(y,7)}).
b) QCp/ &(x —y,s)dxr = H(s) paratodos € R.
R2

c) Lafunciénw es localmente integrable &&¥ x R, i.e.,w € L{ (R? x R).

loc

d) oCpé(x —y,s) — d(x — y) cuandos — 0F enD’(R?).

e) Para cadar € R?y cadat € R cont < 7 se tiene que

¥ ow
‘C (w(x7t7y77_)) = _QCPE

(z,t;y,7) — k(t)Agw(z, t;y,7) = 0.
DEMOSTRACION

a) Claramente, la funciéfies de clase infinito en todo el espacio salvo en el ptaad. Puesto
que para toda: € R?\{0} se verifica que

lim &(z,t) =0
t—0—
y que
, 1 s 1 1
lim &(z,t) = — lim —=— lim ——— =0,
t—0+ 4 s——+oo eClzl= 41 s—+oo oCplz|? oClz|? |
e 4 1 e 4

la funcién¢ es continua ez, 0) siempre que: # 0. De forma anéloga, tras céalculos similares,
se demuestra que las derivadas de cualquier orden son taetiénuas en todo el plano
t = 0 salvo el origen. De hecho, en este punto, la fun¢i@o es siquiera continua pues, si nos
acercamos a cero segun la cutva |z|?, se tiene que

_%
lim &(z, |z|?) = lim ' %
|x|—0 ’ r—0t 47TT2

Por dltimo, los puntos de singularidad dese reducen a aquellds, t) tales que
(z —y, K(t) — K(7)) = (0,0),
es decir, el puntgy, 7), puesto qués es una funcion inyectiva por ser estrictamente creciente.
b) Mediante el cambio de variable

x=y+ (rcosf,rsend), (4.9)



4.2 Expresion de la solucién en funcion de sus valores en el borde 129

para cada € R podemos escribir

H(s) _eCp lz—yl?
( )e 1 s dx
Rr2 4ms

oC, / &(z —y, 5)dz = oC,
RQ

2 7&&
_QC/ i s rdrdf

47‘(‘8

1”2
= 27moC, / oS rdr
47r3

S cp 2
= —H(S)/ <—¥) 6_% S dr
0 S

c) Dadof un abierto acotado d&? x R, consideremos un conjunto de la foriRa x [a, b] que
lo contenga. Entonces, por el apartado b), se tiene que

/ |w(x, t;y, 7)|dedt = / w(x,t;y, 7)dxdt </ / w(z, t;y, 7)dxdt
R2

b—a
dt < .
@C / (™) oC)

d) Paracada > 0y ¢ € D = D(R?), denotandd’ = D’(R?), gracias al apartado b) se verifica
que

(6Cot(o = 1:9) ) x> = Gy [ €l = )pla)da

Ahora, denotandd. = ||¢’||C(R2), basta hacer el cambio de variable (4.9) para obtener el
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resultado, puesto que

Agg(x—yas)(W(x)—w(y))d ' QCL/RQG el e

4rs

2 0o
QC L / / 5 e 2drdd
0 0

2 C L [ Cp +2
et / e -9 r2dr
0

4rs

o0 2 C T 2Cp r2
=—L _ e % s |rdr
0 4s
_e0p 2" * _o0p 42
=—-L (Te 1T s — e 4 Sdr
r=0 0
o0 oCp 12
= / e~ 1 sdr
0

Qcp

e) Paracada € R?yt < 7, se tiene que

1 _2Cp _Jz—y|?

by ) = T RO-K0
BT = k) - K) ¢

Por una parte,

O gy = = KOt i
ot YT T (K@) — K (1))

1 1 0Cp|x — y’k(t) _eCp la—uP?

_ E(buw(s, ty,7) (1_ 0Cplz —yP* )

Por otra parte, para= 1, 2,

P — Y5 C |z— ‘2
a—w(w,t;y,f) = 1 (_429019(@ yz))> e

ox; Ar(K(t) — K(7)) (K(t) — K(7)
Sy SRy
R 00T) =~ R e )
* sty SR R )
\ =5 Koy (0 s 2w
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En consecuencia,

k() Agw(z, ty,7) = —

k(t)eCpw(z, t;y, 7) (2 0G|z —yf? )
2(K(t) - K(r)) 2(K(t) - K(r))

- k(t)w(z, t;y,T) - oCyplz — y|?

= —0Gy K(t)— K(7) (1 A(K(t) - K(T)))
ow

= _Qcpa(‘rat;yalr)’ a

Proposicion 4.2.3 (Solucion fundamental del operado£*) Fijadosy € Bry T € (0,t), la
funcionw : R? x R — R definida en(4.8) verifica

L*(w(z,t;y, 7)) =6(x —y,t —7) en D'(R? x R).

DEMOSTRACION Debemos demostrar que para cada D = D(R? x R) se verifica que

) ow
I= < 0C)—— T (z,t;y,7) — k(t) Agw(z, t; y,T),w(fﬂ,t)>
D' xD

- (P(yv’r) (: <(5(.%' -yt = 7_)7 @(xvt»D’XD)?

dondeD’ = D'(R? x R).

En primer lugar, nétese que

ow
I = <—E(m,t; Yy T), nggo(:c,t)> —(Agw(z, t;y,7), k(t)p(x, 1) pryp
D'xD

0
= (wlatin) 0O G @.0) = (ot KO AR D e
D'xD

_ /_Z /R2 w(z, t;y, ) (gcp%f (z,t) — k(t)Aap(x,t)) ddt.

En la Gltima igualdad hemos usado ques localmente integrable &7 x R (seguin el apartado c)
del Lema 4.2.2) y la equivalencia entre las funciones loeab integrables y las distribuciones
regulares (cf., por ejemplo, [73, pag. 23]).

Ademas, puesto que
w(x, t;y,7) =0 si t > T,

se tiene que

[ /_ Oo /R (e, ty,7) (gc ‘Z‘P(x P k(t)Aw(x,t)) dudt

~ lim / o /R (b, 7) (gc aa*p(x £) — k(t)Agp(m,t)) dudt.

e—0t J o
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Integrando por partes, el apartado e) del Lema 4.2.2 peawsitébir

I = lim (ngw(x,t;y,T)go(x,t) t:T_E) dx

e—0t Jp2 t==00

) T—& ow
+ hm/ / —0C)—(z,t;y,7) — k(t)Agw(z, t;y, 7) | p(x, t)dzdt
e—0t J_oo JR2 ot

=0

= lim 0Cpé(x —y, K(1 —¢e) — K(7))p(x, 7 —¢)dx

e—01 JR2
= lim 0Cye(z —y, K(1 —¢) — K(7))p(z,7)dz
e—01 JR2
+ i [ 0Cta =y K - 9) — K() (ol = 2) = (o, 7)) o

El segundo limite de la esta igualdad es nulo pues, si destaor

Oy
L=|=£
|5

C(R3) ’

el apartado b) del Lema 4.2.2 asegura la acotacion

[ Cotla = 0K = )~ K)ol =) = (o) do
< Lang/ E(x—y,K(r—¢)—K(1))dx = LeH(K(T —¢) — K(7)) = Le.
R2
Finalmente, aplicando el apartado d) del Lema 4.2.2, sdugnque

I = lim 0Cé(x —y, K(1—¢) — K(7))p(x, T) dz
e—01 JR2
= <6('T - y)’ SO(‘T’T)>D’(R2)><'D(R2) = (p(y,T). o
Observacion 4.2.4Aunque no sera necesario para la obtencion de nuestrotadssjlresaltamos

que la Proposicion 4.2.3 permite, formalmente, representaquier funcion: € C(Bgr x (0, t¢))
como

te
u(y, ) :/ L (w(x, t;y, 7))u(x, t) dedt (4.10)
0 JBg
(cf., por ejemplo, [40, pag. 69]). o

La solucion fundamental del operad®t que hemos construido verifica la condicion (4.6). El
siguiente paso es demostrar que para ella, a pesar de quetertepe al espacid’, es valida la
igualdad descrita en el Corolario 4.1.6. Previamente,si@rros un resultado técnico:

Lema 4.2.5 Seart2 un abierto acotado d&” y f € C?(2)NL*(Q),p € NU{0}. Entonces, para
cada abiertow fuertemente contenido €n(es decirw C ) existe una sucesiofifs}s C D(2)
tal que:

a) {fs}s converge af fuertemente el ?(£2).

b) {D“fs}s converge aD® f uniformemente e (w) para|a| < p.
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DEMOSTRACION En primer lugar, puesto que e L?(f2), existe una sucesiofifs}s C D(Q)

que converge fuertementef@n L?(Q )(véase V. gr., [4, pag. 71]). Ademas, el Teorema de Weiers-
trass asegura que existe una sucesifn; C C> (@) con la propiedad de que todas sus derivadas
de orden menor o igual queconvergen uniformemente a las respectivas derivadgsede (cf.,

por ejemplo, [74, pag. 18)).

A continuacion, dadal = dist(w, 02) > 0, es claro que si se elige < %, entonces eb—

entornows dew (los puntos d&® ™ que distan d& menos que) verifica quew; C . Para cada
0 < % consideramos una funcidfy que verifique

{ fs enw
fs=14 .
fs enQ\ws,

definida enws\@w de forma que esté uniformemente acotada gmue sea de clase infinito €h

Obviamente, la sucesion asi definida verifica quig}s < D(2) y cumple el apartado b).
Ademas,

[ sto-r@par = | s / s [ list)=f@)Paa.

Notese que los tres sumandos del segundo miembro tiende aw@ndod — 0: el primero
y el tercero, por las respectivas convergencias de Iasieuees{f(g}(; y {fs}s: el segundo, por
la acotacion uniforme e del integrando y el hecho de tender a cero la medida del dordii
integracion. o

Estamos ya en condiciones de demostrar una férmula querpropa una representacion de
la solucion del problema (4.5) en términos de sus valorea éoitera:

Corolario 4.2.6 La solucion del problem#4.5) puede expresarse, pafg,7) € Br x (0,t¢),

como
_ Cplz—y|?
. / f(t) = B(R,t) — TO/ " TRO-K dadt
47T K(t) — K(7) 9Br

T k(t)v(R,1) / 0 (M)
e TN T\ — | e AEDH-KE) | dadt.
o K(t)—K(7) 9BRr on

DEMOSTRACION Para aligerar la notacion escribiremogre, t) (0, incluso,w) y no explicitare-
mos los parametrogy 7. En primer lugar, nétese que para tddor) € Br x (0, ;) la funcién

w verifica la condicion (4.6). S perteneciera al espaci®, la igualdad (4.11) se obtendria di-
rectamente de (4.10) (si ésta siguiera verificAndose) ssngué aplicar el Corolario 4.1.6, puesto
gue la relacion

(4.11)

1sit>t,

() - ) =1 ([ hie)az) :{ 0sir<t

permitiria escribir

8 — o f ) E(R, t) TO 3 é}?ﬁ\i}(y\i
/O(f() V(R t) — To)/aBRwdxdt / RO~ K@) /BBRe "O-K dpdt
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/ﬁﬂﬂ(RtX/ Y dudt = /ﬁ / 0 <fﬁf”»)ddt
5 , - e 4(K T €T
0 OBR an K OBR an

Vamos a demostrar que, a pesar de qug X, la igualdad (4.11) sigue siendo correcta. Para
ello, definimos
min{R — ||y|| , 7, ts — 7}
2

e =

y denotamos pof). el cilindro
Q- =B:(y) X (T —¢e,7+¢)
para cadd < ¢ < ¢*. Esta eleccidén de* asegura que
@al C @62 C Br x (0,tf), 0 < e <eg <e*.

Para dichos valores deelegimos una funcion. € C*(R? x R) verificando

0, (ac,t) € @g
n(z,t) = ¢ €[0,1), (2,t) € Q\Qs
1’ (.%" t) ¢ Q€

y, a partir de ella, construimos la funcion

we(x,t) = ne(z, t)w(z,t).

Notese quev. € X y verifica la condicion (4.6). Por tanto, aplicando el Coriol&.1.6, se
tiene que

/O [ 2w ot = /O (F(t) — B(R, 1) — To) /a . el )

b _ Owe
—/0 kE(t)o(R,t) /83R 57 “(z,t) dxdt

_ h/o (F(t) — B(R, 1) — To) /aBR w(z, t) dudt

te _ a
—/0 kE(t)o(R,t) /83R a_,(x t) dxdt,

puesto quew. coincide comv en un entorno dé&Bg (lo que hace que también coincidan sus
derivadas normales €hBR).
Sélo nos queda probar que
te
lim L5 (we) vdzdt = v(y, 7).
e—0 0 BR

En primer lugar, tomando en el Lema 4.2.5= v, Q = B x (0,%f) Y w = Q.+, podemos
asegurar la existencia de una sucesiof}s C D(Bgr x (0,t)) que converge a fuertemente
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enL?(Bg x (0,t)) y uniformemente el)..; ademas, la sucesiqiC(vs)}s C D(Bg x (0,¢))
converge uniformemente&(v) = 0 enQ... En particular, se verifica que

%ﬁ% v6(y7 7—) = U(yv 7—) (412)
y existe una constanté > 0 (independiente dé) tal que
Hﬁ(%)”c@s*) <C (4.13)

para toda) > 0.

Teniendo en cuenta qu& (w.) € L?(Bg x (0,t;)), podemos escribir
ts tg

lim L*(we) vdzdt = lim lim L*(w.) vsdadt.
e—0 0 BR e—00—0 0 BR

Veamos que, de hecho,

143
lim / L (we) vgdxdt = v(y, T),
0)=00 Jo s, (we) vs (y,7)

con lo que se tendra el resultado. Para ello, para €add® debemos encontrap = dy(c) > 0y
g0 =¢ep(o) > 0talesque, sb < 0 < dyy 0 < e < g, €ntonces
tg

L (we) vgdzdt — v(y, )| < o

Br
Aplicando la desigualdad triangular, escribimos

te te
L (we) vgdxdt — v(y, 7)| < / L (we) vsdzdt — vs(y, T)
0 JBp

Br

(4.14)

+ |U5(ya7—) - U(y’7)| .
Para acotar el primer sumando del segundo miembro de (4iliZdmos que, para cada fun-
ciony € D(Br x (0,t¢)) y 0 < e < ¢*, se verifica que

tg
/ / Lpdxdt‘ '/ — 1)w<pdxdt' / |w| || dzdt
Br € Qe

2e
< ||@||c@6*) /Qg |w| dzdt < Q—Cp ||¢||C@E*) ’

donde en la ultima desigualdad se ha usado lo demostradapargéhdo c¢) del Lema 4.2.2.
Tomando, en particulag = L(vs) en la desigualdad (4.15) y denotarfle= D(Bgr x (0, t¢))

y D' = D'(Bgr x (0,t)), la Proposicién 4.2.3 permite escribir

te

(4.15)

L (we) vsdzdt — vs(y, 7)

te
= / L (we) vgdxdt — (L™ (w), vs)prxD
Br B

R
te
_ / / waﬁ(v(g)dxdt—(w,£(05)>plxp‘
0 Br

_ /tf /BR v(;)dxdt'

_QCp )
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donde se ha utilizado la ya citada equivalencia entre fiiesidocalmente integrables y distribu-
ciones regulares, y donde viene dada en la acotacion (4.13). Asi pues, eligiendo

, QCp 0 &
Ep = IMin 13
0 40 )

se verifica que

<O’
2

143
/ L (we) vsdzdt — vs(y, 7)
0 JBg

para todce € (0, ).
En cuanto al segundo sumando del segundo miembro de (4as43, &plicar la convergencia
puntual (4.12) para garantizar la existencia déu 0 de forma que
g
|’U§(y,7') - /U(yaT)| < E
paratodd € (0,dp). o

Observacion 4.2.7La funcion definida eBi que a cada le hace corresponderc"”—y‘Q, con
x € 0Bpg, no es radial. Tampoco es radial la funcién definidad#y que a cada: le hace
correspondee—c"”—y‘Q, cony € Bg. Sin embargo, si que lo es la funcion definidal&gp por

_ — ]2
Y — e~ gy
OBR

y, por tanto, también es radial la expresién dada en (4.1jg(#e, a primera vista, pudiera no
parecerlo). o

Veamos coémo se expresa la solucion del problema (4.5) edeocadas polares:

Corolario 4.2.8 Denotando por

1
_p2 2 _
v(r,0) = R* —2RrcosO +r°y g(t, 1) K —K@)’
la solucion del problem#4.5) verifica:
t 2w
(r, ) = / (£(7) = B(R.7) = To)g(t.7) / eS0T iy
T Jo 0
(4.16)
t 2w
+ Qng k()T (R, 7)g(t, 7) / (R — 1 cos 0)g(t, 7)o~ FAT0(t7) g
T Jo 0

parar € [0,R) yt € [0, t¢].

DEMOSTRACION Para(z,t) € Brx (0,t¢) el Corolario 4.2.6 permite escribir, tras intercambiar
los papeles de las variabley 7 y de las variables e y,

t
vt = 3= [ (f0) =) = Tgler) [ e i) ayar
R

1t 0 eCp 2
N T = (e~ a lz—ylPe(tT)
1 ), O D) /a o B (e ) dydr.
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Sea(r,t) € [0, R) x (0,%); puesto que la funcion es radialv(r,t) = v(x,t) para todor con
|z| = r. Sielegimosr = (r,0) € R?, para cadg = (Rcosf, Rsen ) € OBy se tiene que

|z — ?/|2 — R?> —2Rrcosf + 1% = y(r,0).

Por tanto, mediante el cambio de variaple- (R cos 6, R sen ) obtenemos
2

/ o~ “Pla-uPato) gy — R / " a0t gy
O0BRr 0

Ademas, puesto que la derivada en la direccién normal extaria frontera de la bol®x es la
derivada respecto a la coordenada radial, podemos escribir

0 oCp 2 2 0 oCp (2 2
(o2 l—ylfg(tT) _ O ([ L2 (p2—2prcos 0+r2)g(t,T)
/aBR an <e ! )dy R/O ap (e ! )

2m
= —QCTPR / (R —rcosf)g(t, T)e*%”’(r’e)g(t”) de,
0

do
p=R

con lo que se llega a la expresion

t 27
o) = e [ () = o(Rer) = To)gle,r) [ e 000 dgar

+ 2 k(T)o(R,T)g(t, T)Q—gp

2 oC.
/ (R —rcosB)g(t,7)e” 7 WD9ET) ggr.
47 0 0

Esta formula es también valida, de forma obvia, pata 0 y se extiende por continuidad a
t=1 0o

Describimos, a continuacién, una forma alternativa deregi@sentacion:

Corolario 4.2.9 La solucién del problemé4.5) puede también expresarse como

t 27
w0.t) = 5= [ (F) = (Rr) = Do)g(t,r) [ e T4 agar
t 9= 27 .
A / R—rcost _eCoyioygitr) ggqr
27 Jo OT 0 ~(r,0)

parar € [0, R) yt € [0,1].

DEMOSTRACION Integrando por partes (respectorpen el segundo sumando del segundo
miembro de la ecuacion (4.16) y teniendo en cuenta que

ag ., .\ _ K(r)  _
or T = TR~ KR
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se obtiene
t QC 2 °Cp 0
/ k(T)E(R,T)g(t,T)Tp / (R —rcosO)g(t,7)e” 1 1Dt goar
0 0
2w t
R—rcos@/_ oC) 2 2% (. 0)g(t
=— = | B(R,7)( = =Lry(r,0)k(r)g*(t,7)e” 4 YNIED drqg
R | (- o)k ) )
27 . t
— M/ E(R’T)E(G*#’y(rﬂ)g(t,r)) dee
0 v(r,0) 0 or
2w = t 9
__ [T R resh s p eS| [0V g =20t g | g
0 ")/(7", 0) =0 0 or
=0
2" R—rcosf [tOT eCp

= — | —=(R,7)e 7 "m0t grap,
0 Y(r,0)  Jo OT

lo cual lleva al resultado.

Deshaciendo los cambios de variable que nos permitiercar pas problema original al pro-
blema con ecuacién y condicion inicial homogéneas, llegaat@esultado fundamental de esta
seccidn, el cual proporciona una representacion de laiéaldel problema de partida escrita en
funcion de sus valores en la frontera.

Teorema 4.2.10Denotando
m(t) = T(R,t) y Q(t,7) = ez "=
la solucion del problem#4.1) puede expresarse como
Rh

Tr,1) = 10Q(1,0) + 2 [ (1) () @t 7lgte,7) [ e EA0000 agar
0 0

R t( , oY , ) /2’TR—TCOSH _Cp_a
+ — m' (1) — — m(7)P' (7 t, T = e 1 09T qodr
= | ()= s moP ) o [

parar € [0, R) yt € [0,].

DEMOSTRACION A partir del Corolario 4.2.9, deshaciendo en primer lugaaenbio de varia-
ble (4.4), se tiene que

Rh t 2m oCp 0
a(rt) = To+00) =T+ - [ (F(0) ~a(Rr))gle,r) [ e "0 dgar
0 0
t 9~ 2m
+ R ["ou R —rcost 6—#7(7“79)9(&7) dOdr.

or Jy or " 0 v(r, 0)
Si a continuacién deshacemos el cambio (4.2), teniendoamtague

du 9 5= (P(0)—P(7))
-~ _ C
5, (R, T) 5 (m(T)e‘—’ » )

_ (m/(’f) o P/(T)&m(T))eﬁ(P(O)_P(T))
oCyp

= (m'(r) - P’(T)Q%?m(f))Q(O,T)



4.3 Unicidad de solucion del problema inverso 139

y que
Q(tv O)Q(07 7—) - Q(tv 7_)7

llegamos a

T(r,t) =u(r,t)Q(t,0)

Rh

t 2 oC
= 1Q(0)+ 5 [ () =m(m) gt ) [ e T dgar

R [t o " R—rcosf _eCp
+ — m/ (1) — P (1) —m(r t,T / — e m0e) godr,
5 [ () =P gmmen [ A .

Observacion 4.2.11Aunque la funciory verifica

o ot ) — L =
lim g(t, 7) = lim K(r) - K@)

los integrandos que aparecen en la expresion del Teorenid £2tan bien definidos; mas pre-
cisamente, ambos se anulanmen- t. Este hecho se tendra en cuenta a la hora de implementar
numéricamente esta férmula.g

Como es ldgico, se tiene la analoga version alternativalpaesnmperaturd

Corolario 4.2.12 La solucion del problemét.1)también puede expresarse como

2T
T(r,t) = ToQ(t,0) + f—: / t (T(7) —m(7)) Q(t, T)g(t, ) / ¢TI0 dpdr
0 0
oCp,R [* T (R —rcos0)g(t, )
+ 228 [ k) m(r) - Tt )@ ) [ EL BT dpar

parar € [0,R) yt € [0, t¢].

DEMOSTRACION Este resultado se prueba de forma totalmente analoga assdemuestra el
Teorema 4.2.10.

4.3. Unicidad de solucién del problema inverso

En esta seccion abordamos la unicidad de solucion del pnableverso, entendiendo por ello
que la funcionk esté univocamente determinada por los valores que tomed&fil’ en Ry en
otro puntorg € [0, R).

Es de resefiar que esto no siempre ocurre. Por ejemplo, sijfeetatura exterior evoluciona

en la forma
To(t) = Toeﬁ(P(t)—P(O))

la propia funciéonT’(t) = T¢(t) es solucion del problema directo (4.1), independienteendet
cudl sea la funciom.

Para asegurar la unicidad de solucion del problema de fidantel coeficiente de conductivi-
dad, restringiremos el contexto en que se plantea el pr@bljetrabajaremos bajo las siguientes
hipotesis:
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(H1) T*(t) = T, para toda € [0, t¢].
(H2) La presionP es lineal y estrictamente creciente. Por taft@;) = 5 > 0, t € [0, t¢].

Observacion 4.3.1Nétese que, dado que nuestro objetivo es identificdm que suponemos es
gue podemos disefar un experimento que satisface estassigpd o

Gracias al principio de comparacion se llega a los sigusergsultados, que nos ayudaran a
demostrar la unicidad del coeficierite

Lema 4.3.2 Bajo las hipotesigH1), (H2) y siendok lipschitziana eno0, t¢] conk > ko > 0, se
verifica que

(P(t)=P(0))

Ty < T(x,t) < Tpe®r (4.17)

paratodo(x,t) € Bg x [0,t]. Ademas, para cad#t € (0, ;) exister* € (0,t*) tal que
Ty < m(T*)

DEMOSTRACION. Ladesigualdad (4.17) se transforma, deshaciendo losioarié variable uti-
lizados previamente, en la desigualdad para

flt) =Ty < wv(z,t) <O0. (4.18)

Es sencillo comprobar que, aplicando el principio de cowr@an descrito en la Proposi-
cion 4.1.7 a las funciones, = f(t) — Tp y v = v se obtiene la desigualdad de la izquierda.
Anélogamente, la eleccion de = v y vo = 0 en dicho resultado proporciona la desigualdad de
la derecha.

Demostremos el aserto final razonando por contradiccigpoi®1amos que existe un interva-
lo (0,t*), con0 < t* < t¢, en el quem(t) = Ty para toda: € (0,¢*). En tal caso, la funciéf”
seria solucion del problema

T
QCpaa—t — k(t)AT = aP'(t)T en Bg x (0,t*)
oT
k() == = B t*
()aﬁ 0 endBpr x (0,t%)
T:TO en BRX{O}

Gracias a la unicidad de solucion de este problema (véage, {63, Teorema, pag. 176]),
nuestra funciér” tendria que coincidir eABgr x (0,t*) con la (Unica) solucion de este problema
que es

Ty 5y (PO-PO)

la cual no verifican(t) = Ty para ningart > 0.

Lema 4.3.3 Bajo las hipotesigH1), (H2), supongamos quee € C'([0,t¢]), k > ko > 0y que se
verifica la condicion

f't) af 1

K () < k(t) ——L— = k(t — (4.19)
O <O Foy -7 =*0 o0, e
cuandot € [0, ¢¢]. Entonces,
oT o ,
- - < .
5 (z,t) oC, T(z,t)P'(t) <0 (4.20)
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paratodo(xz,t) € By x [0,t]. En particular,

sit € (0, tg).

DEMOSTRACION Nuevamente transformamos, mediante los cambios de igriabdesigual-
dad (4.20) en la correspondiente desigualdad pagae no es otra que

v
T —(z,t) <0.

o : 0 -
Si derivamos respectotaen las ecuaciones del problema (4.5) obtenemosa%uwerlflca las

igualdades
d (0ov w\ K k' ov
0 [0v ov 81} K
k:@_n(a)—'—h(@t)_hf hf——h(f To —v).

Ademas, puesto que es constantemente cero en el instante inicial, la primesacin
de (4.5) nos asegura que

ov
T —(z,0) =0
Asi pues, hemos demostrado gue- % es solucion del problema
K
Qcpaa—v — kEAY = QC P -y en Bp x (O,tf)
/
k% +hY =h <f, - E(f Ty — U)) enoBg x (O,tf)
V=0 en By x {0}.
Si ahora consideramos la funcign= %V = %8— (es decir, realizamos el cambio de variable
analogo a (4.2)), tendremos qgieerifica
a¢
QCp ot —kAC=0 en Bgr X (O,tf)
h K
ke e = (7= -T-0)  enoBrx .0
(=0 en Bgr x {0}.

La condicion (4.19) nos servird para demostrar que
h(., K

Con este objetivo, distinguiremos dos casos: los instanesa los que se tenga qu&t) < 0y
los instantes en quek’(t) > 0. Asi,
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1) Sik'(t) < 0: Gracias a (4.18) sabemos qfig) — Ty — v(x,t) < 0. La desigualdad se obtiene,
por tanto, sin mas que tener en cuenta que

/ —_ﬂ_%t<
() = nge e < 0.

2) Sik'(t) > 0: Usando la desigualdad derecha de (4.18), podemos escribir

I VN S R SR (O
i (10 - 5200 -1 vw)) = 1 (10 - 00 - ™)

g (00~ K(O(70) = To))

La condicion (4.19), junto con el hecho de gtie) — T < 0, proporciona el signo requerido.

Una vez probada la desigualdad (4.21), el principio de coag@n de la Proposicion 4.1.7
es, de nuevo, el argumento que permite concluir el resultado

Observacion 4.3.4En realidad no es necesario exigir tanta regularidad a leidork. Bastaria
con que la funcidrk estuviera eV’ 1:>°(0, t¢) (cf. [4, pag. 155]). o

Observacion 4.3.5La condicion (4.19) sobre el crecimiento Hedlo supone una restriccion en
los intervalos de tiempo en que la funcibrerezca (de hecho, la verifican de forma automética las
funciones constantes y las decrecientes). Ademas, puasto g

, 1

lim ——— = o0,

+ aby
t—0 egcp _ 1

dicha condicién no supone ninguna restricién sdbpara tiempos cortos.

Las funciones elegidas en los ejemplos numéricos de la@edct verifican esta acotacion,
la cual hay que interpretar como parte de la informacion eripnecesaria para poder identificar
el coeficiente de conductividad. Esta informacion vienecr dgie el coeficienté no puede tener
cambios bruscos, tipicos de los procesos en que se produirocde fase, lo cual no ocurre en
los casos que estamos analizando, como ya se coment6 erthubtion de este capitulo. o

Con vistas a simplificar la exposicidn, trataremos en priongar el caso en que la conductivi-
dad térmica sea constante. Posteriormente, se extenadeggufaentacion anterior al caso general.

4.3.1. Casa: constante
Si k es constante, la funcigpse expresa como

1

g(t,T):m
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y, gracias al Teorema 4.2.10, la solucién del problema (deble dada por

e s R o0)
TWQ=RMMWJﬁAqXQL@QQ¢ﬂA e v

47 t—r k dodr

R t( / o / > ™ R —rcosf _eCparo)
+ — m (1) — ——m(7)P' (1) | Q(t, T —————¢ 4 -7 dfdr.
o7 /. (1) oC, (T)P(1) ) Q(t,7)  To00)

Supongamos que existen dos constantes poskiwag, que proporcionan la misma medicién
m(t) en el extremo derech@@ y, ademas, una misma medicion en algun otro pugte [0, R).
Supongamos, por ejemplo, gkie > ko y veamos que, de hechb, = k. Denotando por

20(0) = 2(70,0) ¥ o(8) = 0

Y0(0)
puesto que
Rh [t T¢(1) —m(T) 2 e_%ﬂ;o—(i)
(e & m(r) P! o) [ o) e TR g
v % -
b [ (w0 - mnP)) @) [ o) -
Rh t Te( ) ( ) 27 7%«;07(3)
= TyQ(t,0) + —/ -7 Q(m)/ C C dbdr
47 0 t—T1 0 kQ
(o & m(r) P! on) [ vy Y g
v _ % S —
tar [ (w0 - mnPm) @) [ o) -

0
se tiene que

R . Te( ) ( ) o 7% ’10(9) 7% ’Yto(9)
) —m(T e - e -

0= — — 2 (¢ — dod

47r/0 t—r Q(’T)/O k1 ko T

—e 4k t—T
0

t / [0 P/ ; 2m 0 _%’yto_(e) _ oCp vo(0) ded
+§O@W‘fmﬂﬁwwﬂ w(el ) .

(4.22)
Para el casé constante que nos ocupa, podemos concluir que:

a) Existet* tal que, para todé € [0, 2x] y todor € [0,t*], se cumple

2Cp v0(0)

_p _ 2% (0)
e 4kq t*—7 e 4ko t*—7
- Z 0)
k1 ko

con igualdad sélo en el caso en que= k. En efecto, en primer lugar, destacamos que, para
todoc > 0, la funcibnze™°* es estrictamente decrecientersi> % (puesto que su derivada
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. 1 iy . .
e~ “*(1 — cx) solo se anula er y es positiva a la izquierda y negativa a la derecha de ese
. c
punto). En particular, para
0Cp v0(0) 0Cy(R?* — 2Rr cos 0 + )
CcC =

= 4.2
4 t*—71 4(t* — 1) ’ (4.23)

teniendo en cuenta que

_ 0Cy(R?* — 2Rrq cos 0 + ) - 0Cp(R —19)

2
i —7) = Ty el

c

el resultado se obtiene si se toniaverificando

1>1> 4(t*—T) >1 E[Ot*]
— > > 5>, T
ko = Kk QCP(R—’I“())Q —c’ T
es decir,
C,(R —19)?
0<k2§k1<M T € [0,t*].

At — 1)
Esta condicion se verifica sin mas que elegide forma que

* < QCP(R - T0)2

t
4k '

puesto que, en tal caso,rsK t*, se tiene que

0Cp(R — 7o)

Ei(t* —71) < kgt* < 1

b) Dadot* como en a), es claro que, para tade [0, ¢*] y todo# € [0, 27|,

_ 2% 2 (9) _2Cp v(9)
e 4kq t*—1 _ e 4ko t*—7 Z 0’

puesto que la funciéa—“* es estrictamente decreciente para 0 (en particular, para el
dado en (4.23)).

Asi pues, particularizando la expresion (4.22) eat* se obtiene que

Rh t* Te( ) ( ) 2T *%ZQ(Q) ,%29(9)
T) —m(T e R toT g dky o7
0=— — = Q(t" — dod
47 /0 tr— T @ ,7')/0 k1 ko g
R [/, o , 2m _e%p®)  _eCp ()
+ — <m (1) — —m(7)P (T)> Q(t*,T)/ o (0) (e Wy 7o — g k2 f*7>d0d7.
2 0 QCp 0

El apartado a) anterior y la desigualdad (4.17) determin@regintegrando del primer suman-
do es no positivo; analogamente, el Lema 4.3.3 y el apartadotérior, junto con la propiedad
R —rgcos@ - (R—ro)
0(0) T (R+10)?

1[)0(9) = > Oa NS [0’ 27T]a
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hacen que el integrando del segundo sumando sea tambiésitieqpdor tanto, cada integrando
en dicha expresion debe ser la funcion idénticamente nukdu&ndo el primer integrando en el
correspondiente instant€ del Lema 4.3.2 se tiene que
_ 2% ~0(9) _9Cp v(0)
e 4k tF-7F e kg tF—7F

- =0
oy ko ’

por lo que, gracias al apartado a), se concluyeique k.

Todo lo anterior queda recogido en el siguiente resultado:

Teorema 4.3.6 Seanl; y T las respectivas soluciones de los problemas

Qcpaa—f — k1 AT = OéP/(t)T en Bg x (0,t)
T

kl% =h(Te(t)—1T) endBgr x (0, tg)

T =T, en Br x {0}

y
( aT

QCPE — ko AT = OéP/(t)T en Bg x (0,t)
T

kz% =h(Te(t)—T) endBgr x (0, tg)

T=T, en Br x {0},

siendok; y ko dos constantes positivas. Supongar(te$), (H2) y que para toda € [0, ;] se
verifica
T1(R,t) = To(R,t) y Ti(ro,t) = Ta(ro,t) paraalginrg € [0, R).

Entoncess; = k3. o

4.3.2. Casa: arbitraria
Supongamos que existen funcionesy k-, distintas que proporcionan la misma medicion
m(t) en el extremo derechB y, ademas, una misma medicion en algln otro pugte [0, R).
Vamos a suponer que se verifica la siguiente propiedadeexist [0, t¢] y t* € (to, t¢] tales

que
ki(t) = ka(t), ¢ € [0, 0]
kl(t) > k‘g(t), t e (to,t*].

Paraello, las funciones anteriores no deben tener osmilesidel tipo de las que tiem@en (%)
enxz = 0. Una condicién suficiente para que se cumpla esta pequefiadiés es que las fun-
cionesk; y ko sean, ademds de continuas, localmente analiticas pordahdeen0,¢); esta
clase de funciones incluye a cualquier funcion definida zo8a@ue en cada trozo coincida con
un polinomio, una funcion exponencial, una funcion trigmeédrica, etc. o con funciones que sean
composiciones entre ellas.

Denotando por
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para: = 1,2, y argumentando de manera analoga a como se hizo en el apdrgatiose llega a
que

ho[t 2m Cpr0(0)71 (1) 0Cpr0 (0)z3(r)
0= [ () —min) Qe (xlmei" i ) dodr
4ar /o 0
t* ! 2 x1 (T xo(T
L (m/(T) _ om(DP(7) (T)>Q(t*77)/ ¢0(9)(€ e el )>d0d7.

Para poder llegar a hacer un razonamiento parecido al dekaamstante, veamos en primer
lugar quer; (1) < xo(7) SI0 < 7 < t*:

a) Sit € [0,1o)
() 1 1 1
TUT) = — = "o = = "o =
/7- ki(s)ds /7- kl(s)ds+/to ki(s)ds /7- k:g(s)ds+/to ki(s)ds
1
< %o e = .%'2(7‘).

/ kg(s)ds—i—/ ka(s)ds

T to
b) Sit e [to,t*] ) .

x1(7) = < —= = 2o(7).

/T ; kr (s)ds / ko (s)ds

Por otra parte, utilizando que la funciar—<* es estrictamente decrecientersi —, para la
., &
eleccion de

2 2 560 2
e = L 5 () = LRI = 2Mn0cosf b o) (4.24)
se tiene que

xl(T)e_c“(T) — xg(T)e_m(T) >0

siempre que:;; > —. Esta condicion se cumple si, por ejemplo, se pide a la funcignpor tanto,
C
a las funcioneg; y ko que queremos demostrar que son iguales) que verifique

ts C (R — 2
/ k:(s)ds < M <e,
0 4
lo cual debe ser interpretado como parte de la informaciérioai gue debe conocerse sobte
para poder determinarla de forma univoca.

Puesto que la funcidyi(z) = e~“* es decreciente para> 0, la eleccion de: en (4.24) hace

que se tenga
6—0301(7') o e—czg(’r) > 0.

Suponiendo las hipétes(bll) y (H2), gracias a los Lemas 4.3.2 y 4.3.3 volvemos a encontrar-
nos con que la suma de dos integrales definidas de sendasrfescio positivas se anula. Puesto
qgue el primer integrando tiene puntos en los que es estictEMegativo (todo un entorno del
instanter™ del Lema 4.3.2), llegamos a una contradiccion, la cual previde suponer que hay
puntos en0, t¢] en los quek; # ko. Asi pues, se concluye qug = ky en|0, t¢].

Estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado:
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Teorema 4.3.7 Seanl y T las respectivas soluciones de los problemas

T
( gcp%—t — ki (DAT = aP' ()T en By x (0, 4)
k‘l(t)% =h (Te(t) — T) endBpr x (O,tf)
T="1T en Bp x {0}
g oT
QCPE — k‘g(t)AT = OéP/(t)T en Bgr x (O,tf)
T
k‘g(t)% =h (Te(t) — T) endBpr x (O,tf)
T=T, en Br x {0},

siendok; € C([0,t]), conk; > kg > 0,5 = 1,2. Supongamog¢H1), (H2) y que para todo
t € [0,t] se verifica

T1(R,t) = To(R,t) Yy T1(ro,t) = Ta(ro,t) paraalginrg € [0, R).

Si las funcioneg; son localmente analiticas por la derechal@ni;) y verifican

te C R — 2
/ ki(s)ds < w, i=1,2 (4.25)
0
g 1
k(1) < ki(t) a—ﬂT, te0,t], i=1,2,
0Cp putyt 1

entonces; = ky. o

Observacion 4.3.8El resultado anterior nos indica que si suponemos que lakineéds de que
disponemos en, y en R son las correspondientes a una temperatura que se modeldiante
las ecuaciones (4.1), cdnverificando las hipotesis requeridas en el Teorema 4.3t@nees la
funcion k queda univocamente determinada a partir de dichas meescion,

Observacion 4.3.9Cuanto mas separadas se hayan hecho las dos medicionesyaréo mas
cercano a cero estg) menos restrictiva sera la condicion (4.25) relativa afarimacion a priori
sobrek y, por tanto, podremos garantizar la unicidad de solucidrpdiblema inverso para un
conjunto mas amplio de funcionesg

4.4. Resultados numéricos

Comenzamos esta seccién describiendo la metodologiaadglipara resolver el problema
inverso, la cual se basa en un método de colocaciéon con figkicontinuas lineales a trozos en
una particiéon temporal. Buscaremos una aproximacion @etipst para la funcion: (es decir, las
incégnitas seran los valores #en cada uno de los puntos de dicha particion).

Suponemos que las mediciones experimentales se han heeheeantro y la frontera de la
bola, en cada uno de los instanigs = 1,2, ..., n, de dicha particién. A continuacion, se escribe
la igualdad del Teorema 4.2.10 con= 0y t = t;, Se sustituye el valdr'(0,t;) por la medicién
en el centro de la muestra en ese instante y se sustituyediéiiun por la interpolacion lineal a
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trozos de las mediciones en el borde. La derivada de aproxima mediante la formula progresiva
de primer orden. La aproximacion de las integraleglety) correspondientes se realiza mediante
la regla de los trapecios, tomando como valor de los intelgmer; cero, segin lo comentado en
la Observacion 4.2.11. Estas aproximaciones dan lugar &stems den ecuaciones no lineales
en el que aparecenincognitas, los: valores det en los instantes;, i = 1,2,...,n. Como ya se
ha dicho, el valor dé& en el instante inicial lo supondremos conocido, pues sesponde con el
valor a presién atmosférica.

La resolucion del sistema no lineal asi construido se llecal® mediante la herramienta
f sol ve de Matlab con una precision de la centésima para la raiz @s del tamafo que se
supondra para el error de medicion) y tiE* en la evaluacion de la funcion. Esta herramienta
utiliza una estrategia de region de confianza aplicada aldnéie Newton; los detalles pueden
verse en la documentacion de MatlaDptimization Toolbox, Nonlinear Systems of Equations,
Trust—Region Dogleg Methpgt en [61] y [62]. El valor inicial elegido para comenzar lerdcion
esk; = k(0),i =1,2,...,n.

Presentamos los resultados obtenidos en la identificael@odficiente de conductividad para
tres ejemplos de prueba en los que se ha utilizado el mismenmento lineal de presion (véa-
se (4.26)) y la misma perturbacion de los datos (tal y comasica mas adelante). Se ha partido
de tres tipos distintos de funciongsuna recta, una raiz y una potencia. Los datos del dominio,
asi como para los pardmetros del problema fisico, se hardtowmo en el caso del alimento
de tipo solido del Capitulo 1 (es decir, los correspondiatéa tilosa). Se supone un tratamiento
como el P2 de dicho capitulo, con la salvedad de que el aurdericesion se hace de una forma
mucho mas lenta (en 1800 segundos en lugar de 183) para queaseaotorio el efecto de la
conductividad.

En concreto, la presion se ha tomado como
P(t) =0.2t +0.1 (4.26)

y las funcioneg: objeto de identificacion se han elegido (véase la Figura 4.1)

0.75t + 450
D kO =550

0.75t + 450
2) k() =\ —z00

0.25¢ + 1350\ °
3 k(t):( 1800 >

Hemos trabajado con funcionéscrecientes, pues fisicamente es razonable esperar que la
conductividad crezca cuando se aumenta la presion (véasejgmplo, los datos para distintos
materiales en [47]). El tamafio de estas funciones estalelpgra que tengan el mismo orden que
la conductividad media de la tilosa en el Capitulo 1, cuyove$0.559. Todas ellas satisfacen las
desigualdades (4.19) y (4.25), relativas a la informacipriai sobrek.

Calculamos la que tomaremos como solucion “exacta” dellpnad directo mediante la herra-
mientapdet ool de Matlab, en una particién equiespaciad® denstantes del intervalo temporal
[0, 1800]. Seguidamente, se extrae su valor en el centro de la bolary guniio de la frontera, para
dichos instantes. Lamediciones con errose generan perturbando los valores de la temperatura
en estos dos puntos, de la misma forma en los tres casos, gnmtedna perturbacién de orden
del1 % del rango de las temperaturas.
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Conductividades
1
0.8
06 .7
0.47 —lineal
‘‘‘‘‘ raiz
0 ---potencia
20 500 1000 1500

Figura 4.1: Conductividades consideradas en las pruelvasriuas realizadas.

Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 4.2. Cemlosgrva, el error en la identi-
ficacién dek es mayor al final del intervalo temporal. Esto lo explica elfwede que los valores
dek en los instantes finales intervienen tan sélo en las Ultimaaaones vy, al ser su valor menos
determinante en el sistema no lineal, la solucion numémcaet grado de precision requerido
admite mayores errores al final de dicho intervalo. Estoitapgjue sea mas dificil que, en dichos
instantes, los valores que se obtengan parambien respecto al valor inicial que se propone para
la iteracion.

Los mayores errores en la temperatura calculada tras lafidacion se obtienen, coherente-
mente, cuando se produce el mayor errolkemanteniéndose ligados ambos errores a lo largo
del tiempo. En cualquier caso, los errores cometidos ervtxempacion del” estan por debajo del
orden del error en las mediciones, i. e., del orden de lagiextion, lo cual hace que los resultados
sean muy satisfactorios.

También se indica en la Figura 4.2 (identificado como “ % méverdor”), para cada uno de los
tres experimentos numéricos, el mayor valor del errorivelgtorcentual, es decir, si denotamos
por T la solucién del problema correspondiente a la identificaaidroximada dé, la cantidad

[T - Tenl|,,
méx 1) 5 100
k=1,2,..n TCt)lleBr)
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Conductividad k

1.2

—k exacta

| - -k identificada

0% 500 1000 1500 2000
Conductividad k
14 : : :
—k exacta
1ol k identificada
0.4 : : :
0 500 1000 1500 2000
Conductividad k
1 ‘ ‘ ‘
—Kk exacta
0.9 - -k identificada L
0.8t |
0.71 |
0.6f |
0.5¢
0.4" : : :
0 500 1000 1500 2000

Figura 4.2: Conductividad térmicdz@uierda) y error en la temperaturdgerechg correspon-

% max. de error = 0.14

Identificacion del coeficiente de conductividad térmica, cuando ésta depende de la distribucién de presiones
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dientes al caso en guees una rectaArriba ), una raiz Centro) y una potenciaAbajo).
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