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Topologie compa.réed’une caurbe polaire et de
sa caurbe discriminante.

Hél~ne MAUGENDRE

Résumé

Étant donnéf un germede fonction analytiqueá l’origine de
02, nauscomparonsla complexité topologiquede la caurbedis-
criminantede ! á celle de Sa caurbepolaire.

Abstract

Let f be an analytic functian germ at O in 02. We compare
the tapologicalcomplexity of the discriminant curve of 1 to tEte
anoof its polar curve.

1 Introduction

Soit 1 un gorme de fonction analytiqueá l’origine de 02, et soit e une
forme linéaire sur 02, transverseá f et définie pare(z,y) = az+ by.

Définition. Le gerine polaire de f ponr- la directiun £, est le prodt¿it

des composantesde l’ezpressiona(Of/Oy) — b(Of/Oz), qui nc divisení

pas f. Nous le notons1’.
La caurbe palaire de f pour la directiun e, nutéeF, est le lien des

zérosréduit de r.

Remarque. La caurbe {e = 01 n’est pas une branche de 1’.

Si f est á singularitéisolée á l’arigine, alors {a(Of/Oy) — b(Of/tJx) =

01 et {f = 0} n’ont pas de br-anchocommune.
Si f est de la forme f = gr ayeeg gorme lisse, alors 1’ est yide.

CjassiflcationA.M.S.: 14B05, 32S05, 32S45, 57M25.
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fléfinition. Qn appelle cutir-be discriminante de f paur la direction e,
l’irnage par l’applieatiott 4) = (~, f) de la cutir-be polaire E. Qn la note

A.

Le but de cet article est de comparerla compiexité topologiquede
la caurbodiscriminantedo j ácelle de la caurbepolaire do 1 paur une

dinectian e transyerseá f.

2 Présentationdes résultats

2.1 Premiers résultats

Définitian. La rnultiplicité d l’origitte de la cotirbe f’ (0) est la vaN-
ation de f. Qn la note rno(f1 (0)).

Désbgnanspar (u, y) les coordonnéescomplexosde 4)((C2, 0)). Camine
{ f = 0} et E n’ont pas de brancEtecommune,{v = 0} n’est done pas
une branchode A. De plus, une branche5 de A est tangenteá l’axe

u = O (vair [L]). Pareonséquent,il existe un dévoloppementde Puisoux
de 5 de la forme (yoir [BK])

z bkflktm
bEN’

of> mE NS, bk E O et au moins un des bk est non nul.

Remarque. La multiplicité á l’arigine de ¿ ost inférieureau égaleá rn

et dbvise m. Si m est minimum paun l’existencod’un tel déveioppemont
de Puisoux,alors mo(S)= rn.

Étant donnéune branche¿ de A, nausnotons-y une branciíe de r
tollo que 4)(y) = 3.

Le premier résultat que nausobtononsost le suivant (voir aussi [Ti]
ot [T2] poun unedirection e généralo).

Propasitian. ¡la muutiplicité á l’origine de 5 divise celle de y.

Corallaire 1. Si y est une branche lisse de E, alors ¿ est ¿qalerneol
lísse.
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2.2 Résolutian minimale

Le tEtéorémeprincipal que nausdémontronss’obtient en considérantla

résolution minimale de f . e. 1’.

Soit ir la résolution minimale d’un germede fonctiott analytiqueg á
l’origine de 02. L’arbre de la résolution minimale deg, notéA(g1(0)),
seconstruitcommesuit. Chaquecomposanteirréductible Es du diviseur

exceptiannelir1(O) carrespondá un sommet5 de A(g’(0)). Lorsque
deuxcamposantesdudiviseur exceptionnels’intersectentatt rehiepar une

arételes sammetsde A(g1(O)) qui íes représentent.A chaquesommet

5, on ajauteautant de fi&hes qu’ii existe de composantesirréductiblos
de la transforméestricte, ur’(gt(O)\{O}), de §‘(0), qui intersoctent
Es. Chaquefléche représentela transforméestricte d’uno branchede

g’(0). Notons que le premier sommetde A(g1(0)) est le sommet
représentantla camposantodu diviseur exceptionnelobtenueen éclatant

¡‘origine dans02.

Définitian. La géodésiqued’une composantede g’(0) esí le chemin

orienté quijoint lepremiersommetde A(gt (0)) ¿ lafléchequi représente

ceite composante.

L’arbre A(g’(O)) est orientéayeepaur origine le premiensommet.

Définition. Un sommet5 esí un sommet de rupture si le nombre
de fléchesel d’aréies qui le rencontreníesí att moinségal d trois.

Un sommet de rupture caractéristiqueesí un sommeide mp-
ture qui pr-ovient d’une paire caractéristiquede Puiseuzd’au moztts une

branche de g’(0).

Tutu ature summetde rupture est appetésommet de rupture de

caTncidencepuro. (1/oir [Ma2] et aussi[MW]).

Considéronsdésarmaisl’arbre A((f . e. f’)l (0)), noté Á.

Remarque. II existe un plongernentnaturel de A((f . e)—1(o)) := A
dans .4 (voir [LMW2]).

On colore de rauge, respeetivementjaune, chaquearétede A qul se

trauvesur une géodésiquede (f . e)—’(o), nespectivement(É)’(0). Les

autrespartios de A (celles qui no sant pas situéossur une géodésbque)
sant tracéesen blanc.
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Commo e est transversoá f, la fléchequi représentela transformee
stricte de t> (0) s’accnocheau premier sammetde A.

Définitian. Soil 5 un sommeide rupture (ronge) de A. La zane de
rupture de 5 est la rénnion de 5 avec les cornposaniescunnexesde

A\{S} qui ne possédentauctin summetde rupture.
Soit 5 tin sommetde rupture bicolure rouge-jaunede A. La zonede

rupttre de 5 relative a f . e est la rétinion de 5 avec les composantes
comieres de Á\{S) qui partent de 5 par une aréte unicolore (jaime,

ronge un blanche).

Définitian. Qn dit que la géodésiqued’une bruncitey de f sor-t par 5 si
5 est le dernier somrnetbicolore de la géodésiquede ‘y, i.e. la géodésique

de ‘y devienttinicolorejatine. (Ce sumrnetestforcémentde rupturepour

A).

Définition. Soit 5 un summetde rupture de A. On appelle partie

pulaire assuciée¿ 5 el un note l’s la reuniun des br-anchesde 1’ doní la
géodésiqtesort par 5. Qn note ¿Ss= 4’(Fs).

D’aprés les résultatsdo [LMW2], le sommot5 d’oó la géodésiquo

d’une branche -~‘ de r sort est un sommot de rupture de A, et de plus,
paur tout somrnetde rupture5 de .4 it existe une branche‘y de F d’aú
la géodésiquesant. Autremont dit, taut sommetde rupture5 de .4 qui

appartient au moins á unegéodésbqued’une camposantodo (f . e)—’(o)
est tel que Ps n’est pas vide.

Naus pauvansbnterprétorce résultat en disantque les sommetsde

rupturede A qub ncsantpasdesso¡nmetsde rupturede A santunicolores
jauno ou encone,tout sommetde rupture bicalore rauge-jaunedansA

est un sornmetde rupture de A. Autrernent dit, paun tracenA á partir
de A, an no rajaute aucunsommetde ruptune sur íes géodésiquesdes
branchesde (f . £)~‘ (0).

Théaréme. Soit 5 un suromel de rupture bicolore ronge-jaune de A

ci soit N — 1 le nombre de sumrnets de rupture caracléristiquesqui
préc¿dent5 dans .4 (5 non compris). Alurs le nombre de sorarneis

de rupiure de A(¿Ss) est supéricur 00 égal att nombre de surnrnetsde
rupture de A(Es) monísN.

Remarque. II estclairqueíes N—1 som¡netsdenupturecaraeténistiques

qui précédent5 santaussibicoloresrauge-jautie.Le nombrede somínets
(le rupture canaeténistiquesde A(Es) est supéricur ou égal k N — 1.
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Carollaire 2. Si ~s est irréductible alurs le nombre de paires
caractéristiques de As esí supéricur uit égal au nombre de paires

caractéristiquesde F5 r-noins N.

3 Démonstrations

3.1 Démanstratian de la prapasitian et du corollaire 1

3.1.1 Quatients polaires

Ayee les notations du paragraphe2.1, soit ¿ une branche de A de

développementde Puiseux ‘a = £kEN• bkuktin of> m E N
t, bk E 0

ot au moins un desbk est non nul.

Soit k
0 le plus petbt élémentde N tel que bk0 soit non nul. On note

(ko + m)/rn = Palis ayeepgcd (pa, qs) = 1.

Définition. L’ensembledes quotienispolaires de f potir la direction 1

est 1 ‘ensembleconstittédesnombresrationnelsps/qe,potir ¿ branchede
A.

Natons (g—~(0),h
1(O))a la multiplicité d’intersectianá l’origine en-

tre les gerínesde caurbesg’(0) et h1(0) (voir [0]). Soit & une brancite
de A et soit y uno branchedo r avec 4)(y) = 5. D’aprés [LMW1] on a

Prapositian a. Le quotienípolaire p~/q~ esí égal ti

(f1 (0), y)o/(V’(0), 0o.

Soit Sun sommetde rupturode A et Ct(0) un germede caurberéduit

A l’origine do 02 dont la transforméestricteest unecurvettede E~, c’est-
A-dine un germede caurbelisse qui intersecteEs tansversaleznenten uit

point lisse. D’apr~s [LMW2] nous avons

Proposition b. L ‘ensembledes quotients pulair-es de f est égal ti

l’ensernblc consultédes nombresratiunnels

(f1 (O), C4’(O%,/(V1 (O), C;>(0))o.
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3.1.2 Démonstratians

Commengonspar montrorquesi eest transversoáf aiors¿est transverso
á r.

Comme¿ ost transversoá f, á l’aide de la proposition b qui précéde,
on veriflo faciloment quetout quotient polairedo 1 est supénbeurou égal

á ma(f’ (0)). S’il existait unecamposantoj’ de 1’ tangenteá t, j’ serait
transversoá f et par conséquont,d’aprés la proposition a qui précéde,

on aurait un quotient polairestrictementplus potit que rno(f
1 (0)), ce

qui est impossible.

Parcottséquent,comme¿ est transversoá 1”, paur taute camposanto
ji do 1’ att a maC>’) — (¿—1(O),’y)o.

De plus la restriction de 4) á y est un rox’étemont,d’ordre k~, sur ¿
(voir [LMWI]). On obtientainsi (t>(0),-y)o = k-4{u = 0},5)o. Comme

5 est tangenteá {v = 0} donc transversoá {u = O} att a

moQy)= (Ut (0),y)o=k~({u=0},S)o=k~mo(5),

ce qui acEtévola démonstratiande la proposition.

u

Lo conoilaire 1 est une conséquencedirecto de la proposition qui
précéde.En effet, si y est lisse, att a 1 ~ mo(S) =mgQy) = 1.

u

3.2 Démanstratian du théo&me et du corallaire 2

La démonstrationdu théorérneutihisela théoniede Waldiíausen.Danslo

paragraphequi suit avant de procéderá la déznonstrationdo tltéorémo,
nauscommon~onspardonnerquolquesrappelssur les variétésde Wald-

itauson.

3.2.1 Rappels sur les variétés de Waldhausen

Définition. Une variété de Seifert así une variété dzjferentíable,de

dirnensiun (mis. compacte,connere6 orientée, rnunie d’un fenilletage
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en cercíesdifférentiableet orienté, potir lequel tonte feuille poss~deun
voisinage tubulaire cornpactqui esí une rétinion de fetilles. (Vuir /35]).

Salt g un germede fonction analytiqueá ¡‘origine de 02.

NotonsS la sphérecentréeá l’arigine de 02, de rayan a suffisam-

ment petit paur que le type tapologiquede l’entrelacs14 = g
1 (0) rl S~

no dépendepasdo E. (Voir [Mi]).

La résolution dessingularitésdescaurbesplanosimplique l’existence
d’une décompositionde S~ en une réunion finie de variétésde Seifert

telle que les composantesde 14 soientdes feuilles de certainesde ces
vaniétés. Une tollo décompositionde S~ s’appelle une décomposition

de Waldhausende S~ paur FC
2. Elle est dite minimale silo nombrede

vaniétésdeSeifertest minimal. Elle est alorsunique á isatopieprés. Par

conséquent,la décompositionminimale de Waldhausende S~ paur 14
est un invariant du type topolagiquede g. (Voir [3], [35], [Jo], [W]).

Remarque. Naus rappelonsque dans un cadre plus général il existe

des casexceptionneisavec non unicité de décompositionminimale (voir
[N] et [W]). Cepondant,cescasno se présententjamaisdansle contexto

particulier de décompositionminimalo de Waidhausende S~ paur un
entrolacsassoe>ea un gorme de caurbeplane (en effet les opérationsRO

a RS de [N, p. 304-306]n’apparaissentjamais).

3.2.2 Variétés de Waldhausenct rósolution minimale

II existe une corrospondancobijective entre l’ensomble des sommets

de rupture de A(g
1(0)) et l’ensemblo des variétés do Seifort de la

décompositian minimale de Waldhausonde S~ paur 14. A insi, taute

zane de rupture assacíeea un sommetde rupture 5 de A(g1 (0)) cor-
rospaud á une variété de Seifert 1/ de la décompositian minimale de
Waldlíausen de S~ paur 1<~.

Or, au paragnaphe2.2 ¡¡ausavonsvu quetaut somrnetde rupturebi-
colore raugo-jaunede A est un sammetde rupturede A. Parconséquent,

toute zanede rupture relativo á 1 £ assocíeea un samunetde rupture

bicoloro nauge-jaunode A correspandáune zanede rupturede A. Cette
Zanede rupturedo A founnit unevariétédeSebfenty dela décompositiout

minirnale de Waidhausende S~ paur 1<y.e.

Connaitre le nombredo sommetsde rupturede A(rs) suecédantá 5

nevie¡tt A établir la décompositionminimale de Waldhausendo 1/ paur
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I<r9 = ~srl S~.
Comparerle nombredo sommetsde nupture de A(l’s) et A(As) =

A(@(Fs)) reviont ainsi á déterminer lo nombro de variétés de Seifert
des décompositiansminimalesde Walditausende S~ paur ¡<r~ ot de la

sph~re33 (do 4’(02)) pour K~5 = As rl 33

Le mayend’abtenir cesdécompositionsutilise les résultatsde [LMW1]
et [Mal]. Rappelons-enicb succbnctementle contonu.

Soiont 77, 6, E, Wdes réelsstrictementpositifs teis que 1 >~ E >~ O >~
rl » w > 0. Notans O~ la baulede bond 5?

Désignonspar fi la baule fi = {(a,, y) E O~ / ¡ £(x, y) ¡=61. II existo
un difféomorphismeácoinsdeS = (.ft

1(54)nB)U(f1 (O~)rlOI3) (of>

OB désignele bord do 8) sur la sphéreS~: (Voir [LMW1]). Comino
nausl’avions déjáconstatédans[Mal], u est plus facile do trayajiier avec

2 plutót qu’avecS2. C’est pourquoi,au lieu de 1/, nausconsbdérorísÚ
uno vaniétéde Seifert de la décompositionminimale de Waldiíauseuide

2 pour FC
1., = Srl (f . fl-~ (0), 1/ isotopeá y. Le complémentairodans

2 d’un petit voisinagetubulaire ouvert de Aje., est noté M1.,.

Paur un han choix de ij, 6 et c (voir [Mal]), la rostrictian de 4’ á
2 est un revétementramifló qui admetP rl 2 et les brancEtesde f.d (O)
non reduitospaun liou de ramificationet A rl [(O~ >< S4) U (SJ x D~)] =

A rl (D~ x 54), union S~ x {0} (s’il existo des branchesde f’ (0)
réduites),paur valeursde ramification.

Paurune doscniptionplus approfondiode tols revéto¡nentsvoir [S].

En fait, nous ailons ¿tablir la décompositionminimalo de Wald-
itausen do M1.,. En effot, la décomposition minimale do Walditause¡í
do 2 paur FC¡.e s’obtient faeilement á. partir de celle do Al1., euz pro-

longeant ie feuilletage bnduit sur lo bord de chaque tone. co¡nposautto
cautuiexedu vaisinagetubulaire ouventde ¡Qe, au taretout entior. ¡‘aun
étabhir la déconípositianminimale de Waldhausende Mj.,, nazis citoisis-

sonsun nécí w sufflsammentpetit paun que (0% x ~,i) rl A = ~ (uuz tel

w existe car {0} x S4 n’appartiontpas á A rl (O~ x 54)). Uuz voisiltago

tubulaire ouvert de K¡.~ est alors

o o
U(FC¡.e) = 4)

m(S~x D~) U4’>(D% xS4).

l)&s Iors la~ restniction de 4’ á. £\U(I<j.e) est un revétetneuítrauutilbé s¡tr
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(D~ x 54)\(D~, x54) qui admot

U rl S = U rl (S\U(Kj.e))

paur lior> de raznification et

o

A rl (D~ x 54) = A rl ((O~ x 54)\(D% x54))

paun valeursde rarnification.

Par conséquort,si naus natons 1V la x’arbété de la décompositiarz
minimale de Waldltausonde Mj.~, qui danno 1/ aprósavoir rebotíchéles
tanesde U(FCj.e), la restrictionde 4) A H/ ost un nevétemnontraunifzéde J4/

sur une zanepolaire Z1 — [aquello ost un tare épaissid’áme {O} x S4 (vain

[LN4W1] ou [Mal]) — qui adunot I<r~ = WrlFs paur lior> de nauíziflcation
ot I=7~5= ~s fl .Z¿ paur valeursde ramifleation.

Dauís[Mal] nausavonsdécrit la constructionde la déconíposbtiande

Waldhauseuíde Mf.e qui admet les camposantosdo t’rlS paun feuilles. á
o

partir de la décompositionminimale de Waldhausende (D~ x

xS4) relativo á A rl (D~ x S4).
Par la rn~me métítade naus pouvouís, en particulier, decnino

la décompositian de Waldhausen de Hl paur ‘<r~ A partir de la
décompositianmniutiunale de Waldltauseuzde Z¿ paur IQ<.

Remarque. (i) Les IV — 1 promiers sornnets de rupture de A(Fs),

lesquols sant caraetéristiques (paragraphe2.2) cornespondeuítA des
variétésdo Soifert

141k de la décompasitioníniuiimale de Waldlíausende

paur I=’r
9qui sant telles que 4’(l’Vk) = Zk of> k < i. (Voir

[LM\V1] et [LMW2]). PareonséqueuítcesIV— 1 sourtmotsrt’iuttenvterínent
pas da.nsla décautíposztiaui rrtinimale (le Waldlíauseuí de Z1 poiz r

(u,) En autre lo sornmet5, n’est pas farcéutíe,ttassociéA iii

de rupture de A(As). Par construction, iuuíe cozíditioíí uzécessairopaur
que 5 ¡te sait pas assoc¡ea un somínetdo rttpture de .

4(As) est que

le quotient polaire associéá 5 sobt un eutier. En effet, siítaut, caunme
le quotieuit polaire associéA 5 corrospon(l au preuzuonoxposa¡zt (les
développezííentsdo Puiseuxde ciíaquebrauzcizo¿ do As, cet exposaíítost

aiorsun exposauztcaracténistiquede Puiseuxet fouruiit douíc un saun¡net

cío rupture cara.ctéristiquedo A (As). La coutd ition dex’ieuít ítocossaíre
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et suffisantesi, de plus, ce quotient polaire n’est pas un exposantde
coincidenceentredeux branches& de ~s, car alors il no correspondpas

non plus a un sommetdo rupture de coincidencopuro.

Démanstration du théaréme

La décompasitianminimalo do Waldhausende Z~ paur Káa, s’établit

uniquemontayeela topologio do As. En particuhber, lorsquel’on a can-
sidérétaus les sammetsde rupturede A(As), i.e. que Fon a construit

tauteslos variétésde Soifort qui leur sant associéos,alars paur citaque
branche5 de As, on peut trouyer dansZ; un voisinagetubulaire 2’ do
¿rl Z1, lequel est constituéd’uno réunion de feuilles do la décamposition
mínímalo de WaldEtausendo Z¿ paur ‘<As. Ce voisinage tubulairo est

le libré normal de ¿rl Z;. Lorsqu’on lo rel~ve par l’application 4), cEta-
cunedes camposantosconnexesabtenuesest (par définition de 4)) une
reun>onde feuilies do la décompositionde Waldhausonde W paur Kr8.

Ceci est vrai en particulior paur la composanteconnexequl contiont

9’fl W (of> ~6’) = 5) laquelle est le libré normal de ->‘fl Hl. A ce stade
on a done obtonu une décompasitionde Waldhausonde E paur I=

7r’
5,

non necessauremontminimale, mais á partir de laquelle on peut établir
la minimale. Pareanséquenttausles sommotsde rupture de A(l7s) ant
été cansidérésot leur nombro est bien infériour ou égal au nombrede

sammotsdo rupturedo A(As) plus IV.

u

Démanstratian dii carallaire 2

Si Ps est innéductiblo. alors As l’est aussi. Pan conséquentA(Fs)

et A(As) no pass&lont aucunsommot de nupturedo coYncidonco pune
(vair [Ma2]). Ainsi, chaquesommetde nupture de A(Es) ot de A(As)

corrospondá une pairo caraetérbstiquedo Puiseux d’oñ le corollaire 2.

u
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