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Topologie comparée d’une courbe polaire et de
sa courbe discriminante.

Hélene MAUGENDRE

Résumé

Etant donné f un germe de fonction analytique & ’origine de
C?, nous comparons la complexité topologique de la courbe dis-
criminante de f a celle de sa courbe polaire.

Abstract

Let f be an analytic function germ at § in C2. We compare
the topological complexity of the discriminant curve of f to the
one of its polar curve.

1 Introduction

Soit f un germe de fonction analytique A l'origine de C?, et soit £ une
forme linéaire sur C2, transverse & f et définie par ¢(z,y) = az + by.

Définition. Le germe polaire de f pour la direction ¢, est le produst
des composantes de Uezpression a(8f/dy) - b(8f/0z), qui ne divisent
pas f. Nous le notons I

La courbe polaire de f pour la direction €, notée T, est le licu des
z€ros réduit de T.

Remarque. La courbe {£ = 0} n'est pas une branche de I'.

Si f est & singularité isolée & 'origine, alors {a(@f/dy) — b(3f/dz) =
0} et {f = 0} n’ont pas de branche commune.

Si f est de la forme f = g" avec g germe lisse, alors [ est vide.
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Définition. On appelle courbe discriminante de f pour la direction ¢,
Uimage par Uapplication ® = (¢, f) de la courbe polaire I'. On la note
A.

Le but de cet article est de comparer la complexité topologique de
la courbe discriminante de f i celle de la courbe polaire de f pour une
direction £ transverse a f.

2 Présentation des résultats

2.1 Premiers résultats

Définition. La multiplicité a Uorigine de la courbe f~1(0) est la valu-
ation de f. On la note mo(f~1(0})).

Désignons par (u, v) les coordonnées complexes de #({C?,0)). Comme
{f = 0} et I n’ont pas de branche commune, {v = 0} n’est donc pas
une branche de A. De plus, une branche é de A est tangente a ’axe
v = 0 (voir [L]). Par conséquent, il existe un développement de Puiseux
de ¢ de la forme (voir [BK]) :

ktm
V= Z bru m
kEN"
ou m € N*, by € C et au moins un des bg est non nul.

Remarque. La multiplicité a I'origine de & est inférieure ou égale a m
et divise m. Si m est minimum pour 'existence d’un tel développement
de Puiseux, alors mg(8) = m.

[tant donné une branche & de A, nous notons 7y une branche de I’
telle que @(v) = 4.

Le premier résultat que nous obtenons est le suivant (voir aussi [T1]
et [T2] pour une direction £ générale).

Proposition. La multiplicité ¢ Uorigine de § divise celle de .

Corollaire 1. 57 v est une branche lisse de T, alors & est également
lisse.
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2.2 Résolution minimale

Le théoréme principal que nous démontrons s’obtient en considérant la
résolution minimale de f-¢-T.

Soit 7 la résolution minimale d’un germe de fonction analytique g a
I’origine de C2%. L’arbre de la résolution minimale de g, noté A(g~'(0}),
se construit comme suit. Chaque composante irréductible Fg du diviseur
exceptionnel 771(0) correspond & un sommet S de A(g~'(0)). Lorsque
deux composantes du diviseur exceptionnel s’intersectent on relie par une
aréte les sommets de A(g~='(0)) qui les représentent. A chaque sommet
5, on ajoute autant de fleches qu’il existe de composantes irréductibles
de la transformée stricte, 7=1(g—1(0)\{0}), de ¢=1(0), qui intersectent
Es. Chaque fleche représente la transformée stricte d’une branche de
g~'(0). Notons que le premier sommet de A(g'(0)) est le sommet
représentant la composante du diviseur exceptionnel obtenue en éclatant
’origine dans C2.

Définition. La géodésique d’une composante de g='(0) est le chemin
orienté qui joint le premier sommet de A(g~'(0)) & la fléche qui représente
celle composante.

L’arbre A{g~!(0)) est orienté avec pour origine le premier sommet.

Définition. Un sommet S est un sommet de rupture si le nombre
de fléches et d’arétes qui le rencontrent est au moins égal @ trois.

Un sommet de rupture caractéristique est un sommet de rup-
ture qui provient d’une paire caractéristique de Puiseuz d’au moins une
branche de g~1({0).

Tout autre sommet de rupture est appelé sommet de rupture de
coincidence pure. (Voir [Ma2] et aussi [MW)).

Considérons désormais arbre A((f - £- [')=1(0)), noté A.

Remarque. Il existe un plongement naturel de A((f - £)~1(0)) := A
dans A (voir [LMWZ2]).

On colore de rouge, respectivement jaune, chague aréte de A qui se
trouve sur une géodésique de (f - £)~1(0), respectivement (I")~1(0). Les
autres parties de A (celles qui ne sont pas situées sur une géodésique)
sont tracées en blanc.
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Comme £ est transverse a f, la fleche qui représente la transformée
stricte de £71(0) s’accroche au premier sommet de A.

Définition. Soif S un sommet de rupture (rouge} de A. La zone de
rupture de S est la réunion de S avec les composantes connezes de
A\{S} qui ne possédent aucun sommet de rupture.

Soit S un sommet de rupture bicolore rouge-jaune de A. La zone de
rupture de S relative @ f - £ est la réunion de S avec les composantes
connezes de A\{S} qui partent de S par une aréte unicolore (jaune,
rouge ou blanche).

Définition. On dit que la géodésique d’une branche v de I' sort par § si
S est le dernier sommet bicolore de la géodésique de v, i.e. la géodésique
de v devient unicolore jaune. (Ce sommet est forcément de ruplure pour
A).

Définition. Soit S un sommet de rupture de A. On appelle partie
polaire associée ¢ S et on note I's la réunion des branches de I" dont la
géodésique sort par S. On note Ag = ®(I's).

D’aprés les résultats de [LMW2], le sommet S d’ol la géodésique
d’une branche v de ' sort est un sommet de rupture de A, et de plus,
pour tout sommet de rupture S de A il existe une branche v de " d’ol
la géodésique sort. Autrement dit, tout sommet de rupture S de A qui
appartient au moins i une géodésique d’une composante de (f - £)~1(0)
est tel que I's n’est pas vide.

Nous pouvons interpréter ce résultat en disant que les sommets de
rupture de A qui ne sont pas des sommets de rupture de A sont unicolores
jaune ; ou encore, tout sommet de rupture bicolore rouge-jaune dans A
est un sommet de rupture de A. Autrement dit, pour tracer A a partir

de A, on ne rajoute aucun sommet de rupture sur les géodésiques des
branches de (f - £)71(0).

Théoréme. Soil S un sommet de rupture bicolore rouge-jaune de A
et soit N — 1 le nombre de sommels de ruplure caractéristiques qui
précédent S dans A (S non compris). Alors le nombre de sommets
de rupture de A(Ag) est supérieur ou égal au nombre de sommets de
rupture de A(I'g) moins N.

Remarque. Il est clair que les V-1 sommets de rupture caractéristiques
qui précedent S sont aussi bicolores rouge-jaune. Le nombre de sommets
de rupture caractéristiques de A(['s) est supérieur ou égal & ¥V — 1.
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Corollaire 2. Si T's est irréductible alors le nombre de paires
caractéristiques de Ag est supérieur ou égal au nombre de paires
caractéristiques de I's moins N.

3 Démonstrations

3.1 Démonstration de la proposition et du corollaire 1
3.1.1 Quotients polaires

Avec les notations du paragraphe 2.1, soit J une branche de A de
développement de Puiseux v = ) ;- bkuﬂlﬂ, ot m € N*, b, € C
et au moins un des b est non nul.

Soit kg le plus petit élément de N* tel que by, soit non nul. On note
(ko + m)/m = ps/qs avec pged (ps, q5) = 1.

Définition. L’ensemble des quotients polaires de f pour la direction £
est l'ensemble constitué des nombres rationnels ps/qs, pour § branche de
A,

Notons (g71{0), h~1(0))o la multiplicité d’intersection a l'origine en-
tre les germes de courbes g=1(0) et A~ (0} (voir [C]). Soit & une branche
de A et soit v une branche de " avec ®(y) = é. D'aprés [LMW1] on a:

Proposition a. Le quotient polaire ps/qs est égal &

(F710), 7)o/ (€77 (0), 7)o.

Soit S un sommet de rupture de A et Cgl (0) un germe de courbe réduit
a 'origine de C? dont la transformée stricte est une curvette de Eg, c’est-
a-dire un germe de courbe lisse qui intersecte Eg tansversalement en un
point lisse. D’aprés [LMW2] nous avons :

Proposition b. L’ensemble des quotients polaires de f est égal d
Uensemble constitué des nombres rationnels

(/71(0), €51 (@)o/ (£71{0), C5(0))o.
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3.1.2 Démonstrations

Commengons par montrer que si £ est transverse 4 f alors £ est transverse
al. '

Comme £ est transverse a f, i I’aide de la proposition b qui précede,
on vérifie facilement que tout quotient polaire de f est supérieur ou égal
a mo{f~1(0)). S’il existait une composante ¥ de I" tangente & £, ¥ serait
transverse a f et par conséquent, d’aprés la proposition @ qui précede,
on aurait un quotient polaire strictement plus petit que mq(f~1(0)), ce
qui est impossible.

Par conséquent, comme £ est transverse a I', pour toute composante
¥ de I' on a mo(y) = (£71{0), 7)o.

De plus la restriction de ® & v est un revétement, d'ordre k., sur
{(voir [LMW1]). On obtient ainsi (¢71(0), y)o = k({2 = 0}, ). Comme
4 est tangente & {v = 0} donc transverse & {u =0} on a :

mo(7) = (€71(0), 7)o = k+({u = 0}, 6o = kymo(8),
ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Le corollaire 1 est une conséquence directe de la proposition qui
précede. En effet, si v est lisse, on a 1 < mqa(8) < mp(y) = 1.

3.2 Démonstration du théoréme et du corollaire 2

La démonstration du théoréme utilise la théorie de Waldhausen. Dans le
paragraphe qui suit avant de procéder a la démonstration du théoréme,
nous commengons par donner quelques rappels sur les variétés de Wald-
hausen.

3.2.1 Rappels sur les variétés de Waldhausen

Deéfinition. Une variété de Seifert est une variété différentiable, de
dimension trois, compacte, conneze et orientée, munie d’un feuilletage
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en cercles différentiable et orienté, pour lequel toute feuille posséde un
voisinage tubulaire compact qui est une réunion de feuilles. (Voir [J5]).

Soit g un germe de fonction analytique & l'origine de CZ.

Notons 52 la sphére centrée a 1'origine de C?, de rayon ¢ suffisam-
ment petit pour que le type topologique de I’entrelacs K, = g~ (0} N S3?
ne dépende pas de €. (Voir [Mi]).

La résolution des singularités des courbes planes implique I'existence
d’une décomposition de S2 en une réunion finie de variétés de Seifert
telle que les composantes de K, soient des feuilles de certaines de ces
variétés. Une telle décomposition de S2 s’appelle une décomposition
de Waldhausen de S2 pour K. Elle est dite minimale si le nombre de
variétés de Seifert est minimal. Elle est alors unique i isotopie pres. Par
conséquent, la décomposition minimale de Waldhausen de S? pour K|,
est un invariant du type topologique de g. (Voir [J], [JS], {Jo], [W]).

Remarque. Nous rappelons que dans un cadre plus général il existe
des cas exceptionnels avec non unicité de décompeosition minimale {voir
[N] et [W]). Cependant, ces cas ne se présentent jamais dans le contexte
particulier de décomposition minimale de Waldhausen de $2 pour un
entrelacs associé & un germe de courbe plane (en effet les opérations R0
4 R8 de [N, p. 304-306] n’apparaissent jamais).

3.2.2 Variétés de Waldhausen et résolution minimale

Il existe une correspondance bijective entre ’ensemble des sommets
de rupture de A(g~'(0)) et I'ensemble des variétés de Seifert de la
décomposition minimale de Waldhausen de S2 pour K,. Ainsi, toute
zone de rupture associée & un sommet de rupture S de A{g~!(0}} cor-
respond & une variété de Seifert V de la décomposition minimale de
Waldhausen de S pour K.

Or, au paragraphe 2.2 nous avons vu que tout sommet de rupture bi-
colore rouge-jaune de A est un sommet de rupture de 4. Par conséquent,
toute zone de rupture relative a f - £ associée & un sommet de rupture
bicolore rouge-jaune de A correspond & une zone de rupture de A. Cette
zone de rupture de A fournit une variété de Seifert V' de la décomposition
minimale de Waldhausen de S2 pour K.

Connaitre le nombre de sommets de rupture de A(I'g) succédant a S
revient a établir la décomposition minimale de Waldhausen de V' pour

445
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Kr‘s =IsnN Sg

Comparer le nombre de sommets de rupture de A(I's) et A(Ag) =
A(®(I's)) revient ainsi & déterminer le nombre de variétés de Seifert
des décompositions minimales de Waldhausen de S2 pour K, ct de la
sphere §3 {de ®{C?)) pour Kp, = AsN S

Le moyen d’obtenir ces décompositions utilise les résultats de [LMW1]
et [Mal]. Rappelons-en ici succinctement le contenu.

Soient 7, 8, g, w des réels strictement positifs tels que 1 >z > 0 >
n > w > 0. Notons D{ la boule de bord S2.

Désignons pat B la boule B = {(z,y) € D!/ | ¢(z,y)} |< 8}. Il existe
un difféomorphisme a coins de & = (f~1(SH)NBYU(f~" (DZ)Na13) (ou
3B désigne le bord de B) sur la sphere 2. (Voir [LMW1]). Comme
nous ’avions déja constaté dans {Mal}, il est plus facile de travailler avec
T plutdt quavec S2. Clest pourquoi, au lieu de V', nous considérons V
une variété de Seifert de la décomposition minimale de Waldhausen de
T pour Ky = SN (f-£)71(0), V isotope & V. Le complémentaire dans
L d’un petit voisinage tubulaire ouvert de f(f.g est noté Mf.e.

Pour un bon choix de 7, 8 et £ (voir [Mal]), la restriction de ¢ i
L est un revétement ramifié qui admet ['N I et les branches de f~1(0)
non réduites pour lieu de ramification et AN[(DF x $})U (5§ x DI)] =
AN (D} x SY), union S} x {0} (s'il existe des branches de f~!(0) non
réduites), pour valeurs de ramification.

Pour une description plus approfondie de tels revetements voir [S].

En fait, nous allons établir la décomposition minimale de Wald-
hausen de Mf.g. En effet, la décomposition minimale de Waldhausen
de £ pour R;.g s‘obtient facilement & partir de celle de A:If.g en pro-
longeant le feuilletage induit sur le bord de chaque tore, composante
connexe du voisinage tubulaire ouvert de R'f.g, au tore tout entier. Pour
établir la décomposition minimale de Waldhausen de M;.g, nous choisis-
sons un réel w suffisamment petit pour que (D2 x S})NA =0 (un tel
w existe car {0} x S; n’appartient pas & AN (DZ x S1)). Un voisinage
tubulaire ouvert de R’;.g est alors :

o

U(Kype) = 7' (Sjx D) u e~ (DX xS;).

Des lors la restriction de @ & S\U(K ) est un revétement ramifié sur
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(D2 x 5‘#)\(,03 xS,;) qui admet
NS =rn(E\U (K1)

pour lieu de ramification et

AN (Df x 5;) = An((Df x SY\(DE x5,))

pour valeurs de ramification.

Par conséquent, si nous notons W la variété de la décomposition
minimale de Waldliausen de M; ¢, qui donne V aprés avoir rebouché les
tores de U(K 1.¢), la restriction de & & W est un revétement ramifié de W
sur une zone polaire Z; -~ laquelle est un tore épaissi d’ame {0} x S} (voir
[LMW1] ou {Mal]) - qui admet K, = WNTg pour licu de ramification
et I{'As = Ag N Z; pour valeurs de ramification.

Dans [Mal] nous avons décrit la construction de la décomposition de

Waldhausen de Mj’.g qui admet les composantes de 'NZ pour feuilles, 4
(¢}

partir de la décomposition minimale de Waldhausen de (D} x S})\(D2
x5}) relative & AN ({D§ x S}).

Par la méme méthode nous pouvons, en particulier, décrire
la décomposition de Waldhausen de W pour K., & partir de la
décomposition minimale de Waldhausen de Z; pour Ka ..

Remarque. (i) Les N — 1 premiers sommets de rupture de A(T'g),
lesquels sont caractéristiques (paragraphe 2.2) correspondent 4 des
variétés de Seifert W de la décomposition minimale de Waldhausen de
Y\U(K .¢) pour Kr,. qui sont telles que ®(Wy) = Z; ot k < 7. (Voir
[LMW1] et [LMW?2]). Par conséquent ces N —1 sommets n'interviennent
pas dans la décomposition minimale de Waldhausen de Z; pour R'A_C..
(7} En outre le sommet S, n'est pas forcément associé a un sommet,
de rupture de A(Ag). Par construction, une condition nécessaire pour
que S ne soit pas associé a4 un sommet de rupture de A(Ag) est que
le quotient polaire associé 4 S soit un entier. En effet, sinon, comme
le quotient polaire associé & 5 correspond au premier exposant des
développements de Puiseux de chaque branche 8 de Ag, cet exposant est
alors un exposant caractéristique de Puiseux et fournit done un sommet
de rupture caractéristique de A(Ag). La condition devienl nécessaire
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et suffisante si, de plus, ce quotient polaire n’est pas un exposant de
coincidence entre deux branches § de Ag, car alors il ne correspond pas
non plus 4 un sommet de rupture de coincidence pure.

Démonstration du théoréme

La décomposition minimale de Waldhausen de Z; pour R’AS s'établit
uniquement avec la topologie de Ag. En particulier, lorsque l'on a con-
sidéré tous les sommets de rupture de A{Ag), i.e. que l'on a construit
toutes les variétés de Seifert qui leur sont associées, alors pour chaque
branche & de Ag, on peut trouver dans Z; un voisinage tubulaire T' de
dN Z;, lequel est constitué d’une réunion de feuilles de la décomposition
minimale de Waldhausen de Z; pour RAS- Ce voisinage tubulaire est
le fibré normal de é N Z;. Lorsqu’on le releve par 'application @, cha-
cune des composantes connexes obtenues est (par définition de ®) une
réunion de feuilles de la décomposition de Waldhausen de W pour RFS-
Ceci est vrai en particulier pour la composante connexe qui contient
YW (ot ®(y) = 4) laquelle est le fibré normal de yNW. A ce stade
on a donc obtenu une décomposition de Waldhausen de ¥ pour I{'rs,
non nécessairement minimale, mais & partir de laquelle on peut établir
la minimale. Par conséquent tous les sommets de rupture de A{I's) ont
été considérés et leur nombre est bien inférieur ou égal au nombre de
sommets de rupture de A(Ag) plus N.

Démonstration du corollaire 2

Si I's est irréductible, alors Ag l'est aussi. Par conséquent A(['g)
et A(Ag) ne possédent aucun sommet de rupture de coincidence pure
(voir [Ma2]). Ainsi, chaque somimet de rupture de A(I's) et de A(Ag)
correspond & une paire caractéristique de Puiseux ; d’ou le corollaire 2.
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