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ABSTRACT

One has two notions of vanishing cycles : the Deligne's general notion and a

concrete one used recently in the study of polynomial functions. We compare

these two notions which gives us in particular a relative connectivity result. We

�nish with an example of vanishing cycle calculation which shows the diÆculty

of a good choice of compacti�cation.

R�ESUM�E

On a deux notions de cycles �evanescents : la notion g�en�erale introduite par

Deligne et une autre plus concr�ete utilis�ee r�ecemment pour l'�etude des fonctions

polynomiales. Nous comparons ces deux notions qui nous permettent d'avoir

en particulier un r�esultat de connexit�e relative. Nous �nissons par un exemple

de calcul de cycles �evanescents qui montre la diÆcult�e du choix d'une bonne

compacti�cation.
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1. Introduction

Soit f : X �! S un morphisme non constant entre vari�et�es alg�ebriques complexes
lisses X de dimension n et S une courbe.

Pour le faisceau constant CX et pour l'application f , on a les notions de cycles
�evanescents suivantes :

(i) la notion g�en�erale introduite par Deligne [6],

(ii) les d�e�nitions plus concr�etes introduites par Neumann-Norbury [19] pour le cas
aÆne X = C n , S = C et par Siersma-Tib�ar [23] en g�en�eral.
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Dans cette note nous commen�cons par expliquer la relation entre les d�e�nitions (i) et
(ii). En faisant cela, nous d�egageons une classe sp�eciale d'applications, les applications
sympa (voir d�e�nition 2.4) qui jouissent de beaucoup de propri�et�es analogues au cas
aÆne. Cette classe d'applications a aussi des propri�et�es int�eressantes dans la th�eorie
des D-modules, voir Dimca-Saito [9] et Sabbah [20], [21].

Dans la troisi�eme partie, nous montrons certains r�esultats de connexit�e relative
qui sont l'analogue faisceautique des r�esultats obtenus par Siersma-Tib�ar [22], [23],
[24], par Neumann-Norbury [19] et, plus r�ecemment et dans un contexte faisceautique
(faisceaux pervers sur Z) par Hamm [14].

On obtient aussi des g�en�eralisations des th�eor�emes des cycles invariants locaux et
globaux obtenus par Artal-Bartolo, Cassou-Nogu�es et Dimca [1], Neumann et Norbury
[19], F. Michel et C. Weber [18], voir section 4.

La derni�ere section traitre de plusieurs exemples : singularit�es isol�ees ou de di-
mension 1 et aussi une compacti�cation f : X �! S d'une certaine fonction f dont
le plongement j : X �! X est un morphisme non aÆne.

2. Comparaison de di��erentes notions de cycles

�evanescents

Soit f : X ! S un morphisme non constant entre vari�et�es alg�ebriques complexes
lisses X de dimension n et S une courbe. On sait qu'il existe un ensemble �ni B =
fb1; : : : ; bmg tel que

f : Xnf�1(B)! SnB

soit une �bration topologique localement triviale. On choisit B minimal ayant cette
propri�et�e (B est l'ensemble des valeurs de bifurcation). On note Fb = f�1(b) la �bre
au dessus du point b et T (Fb) = f�1(D�(b)) le tube autour de la �bre Fb, D�(b)
�etant un disque ferm�e plong�e dans S, de centre b et suÆsamment petit. Les �bres Fbi ,
i = 1; :::;m sont dites �bres irr�eguli�eres et Fb0 pour b

0 =2 B �bres r�eguli�eres.

La d�e�nition naturelle suivante (en homologie et dans une situation similaire) a
�et�e introduite par D. Siersma et M. Tib�ar dans [23].

D�e�nition 2.1. Soit b 2 B, � > 0 suÆsamment petit, b0 2 D�
� (b) = D�(b)nfbg. On

appelle V q(b) = Hq+1(T (Fb); Fb0)
1 les q�(co)cycles �evanescents de l'application f au

point b 2 B.

Remarque 2.1. La d�e�nition ne d�epend pas du choix de b0 2 D�
� (b) ou de � > 0.

Soit b0 2 Sn[
m
i=1D�(bi) une valeur de r�ef�erence pour f . On choisit des chemins i

joignant b0 �a D�(bi) tels que i \ j = b0 pour i 6= j. Soit P l'union de ces chemins et
D l'union des disques autour des valeurs irr�eguli�eres de f . On note aussi F = f�1(P )
qui se r�etracte par d�eformation sur la �bre r�eguli�ere Fb0 .

1Les groupes de cohomologie consid�er�es ici sont �a coeÆcients dans Q ou C . Pour �xer les id�ees,

on va travailler avec C .
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Maintenant, on suppose S = C . CommeX se r�etracte par d�eformation sur f�1(P[
D), on a alors par excision la proposition suivante, voir [4], [23], [19] pour le cas
X = C n et [23] pour le cas g�en�eral.

Proposition 2.1. Si S = C , on a

(i)

Hq+1(X;F ) =
M
b2B

Hq+1(T (Fb); Fb0) =
M
b2B

V q(b);

(ii)

Hq+1(X;T (Fb)) =
M
c2B
c6=b

V q(c);

pour tout b 2 B,

(iii) la suite exacte longue du triplet (X;T (Fb); Fb0) se d�ecompose en suites exactes

courtes de la forme

0 �! Hq+1(X;T (Fb)) �! Hq+1(X;Fb0) �! V q(b) �! 0;

pour tout b 2 B et b0 2 D�(b).

On a la notion plus g�en�erale de cycles �evanescents suivante, introduite par Deligne
[6], que l'on va rappeler ici.

Soit X un espace analytique complexe, on note Db(X) la cat�egorie d�eriv�ee de
la cat�egorie des CX -modules mod(CX ) construite via les complexes de CX -modules
born�es. On note aussi Db

c(X) la sous cat�egorie de Db(X) dont les complexes sont
cohomologiquement constructibles (voir [3]).

Soit X une vari�et�e alg�ebrique (ou analytique) complexe, f : X ! C une fonction
r�eguli�ere (ou holomorphe) non constante.

Rappelons la d�e�nition des deux foncteurs

Db
c(X) �! Db

c(F0) et Db
c(X) �! Db

c(F0)
F� 7�!  f (F

�) F� 7�! 'f (F
�)

o�u F0 = f�1(0) est suppos�e non vide.
On a alors le diagramme

F0
� � j // X T (F0)nF0

? _ioo

f

��

E
�̂oo

��
D�
�

~D�
�

rev. univ.oo

o�u � a �et�e choisi assez petit pour que f : T (F0)nF0 �! D�
� soit une �bration topo-

logique localement triviale (dans le cas analytique, cela est possible par exemple si f
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est propre). Ici, T (F0) = f�1(D�) est le tube de la �bre F0 et on regarde E comme
la �bre g�en�erale <universelle>de la �bration f : T (F0)nF0 �! D�

� (le carr�e �a droite
�etant cart�esien).

D�e�nition 2.2. (Cycles proches) On note  f le foncteur des cycles proches relatif

�a la fonction f le foncteur de Db
c(X) dans Db

c(F0) qui a un complexe F� associe le

complexe  fF
� = j�1R(i Æ �̂)�(i Æ �̂)

�1(F�).

D�e�nition 2.3. (Cycles �evanescents)On note 'f le foncteur des cycles �evanescents

relatif �a la fonction f et can :  f (F
�) �! 'f (F

�) le morphisme canonique d�e�ni par

le triangle distingu�e

j�1F� c
�!  f (F

�)
can
�! 'f (F

�)
[+1]
�! :

Remarque 2.2.

{ On peut aussi d�e�nir les cycles proches et les cycles �evanescents pour f : T ! D
o�u T est un espace complexe, D un disque dans C de centre 0, f une application
continue telle que fjTnf�1(0) ! D� soit une �bration topologique localement tri-
viale et F�

jTnf�1(0) un complexe de faisceaux cohomologiquement constructibles.

{ Les foncteurs  f [�1] et 'f [�1] sont des foncteurs t-exacts, c'est �a dire que
l'image par l'un de ces deux foncteurs d'un faisceau pervers est un faisceau
pervers (voir [15], Corollary 10.3.13).

On veut comparer les cycles �evanescent de la d�e�nition 2.1 avec ceux de la d�e�nition
2.3. On sait que le foncteur cycles �evanescents commute avec les foncteurs images di-
rectes par les applications propres. C'est pour cela qu'il est naturel de consid�erer des
compacti�cations de l'application f .

Soit f : X ! S une compacti�cation de f : X ! S, c'est-�a-dire : X est une vari�et�e
alg�ebrique et f un prolongement de f qui est propre. On note j : X ! X l'inclusion
naturelle.

Lemme 2.1. Pour tout complexe G� 2 Db
c(X), tout b 2 B et tout b0 2 D�(b)nfbg on

a l'�egalit�e suivante

H q+1 (T (F b); F b0 ;G
�) = H q (F b; 'tbÆfG

�)

o�u tb est une coordonn�ee locale de S en b.

D�emonstration. Il suÆt d'utiliser la formule de changement de base ([15], p. 358)

'tb(Rf�G
�) = R�('tbÆf (G

�))

et d'utiliser le fait que l'on a 'qtb(Rf�G
�) = H q+1 (T (F b); F b0 ;G

�).

Proposition 2.2. On a V q(b) = H q (F b; 'tbÆfRj�QX ) = '
q
tb
(Rf�QX ):
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D�emonstration. En appliquant le lemme pr�ec�edent �a G� = Rj�QX , on obtient

H q (F b; 'tbÆfRj�QX ) = 'qtb(Rf�QX ):

Consid�erons le diagramme commutatif suivant

X
� � j // X

Fb0
?�

ib0

OO

� � jb0 // F b0
� �//

�b0

OO

o�u ib0 est l'inclusion de Fb0 dans X , �b0 l'inclusion de F b0 dans X et jb0 l'inclusion de
Fb0 dans F b0 .

En adaptant la preuve de Sabbah de la proposition 8.3 dans [21] au cas d'une �bre
r�eguli�ere, on montre que

��1
b0 (Rj�QX ) = Rjb0�(i

�1
b0 QX ):

On a le même type de propri�et�es avec T (Fb) au lieu de Fb0 en appliquant directement
les d�e�nitions (et en se ramenant �a un tube ouvert). Cela nous permet de voir que

V q(b) = H q+1 (T (F b); F b0 ; Rj�QX ):

Ceci nous am�ene naturellement �a poser les notations suivantes.

Notations 2.1. On pose

�q
b = supp 'q

tbÆf
(Rj�CX );

�b = [q�
q
b ;

et
d(f) = max

b
dim�b:

Si on dispose d'une strati�cation de Whitney S de X telle que X soit une strate et si
on pose d(f;S) = dim SingS(f), alors on a

d(f) � d(f;S):

Consid�erons les cycles �evanescents associ�es aux faisceaux constructibles Fq =
Rqf�(CX ) o�u q est un entier positif.

Pour q un entier positif, soit jqb : H
q(T (Fb)) �! Hq(Fb0) le morphisme induit par

l'inclusion Fb0 �! T (Fb). Dans le triangle

F
q
b

c
�!  tb(F

q) �! 'tb(F
q)

+1
�! (1)
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on a Fq
b = Hq(T (Fb)),  tb(F

q) = F
q
b0 = Hq(Fb0) et le morphisme de comparaison c

co��ncide avec jqb . Cela nous donne

'�1
tb
(Fq) = Ker jqb ; '0

tb
(Fq) = Coker jqb :

En comparant la suite exacte longue associ�ee au triangle (1) et la suite exacte longue
de cohomologie associ�ee au couple (T (Fb); Fb0), on obtient

0 �! '0
tb
(Fq) �! 'qtb(Rf�CX ) = V q(b) �! '�1

tb
(Fq+1) �! 0: (2)

On a le r�esultat suivant

Proposition 2.3 Soient f : X �! S un morphisme non constant entre vari�et�es

alg�ebriques complexes lisses X de dimension n et S une courbe. Soient q un entier

positif, F� = Rqf�CX et jqb : Hq(T (Fb)) �! Hq(Fb0) le morphisme induit par l'in-

clusion d'une �bre g�en�erale dans un tube autour de Fb = f�1(b), o�u b est une valeur

de bifurcation. Soit q un entier positif donn�e alors les aÆrmations suivantes sont

�equivalentes

(i) jqb est injectif pour toute valeur de bifurcation b,

(ii) le faisceau Fq n'a pas de section �a support �ni,

(iii) le faisceau Fq[1] est pervers,

(iv) Fq[1] = pRq+1f�CX est dans Db
c(X).

D�emonstration. L'�equivalence (i), (ii) et l'implication (iv)) (iii) sont imm�ediates.
Les autres implications r�esultent des deux faits suivants bien connus sur les fais-

ceaux pervers (pour une preuve, on peut se rapporter �a [8]).

Lemme 2.2. Soit F� 2 Db
c(S) o�u S est une courbe complexe lisse. Alors on a des

suites exactes courtes

0 �! H0(pHk(F�)) �! Hk(F�) �! H�1(pHk+1(F�)) �! 0

pour tout entier k.

Lemme 2.3. Soit F� 2 Perv(S) o�u S est une courbe complexe lisse. On a un iso-

morphisme F� = H�1(F�)[1] si et seulement si une des deux conditions �equivalentes

suivantes est remplie.

(i) H0(F�) = 0,

(ii) pour tout point a 2 S le morphisme canonique can :  ta(F
�) �! 'ta(F

�) est

surjectif, ta �etant une coordonn�ee locale en a.

Exemple 2.1. Ces conditions sont remplies pour S = C , X contractile voir ci-dessous

et aussi lorsque X est aÆne et �b � X pour tout b, voir Sabbah [21], o�u ces fonc-
tions sont appel�ees <cohomologiquement mod�er�ees>. La remarque 5.4 montre que ces
conditions sont aussi remplies pour d'autres classes d'exemples.
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Par contre elles ne sont pas remplies pour X = C � , f : C � �! C l'inclusion. En
e�et, le morphisme j10 : H1(disque �epoint�e) �! H1(point) n'est pas injectif.

D�e�nition 2.4. On dit que l'application f : X �! S est sympa si elle v�eri�e les

conditions (i)-(iv) de la proposition 2.3 pour tout q.

Remarque 2.3.Dans le cas d'une application r�eguli�ere f : X ! C avecX contractile,
la suite de Mayer-Vietoris nous dit que l'on a la suite exacte (voir [19])

0 �! Hq(Fb0)�

mM
i=1

Hq(T (Fbi)) �!

mM
i=1

Hq(Fb0
i
) �! 0; pour q > 0:

Donc on a une injection Hq(T (Fbi)) ,! Hq(Fb0
i
) qui nous dit que V q(b) =

Coker (Hq(T (Fb)) ! Hq(Fb0)). Dans le cas X = C n ceci est la notion de cocycles
�evanescents introduite par Neumann-Norbury [19]. On a de plus ~Hq(F ) =

Lm

i=1 V
q(bi)

pour tout q.

Remarque 2.4. On sait qu'un germe de faisceaux pervers F� �a l'origine de C est
d�etermin�e �a isomorphisme pr�es par le diagramme

 t(F
�)

can // 't(F�):
var

oo

Dans le cas d'une application sympa f : X �! S le germe du faisceau Fq [1] au
point b 2 S est d�etermin�e par le diagramme

Hq(Fb0)
Æ //

Hq+1(T (Fb); Fb0) = V q(c)
var

oo

o�u var est le dual du morphisme en homologie

Hq(Fb0 ) ' Hq+1(Fb0 � (S1; b0)) = Hq+1(f
�1(@D�(b)); Fb0 )

i�
�! Hq+1(T (Fb); Fb0)

o�u S1 = @D�(b), voir [23] pour une construction similaire, T (Fb) �etant remplac�e par
X chez eux.

On obtient pour le cas S = C (en utilisant les chemins i) deux op�erateurs de
monodromie

mq
b : H

q(F ) �! Hq(F ); mq
b = 1 + var Æ Æ

et
mq

b;rel
: Hq+1(X;F ) �! Hq+1(X;F ); mq

b;rel
= 1 + Æ Æ var Æ jq

avec jqb : H
q+1(X;F ) �! Hq+1(T (Fb); F ).

Cela induit des repr�esentations de monodromie

�q : �1(C nB; b0) �! Aut(Hq(F ));
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�q
rel

: �1(C nB; b0) �! Aut(Hq+1(X;F )):

Remarque 2.5. On peut aussi d�e�nir deux op�erateurs de monodromie �a l'in�ni mq
1

et mq

1;rel
qui correspondent respectivement �a �q() et �a �q

rel
() pour  un grand

lacet dans C bord d'un disque qui contient B dans son int�erieur. On peut montrer
comme dans [11] que �q

rel
est triviale si et seulement si mq

1;rel
= Id.

Pour une fonction cohomologiquement mod�er�ee, Sabbah a obtenu des r�esultats
tr�es int�eressants sur l'op�erateur de monodromie �a l'in�ni mn�1

1;rel
, voir [21] remarque

(10.3).

Question ouverte. Existe-t'il une application f : X �! C telle que la repr�esentation
�q
rel

soit triviale mais pas la repr�esentation �q ?

3. Annulations de cycles �evanescents et connexit�e relative

La suite exacte (2) et la proposition 2.3 nous donnent le corollaire suivant.

Corollaire 3.1. Si V q(b) = 0 pour tout q � q0 et tout b, alors les faisceaux

Rqf�CX = pRq+1f�CX [�1] sont localement constants pour q � q0 et Rq0+1f�CX =
pRq0+2f�CX [�1].

En e�et, pour q � q0 on a un isomorphisme

Rqf�CX = Ĥq(F )

o�u fM est le syst�eme local constant associ�e �a un C -espace vectoriel M .

Dans la section pr�ec�edente, on a vu que V q(b) = H q (f
�1
(b); 'tbÆfRj�CX ). Ce

r�esultat va nous permettre d'avoir un th�eor�eme d'annulation pour les cycles �evanescents.

Proposition 3.1. Supposons que j soit aÆne.

Alors, on a

V q(b) = 0 pour q � n� d(f)� 2 et pour q � n+ d(f):

D�emonstration. Le faisceau CX [n] est un faisceau pervers (voir [17]) et Rj� est un
foncteur t-exact donc Rj�CX [n] 2 Perv(X). On a aussi

V q(b) = H q+1�n (�b;
p'tbÆfRj�CX [n]):

Ces deux r�esultats avec le th�eor�eme d'Artin (voir [15], Proposition 10.3.17) impliquent
que V q(b) = 0 pour q + 1� n � �d(f)� 1 et pour q + 1� n � d(f ) + 1.

Lorsque S = C , on a Hq+1(X;F ) =
L

b V
q(b), donc la proposition pr�ec�edente

nous dit que Hq+1(X;F ) = 0 pour q � n� d(f)� 2 et pour q � n+ d(f). Si de plus
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X = C n ou X contractile alors on a ~Hq(F ) = 0 pour 0 � q � n � d(f) � 2 et pour
q � n. Ce dernier r�esultat est clair lorsque X est aÆne, car alors F est aussi aÆne.

L'exemple 2.1 montre que le faisceau Rnf�CX [1] n'est pas en g�en�eral pervers même
lorsque d(f) = 0.

Un r�esultat de C. Sabbah [20] qui g�en�eralise un r�esultat de A. Dimca et M. Saito
[9] nous permet d'obtenir le corollaire suivant

Corollaire 3.2. Soient X une vari�et�e aÆne lisse et f : X �! C une application

r�eguli�ere non constante. Alors le complexe

K� : 0 �! 
0(X)
Df

�! 
1(X)
Df

�! � � �
Df

�! 
n(X) �! 0

o�u Df (!) = d! � df ^ ! v�eri�e Hq
0 (K

�) = 0 pour q0 � n� d(f)� 2, o�u l'entier d(f)
est calcul�e par rapport �a une compacti�cation X � X quelconque.

La proposition suivante nous donne une annulation des groupes de cohomologie �a
support compact dans le cas o�u f : X ! C est une application sympa.

Proposition 3.2. Si ~bq(F ) = 0 pour 0 � q � q0 alors Hq
c (Fb) = 0 pour 2n� q0� 1 �

q � 2n� 3 et tout b 2 C :
En particulier si Fb est lisse et connexe Hq

c (Fb) ' H2n�2�q(Fb) d'o�u

H0(Fb) = C ; H1(Fb) = 0; : : : ; Hq0�1(Fb) = 0:

D�emonstration. On dispose de la suite exacte pour la cohomologie �a support com-
pact

� � � �! Hq�1
c (Fb) �! Hq

c (T (Fb)nFb) �! Hq
c (T (Fb)) �!

�! Hq
c (Fb) �! Hq+1

c (T (Fb)nFb) �! � � �

Par dualit�e, on a Hq
c (T (Fb)) = H2n�q(T (Fb))

_ or ce dernier groupe est nul pour
1 � 2n� q � q0 puisque l'on a une injection de Hq(T (Fb)) dans H

q(F ).
Maintenant, la suite exacte de Wang

� � � �! H2n�q�1(F ) �! Hq
c (T (Fb)nFb) = H2n�q(T (Fb)nFb) �!

�! H2n�q(F ) �! H2n�q(F ) �! � � �

nous donne le r�esultat pour 2n � q0 � q � 2n � 3. Pour l'exposant 2n � q0 � 1 on
consid�ere la premi�ere suite exacte et on remarque que la �eche Hq

c (T (Fb)nFb) �!
Hq
c (T (Fb)) est surjective. Cette derni�ere est surjective car par dualit�e elle correspond

�a Hq(T (Fb))! Hq(T (Fb)nFb) qui factorise l'injection H
q(T (Fb))! Hq(F ).

Th�eor�eme 3.1. Soient f : X ! C une application r�eguli�ere o�u X est une vari�et�e

complexe lisse de dimension n et f : X ! C une compacti�cation telle que l'injection

naturelle j : X ! X soit aÆne.
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Alors

bq+1(X;F ) = 0 si q � n� d(f)� 2 ou q � n+ d(f);

bq+1(X;Fb) = 0 si q � n� d(f)� 3 ou q � n+ d(f) + 1:

Si de plus

�f
b ferm�e dans X et dim(�1b ) � d(f)� 1;

alors

bq+1(X;Fb) = 0 si q � n� d(f)� 2 ou q � n+ d(f ):

o�u �f
b = �b \X, �1b = �b \X1 et X1 = XnX.

Le r�esultat homotopique analogue pour d(f) = 0 est d�emontr�e dans [23].

D�emonstration. Notre preuve suit dans les grandes lignes une preuve de l'article
de Hamm [14], o�u il d�emontre une version plus pr�ecise du th�eor�eme 3.1, pour le cas
d(f) = 0. Voir aussi [23] pour le cas d(f) = 0.

D'apr�es la proposition 2.1 on a Hq+1(X;F ) = �m
i=1V

q(bi). La proposition 3.1 nous
dit que V q(bi) = 0 pour q � n�d(f)�2, q � n+d(f) et pour tout i, d'o�u la premi�ere
aÆrmation.

Les faisceaux Rqf�CX sont localement constants pour q � n � d(f) � 2, voir le
corollaire 3.1.

Maintenant on introduit les notations suivantes : fb = fjFb , fb = f jF b et les
inclusions suivantes

Fb
jb //

k

��

F b

k

��

F b \X1

iboo

k1

��
X

j // X X1
ioo

Il suÆt de montrer que le morphisme naturel

Hq(T (Fb); C ) �! Hq(Fb; C ) (3)

induit par l'inclusion de la �bre Fb dans son tube T (Fb) est

(i) un isomorphisme si q � n� d(f)� 3 et q � n+ d(f) + 2,

(ii) un �epimorphisme si q = n+ d(f ) + 1,

et si de plus f v�eri�e la condition suppl�ementaire alors c'est

(i) un isomorphisme si q � n� d(f)� 2 et q � n+ d(f) + 1,

(ii) un �epimorphisme si q = n+ d(f ).
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En e�et, il suÆt d'�ecrire les suites exactes de (X;F ), (X;T (Fb)), (X;Fb), pour q petit
et (X;T (Fb); Fb) ainsi que la proposition 2.1 (iii) pour q grand. On a les isomorphismes
suivants

Hq(T (Fb); C ) = Rqf�(CX )b = R
q f�(Rj�CX )b

= H q (Fb; k
�1
Rj�CX ) = Rqf b�(k

�1
Rj�CX )

(le deuxi�eme provient de Rf� = Rf� ÆRj� et le troisi�eme du fait que f est propre).

D'autre part on a les isomorphismes suivants

Hq(Fb; C ) = Hq(Fb; k
�1CX ) = H q (F b; Rjb�k

�1CX )

= Rqf b�(Rjb�k
�1CX ) = Rqf b�(Rjb�j

�1
b k

�1
Rj�CX )

o�u le dernier isomorphisme vient de

j�1
b k

�1
Rj�CX = k�1j�1Rj�CX = k�1CX :

Donc le morphisme (3) induit par l'inclusion Fb �! T (Fb) peut être remplac�e par un
morphisme

Rq fb�(F
�) �! Rq fb�(Rjb�j

�1
b F�)

avec F� = k
�1
Rj�CX qui provient en e�et du morphisme d'adjonction F� �!

Rjb�j
�1
b F� par l'application du foncteur Rq0 fb�.

Nous consid�erons maintenant le triangle distingu�e d'adjonction suivant

ib!i
!
bF

� �! F� �! Rjb�j
�1
b F� +1

�! :

Soit G� = ib!i
!
bF

�. Alors on a une suite exacte longue

� � � �! Rqf b�G
� �! Rq f b�F

� �! Rq fb�Rjb�j
�1
b F� �! Rq+1fb�G

� �! � � �

et il suÆt de montrer que Rqf b�G
� = 0 pour q � n � d(f) � 2, q � n + d(f) + 2 et

aussi pour q = n� d(f )� 1, q = n+ d(f) si f v�eri�e la condition suppl�ementaire.

On a deux triangles distingu�es dans Db
c(F b)

p 
f�bRj�CX [n] �! p'f�bRj�CX [n] �! k

�1
Rj�CX [n]

+1
�! (4)

et

k
!
Rj�CX [n] �! p'f�bRj�CX [n] �! p f�bRj�CX [n]

+1
�! : (5)

On applique le Æ-foncteur i!b au triangle (5) en remarquant que i!bk
!
Rj� = k!1Rj� = 0.
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Donc le triangle (5) nous donne un quasi-isomorphisme

i!b
p'f�bRj�CX [n] �! i!b

p f�bRj�CX [n]:

Maintenant, on applique le Æ-foncteur Rfb�ib!i
!
b au triangle (4) et on obtient

� � � ! H q (�1b ; i
!
bB

�)! H q (�1b ; i
!
bB

�)! Rq+nf bG
� ! H q+1 (�1b ; i

!
bB

�)! � � �

o�u B� = p'
f�bRj�CX [n].

On a le triangle d'attachement

ib!i
!
bB

� �! B� �! Rjb�j
�1
b B�

+1
�! :

Comme j et jb sont aÆnes, Rj� et Rjb� sont t-exacts. Les foncteurs j
�1
b et p'

f�b sont

aussi t-exacts. On en d�eduit que B� ainsi que Rjb�j
�1
b B� sont des faisceaux pervers.

Le th�eor�eme d'Artin nous permet de dire que H q (�1b ; i
!
bB

�) = 0 pour q < �d(f) et
q > d(f) + 1.

Dans le cas de la derni�ere aÆrmation, il suÆt de remarquer que l'hypoth�ese im-
plique que i!bB

� est un faisceau pervers.

4. Th�eor�emes des cycles invariants

Pour une application sympa f : X �! S, on a un th�eor�eme de cycles invariants
qui g�en�eralise les r�esultats similaires de [1] et de [19].

Th�eor�eme 4.1. (des cycles invariants locaux) Soit f : X �! S une application

sympa. Soit b 2 B et soit mk
b : Hk(F ) �! Hk(F ) l'op�erateur de monodromie qui

correspond �a un lacet �el�ementaire dans S qui tourne une fois autour de b.

Alors on a pour tout q

dimKer (mq�1
b � 1) + dimKer (mq

b � 1) = bq(F )� dimV q(b) + bc2n�q�1(Fb)

o�u bcp(Fb) = dimHp
c (Fb) pour tout entier p.

D�emonstration. Soit g : T (Fb)
� �! D�

b la �bration localement triviale induite par
f au voisinage de la �bre Fb, o�u T (Fb)

� = T (Fb)nFb. La suite spectrale de Leray
d�eg�en�ere au terme E2 et nous donne pour tout q

dimH0(D�
b ; R

qg�CX ) + dimH1(D�
b ; R

q�1g�CX ) = dimHq(T (Fb)
�):

On a les �egalit�es suivantes :

(i) dimH0(D�
b ; R

qg�CX ) = dimKer (mq
b � 1),
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(ii)

dimH1(D�
b ; R

q�1g�CX ) = ��(D�
b ; R

q�1g�CX ))
+dimH0(D�

b ; R
q�1g�CX )

= dimKer (mq�1
b � 1);

car �(D�
b ; R

q�1g�CX ) = �(D�
b )bq�1(F ) = 0.

D'autre part pour calculer bq(T (Fb)
�) on utilise la dualit�e de Poincar�e

bq(T (Fb)
�) = bc2n�q(T (Fb)

�)

et la suite exacte

� � � ! H2n�q�1
c (Fb)! H2n�q

c (T (Fb)
�)

�2n�q

�! H2n�q
c (T (Fb))! H2n�q

c (Fb)! � � �

Le morphisme �2n�q est le dual du morphisme induit par l'inclusion

iqb : H
q(T (Fb)) �! Hq(T (Fb)

�):

L'inclusion Fb0 �! T (Fb) se factorise comme

Fb0 �! T (Fb)
� �! T (Fb)

et cela, plus la condition que f soit sympa, nous donne que le morphisme �2n�q

est surjectif et donc l'�egalit�e.

(iii) bc2n�q(T (Fb)
�) = bc2n�q(T (Fb)) + bc2n�q�1(Fb).

Finalement, on a bc2n�q(T (Fb)) = bq(T (Fb)) = bq(F )� dimV q(b).

On peut suivre la même id�ee de d�emonstration et obtenir le r�esultat suivant, qui
g�en�eralise aussi certains r�esultats de [1] et de [19].

Th�eor�eme 4.2. (des cycles invariants globaux) Soit f : X �! S une application

r�eguli�ere non constante. On pose S� = SnB, X� = f�1(S�). Pour tout k, on d�enote

par Hk(F )inv la partie invariante de la cohomologie par rapport �a l'action de la

monodromie du groupe fondamental �1(S
�).

Alors, on a pour tout q

dimHq�1(F )inv + dimHq(F )inv =

= (�(S)� jBj)bq�1(F ) +
P

b2B b
c
2n�q�1(Fb) + bq(X)� dimKer �q � dimKer �q+1

o�u �k : Hk(X) �! Hk(X�) est le morphisme induit par l'inclusion X� �! X.
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5. Exemples

5.1. Cas d(f) = 0 ou 1

Remarque 5.1. Si n = dimX et si d(f) = 0 alors V q(b) = 0 pour tout q � n� 2 et
tout b. Donc

Rqf�CX = Ĥq(F ) pour q � n� 2

et
Rn�1f�CX = pRnf�CX [�1] = DRS(G

0
f )[�1]

o�u G0
f = H0f+(OX ) est le syt�eme de Gauss-Manin de f en degr�e 0, voir [21], [10].

Le faisceau constructible Rn�1f�CX peut donc être calcul�e �a partir d'un D-module
r�egulier holonome.

Remarque 5.2. Supposons que d(f) = 0 et S = C . Alors le morphisme induit par
l'inclusion iq : Hq(X) �! Hq(F ) est un isomorphisme pour q 6= n � 1; n et on a la
suite exacte

0 �! Hn�1(X) �! Hn�1(F ) �! Hn(X;F ) �! Hn(X) �! Hn(F ) �! 0:

Si on �ecrit le th�eor�eme 4.2 pour q = n� 1 on obtient l'�egalit�e :

dimHn�1(F )inv =
X
b2B

bcn(Fb)� jBjbn�2(X) + bn�1(X) + dim(Ker �n):

En e�et, on a Hn�2(F )inv = Hn�2(F ) car in�2 est un isomorphisme. On a aussi
Ker �n�1 = 0 car in�1 est un monomorphisme et on a une factorisation F �!

X� �! X .

Remarque 5.3. Lorsque f : X �! S est �a singularit�es isol�ees sur X , on sait que
l'on a

�(S)�(F ) = �(X) + (�1)n�1(�+ �)

o�u � est le nombre de Milnor associ�e �a f et

� =
X
b2B

�(�1b ;
p'tbÆf (Rj�CX [n])):

Cette �egalit�e nous permet de retrouver les r�esultats de [2], [5] (o�u ils montrent com-
ment le calculer) ainsi que ceux de [22], [23] et [13]. On peut pr�eciser la formule nous
donnant � lorsque d(f) = 0 ou 1, et j aÆne.

(i) Cas d(f) = 0. On a

� =
X
b2B

X
x2�1

b

dimH0(p'f�b(Rj�CX [n]))x;

en particulier � est positif ou nul.
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(ii) Cas d(f) = 1. On a

� =
X
b2B

X
x2�1

b

dimH0(p'f�b(Rj�CX [n]))x�
X
b2B

�(�1b ;H
�1(p'f�b(Rj�CX [n]))):

On va voir plus loin que l'on peut avoir � � 0.

Maintenant, on va consid�erer un exemple o�u l'on calcule les cycles �evanescents de
deux fa�cons di��erentes. On va montrer que la condition d'avoir un plongement j aÆne
peut <transformer>des cycles �evanescents �a support �ni en des cycles �evanescents �a
support non �ni.

5.2. Cas l : C 3nC �! C o�u C est une courbe lisse intersection compl�ete et l
une forme lin�eaire g�en�erique

On consid�ere l'espace projectif P3 avec pour coordonn�ees [x; y; z; u].
Soit Z : F (x; y; z; u) = 0; G(x; y; z; u) = 0 une courbe lisse, intersection compl�ete

de degr�e (d; e), c'est-�a-dire d = deg(F ), et e = deg(G). On suppose que le pinceau
d'hyperplans �x+�y = 0 est un pinceau de Lefschetz par rapport �a Z et que fu = 0g
est transverse �a Z.

Alors, soit C 3 = P3nfu = 0g avec pour coordonn�ees (x; y; z), C = Z\C 3 , l : C 3 !
C , l(x; y; z) = x.

Avec ces conditions, on a

(i) ljC est propre et il y a exactement c points critiques a1; � � � ; ac pour ljC : C ! C ,
tous de multiplicit�e 2, o�u c = classe(Z) (on a c = 2de � �(Z) [16], p. 25,
�(Z) = (4� d� e)de [7], p. 152). En outre l(ai) 6= l(aj) pour i 6= j.

(ii) Si j0 : C 3 = C � C 2 ! C � P2 est l'inclusion naturelle, alors j0(C) est ferm�e
dans C � P2 (sinon on a une contradiction avec ljC propre).

On consid�ere X = C 3nC, X = C � P2, L1 = P2nC 2 la droite �a l'in�ni et la
strati�cation (de Whitney) de X donn�ee par

SX : X
a

C
a
C � L1:

On a Sing(ljC3 nC) = Sing(ljC�L1 ) = ; et Sing(ljC) = fa1; : : : acg = A o�u l : C � P2 =
X ! C est la projection sur le premier facteur.

On va aussi noter j = j0jC3 nC la restriction de l'injection j0 �a C 3nC.
Le faisceau F� = Rj�(CX ) est un faisceau S

X -constructible car on a le r�esultat
suivant

Proposition 5.1. Soient X un espace muni d'une strati�cation de Whitney SX , S 2
SX une strate et j : S ,! X l'inclusion. Alors F� = Rj�C S est cohomologiquement

constructible par rapport �a SX .
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D�emonstration. Il suÆt d'utiliser la trivialit�e topologique le long d'une strate T ,
T 2 S.

{ Calcul de Hq('l�s(F
�))a pour a 2 (fsg � P2) \ A.

Soit a 2 (fsg � P2) \ A, Fa := l
�1
(�) \ B�(a) la �bre de Milnor de l en a o�u

B�(a) est la boule ouverte de centre a est de rayon �, pour � > 0 assez petit et pour
un certain plongement local de X dans un espace aÆne et � suÆsamment proche de
l(a).

On a

Hq('l�s(F
�))a = H

q+1 (B�(a); Fa;F
�) = Hq+1(B�(a)nC;FanC; C ):

Une �etude du couple (B�(a)nC;FanC) nous dit qu'il est homotopiquement �equivalent
au couple ((S3 � [0; 1])= �; S3 � f0g _p0 S

3 � f1g) o�u (x; s) � (y; t) si x = y = p0 est
un point �x�e de S3.

D'o�u le r�esultat

'q
l�s

(F�)a =

�
C si q = 3 et a 2 (fsg � P2) \ A;
0 sinon:

L'inclusion j n'�etant pas un morphisme aÆne, on peut aussi calculer ces cycles
�evanescents en passant par une autre compacti�cation de X , qui a un plongement j1
aÆne.

Soit X1 l'�eclatement de X le long de Z \X, � : X1 ! X le morphisme naturel et
E = ��1(Z \X). On note aussi j1 : X ,! X1 l'injection naturelle et l1 = l Æ �.

On consid�ere la strati�cation (de Whitney) de X1 donn�ee par

SX1
: X

a
E
a
C � L1:

On a SingS
X1

(l1) = A�P1 et SingX1
(l1) = f(a1; ta1); : : : (ac; tac)g o�u tai est un point

de ��1(ai) ' P1.
En un point de A, on se ram�ene localement �a la situation

C : z = 0; y � x2 = 0 et l1(x; y; z) 7! y:

On a deux cartes et dans une des deux cartes l1 s'�ecrit (x; y; z) 7! x2+yz et E : y = 0.
La proposition 5.1 nous dit que le complexe de faisceaux F�

1 := Rj1�CX est SX1
-

constructible.

{ Calcul de Hq('
l1�s

(F�
1 ))(a;t), pour (a; t) 2 �

�1((fsg � P2) \ A).

Soit (a; t) 2 ��1((fsg�P2)\A, F 1
(a;t) la �bre de Milnor de l1 := l

�1

1 (�)\B�(a; t)

en (a; t), 0 < jl1(a; t)� �j � �� 1.
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On a

Hq('l1�s(F
�
1 ))(a;t) = H

q+1 (B�(a; t); F
1
(a;t);F

�
1 ) = Hq+1(B�(a; t)nE;F

1
(a;t)nE; C ):

Pour �etudier le couple (B�(a; t)nE;F
1
(a;t)nE), on doit distinguer deux cas.

Premier cas t 6= ta. (B�(a; t)nE;F
1
(a;t)nE) est homotope �a ((S1 � [0; 1])= �; S1 �

f0g _p0 S
1 � f1g) o�u (x; s) � (y; t) si x = y = p0 est un point �x�e de S1.

D'o�u le r�esultat pour t 6= ta

'q
l1�s

(F�
1 )(a;t) =

�
C si q = 1 et (a; t) 2 ��1((fsg � P2) \ A);
0 sinon:

Deuxi�eme cas t = ta. On se ram�ene au germe d'hypersurface x2+ yz = 0 et on utilise
le di��eomorphisme donn�e par [16], p. 37.

Le couple (B�(a; ta)nE;F
1
(a;ta)

nE) est alors homotope �a (S1; S1) ce qui veut dire
qu'il n'y a pas de cycles �evanescents en ce point.

D'o�u le r�esultat

'q
l1�s

(F�
1 )(a;t) =

�
C si q = 1 et (a; t) 2 ��1((fsg � P2) \ A); t 6= ta;
0 sinon:

L'avantage de la premi�ere compacti�cation est que dim supp '
l�s(F

�) = 0, son
d�efaut est que le plongement j n'est pas aÆne, en particulier le faisceau Rj�(CX [3])
n'est pas pervers. La deuxi�eme compacti�cation corrige ce d�efaut mais par contre
cette fois dim supp 'l1�s(F

�
1 ) = 1.

Remarque 5.4. Pour le cas l : C 3nC �! C que l'on vient de discuter on peut calculer
b4(X) et b4(F ) et v�eri�er que b4(X) 6= b4(F ). Cela entrâ�ne, via le th�eor�eme 3.1, que
d(f) > 0 pour toute compacti�cation avec j aÆne.

Pour calculer b4(X) on utilise la suite exacte de Gysin pour une intersection
compl�ete lisse

H4(C 3 ) �! H4(X)
R
�! H1(C) �! H5(C 3 ) �!

d'o�u b4(X) = b1(C) = 1 � �(C) = 1 � (�(Z) � de) = 1 + de � (4 � d � e)de =
1� (3� d � e)de 6= 0: D'autre part F = C 2nfde pointsg a le type d'homotopie d'un
bouquet de sph�eres de dimension 3, donc b4(F ) = 0. Des calculs de ce type nous
permettent aussi de montrer que les applications l et l1 sont des applications sympa.

Cet exemple est un cas particulier de la remarque 5.3 (i) et (ii). Ici, on peut calculer
de deux fa�cons di��erentes �(F ) ce qui va nous permettre de calculer le nombre �. En
e�et on a

�(F ) = 1� de;

�(F ) = �(X) + (�+ �) = (1 + de� �(Z)) + (�+ �);

� = 0:
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On en conclut que � = �c est dans ce cas strictement n�egatif.

Si H est un hyperplan g�en�erique de C 3 alors on peut consid�erer lH = ljHnC ,

�H = �(lH). On a �(FlH ) = �(HnC) � �H ce qui nous donne �H = �de. Donc
� + �H est strictement n�egatif contrairement au cas des polynômes �a singularit�es
isol�ees, voir [5], p. 133.
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