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El Teorema de la Grdfica Cerrada con
Condiciones Débiles de Continuidad

J. C. FERRANDO

ABSTRACT. In this paper we develop a duality theory of the closed graph theorem
with weak continuity conditions, in order to obtain some permanence and maximality
properties concerning the domain and range classes.

Todos los espacios que se consideran son localmente convexos de
Hausdorff sobre el cuerpo de los reales o de los complejos.

En lo que sigue desarrollamos una teoria de dualidad para el teorema de
la grafica cerrada con objeto de obtener, algunos resultades de caracter gene-
ral, en la linea de los que aparecen en [8] o en el §6 de [9].

La seccion primera se ocupa de la construccion de las clases de partida y
de llegada asociadas a una clase de espacios con topologias débiles 3,
tomando como clase de partida la de todos los espacios cuyos duales débiles
pertenezcan a la clase X dada, asi como del estudio de algunas de sus
propiedades que, como cabe esperar, dependen de las propiedades de la clase
3. considerada. Una serie de ejemplos particularizan al final de la seccién la
teoria desarrollada a algunas de las clases maximales usuales para el teorema
de la gréfica cerrada.

En la seccion segunda se establece una teoria que es en cierto modo
simétrica de la desarrollada en la seccion primera. Aqui es la clase de llegada
la que se toma como la de todos los espacios cuyos duales débiles pertenezcan
a la clase 3 dada.

1991 Mathematics Subject Classification: 46A07.
Editorial Complutense. Madrid, 1992. -



186 J. C. Ferrando

1. CLASES DE LLEGADA PARA EL TEOREMA DE LA GRAFICA
CERRADA CON CONDICIONES DE CONTINUIDAD DEBIL

Sea 3, una clase de espacios con las topologias débiles.

Definicién 1. Diremos que un espacio E pertenece a la clase A (2) si
E'(o(E,E))c 2. ‘

Si E€A(2), E(r)e A(Z) para cualquier otra topologia localmente
convexa 1 sobre E compatible con.el par (E, E’).

Definicién 2. Diremos que un espacio F es de la clase B(2) si dado un
subespacio vectorial G de F* tal que G F’ es denso en F' (o (F', F)) y tal que
G (o (G, F))€ 3, entonces G contiene a F'.

Nuevamente, si FEB(2) y 7 es otra topologia localmente convexa sobre
F compatible con (F, F’), entonces F (7)€ B(X).

Proposicion 1. Sea E un espacio vectorial y sean v y p dos topologias
localmente convexas sobre E, tales que E(t)e A(3) y E(p)eB(3). Si la
aplicacion identidad i de E (t) sobre E(p) tiene la grdfica cerrada, entonces i
es débilmente continua.

Demostracion. Sea E’ el dual de E(7), G el dual de E(p) y E* el dual
algebraico de E. Si j: G — E* denota la traspuesta de i, entonces ENG=j-!(E")
es denso en G(0(G, E)) por tener i la grafica cerrada, (3, p. 114). Ahora,
como G(o(G,E))eX y E(p)eB(3), entonces E’ contiene a G. Asi, pues,
j(G)CE’y, por consiguiente, i es débilmente continua.

~ Proposicion 2. Si E no pertenece a B(Z.,), entonces existe una topologia
de Mackey 1 sobre E tal que E(t)€ A (2) y la identidad i: E (1)— E tiene la
grdfica cerrada y no es continua.

Demostracion. Si E no pertenece a la clase B (3), existe un subespacio G
de E* tal que GMNE’ es denso en E’(o(E’,E)), G(0(G, E))€Z, pero G no
contiene a E’. Ahora, denotando por u (E, G) la topologia de Mackey del par
dual (E,G), E(u(E,G))€A(2), ya que G(o(G, E))e3. Por otro lado, la
identidad i:E(u(E,G))—E tiene la gréafica cerrada, pues si j denota su
traspuesta, entonces j~'(G)=GNE’, que es un subespacio denso de
E’(o(E’, E)). Pero i no es débilmente continua, ya que j (E’) no esta contenido
en G.
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Definicién 3. Diremos que una clase 3 de espacios con las topologias
débiles es normal si contiene a los espacios débilmente completos y es estable
para la formacion de subespacios cerrados y productos finitos.

Teorema 1. Sea 3 normal y sean E€c A(3) y FEB(3). Si f es una
aplicacion lineal de E en F con grdfica cerrada, entonces f es débilmente
continua.

Demostracion. Sea H un complemento algebraico de f(E) en F, provisto
con la topologia localmente convexa mas fina. La aplicacién lineal g de Ex H
sobre F definida como g(x,y) =f(x)+y para cada (x,y) € ExH, tiene la gra-
fica cerrada. Puesto que E’(0(E,E))€X y H*(o(H*, H))e %, entonces
(ExH)Y(oc ((ExH),ExH)) pertenece a 3. Por otro lado, si L:=g"! 0),
entonces el ortogonal L° de L en (ExH)" es débilmente cerrado en (ExH);
luego L (o (I, (EXH)/L) )€ 3. De manera que (ExH)/L pertenece a la clase
A(Z). Poniendo g=h - k, donde k es la aplicaciéon canénica de E x H sobre
(ExH)/Ly h el isomorfismo de (EX H)/L sobre F, h tiene la grafica cerrada,
y aplicando la Proposicion 1 a h, se deduce que h es débilmente continua. Lo
que prueba que f es débilmente continua.

Proposicion 3. Sea X una clase normal y supongamos que E€ B(3). Si
F es un subespacio cerrado de E, entonces Fe B(2J).

Demostraciéon. Si F no pertenece a B(Z), existe una topologia de
Mackey 7 sobre F tal que F(7)€ A(2) y la identidad i de F(7) sobre F tiene
la gréfica cerrada y no es continua. Por otro lado, i: F (7) — E tiene la grafica
cerrada, ya que F es cerrado en E, y como F(r)e A(3) y E€B(2), entonces
i es continua. Contradiccidn. -

Proposicion 4. Sea F un subespacio de codimensién finita de un espacio
E. Si 3 es normal y Fe B(3), entonces E€ B(3).

Demostracion. Es suficiente suponer que F es de codimension uno. Si E
no pertenece a B(X), existe una topologia de Mackey 7 sobre E de manera
que E(7) €A (2) y la identidad i de E(7) sobre E tiene la grafica cerrada y no
es continua. La restriccion j de i sobre F es una aplicacién lineal de F (r/F)
sobre F que tiene la grafica cerrada. Como F es de codimensién uno en E, se
deduce de un conocido resultado dado independientemente por S. O.
lyahen, [2] y M. De Wilde [1], que j tiene una extensién lineal h de E(7)
sobre F con grafica cerrada. Como 2 es normal, E(r)€A(2) y FEB(3),
entonces h: E(7) — F es continua. Por consiguiente, h: E(7) — E es continua.
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Pueden ocurrir dos cosas:
1) F es denso en E(7)

Sea x€ E\F y sea {x;, i€], =} una red de puntos de F que converge a x
en E (7). Por ser h continua, h(x;) —h(x) en E. Pero como i: E(7) —E tiene
la grafica cerrada, ha de ser i(x) =h(x), y esto es una contradiccién, ya que
entonces Xx=h(x)<€F.

2) F es cerrado en E(7)

Tomando nuevamente x€ E\F, entonces E(7) es la suma topoldgica
directa de F(r/F) y <{x}>. Por tanto, i sera continua al ser continuas sus
restricciones sobre F (7/F) y sobre <{x}>. Contradiccion.

Ejemplos. Si 3 es la clase de los espacios débilmente casi-completos, la
clase B(2) la constituyen los espacios T', de Valdivia, [6]. Los espacios tone-
lados constituyen la subclase de A () formada por todos los elementos de
A (2) provistos con las topologias de Mackey.

Si % es la clase de los espacios débil localmente completos, entonces la
clase B(3) la constituyen los espacios A, de Valdivia, [7] y la clase A (Z) los
espacios dual localmente completos, [7].

Si X es la clase de los espacios débil sucesionalmente completos, entonces
los espacios con la propiedad (S) de Saxon, [5] constituyen la clase A (3).

2. CLASES DE PARTIDA PARA EL TEOREMA DE LA GRAFICA
CERRADA CON CONDICIONES DE CONTINUIDAD DEBIL

Sea como antes 3 una clase de espacios provistos con las topologias
débiles.

Definicion 4. Diremos que un espacio E pertenece a la clase C(2) si
dado un subespacio G de E* tal que GNE' es denso en E'(6(E,E)) y
G (o (G, E) )€ 3, entonces G estd contenido en E'.

La definicién anterior sélo depende del par dual (E, E’) y no de la topo-

logia inicial de E.

Proposicion 5. Sea E un espacio vectorial y sean 7 y p dos topologias
localmente convexas sobre E tales que E(t)eC(3) y E(p)eA(2). Si la
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aplicacion identidad i de E (7) sobre E(p) tiene la grdfica cerrada, entonces i
es débilmente continua.

Demostracion. Sea E’ el dual de E(7), Geldualde E(p) yj: G—E* la
traspuesta de i. Ahora, GNE’'=j~!(E’) es denso en G (¢ (G, E) ), ya que i tiene
la grafica cerrada. Asi, GNE’ es denso en E* (o (E*, E)) y, por tanto en
E’(o(E’,E)). Dado que G(0(G,E))e3 y dado que E(p) esta en A(Z), G
estara contenido en E’; de donde j(G)CE’. Luego i es débilmente continua.

Proposicion 6. Si E no pertenece a la clase C(2), entonces existe una
topologia T sobre E tal que E(t)€ A (3) y la identidad i de E sobre E (t) tiene
la grdfica cerrada, pero no es continua.

Demostracién. Si E no esta en C(Z), existe un subespacio G de E* tal
que G(0 (G, E))e 3, GNE’ es débilmente denso en E’ y G no esta contenido
en E’. Como G(0(G,E))e X, E(c(E, G)) pertenece a A (2). Por otro lado, la
identidad i: E— E(¢(E, G)) tiene la grafica cerrada debido a que GNE' =
j~' (E’) es débilmente denso en E’ y, por tanto, en G. Sin embargo, j (G) no
esta contenido en E’. Luego i no es débilmente continua.

Definicion 5. - Diremos que una clase de espacios 3 con las topologias
débiles es regular si dados E€ 3 y una aplicacion lineal débilmente continua
f de E sobre otro espacio F, entonces Fe€ 3.

Proposicion 7. Si X es regular, entonces C(3) es estable para la
formacion de productos finitos.

Demostracion. Si E, FeC(3), veremos que ExFeC(3), para lo que
identificaremos E y F con los subespacios E x{0} y {0} X F de E xXF, respecti-
vamente.

Sea G un subespacio de (E x F)* verificando que GN(E xXF)’ es denso en
(EXFY(e (ExXF), ExF))y G(0(G,ExF))e3. Vamos a probar que G esta
contenido en (E X F)". Si p denota la proyeccion de E* x F* sobre E*, entonces
p(G)NE’ es denso en E’ (o (E’, E)), ya que p[GN(E’ X F") ] est4 contenido en
p(G)NE’. Como p/G:G— E* es débilmente continua, entonces p(G)€ X en
virtud de las hipotesis. Luego p(G)CE’. Por otro lado, si q denota la
proyeccion de E* x F* sobre F*, se demuestra andlogamente que q(G)C F’.
Por consiguiente, GCp(G)xq(G)CE X F.
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En los resultados siguientes C,(2) denotar4 la subclase de C(3) formada
por todos los espacios E de C(Z) con la propiedad de que (ExF)/GeC(2)
para cada espacio F provisto con la topologia localmente convexa mas fina
y cada subespacio cerrado G de E X F. Es obvio que la clase C,(2) no es vacia.

Teorema 2. Sea EcC,(3)y Fe A(3). Si f es una aplicacion lineal de E
en F con grdfica cerrada, entonces f es débilmente continua.

Demostracion. Sea H un complemento algebraico de f(E) en F, provisto
con la topologia localmente convexa mas fina. La aplicacién g de E X H sobre
F, definida como g(x,y)=f(x)+y, es lineal y tiene la grafica cerrada.

En virtud de las propiedades de la clase C, (%), si L: = g—'(0), se tiene que
(ExH)/LeC(%). Descomponiendo g=h-k como en el Teorema 1, h tiene la
grafica cerrada y la conclusion se sigue con la Proposicién 5.

Proposicion 8. Sea 3 regular y sea F un subespacio de codimensién
finita de un espacio E. Si E€ C,(3), entonces Fe C(3).

Demostracion. Si F no pertenece a la clase C(2), existe una topologia
localmente convexa 7 sobre F tal que F(r)€ A(2) y la identidad i: F— F (7)
tiene la grafica cerrada, pero no es débilmente continua. Como F es un
subespacio de E de codimension finita, existe una extension lineal h de i,
definida en E, sobre F (7) con gréafica cerrada. Ahora, E€C,(X) y F(1)eA(2),
de manera que por el resultado anterior, h es débilmente continua. Pero
entonces i: F— F(7) es débilmente continua. Contradiccidon.

Proposicion 9. Sea E la envoltura localmente convexa de una familia
{E, i€ I} de espacios dotados con las topologias de Mackey, definida por las
aplicaciones {h;, i€ I} de los E; en E. Si cada E;€ C,(3,), entonces Ec C(2).

Demostraciéon. Si E no pertenece a la clase C(2), por la Proposicion 6
existe una topologia localmente convexa 7 sobre E tal que E(r)€A(3) y la
identidad i: E— E(7) tiene la grafica cerrada y no es continua. Ahora, las
aplicaciones ioh; de E; en E (7) tienen la grafica cerrada y son, por el Teorema
2, débilmente continuas. Como cada E; tiene la topologia de Mackey, estas
aplicaciones 1-h; son continuas y, por ello, 1 es continua, Contradiccién.

Necesitaremos el siguiente resultado, dado en [4].



El teorema de la grdfica cerrada con condiciones débiles de continuidad 191

Lema. Sean E y F dos espacios vectoriales topoldgicos y sea G un
subespacio de E de codimension numerable. Si f es una aplicacion lineal de G
en F con grdfica cerrada, entonces existe una aplicacion lineal h de E en Fx ¢
con grdfica cerrada tal que h(x)=(f(x), 0) para cada x< G.

Proposicion 10. Supongamos que 3 es tal que si E€J, entonces
Exwel. Sea F un subespacio de codimension numerable de un espacio E. Si
Ee C(3), entonces Fe C(3).

Demostracién. Si F no pertenece a C (2), existe una topologia localmente
convexa 7 sobre F tal que F(r)€A(Z) y la identidad i: F— F(7) tiene la
grafica cerrada, pero no es débilmente continua. Entonces, aplicando el lema
anterior, existe una aplicacion lineal h de E en F(7) x ¢ con grafica cerrada,
tal que h(x) =(i(x), 0) para cada xe F. Como F(7) X p est4 en A (), entonces
h es débilmente continua y, por consiguiente, i es débilmente continua.
Contradiccidn.
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