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Sur une Classe de Problemes d’Evolution
Quasi Linéaires Dégénérés.

Anne PLOUVIER

ABSTRACT. We are concerned with the existence, uniqueness and quali-
tative behaviour of weak solutions to nonlinear conservation laws, of the form

Bu _div (AGu) V 9(u)) =0, 4(0)=4(0)=0, ¢' 20,

associated with mixed conditions on the parabolic boundary. We establish a
global result of existence for initial data in the space L°°, when coefficients of
A are Caratheodory functions.

Under these assumptions, we prove the global uniqueness with additional
informations on the structure of the matrix of absolute permeability .A(.,.).
The asymptotic behaviour of the solution and the local hyperbolic character
of the degenerate equation are specified.

RESUME. On présente une étude analytique de problémes aux limites de
Cauchy qui trouvent leur origine dans ’écriture de la loi de conservation de
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masse (équation de continuité) d’un fluide en milieu poreux, lorsque le tenseur
de diffusivité dépend de 1’évolution du systéme physique. On considére une
classe d’équations de type divergentiel:

g_? — div ('A(’u) e ¢(u)) =0, #(0)=4¢(0)=0,4¢ >0,

associées & des conditions aux limites mélées sur la frontiere parabolique. On
établit un résultat d’éxistence pour une donnée initiale peu réguliére, lorsque
les coefficients de A sont des fonctions de Carathéodory. Dans ces condi-
tions, ’unicité globale est prouvée dés lors qu’on posséde une information
supplémentaire d’holdérianité sur la dépendance w +— |[|A(., ¢~} (w))||. Le
comportement asymptotique de la solution et 1’effet de propagation de la dif-
fusion & vitesse finie, révélateur d’un comportement localement hyperbolique
de Péquation dégénérée, sont décrits.

1. INTRODUCTION

On propose une contribution a I’é¢tude analytique de problémes
d’évolution du type de la diffusion non linéaire lorsque 1’expression du
tenseur de diffusivité est affectée par I’état instantané du systéme qu’ils
décrivent; plus précisément, on introduit une classe de problémes de
Cauchy de type divergentiel quasi linéaire:

2 _ div (A(.,u) V ¢(u)) =0,
u(O) = Up p.P- dans Q,

associés a des conditions de bord de type Dirichlet ou de type

\ mélé sur le bord d'un ouvert borné .

Les situations physiques modélisées par un probléme aux limites
présentant ces particularités son nombreuses: description de I’humidité
des sols, industrie pétroliere ou modeles de diffusion d’un effluent pour
des écosystémes hydriques; a titre d’illustration, considérons la diffusion
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d’un gaz dans un milieux poreux, de porosité constante (pour simplifier
...) et prise égale & 1 aprés une classique homothétie de 1’échelle des
temps; 1’équation de conservation de masse (ou de continuité) s’écrit
alors

% +div(pU)=0

ou 'on désigne par
p la masse volumique du gaz, U sa vitesse de filtration.
Adoptant pour lois de comportement

i) une loi de type BOYLE-MARIOTTE:
p = p(P), p fonction strictement croissante, 0 < p < pmax < 400,

liant la masse volumique et la pression (ex: p = pyg (P%)%, Yo > 0).

ii) une loi de DARCY, liant le champ de vitesse et le gradient de
pression:

U= —K(z,P)-V P

ou K, le tenseur de diffusivité, dépend du point considéré et de la valeur
de la pression régnant en ce point,
on obtient une équation du type:

%S — div (A(z,5) V §(5)) = 0, $(0) = #(0) = 0, ¢' > 0.

en prenant pour inconnue S = p(P), et
p~H(S) )
5)= [ or)ar, AGw,S) = K(z,p ),
S étant associée & des conditions (selon un partitionnement du bord)

S=5 ou (A,S)V¢s)) .n=0

correspondant respectivement 3 une zone a pression imposée ou a une
paroi imperméable.
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2. ENONCE DE LA FORMULATION VARIATIONNELLE

a) Notations générales.

Soit  un domaine borné connexe de R", n € IN*, de frontiére T
réguliére; soit I'y un ouvert non vide de I' et I'; = '\ I'y; T désignant
un réel strictement positif, on note @ = Qx]0,T7.

On se donne, pour (3,j) € (1,...,n)?, n? fonctions de CARATHE-

ODORY:
aij : Q x 'R+ — R

(2,2) — aij(z, A),

vérifiant:

(i)  aij € L%(Q x R*) pour tout ¢ et tout j,
(1)  Jap >0, VA € R, VE € R, aij(., A)&E; > aokibi
p.p. sur Q (avec la convention de sommation
de l'indice répété),
$ (1.1)
(¢4t) y > a;i;j(z,y) admet uniformément par rapport 3 z,

presque partout dans {2, et uniformément par

rapport & V'indice (7,7), un module de continuité 6 et

\ : fO'*'md?TﬂT:-*-oo’

On note A(z, A) la matrice de diffusivité {a;;j(z,A)}nxn-

b) Cadre fonctionnel de la modélisation.

On introduit Pespace de Hilbert V,

V ={ve H(Q); v=0sur I}
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muni, grice a 'inégalité de POINCARE et a la connexité de €, du
produit scalaire:

VeV, YoeV, ((u,v)):/ V u. V vdz.
Q

Identifiant H = L%() & son dual, on peut identifier V', le dual de
V, & un sur-espace de H, avec V C H C H', l'injection de V dans H
étant continue, a image dense.

On note ||.|| (resp. |.|) la norme dans V (resp. dans H), (.,.) le
produit scalaire dans H et (.,.)y+ v la dualité V', V.

On consideére, la dérivation étant prise au sens de D'(]0, T[; V),
W(0,T) = {v € L2(0,T; V), % e L*(0,T, V')}

espace de Hilbert, muni de la norme usuelle (cf. [13], ch.1).

Hypotheses sur u et ¢.

On s’intéresse essentiellement, compte tenu de l'interprétation phy-
sique du probléme, a la recherche de solutions bornées et positives, as-
sociées 4 une donnée initiale bornée, positive, sans autre hypothese de
régularité. Deés lors, on suppose que les données initiales admissibles
sont des fonctions mesurables, définies presque partout sur 2, a valeurs
dans un intervalle [0, M], pour un certain M > 0, et on considérera
désormais que:

(H1) wup € L™(9), 0 < up < M presque partout dans 2,
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(¢ €C((0,M]), $(0) =0, ¢'(0)=0, ¢' >0.

¢ est strictement croissante, ¢~ € C%([0,4(M))),
(H2)¢ i.e. ¢~ est holdérienne d’ordre o,

pour un certain a €]0,1[, sur V'intervalle [0, ¢(M))].

\  On note 4 la primitive de ¢ s’annulant & l'origine.

On introduit alors le probléme de Cauchy, formellement énoncé par
la formulation variationnelle suivante, qui tient compte d’une condition
de bord de Dirichlet homogéne sur I'y et de Neumann homogeéne sur
r \ Fl ’

(avec, éventuellement dI'-mes (I' \ I'1) = 0):

Trouver u vérifiant, presque partout sur |0, T,
(P)S VveV, (Z,0)vv + fo Al ) V ¢(u). V vdz = 0,

u(0) = ug p.p. dans Q.

Le plan de la présentation est le suivant:

i) on prouve ’existence d’une solution faible pour une donnée ini-
tiale trés peu réguliere.

ii) sans hypothése supplémentaire de régularité sur 1’état initial,
I’unicité est établie dés lors que les coefficients de la matrice de diffusivité
dépendent de fagon holdérienne (d’ordre 3 préciser) de l'inconnue wu,
uniformément en la variable géométrique z, presque partout sur 2.

iii) des informations sont apportées sur le comportement asympto-
tique de la solution, lorsque ¢ devient arbitrairement grand.

iv) le caractére localement hyperbolique du probléeme est mis en
évidence par la description d’un effet de diffusion a vitesse finie, en
adaptant les résultats classiques de ANTONTSEV S.N., DIAZ J.L [2]
par la méthode de localisation de 1’énergie.
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3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION FAIBLE AU PROB-
LEME (P).

En se fondant sur un lemme technique di 8 BAMBERGER A. [4]
sur une idée de MIGNOT F. (cf. aussi ANTONTSEV S.N., DIAZ J.I.
[2]) et sur une étude préalable de ARTOLA M. [1] dans le cadre partic-
ulier olt ¢ = Id, on dispose du résultat d’existence suivant:

Proposition 1:

Sous les hypothéses (1.1), (H1) et (H2), il eziste au moins une
solution u du probléme (P) telle que:

([ uwe L®(Q), 0<u< M pp.dans Q,
¢(u) € L*(0,T;V), & € L%(0,T;V"),
! pp osur 10, T'{, solution de l'équation variationnelle :

Vv eV, (%—’t‘,v)v,y + Jq AG, ) v é(u). V vde = 0,

u(0) = up p.p. dans Q, L(Q) — tli%l'P u(t,.) = v.

Preuve:

Premiére étape: le probléme régularisé.

Considérons le probléme non dégénéré, régularisé par 1’adjonction
d’un terme de viscosité artificielle. On remplace la fonction ¢ par ¢, =
é+eld, € >0, ¢, étant alors bi-lipschitzienne. Ainsi, le probléme non
dégénéré associé s’énonce par la recherche de u, tel que:

( u. € W(0,T), 0<u. <M p.p.dans Q,

solution p.p. sur ]0,7[ de I'équation variationnelle,

(PE) < —_ —
Vv eV, (%‘i"”)v',v + Jq A(»ue) V ¢e(ue). V vdz = 0,

| ue(0) = up p.p. dans Q.
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D’aprés la monographie de ARTOLA M. [1], on sait que pour tout
€ > 0 et pour toute donnée de g dans W(0,T), 0 < ¢ < M p.p. dans
Q, 3! U, = Uc(g) tel que:
[ U. e W(0,T), 0 < U, < M p.p. dans Q,
vérifiant p.p. sur ]0,T7,
(Pe(g))y Wvevy, ( a1 ,"))V: v

+ fn A(, Ue)(¢'(9) +¢) e (Ue). 3 vdz = 0,

| Uc(0) = up p.p. dans Q.

L’existence d’une solution u, au probléme (P,) résulte alors facile-
ment du théoréme de point fixe de SCHAUDER-TYCHONOFF dans le
cadre hilbertien séparable (cf. ZEIDLER [15]), en reprenant la méthode
suivie par GAGNEUX G., GUERFI F. [10]. 1l suffit de vérifier que
’application de W(0,T') dans lui-méme qui a g fait correspondre U.(g),
¢ fixé strictement positif,

1) laisse invariant un convexe non vide faiblement compact de
W(0,T) du type:

K={veW(0,T), 0<v< M p.p. dans @, v(0) = up p.p. dans Q,

ov
lIvllz20,7v) < et Ml lleao,myvry < 2}
pour des constantes ¢; et ¢; convenables.
ii) est faiblement séquentiellement continue de K dans K, pour la
topologie o(W(0,T), W'(0,T)).

Deuxiéme étape: estimations a priori.

D’aprés le lemme de STAMPACCHIA G, il est 101s1ble de prendre
pour fonction test v = ¢¢(u.) élément de V.
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En utilisant le lemme de BAMBERGER A. [4] fondé sur une double
inégalité de convexité, on a, p.p. sur ]0, T, au sens de D'(0,T) et dans
LY(0,T),

(Gpzsoutua)y,, = 5 [ ([ o).

Par intégration loisible sur ]0,T[, de fonctions numériques absolument
continues et d’aprés (1.1)ii), il vient:

u.(T,z)
L[ ocyin)do + aollgetwollaemy

5/()(/0u0(x)¢5(r)dr)dz.

u.(T,z)
/ de(r)dr > 0,
()

Observant que:

et que la quantité
[18ell o= (0, o] c0 )

est bornée indépendamment de ¢, on met en évidence les estimations a
priori suivantes:
de, constante indépendante de ¢, telle que:

”¢s(“e)”iz(o,r;v) <c (P1)
No(uelllizo,vy + X lluelliao vy S ¢ (P2)
1% 1120, 7:v7) <e (P3)

D’aprés (P2), la famille ¢(u.) est bornée dans L%(0,T;V) , donc

dans L%(0,T; W*%(Q)), pour tout s €]0,1[. De plus, ¢~! est héldérienne
d’ordre o, a €]0,1[, nulle en 0 et donc

ue € WoSH*(Q) p.p. sur |0, T
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et indépendamment de ¢, selon un résultat classique de TARTAR L.
fondé sur la caractérisation de GAGLIARDO E. des espaces W*?((Q),
0 < s <1 (cf. LIONS J.L., MAGENES E. [13] t.1 p.108 ou BREZIS H.
[5] p-196)

u, demeure dans un borné fixe de L2/*(0,T; W**2/*(Q)). (P4)

Troisiéme étape: passages a la limite.

D’apres le théoréeme de compaate de DUBINSKII J.A. (cf. LIONS
J.L. [14] p.57),

l'injection J de {v € L¥/*(0,T;Wo* 2/°'(Q)), € L*(0,T;V')}

dans L%/*(0,T; L?/*(£2)) est compacte.

On peut donc en définitive extraire une sous-suite de (u)e>o notée
(te)e>0, telle que, quand € — 0F

( L*(Q)
ue —— u avec 0 < u < M p.p. da.nsQ,

L3(0,T;V)

Pe(ue) é(u),

(L2(Q)"
|V ge(ue) 25 T g(a).

D’aprés le théoreme de DUBINSKII J.A., on peut choisir en outre
la sous-suite extraite telle que, quand ¢ — 0%

c°(0,T; V")
Ue — U.
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D’ol, u(0,.) = up p.p. dans Q ; u vérifie donc la condition initiale
du probléme dégénéré.

Ainsi, d’aprés le théoréme de convergence dominée de LEBESGUE,
en passant a la limite (quand ¢ — 0%) dans le probléme non dégénéré
(P:), ce point d’accumulation (pour des topologies appropriées) u ap-
parait solution du probléme dégénéré (P).

Le théoréeme d’existence est donc démontré.

Remarques:

i) Sachant que u € C°([0,T]; V') et que u € L*°(Q), on a (cf. LIONS
J.L., MAGENES E. [11] vol.1 p.297):

u € C°([0,T), LP(R)), pour tout p € [2,+o00].

ii) Une variante facile peut étre obtenue en remplagant I’hypothése
(H2), toute chose étant égale par ailleurs, par:

(¢ € CY([0,M]), ¢(0) = ¢'(0) =0, ¢ est strictement

croissante (et F désignant la primitive de la fonction
(H2)bis {
V&' nulle A l'origine)

\  F-1¢eC%%([0, F(M))]), pour un certain 3 €]0,1[.

4. UN RESULTAT D’UNICITE
On suppose que pour tout couple (z,5) € (1---n)?, Papplication:

y = aij(z,67(y))
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est holdérienne d’ordre 4 avec % < v < 1, uniformément par rapport a
z, i.e., plus précisément:

( 3y €e[1/2,1], 3¢ >0,
v(y17y2) € [07¢(M)]21 V(Z,J) € (17" 'an)z,

lai;(., 71 (v1)) — @i (- 6~ (w2))| < clyr — w2,

(H3) «

\ presque partout sur.{.

On dispose alors de la

Proposition 2. Sous Uhypothése supplémentaire (H3), la solution
u du probléme (P) décrite par la proposition 1 est unique.

Preuve. La démonstration de cette propriété est une conséquence
du résultat suivant:

Théoréme. Soient u et v deuz solutions du probléme (P ), associées

auz conditions initiales respectives ug et vo dans le cadre de hypothése
(H3). Alors, on a:

gz/n(u(.,x) ~ o(,2))*dz < 0, an sens de D'(10, Y.

Premiére étape: preuve du théoréme.
Introduisant deux instants arbitraires ¢ et 7 de ]0,7[x]0,T[, on
considere u et v comme des fonctions définies sur 2x]0,7[x]0, 7| en

prenant:

u(z,t,7) = u(z,t), o(z,t,7)=0(z,7).
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Soient ¢ € D(0,T) tel que & > 0 sur ]0,T[ et pour tout § > 0, ps
une suite régularisante, telle que:

ps € D(R) avec ps > 0, / ps(z)dz = 1.
R

Posons £5(t,7) = £(7)ps(157), avec & assez petit afin que & €
D((0,T) x (0,T))-

Soit, pour tout £ > 0, H, I’approximation de la fonction de Heavi-
side (i.e. de la fonction sgng ), utilisée par GAGNEUX G., MADAUNE-
TORT M. [11] définie par:

rt?

ri4e’

VreR, H(r)=

Pour tout ¢ > 0, H, est une fonction globalement lipschitzienne sur
R, strictement croissante, de classe C!, nulle en 0, construite de sorte
que, pour tout réel r,

’ e—o0t
rHl(r) —— 0,

(P5)
0 < rH[(r) < 3.

Puisque u et v sont solutions du probléme, on a, par différence des
deux équations:

Vz € V et p.p. sur |0, T[x]0, TT,
(% - g%’z%/r,v + fn A(-,U) V ¢(u). V 2dz

= [o A(.,v) 6 #(v). V 2ds.
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D’ou, il vient:
Vz €V et p.p. sur |0, T[x]O,T[,
(3 - 82)py + o AGD Y (6() - #(0). V 2ds

= [o (A7) — A(,w)) V §(0). V zds.

D’aprés le lemme de STAMPACCHIA G., la fonction définie, Ve >
0, par: we = H(¢(u) — ¢(v)) est une fonction test loisible, appartenant
av.

De plus, presque partout sur ]0, 7 et presque partout dans {2,

V we =V ($(x) — $(0)) HL($(x) - #(v)).

Ainsi, en appliquant ’inégalité de YOUNG et 1.1)ii), il vient, p.p. sur
10, T[x]0,T[, H. étant non négative:

A B R C OB O MACORE I

< 5o [ IAG) = AG0) T (o) H($(w) - 9(0)ds-
Etant donné que: pour tout § > 0, £s > 0, on peut miltiplier chaque
membre de ’inégalité par &; et intégrer sur )0, T[x]0, T’[.

Il s’ensuit que:

T (T gu &v
/0 /o <E - 5—1:,w5>v”vfgdtd‘r

T T o
+ %‘l /0 /0 /Q H,(¢(u) — $(v))| V ($(u) — ¢(”))|2fsd$dtd'r
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/ / / (A, 0)=AC) T (o) HL($0)= () Esdadtar.

200

Posons, Ve > 0,
{ Bea(u,v) = [ H(4(s) — $(v))ds,
¢€,2 (u’ v) = f: H5(¢(U) - ¢(3))d3,

Alors, quand ¢ — 07,

.p. dans x]0,T[*
Vi=1,2, q&',,.‘(u,v)pp i—l [(u-fv)+.

De plus, en tenant compte du fait que u ne dépend pas de T et que
v ne dépend pas de ¢, on a, en utilisant le lemme de BAMBERGER A.
[4], les égalités suivantes:

1) / 5 ,w; ,V&dt = —/0 3{5 ¢, 1(u, v)dzdt,

ﬂ)/ {5 T—/ /afad;cg(u,v)dzd‘r

Remplagant dans I'inégalité antérieure, en observant d’aprés (H3
"
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que

(ACv) — AC,u) ¥ wf?

n

=) {(Zn:[aif(-’”) - “‘J'("“)]gTa;)z}

i=1 j=1

3

<3 { Dlasto) et 3 (22)'),

i=1 j=1 j=1
par CAUCHY — SCHWARZ dans R"

< |Vwl*ne®|g(u) ~ $(v)I>

on obtient, puisque v appartient a [1/2,1],

/OT /OT/n "(%5_—6%,2(“,0) + L ¢= (v, v))dzdtd-r <

c? _ T ,T
w o [ [ [ B - 6)I6w) - 40
0 o Jo Ja
| V ¢(v)[2Esdzdtdr.
Ainsi, quand ¢ — 0%, la propriété (P5) rend possible 'usage du théoréme

de convergence dominée de LEBESGUE dans £x]0,T[x]0,T| et il en
résulte que, Vé > 0,

///(u(t ) = o(T, ))+€(t+T) (t )d:z:dtdr<0

Faisant tendre § vers 0%, il s’ensuit que, pour tout ¢ € D(]0,TY),
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£20, r
| [[(wt2) - wte, o€ e)deas > 0.
0 Q

- Or, d’aprés la remarque, point i), pour tout ¢ € [0,T], u(t,.) a un
sens et définit en particulier un élément de L'(f2) car € est borné.

En conséquence, la fonction numérique de L*°(0,T):

t— /((u(t, D)= v(t,.))tdz
)
définit une distribution de D’'(]0,T[) et ’on a, au sens de D’(]0, T’[),
9 / (u(t, z) - v(t, z))*dz < 0.
9t Ja
Le théoréme est démontré.

Deuxiéme étape: preuve de 'unicité de la solution.

D’aprés le théoréme démontré dans la premiére étape et d’apres les
propositions 5 et 14 de DAUTRAY R., LIONS J.L. [8], p. 1319 et p.
1332, la distribution négative

5 [ (@tt,2) = oft,2)) s
ot Jg
est une mesure négative et ’application de [0,7] dans Rt définie par:
t— /((u(t,x) — v(t,z))*dz, continue en 0%,
o

est une fonction numérique décroissante au sens large sur [0, T7.

Ainsi, on dispose plus généralement de la propriété de conservation
d’ordre:

vee 1], [ (6o~ vit,2) e < [ ((unle) - wl)as,



214 A. Plouvier
d’oi résulte en particulier la propriété d’unicité.

5. ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE
LA SOLUTION QUAND ¢t — +o0

On suppose (H1), (H2) et (H3) et on observe que I’hypothése (H2)
implique 1’existence de deux constantes strictement positives f; et f;,
telles que

Vv € L*(R), 0<v< M p.p. dans Q,
(P6) '
ﬂllvlijill;xa(n) < fg 0(”)dz < ,32|v|%2(g)-

Lemme sur le comportement asymptotique de la solution:

Notant, sous les hypothéses précédentes, u la solution du probléme
correspondant d la donnée initiale ug (non triviale), on montre que la

fonction zy(t) = [, 0(u(t,z))dz vérifie:
Vit > 0, 0 < z(t) < 2(t), ou z(t) est la solution de I’équation
différentielle:
a—;%-tl + B321/%(t) = 0, t > 0, B3 constante dépendant de a etf,,
précisée par la démonstration,
2(0) = [, 6(uo)dz.
De plus,
L*(Q)

u(t,.) ——— 0, quand t — +o00, pour tout p € [1,+oo].

Preuve de lemme:

Soit u la solution du probléme dégénéré, associée a ug.
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11 est loisible de prendre comme fonction test: v = ¢(u), d’ou,
presque partout sur |0, T, et indépendamment de T,

(%,4)(“))” + aollg(w)ll¥, < 0.

D’aprés le lemme de BAMBERGER A. [4], fondé sur une double
inégalité de convexité, il vient pour presque tout t de ]0,T[

2 s + 16D <O

Sachant que:
¢! est holdérienne d’ordre a, 0 < a < 1, sur [0, p(M)],
l'injection de V dans L?(Q) est continue,

l'injection de L?/*(Q) dans L?(R2) est continue,

il vient,

2 20(0) + pamfu(t)hiqy < 0

On utilise (P6) et on a,
-g—tz(;(t) + ﬂ3z;/a(t) < 0, pour presque tout ¢ de ]0,7[

avec 3 = HT:;;—]T;’
2
Vt >0, 29(t) >0, 24(0) = [, 0(uo)dz = 2.
Un théoréme de comparaison sur les équations différentielles montre

que:
Vt €]0,T[, zs(t) < 2(1),
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ol 2(t) est solution de I’équation différentielle:

{ 5 2(t) + B32'/2(t) = 0, pour tout ¢ €]0,T][

-2(0) = z.

ie,Vte€[0,T], 2(t) = (28 — Bavt)/*, 0 v =1-1/a < 0.
D’apreés (P6), on a, pour tout ¢t > 0,

0 < Bilut) il o) < 20(2) < 2(2).

De plus
(1) =12, ¢

et donc, puisque u € L*(Q),

L*(Q)
u(t,.) —— 0, quand t — +o00, pour tout p € [1,+09[.

Le lemme est donc démontré.

6. MISE EN EVIDENCE DU CARACTERE LOCALEMENT
HYPERBOLIQUE PAR LA DESCRIPTION DE LA VITES-

SE FINIE DE LA PROPAGATION

On suppose (hypothése conforme a la pratique) que le comporte-

ment local de ¢’ en 0 est tel que:

(HO) 3I(e1,ez,v) € (RY)?, cat’ < 4'(t) < cat?, t € »(OH).

Soit zg € § et soit p; un réel strictement positif tel que: p; < d(zo,T).

Par la méthode dite de localisation de 1’énergie, due & ANTONT-
SEV S.N., DIAZ J.I. [2], on montre le théoréme suivant, qui met en

évidence le caractére local de propagation a vitesse finie.
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Théoréme. Soit up tel que: ug(.) = 0 p.p. sur B, (zo) et u
la solution correspondante dans le cadre des hypothéses (H1), (H2) et
(H3).

Alors, sous Uhypothése (HO), il existe t, €]0,T] tel que, a tout t €
10,1[, on puisse associer p(t), 0 < p(t) < p1, défini de fagon que:

u(t,.) = 0 presque partout sur B ,)(zo).

Autrement dit, I'effet de la diffusion ne se fait pas sentir instan-
tanément au voisinage de zg et, se fixant un laps de temps suffisamment
petit, on peut délimiter une région voisine de zo totalement hors de
I'influence de la propagation du phénoméne physique pendant ce laps de
temps.

Preuve.

Premiére étape.

Nous allons d’abord prouver le lemme suivant:

Lemme. Soit ¢y €]0,T].

D’aprés les propriétés de u, A(.,u) v o(u). 6 é(u) et
|A(.,u) V ¢(u)|¢(u) appartiennent ¢ L1(]0,T[x B,,(z0)) et on a alors:
1) pour presque tout t €]0,to[, pour presque tout p €]0, p1|,

/ (A(.,u) v $(u)). 7 $(u)ds a un sens;.
Sp(’o)

2) supposant en outre que ug(.) = 0 p.p. sur B, (z0), alors, pour
presque tout p €)0, p1[ et pour tout t €)0,%[, on dispose de l'inégalité
suivante:

Js

0(u(t,z))dz + /0 /B A(.,u) v &(u). v d(u)dzdr

p(z0) p(z0)

< /0 t /S (A(u) V ¢(w)). 7 ¢(u)dsdr.

p(zg)
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Preuve du lemme: Soient ¢ €]0,%] et p €]0,p,[; pour tout n €
N*, considérons 1,, définie sur Rt par:

1 sir€[0,p—1/n],
K,(r)=<X0 sit 2> p,

n(p—r) sir€p-1/n,p).
Dés lors, z € K, (|z — 2o|) définit une suite croissante d’approxi-

mations lipschitziennes de la fonction caractéristique de B,(zo).

Posons:

V(r,z) €Q Ya(r,2) = Ku(lz - 20|)d(u(r, ));

¥n est une fonction test admissible du probléme dégénéré.

11 vient 'inégalité suivante:
t
0
® [ (Gmsw), o
t — —
+ / / A(.,u) V ¢(u). V (Kpé(u))dzdr = 0.
0o Ja

¢ Etude de f; (%%, Knd(w))),, ,dr
Soit ho > 0 fixé et introduisons, pour tout h €]0, ho),

/ o / u(r ) h) kb(u(r, ))dzdr.

Alors, d’aprés I’appendice de l'ouvrage de BREZIS H. [5], on a, dans R:

,llighxh=/o (G Enb),,
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De plus, et c’est le point essentiel, la fonction numérique 4 est con-
vexe sur [0,400[. On a donc l'inégalité de convexité suivante:

Y(A1,A2) € R?8(X2) — 0(A1) < d(A2)(A2 — A1)

qui permet d’affirmer 1’inégalité suivante:

t—h _
X, > /0 /ﬂ 9(u(T,-))—':(u(T M) g dsar.

Ainsi:

: L[ 98(u(r,.))
hl‘—l-{%oXh 2/0 _/QT Knd:vdr.

La fonction s — [, 8(u(s,z)) dz est absolument continue sur [0, T},
alors:

/OT <%@;,Kn¢(u)>vwdr > /QKno(u(t,.)) dz.

On utilise le théoréme de convergence dominée de LEBESGUE sur
Q et on a:

lim /QK,,O(u(t,.)) dz = / 0(u(t,.)) dz.

n—+00
+ o(20)

o Etude de fot Jo AC,u) v é(u). v (Kno(u))dzdr:

Etant donné que H'(Q) N L>°(Q) est une algebre de Banach ou
opére la formule de STAMPACCHIA G. sur la regle de dérivation, on a:

/0 /()A("u) e $(u). e (Kno(u))dzdr
:/0 /Q-A(, 'U,) 6 ¢(’l£) 6 (Kn)¢(u)d$dT

+ [ [ 400 T 6wV (@w)Kndadr
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D’apreés le lemme de STAMPACCHIA G., presque partout dans ,

- T
V Ka(lz = Zol) = —nyfp-1/n,0(|2 — Zol) |z — zo|

/ot /n A(.,u) v é(u). v (Kn)é(u)dzdr

_ t . N z -z
- n /o / ey, POACD Y 90) T2 dadr

On utilise les coordonnées sphériques (r,w) avec pour centre z¢ et
on a alors:

/ot /Q A(.,u) v &(u). v (Kn)p(u)dzdr

t p - -
= —n/ / / $(v)A(.,u) V $(u). n vV dwdrdr.
0 Jp-1/nJSN_,
Sachant que ’application 7" définie par:

r H(u)A(u) V d(u). 7 NV 1dw

SN-1

est un élément de L'(0,p1), on a pour presque tout p €]0, p;[:

e / / A1) V $(u). V (Kn)(u)dzdr

/ [ oA T pw). 7 dodr

p(to)

D’aprés le théoréme de convergence dominée de LEBESGUE sur
2x]0,t:

Jm / / A(4) V ¢(u). V (¢(u))Kpdzdr
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- /0 : /B (A(.,u)§¢(u)).§§(u)dzdr.

o(zg)

Par passage a la limite (quand n — +4o0) dans (E), on obtient
I’inégalité de la deuxiéme partie du lemme.

La premiére partie du lemme découle du principe de la démonstra-
tion de I’étude de [ [, A(.,u) V ¢(t). V (Knd(u))dzdr.
Deuxiéme étape: preuve du théoreme.

D’aprés le lemme et l'inégalité de CAUCHY-SCHWARYZ, il vient,
grace 3 (1.1)i) pour tout t €]0,%o] et pour presque tout p €]0,ps[ en
notant [ = nn}z;,xlla.-jHLoo(anﬂ,

t -
/ 0(u(t,z))dz + ap / / | V ¢(u)|*dzdr
Bo(s0) 0 JBy(sq)

([ ),

On introduit a la suite de ANTONTSEV S.N., DIAZ J.I [2] les
fonctions d’énergie suivantes:

|¢(u)|2dsdr)1/2(/ot/s | v ¢(u)|2dsd‘r)l/2.

p(c0) p(z9)

0 Bap=[ [ 19 swrdsar

p(=x0)

it) b(t,p) = sup ess(/ |¢(u)|"'+1dx), avec0<m< 1.
0<7r<t

Bp(so)

L’inégalité précédente devient, compte tenu de la géométrie partic-
uliére des boules euclidiennes dans R",

[ etutt,e))dz + anit,p)

Bp(to)
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<[

On applique la formule d’interpolation de DIAZ J.I., VERON L. [9]
a la quantité ”¢(“)||2L2(]0,t[xs,,(zo)); il vient:

/0 t /S I¢(u)[2dsdr

(z9)

t
= 26
<es / (1Y $(w)llza(B,(e0)) + (W |Lm+3(8,(z0))

2(1-6
(16w [ Lm+1B,moyy) P dr,

<o N(-m)+m+l
ouf = Tv_((p—mjﬁi,0<0<l.

On utilise I'inégalité de HOLDER:

/0 t /S ()2 dsdr

o(z9)

|¢(u)|2dsdr) 12 (%ﬁp)) 1/2.

o(zg)

t 6
<o [ (17 wllzaca,geon + 11llzmosca, oo ')
t ) 1-4
( /0 I|¢(U)IIL»-’+1(B,,(zo))dT)
t ¢
< 6320( /0 (1'V #2205, (20)) +||¢(u)llim+l(3,(xo)>)df)

t ) 1-6
( /0 I|¢(U)IILm+1(B,,(zo)>dT) ’
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/ / |¢(u)|2dsd'r)

n(s )

< (c329)1/2t(1_0)/2 (E(t,p) + tb(t,p)2/m+1)9/2b(t, T)(l—o)/m+1‘

D’ot on a:

En utilisant le fait que 6 < 1 et que E(t,p) > 0, il vient a fortiori:

// I¢(u)|2dsdr) < (c32°)1/241-9)/2

p(-'o)

(E(t,p) + tb(t’p)(l—m)/(m+1)b(t’p))0/2(E(t,p) + bt, p)) 1O/ (m+1),

Etant donné que b est une fonction séparément croissante de p et
de t, on a:
b(t,p)(l"")/(’"“) < b(T, pl)(l—m)/(m+1).

On obtient par conséquent:

([f 1trdsar)” < (ea2tymi-orQryec, o+, )",

p(to)

ou:
Q(T) = max(1,T/?b(p,, T)*A~m)/2(m+1)) |
{ H=%+21% 1/2<H<1
On a donc:

| / / S $(w)(A(,u) V §(u)). & dsdr

< ety e1=00nQ(r) (2ZEN T B4, ) 4 (2, )"
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On applique I'inégalité de YOUNG sous la forme:
ab < ea? + c,b”',

avec:

ce=e VP p>1, 4 ==1,a>0, b>0.

L
4

R

1l vient:

| /ot /s P(u)(A(+u) V §(u)). 7 dsdr]

o(=0)

<c, (1(0320)1/2t(1—0)/2Q(T)(an(%_p_))l/z) 1/(1—H) +e(E(t, p) + b(t,p))

Y-H) 9E(t,p)

< e ((e2)/HO-0/2q(T) L 20) 4 (B () 80,),

oui: f=2(1-H),0<p< 1.

D’ol, I'inégalité du lemme devient:

[ outt,z))ds +aoE(t,p)

Bp(’o)

1/24(1-6 /(1-H) (OE(t,p)\1/8
< e (I(ea2?) 20 -02 (1)) /O~ (Z % )
+e(E(t, p) + (2, p))-

D’aprés (HO), on montre que:

Js

6(u(t,2))dz > g / ()| ™+ de,

o(20) By(=p)

avec:
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v+2
— _C2 1 v+1) vF1
g—u+l u+2(c1) ’
= 1
m—u+l<1

Ainsi, on a:
min(g, a0)(E(2, p) + b(t, p))

< ca((es2y 210072 M (2B 1 a(p(e,p) + b1, ).

On note: a = min(g, o), d = § et on choisit: ¢ = ¢.

Il vient alors, pour tout ¢ de ]0,o[,

d —ov/ati_i [ OE(t, p)\1/8
a a-8)/20-H) (O£, P)
2(E(t,p)+b(t,p))Sqt ( 9 ) ,

ou: g = c.(I(ca2®)/?Q(T))Y/1-H.

D’ou:

(Blt,p) +b(1,0)° < (20) -2 (2522)),

Comme (ﬂg—;’-’l) > 0, il s’ensuit a fortiori que, pour tout ¢ €0, tf,
pour presque tout p €]0, ],

(E(t,p) + b(t,p))? < (%q)ﬂtl..o (B(E(t,pg): b(t,p))).

Introduisant, pour tout r > 0, ¥(r) = r°, on observe que 7 est
une fonction croissante, ¥(0) = 0, 717 est intégrable sur [0, R], R > 0,

car (3 €]0,1[ et donc, on se situe, dans le cadre d’application du lemme
d’ANTONTSEV S.N., DIAZ J.I. [2].
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Il en résulte immédiatement ’existence de t; €]0,%o[ tel que pour
tout t € [0,1,], il existe p(t) €]0, p1], tel que

E(t,p) + b(t,p) =0 presque partout sur [0, p(t)],
ce qui implique en particulier que

pour tout ¢ € [0,#1], wu(?,.) =0 presque partout sur B,;)(zo).

Le théoréme est donc démontré.
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