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ABSTRACT. By introducing the concept of randomness through notions
of recursion theory, the set of the random numbers is effectively inmune. The
proof of this well-known result makes an essential use of the recursion theorem.
In this paper, randomness is introduced starting from the more common notion
of definability in Robinson’s arithmetic and the same result is obtained using
an extension of the fixed-point theorem, which we prove at the end of the
paper. Finally we define a recursive function dominating the set of the random
numbers, which consequently is not hyperinmune.

Sea L el lenguaje usual de la aritmética con {z; : 1 € w} como con-
junto de variables, donde los simbolos “0” y “s” denotan el nlimero cero
y la funcién sucesor. Los nimeros naturales seran denotados mediante

los términos, “0”, “s0”, “ss0”, etc... y n serd el nombre del término que

denota el nimero n. Sea {a;(z,) : ¢ € w} el conjunto de férmulas de L
cuya tnica variable libre es z, y sea finalmente Q C L la aritmética de

Robinson.
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Definicién 1. La formula ax(z,) define en Q el nimero natural
J 8t Yzo(ax(z,) & z, = j)” es un teorema de Q.

Definicién 2. El nimero natural j es aleatorio si para todo k € w
se verifica: si ax(z,) define j, entonces k es igual o mayor que j. El
conjunto de los nimeros aleatorios serd denotado por R.

Sea {¢; : i € w} el conjunto de las funciones recursivas parciales de
w enw y sea W; el dominio de ¢;.

Definicién 3. Un conjunto A es efectivamente inmune si es
infinito y eziste una funcion recursiva f tal que para todo = € w verifica:

W, CA — IW.’L‘I < f(:l,‘) (1)
Definicién 4. Un conjunto es hiperinmune si es infinito y no estd
dominado por ninguna funcion recursiva.

Teorema. FEl conjunto R de los nimeros aleatorios es efectivamente
inmune!, pero no hiperinmune.

En primer lugar probaremos que R es infinito.

Definicién 5. §:w — w es la funcidn (recursiva parcial) formada
por los pares (j, k) tales que aj(zo) define k en Q.

Definicién 6. C, es el conjunto {b € w: (In € w) : 6"(b) = a}>.
Definicién 7. Para todo a € w a* es el menor elemento de C,,.

Dea* € C, y a* € Cy« se sigue que a** € C,, con lo que a* < a**
y en consecuencia

a‘k — a** (2)

Definicién 8. S es el conjunto {a* : a € w}.

1Este resultado es conocido en el caso en que se ha definido R como
el conjunto {z :Vy(¢5 =z — y>z)} (cfr. [1], p. 265).

% Si para todo A C w definimos C'A como el conjunto {bew:(In e
w) 67™(b) € A}, entonces C define una topologia en 2%, al verificarse:
ACCA,CCA=CA,Cb=0y C(AUB)=CA U CB.
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De (2) se sigue inmediatamente:

§S={a:a=a"} (3)

Claramente § C R. Ademads S es un conjunto II;, ya que
S = {a:VbVn(6™(d) = a > b > a)}.

Definiciéon 9. Dos nimeros a,b son independientes si verifican:

agCy y b¢ C.,. (4)

Sia y b son independientes, entonces:

CanNCp=10 (5)

a* # b, (6)
En efecto:

4 =)

e€C,NC, = existenm,n:6m(e)=a y 6™(e)=b, conlo que
m > n implica b€ C, y n > m implica a € Cp.

(8) =(6)
Comoa* € C, y b* € Cy, a* =b* implica C,NCy # 0.

Sea hla funcién inyectiva y recursiva tal que ap(j)(zo) es la férmula
“Yz;(z, = z;)”. Puesto que para ningin n € w la férmula

“Yz,(Vz;(z, = ;) < T, = n)” es un teorema de @, 6h(j) estd in-
definida para todo j y, en consecuencia, ¢ # j implica que h(z) ¢ Ch(j)
y h(j) ¢ Ch(i, con lo que, al verificar (4), h(i) y h(j) son independi-
entes y, por tanto,

h(i)* # h(5)*. (7

Definicién 10. H es el conjunio {h(j)*: j € w}.
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H es, pues, un subconjunto de S (y por tanto de R), que ademas, de
acuerdo con (7), es infinito.

En segundo lugar probaremos que H (y por tanto S y R), estd do-
minado por la funcién recursiva g definida por la identidad

g(n) = h(0) + h(1) + ... + h(n).
En efecto, si H = {a, < a; < az < ... }, se tendra:
g(n) = h(0) + h(1) + ... + h(n)
> h(0)* + h(1)* + h(n)*
>a+ a1+ . ta,20,°
Finalmente demostraremos la existencia de una funcién recursiva que

controla los cardinales de los conjuntos recursivamente enumerables con-
tenidos en R, i.e, que verifica (1).

Con tal fin definimos ¢ : w? — w a través del siguiente algoritmo:
Dado el par (e,n) € w?, mediante computacién simultanea de ¢.(0),
#e(1), #e(2), ... se van listando elementos de W,. Si [W| <n+1,1a
computacién termina cuando hayan aparecido n+2 elementos distintos,
en cuyo caso el valor asignado a ¢(e, n) serd el mayor de ellos. Si [We| <
n + 1, la computacién no tiene fin. Asi pues, si |W,| > n + 1 se verifica:

¢(e,n) | (8)
d(e,n) € W, (9)
#(e,n) > n. (10)

Sea B(zo,%1,22) una férmula de L tal que si ¢(e,n) = m, entonces
B(z,,e,n — z, = m) es un teorema de Q. De acuerdo con el teorema

3]déntico razonamiento puede utilizarse para probar que R no es
hiperinmune cuando ha sido definido como en la nota (2). En tal caso
h es una funcién recursiva tal que ¢2( i) estd indefinida para todo j.
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de recursién de la aritmética (que demostramos a continuacion), existira
una funcién recursiva r : w — w tal que para todo a € w verifica:

I—Q Qr(a)(To) & B(Z0,a,r(a)). (11)

Bajo la hipétesis de que |W,| > r(e) + 1. de (8), (9), y (10) se obtiene:

(e, (e)) | (12)
¢(e,r(e)) € We (13)
(e, r(e)) > r(e) (14)

Q
F B(z,,e,x(e)) = (20 = ¢(e, r(e))). (15)

De (11) y (15) se sigue:
Q

+ C"r(e)(a’o) (2, = ¢(e,r(e))), (16)

con lo que a,(.)(z,) define ¢(e,r(e)) y, por tanto, de acuerdo con (13),
(14) y la definicién (2),

#e,r(c)) e ENW,, (17

lo que implica que W, no estd contenido en R. Asi pues

W.CR = |W,]<r(e)+1. (18)

En consecuencia H,S y R son efectivamente inmunes (y los comple-
mentarios de S y R efectivamente simples), pero no hiperinmunes.
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Teorema de recursion de la aritmética. Si L es el lenguaje
de la aritmética y {a;(z) : 1 € w} es una enumeracion efectiva de las
férmulas de L con cuya inica variable libre es x, para toda formula de L
con n + 2 variables libres B(z,y1, ..., Yn, 2) eziste una funcion recursiva
T :w" — w tal que para todo ay,a;,...,a, se verifica:

Q
F ar(a.l,a.g,...,a,.)(x) « ,@(1?,&1,&2,.-.,an,r(a1,82,...,an)). (19)

Demostracion:

Sean a e y abreviaturas de a3, as, ..,an € Y1, Y2, -, Yn ¥ s€a {7i(z, ¥, 2) :
i € w} una enumeracién efectiva de las férmulas de L cuyas variables
libres son z,y, 2.

Definicién 11. g:w™t! — w es la funcidn recursiva tal que ay(, ) (z)

es la formula v,(z,a,b), lo que se expresard de la forma

g(a»b) = r7b(maa’ b)] . (20)
Definicién 12. §(z,y,2) es la férmula que representa a g en Q,
i.e., tal que
Q
g(myn)=s = F Vz(é(z,m,n) & z=s). (21)

Sea q el nimero natural tal que v4(u,y, z) es la férmula

y sear:w" — w la funcion recursiva tal que para todo a € w
r(a) = [14(z,8,@)] = [Vu(§(u,a,q) — fB(z,a,u)] . (22)

Se tiene sucesivamente:

[0]  g(e,q) = [14(,2,q)] =7(a) (20), (22)



[1]
[2]
(8]
[4]
[8]
[6]
[7]
[8]

[0]
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F Va(8(,8,q) o @ = r(a) | [0],(21)
F 5(x(a),a, Q) [1]
F ar(@) — ((r(a),a,0) —» Az,a,r()) (23)
F ave(@) — Aa,a,x(a)) 2], 13]

}-q B(z,a,r(a)) » (u=r(a) — B(z,a,u)) (tautologia)

Q

F 6(u,a,q) « u=r(a) (1]
F B(z,a,5(a)) — (6(wa,q) — B(z,a,4)) [s], 6]
F B(a,a,r(a)) — Yu((ua,q) — (z,a,u)) 7]

(pues u no esté libre en 3(z,a,r(a)))

FQ B(z,a,r(a)) = aq)(z) (8],(22)

De [4] y [9] se sigue el teorema.
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