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Resumen

Se establecen las condiciones, para un satélite alrededor de un
planeta en rotacién alrededor de su eje de inercia de mayor mo-
mento, bajo las que puede aparecer, en un sistema de referencia fijo
en el planeta, dos posiciones de equilibrio con exponentes carac-
teristicos imaginarios puros. En este caso, después de la apropiada
normalizacién mediante una transformacién de Lie, efectuada de
forma mecénica con un procesador algebraico simbélico, se aplica
el teorema de Arnold sobre formas cuadraticas no definidas. Se
concluye que los equilibrios son estables en el sentido de Liapunov.
Las condiciones de estabilidad se verifican en el caso de la Tierra.

Abstract.

For a satellite about an oblate planet in rotation about its axis
of greatest inertia, conditions are given under which there may
appear, in a frame fixed in the planet, two positions of equilib-
ria with characteristic exponents that are purely imaginary. In
which case, after appropriate normalization by Lie transformation
executed mechanically through a symbolic algebraic processor, the
theorem of Arnold about non definite quadratic forms is applied.
It is concluded that the equilibria are stable in the sense of Lia-
punov. The conditions for stability are verified in the case of the
earth.
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1 Introduccién

Consideramos un satélite bajo la accién del potencial gravitatorio de la -
Tierra, con zonales y teserales hasta grado y orden 2. Con este modelo
de potencial estamos teniendo en cuenta la parte mas significativa del
potencial terrestre, en relacién con satélites estacionarios. Con respecto
a un sistema de referencia solidario al planeta, es bien conocido que exis-
ten cuatro posiciones de equilibrio en las cuales el satélite es estacionario.
Estas posiciones se encuentran en los semiejes de la seccién ecuatorial
del elipsoide de inercia; dos de ellas son equilibrios linealmente estables,

mientras que las otras son inestables (ver Blitzer et al. [2], Musen y
Bailie [12] o Morando [11]).

Mediante un teorema de Arnold [1], demostraremos que los equi-
librios linealmente estables son también estables en el sentido de Lia-
punov. Esto implica la existencia de un tonel en el espacio fasico que
aisla el equilibrio; la érbita de cualquier punto dentro del tonel per-
manece en él, y la érbita de cualquier punto fuera del tonel nunca llega
a penetrar en éL

Para cada equilibrio efectuamos una traslacion del origen del es-
pacio fasico al equilibrio, tomando como variables las variaciones { =
(&,nE H ) alrededor del equilibrio. El Hamiltoniano, que describe el
movimiento en las proximidades del equilibrio puededesarrollarse como

una serie
H=)> Hn
n>2
de potencias de ¢, , E y H; los términos H,, son polinomios homogéneos
de grado n en las variaciones. Existe una transformacion completamente
canénica (§,7,Z, H) — (¢, v, ®, ¥) que reduce Hz a la forma

Ho = w1 P — un¥,

dependiente sélo de los momentos. Los simbolos w; y wg son nimeros
reales estrictamente positivos. Por medio de una transformacién de Lie,
podemos extender la normalizacién hasta érdenes superiores (Deprit [4]).
El resultado serd un Hamiltoniano de la forma

H= Z H2k(q” ‘I,) + P(2n+1)(¢, ¢, q)’ ‘I’) (1)

1<k<n
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cuyos términos Hoj son polinomios homogéneos de grado k en & y ¥,
mientras que P(?"+1) es un desarrollo en serie de grado 2n + 1, como
minimo. Dada la forma de M2, la linealizaciéon en el origen de las ecua-
ciones candnicas deducidas de H produce dos osciladores armoénicos de
frecuencias w1 y wo.

En el caso de la Tierra, H2 es una forma no definida.. Por esta
razén la estabilidad orbital no puede determinarse por el teorema de
Liapunov. Pero, sin embargo, el teorema de Arnold puede aplicarse para
determinar la estabilidad de los equilibrios. Una situacion similar sucede
con las posiciones triangulares de equilibrio del problema restringido de
tres cuerpos. Alli, la forma cuadratica en el equilibrio es también no
definida, pero Deprit y Deprit-Bartholomé [6] han usado el teorema
de Arnold para establecer la estabilidad de los equilibrios. Nosotros
seguimos la misma linea de argumentacion.

El teorema de Arnold dice que el equilibrio es estable cuando un
determinante D4, deducido a partir de Hy, es distinto de cero. En caso de
que sea nulo, el teorema en si mismo no determina la estabilidad. Meyer
y Schmidt [10] completaron el teorema y probaron que el equilibrio es
estable si existe algin k (2 < k < n) tal que no se anula la cantidad
Do = Hok(wsg,w1), obtenida haciendo ® = wo y ¥ = w;.

La aplicacién del teorema de Arnold esta restringida a sistemas de
dos grados de libertad. En sistemas de mas de dos grados pueden pro-
ducirse fenémenos de difusién a través del tonel. Por esta razén nos
hemos centrado en el estudio de érbitas ecuatoriales.

Hemos tratado el problema analiticamente, no numéricamente, tras-
ladando el razonamiento matematico a un lenguaje de programacién
cientifica. La traduccién es posible mediante un sistema de software
simbélico. En el apéndice presentamos un ejemplo del software em-
pleado. Aplicamos nuestros programas a la Tierra, pero nos hemos ase-
gurado de que son aplicables a otros planetas.
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2 Equilibrios

Desarrollamos el potencial V del planeta en la serie de arménicos
esféricos

@ n
V= _% [1 + Z (-r—) Z (Cnm cosmA + Spy, senmA) Ppm(sen B)

n>1 0<m<n

siendo u el producto de la masa de la Tierra por la constante de gravi-
tacién universal, @ el radio ecuatorial del planeta y Py, las funciones
asociadas de Legendre. Las coordenadas esféricas r, 8 y A suponen que
se ha adoptado un sistema de referencia ortonormal B = (b1, be, b3),
solidario al planeta; en este sistema, 3 es la latitud contada desde el
plano engendrado por b; y bo; la longitud A se mide en este plano a
partir de b;.

Habitualmente se usa el sistema de referencia geografico en el que el
origen es el centro de masas, b3 es el eje de rotacién y el plano engendrado
por by y b3 es el plano meridiano que pasa por un punto arbitrariamente
seleccionado (Greenwich en el caso de la Tierra). Por coincidir el origen
con el centro de masas, los coeficientes C1g, C1; y S11 de V son nulos. La
Geodinamica ha determinado modelos de potencial con diversos valores

para Cpym ¥ Snm. Nosotros usaremos los coeficientes del World Geodetic
System publicado en 1984 (WGS-84).

En este articulo hemos adoptado un sistema de referencia diferente
del geografico, pero con el mismo origen. Es el definido por la base
ortonormal B’ = (b}, b, b3) en la direccién de los ejes principales de
inercia del planeta, con b3 sobre el eje de momento de inercia mayor y
con b} sobre el de momento menor. En adelante, para mayor sencillez
en la notacién, eliminaremos los apdstrofes de los b;. En el sistema B,
el potencial es de la forma

n
v=-Eh+ Z (_@) Z (Trm cos mA + Ay, sen mA) Ppyp(sen 8)
r n>2 N/ 0<mgn

Los productos de inercia en B son nulos, por tanto I'g; = Ag; = A =10
(ver, por ejemplo, Heiskanen y Moritz [7]). No tendremos en cuenta la

-
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diferencia muy pequefia que existe entre b3 y el eje de rotacion; esto
significa que tendremos

T'90 >~ Co y [og ~ \/C%Q + 332. 2)

Para el analisis que sigue, es importante notar que I'yp es < 0 para un
planeta en rotacién alrededor del eje principal de mayor momento.

Consideramos el caso de un satélite en el campo del potencial V. Sea
x su vector de posicién; puesto que suponemos el satélite en el plano
ecuatorial, & se descompone en la suma

x=zb; +ybs.

La velocidad del satélite en el sistema B es z by + y by. Pero el sistema
B se mueve con relacién a un sistema inercial con la velocidad angular
w = w bs, la cual consideraremos constante. El periodo 27/w es igual
a un “dia” sidéreo para el planeta. Asi, la velocidad del satélite con
relacién al sistema inercial es ) ‘

c=zb+ybetwxem
Entonces, para un satélite ecuatorial la Lagrangiana es la funciéon

L(x, &)=} (& &) V.

El momento X se define a partir de C por la relacion X = 8L /dz.
En consecuencia

X=0@F-wy)bi+ (+wz)bs.

Denotamos X =z —wy e Y = y+wz. Por medio de la transformacién
de Legendre pasamos de las variables (x,&) a las (x, X), con lo que
obtenemos el Hamiltoniano

H:é-Z—i—-L:%(x-X)~—w-wxx+v. 3)

Todos los términos de grado 3 y superior se omitirdn en (3). Con
esta restriccién, la expresién final de H es

1, 4 2 i &2 1 z2 —y2
H= -2- (X +Y )—-w(z Y—yX)—;_- [1+ =) (—§Fm+3r22 3 , (4)
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de donde las ecuaciones del movimiento en el sistema B son

. oM
= a—f——X—Pwy,
. OH
y= aY—Y—wz, _ "
. oH z &2 1 z2—y?
X=—-——= Y -u—=<1-3= |=-T -

8z v ﬂr"{ r2 [2 20+ T2 (2 5 r2 11
. OH v | &2 [1 : 2 —y?
Y-—ay__wx—”rs{l—:;rz |:-2-F20—F22(2+5 2 (-

Si I'yg = 0, todos los puntos del circulo z2 + y? = r%, en el que el

radio r; es la solucién de la ecuacién
3
rd — 1'81'2 + 51"20 &2 rg’ =0,

son equilibrios. (La distancia rg es tal que w?r§ = p.) Pero, si I'yy # 0,
todos estos equilibrios desaparecen salvo cuatro puntos. En efecto, en
este caso, hay dos, y sélo dos, posibilidades de anulacién de las ecua-
ciones (5); éstas sonz =0e y = 0.

Cuando y = 0 (i.e., r = z) debe ser X = 0 e Y = wz para que se
anulen z e 3. Esto implica también la anulacién de Y. La ecuacién para
X, que se reduce a

P(r)=rP—rir?—rd®%e1 =0, (6)

da la distancia entre el centro del planeta y el equilibrio. El parametro
€1 es la funcién

3
€1 = 5(6 T22 — T'g0).

Este parametro es positivo; por tanto, de acuerdo con el teroema de
Descartes, la ecuacién (6) tiene una, y sélo una, raiz positiva, ri.

Por ser la ecuacién (6) de quinto grado la solucién no puede ex-
presarse en términos simbdlicos como una férmula exacta. Por tanto
buscaremos una aproximacién. Para 1 = 0, la raiz ri es igual a ro,
y la derivada de P con respecto a £; no es cero; entonces, de acuerdo
con el Teorema de la Funcién Implicita, la raiz »1, que emana de ro,
puede desarrollarse en serie de potencias de £;. Usando el método ge-
neral propuesto por Deprit et al. [5] para resolver ecuaciones implicitas,
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encontramos que la expresion es

2 4 ’ 6 8
™ . l g 1 2 @ 44 3 @ . 260 4 $ 5
LT3 (ro) 3°1 (ro) a1l ) T2\ TOE)

Designamos estos equilibrios como los puntos en el espacio fasico

E1=(r1,0,0,wr1), y E3=(-r1,0,0,~wry). (7)

Por otro lado, los equilibrios sobre el eje y se obtienen de-forma
similar. Con z = 0 (i.e., r = y) debe ser X = —wy e Y = 0 para que se
anulen = e §. La ecuacién Y = 0 se reduce a

P —rdrl—rd@%e2=0, (8)

donde 2 es aqui el parametro adimensional
3
€9 = _§(F2O +6T%).

Al igual que con los equilibrios E; y E3, para €2 > 0 existe una, .y
sélo una, raiz real ro > rg > 0, que podemos aproximar mediante el
desarrollo

2 4 6 8
'l'_2 _ l g 1 2 @ 44 3 & 260 4 @ 5
o 1t3e2 (ro) T 3% (ro) +ai2l) T2 lsy) TOCD- O

Designamos estos equilibrios como los puntos en el espacio fasico

Eg = (0,79, —wro,0), y Eg=(0,—r2,wre,0). (10)

Debemos observar, sin embargo, que €2 puede ser < 0, es decir,
cuando I'ys es > —%I‘go. En este caso, de acuerdo con el teorema de
Descartes, la ecuacién (8) tiene 0 6 2 raices positivas. Estas situaciones
han sido discutidas por Howard [8]. No las contemplamos aqui, porque
ellas no ocurren para la Tierra.

3 Estabilidad lineal

Por razones de simetria es suficiente estudiar los equilibrios E; y F2 en
los ejes positivos. La estabilidad lineal en un equilibrio se deduce del
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sistema diferencial linealizado, planteando las ecuaciones variacionales
en las proximidades de los equilibrios. Para ello efectuamos dos trans-
formaciones completamente candnicas de las variables (z,y, X,Y) a las
¢; = (&, mi, Ei, H;), i = 1 6 2, definidas por las ecuaciones

z=m+r, X=H, y=-§, Y=wr—-E5
para Ey, y
$:E27 ':E2—w1'.2, y:7I2+7‘2, Y=H2v

para Eo. Los ejes n asi definidos van en la direccién radial, mientras que
los £ van segin la tangente, formando un sistema directo (ver Figura 1).
Los Hamiltonianos transformados son respectivamente

. 1 1 . : —
HE) = —5‘“2’”;‘2 + 5(52 + Hf) — w(&Hi — niEs) — wrim

2N . 2_ 02 _ Qpip — 2
- £ {1 - % 5120 — (-‘1)'3I‘22§’ L 27'1171 r’] } ,

Pi 1'2 i

con la distancia al nuevo origen de coordenas definida por

pi= & + (mi +ri)%

Desarrollando las potencias inversas de p; en series de potencias de &;
y mi, podemos escalar los Hamiltonianos segin el grado p + g de los
productos £f ng, con lo que los HE quedan expresados por series de la
forma ‘ _ .

HO =HP 1P 1)+ 1D+ (11)

El orden cero 'Hgi) es el valor del Hamiltoniano (4) en el equilibrio;

entonces, es una constante, que podemos omitir en H®, Ademas, Hgi)v
es cero, por tratarse del desarrollo alrededor del equilibrio. El término

'Hg') es una forma cuadratica en las variaciones &;, n;, =; y H;, y, para
n >3, ’HS:) es un polinomio homogéneo de grado n en &; y 7;.

La parte lineal del sistema diferencial se deduce del término Hg). La
(@)

expresion de Hy” es

HY = 2

— ! — 1
2 E2 + H?) — w(&aHi — 0iZ3) + zw?(0u €2 + Bin),

2
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Figura 1: Equilibrios y ejes de los sistemas variacionales. La linea OG
va en la direccién del meridiano de Greenwich.

con los parametros estructurales

2 3
ai=1-12(— 1)'1“22"“'9 y ﬂ,-=2(:-g-— ) 12)
3

t

En notacion matricial, el sistema variacional se presenta como

éi = AiCi’
siendo A; la matriz
0 w 1 0
—w 0 0 1
Ai= ~w2a; 0 0 w

Los valores propios de A; son las raices de la ecuacién caracteristica
det(AI — Ag) = A* + wP(ai + Bi + 222 + wi(1 - )1 - Bi) = 0,

y son de la forma +iw;;, +iw;2, con

2 w?

Wiy = (Olz +B8i+2+ \/(ac ,31)2 + 8(a¢ + ﬂz))

(13)

\

wly = (a, +8i+2— \f(as - B2 + 8o + 8)-

~N
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Los equilibrios son linealmente estables si los valores propios son ima-
ginarios puros, es decir, si las cantidades w; 1 y w;2 son estrictamente
positivas. Estas condiciones se verifican en el plano (a;, 8;) en la regién
(I) donde aj, B; > 1, y en la regién (II) donde -3 < 4,8 < 1, 0 <
(ei — Bi)% + 8(csi + Bi)-

Para el equilibrio E; el punto (a1, 1) se encuentra fuera de las re--
giones (I) y (II). En efecto, o1 es > 1y 81 es < 1, por ser I'eo > 0 y
r1 > ro. Por tanto, para cualquier planeta que rote alrededor de su eje
de mayor momento de inercia, el equilibrio F1 y su simétrico E3 son
inestables.

Para los equilibrios Eo y E4 el estudio de la estabilidad lineal no es
tan sencillo como en el caso precedente. Evidentemente, el punto (a2, 82)
se encuentra en el cuadrante ag,82 < 1. Entonces, para determinar
cuando el punto se encuentra en la regién (II), es suficiente sustituir los
parametros ag y (2 en la ecuacién de la pardbola (a2 — ﬂz)2 + 8(a2 +
B2) = 0 entre los puntos (—3,1) y (1, —3). En la préctica, la sustitucién
supone una cierta complejidad. Después de haber introducido la fraccién
7o = ro/rp, encontramos que las desigualdades

Fo < V2,
1 (r2)? _3 5
I‘20>6 ° 10 - 3175 + 12 7'2(51'2—2) ,

son la condicién necesaria y suficiente para que el punto (ag, 32) esté
dentro de la regién (II). Aparentemente (14) son condiciones para ro.
Pero, r2 depende de I'yg y I'o2 a través de la ecuacion de quinto grado
(8); por tanto (14) son, de hecho, condiciones para los coeficientes I'yg y
I'29. Estas son aplicables a cualquier planeta.

(14)

De acuerdo con las definiciones (2), los valores
[oo = —0.1082630 x 1072 y Tgo = 0.1814964 x 1075 (15)

para la Tierra verifican las condiciones (14). Por tanto, los equilibrios
E3 y E4 en el caso de la Tierra son linealmente estables.
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4 Estabilidad en el sentido de Liapunov

Para aplicar el teorema de Arnold al equilibrio E2, debemos normalizar
el Hamiltoniano H® de (11).

La normalizacién podemos efectuarla en variables 4ngulo-accién rea-
les, pero es mas sencillo hacerla en variables complejas, puesto que aqui
tratamos con polinomios, mientras que con variables angulo-accion debe-
mos tratar con funciones trigonométricas. En lo que sigue elimiharemos
los subindices y superindices i, en el entendido de que nos referimos
exclusivamente al equilibrio Es.

Como paso previo a la normalizacién del Hamiltoniano (11) debe-
mos efectuar una transformacién canénica al espacio complejo w =
(u,v,U, V), tal que la parte cuadratica He adopte la forma normal com-
pleja

My =iwiuU +iwguV. (16)

En las nuevas variables la matriz del sistema diferencial lineal de-
ducido de (16), esto es, la transformada de la matriz A, debe ser diago-
nal con los valores propios +iwi, +iws en la diagonal principal. Puesto
que A es hamiltoniana, es decir A = JATJ, (J = matriz estandard
simpléctica) y los cuatro valores propios son distintos, existe una trans-
formacién completamente canénica a una base formada por vectores

propios, en la que matriz transformada de A es precisamente de esta
forma (Laub y Meyer [9]).

Procediendo como Deprit [3], encontramos que la transformacién
buscada es la transformacién lineal { = Bw, cuya matriz asociada es

iay —iag ay a2
- by —iby —ibs
B= : : , ,
biw — ajwi aowg —bow  —i(ayw1 — bw) —i(agwe — bow)

i(a1w — biw1) —ifagw —bowy)  ayw — by aow — bowsg
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donde los coeficientes aj, as, b, bo estéan definidos por las igualdades

wi + wi(1 - B) wi+w¥(l-a)

a% _— b2 =
oot L ke o s
,_ Wi te1-8) L, ud+u¥(l-a)
a} = e il

2w2(w% — w%) ’ 2w2(w% - w%) )

El Hamiltoniano resiltante de esta transformacién es de la forma
H=Ho+Hz+...,
donde el término Hy es un polinomio homogéneo de grado k en u, U, v, V;
en particular Ha es (16).
El paréntesis de Poisson de cualquier funcién F(u,v,U, V) con Hg es
(r 7y = (o250 1 (2 25,

Por tanto la derivada de Lie en el campo Hamiltoniano determinado por
Ho es el operador

Lo=i o Ua +i o Va
0=t \"eu T "au ) TP\ "aw T TV )
En el 4lgebra compleja A de polinomios en (u,v, U, V),
Lo (u™U™PVI) = [iwy (m — n) + iwg (p — ¢)] u™ U™V

en otras palabras, el monomio uv™U™PV? es el vector propio de Lo
para el valor propio iwj (m — n) + iwg (p — g). Ademas, en ausencia de
resonancias entre w; y ws, el nicleo de Lo en el dlgebra A esta generado
por los monomios (uU)™(v V)P.

De acuerdo con Deprit [4], la normalizacién de H puede extenderse
por medio de una transformacién canénica (u,v,U,V) — (u',v',U’, V')
cuyo efecto sera transformar cada término My en un elemento Xy del
nicleo de Lo, es decir, en un polinomio en (u U)™ y (v V)P solamente.
De aqui se seguira, en particular, que, para todo k > 0, K2k sera cero.

Una vez efectuada la normalizacién, aplicamos la transformacion
completamente candénica de Poincaré

u = V®e®, v = Ve ™,
U= -iv@e ™, V' =ivV¥e.
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de variables complejas a las de 4ngulo-accién. El Hamiltoniano resul- .
tante es

K=wi®—w¥+ A2 -2BOV +CU2+ ...,

siendo los coefientes A, B y C funciones de los pardmetros estructurales.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema de Arnold [1, 10].
Los equilibrios E2 y E4 serén estables si la cantidad

Dy = Aw%—23w1w2+0w%.

es distinta de cero; de acuerdo con Meyer y Laub [10], si fuese D4 = 0
se hace necesario ir hasta el grado 6 y asi sucesivamente. En el caso de
la Tierra no es necesario.

Como funcién de wy y we, D4 adopta la forma
Dy= (M —-RP)/Q, (17)
donde las partes @, R, M y P son
Q = 48wiws (wi — dw)(dwf — wh)(wi - wi)*r3
R? = (wf - wd)® +8uw? Qu? - wi-uf),

M= Z Z Memn w%(w%mwgn + w%nw%m),
0<<5 0<m<n<7
m+n=9-£
P= Z Z Ptmn wm(wfmwgn + w%"wgm).
0<f<4 0<m<n<6
m+n=8—4¢

El denominador @ es facil de obtener; en contraste, el numerador de
D4 requiere laboriosas manipulaciones. No queremos entrar en los de-
talles de las operaciones. Pero puede haber algunos lectores que intenten
recrearse comprobando nuestros resultados. Para ayudarles, reproduci-
mos en la Tabla 4 los coeficientes de M y P que hemos obtenido. El texto
impreso es, en si mismo, el resultado de transcripciones electrénicas, por
lo que el riesgo de cometer errores de impresién es practicamente nulo.

Los polinomios M y P y la funcién irracional R son simétricos en w;
y wo. El denominador @ no lo es, porque r2 no es una funcién simétrica
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( Mo,2,7 = 212
Mp3e6 = 1086
Mo = 874 ( Poge= 116
M7= 840 Poss = 770
M1,2,6 = —5842 P0’4,4 = 654
Mizs=  —9500
Miga= 1542 Pie= -840
’ : Pigos= 5850
Mzo7=  —4500 Pi3a= 12414
Mjy16= —~195
Myas= 140310 11:2,0,6 = ‘3‘3"5’
— 2,1,5 =
M{ M23a 161889 P! Prae— —122205
M3o6 = 54000 Py33= -102780
M3 5= —32460
M324 = —1158780 P3o5= —36000
M333= —889920 P3i4= 37800
P3oa= T27200
Msos = —216000 ™
M4,1’4 = 270000 P4,0,4 = ‘72000
My23= 4093200 Py 1,3 = —190800
Msoqa= 288000  Pazz = —496500
| Msi13= -763200
\ Ms g9 = —1987200

Tabla 1: Coeficientes de los polinomios M y P en Dy en funcién de w; y wo.

en w; y wg. Hemos excluido las resonancias entre w; y we, por tanto, la
divisién por @ no representa ningin problema.

Para comprobar los célculos, hemos calculado el elemento critico Dy -
de otra forma, esta vez como una funcién racional en los parémetros
estructurales o y 8. Tediosas simplificaciones, ejecutadas también de
manera electrénica, condujeron a la férmula

N ' w?
o= (o) () )
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Ao’o = -57816 AI,O = 191232 A2’0 = 31175
Ag; = 130032 A1 = 105514 Ag1 = —92485
Ao = 188207 A2 = —60780 A2 = —195053
Ag3 = 88807 - Ay 3= —93886 Ag3 = 7153
Agyq= 15504 Ay 4= —18724 Agyg= 5608
Ags = 346 A= —1956 Ags = 602
Ao = —-532 Ayg= 100

Ag7 = —-48 -

Azg= —80454 Ago = —T4745 Aso= —5504
A3 = —186420 Agqn = 35711 Asy = 1168
Az = 77946 Ay = —11452 Aso = —164
Ag3= 1404 Ag3= 986

Azg= —1476

Tabla 2: Coeficientes del polinomio N en la expresién de D4 en funcién' de los
coeficientes estructurales a y 3.

En el factor adimensional, N y D son los polinomios

N = Z Z Am,n amﬂn;
0<m<5 0<n<7—-m
D =[(a=p)*+8(+5)| [4(a=5)? - 91 +ap) + 41+ )],
con los coeficientes Ay, 5, que se expresan en la Tabla 2

Con los valores de I'yp y I‘ég de (15) y escogiendo las unidades de
longitud y tiempo de forma que sea

.L":lv vw=131”0=1,

tanto si usamos (18) como (17) encontramos que Ds = 1.49991 para
la Tierra. En consecuencia, de acuerdo con el teorema de Arnold, los
equilibrios E3 y F4 son estables en el sentido de Liapunov.

El valor numérico de C2p es conocido con una gran exactitud, pero
no asi el de Co. Por tanto habria que preguntarse en que entorno de
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A
75
25
2
* I'g l--‘22
0.002 0.006 0.01
-25
-75

Figura 2: Valores de D4 en funcién de I'gp, para el valor de I'yp co-
rrespondiente a la Tierra. Las unidades de longitud y tiempo se han
escogido de forma que es ¢ = 1 y w = 1. La primera discontinuidad
corresponde a la resonancia 2:1 y la segunda a la 1:1. A la derecha de
esta tltima los equilibrios Eg y E4 son inestables.

I'22 se mantiene la estabilidad. La respuesta a esta cuestion se da en la
Figura 2. Alli hemos dibujado D4 como una funcién de I'ze, para los
valores de @ y 'y correspondientes a la Tierra. Para el valor @29 =
4.3862 x 1073 (I's2 = 0.192385) se anula Dy, con lo que para asegurar
la estabilidad tendriamos que ir hasta el grado 6. El primer punto de
discontinuidad de la curva corresponde a la resonancia 2:1, mientras que
el segundo corresponde a la resonancia 1:1. Este dltimo punto es el
limite de estabilidad lineal; a la derecha de él los valores propios tienen
parte real no nula. En el caso de resonancia 2:1 no es de aplicacién el
teorema de Arnold, pues la normalizacién nos lleva a un Hamiltoniano
cuyos érdenes impares no son idénticamente nulos.

5 Conclusiones

El teorema de Arnold es una poderosa herramienta para decidir sobre
la estabilidad de un equilibrio en un sistema dinamico con sélo dos gra-
dos de libertad, cuando el Hamiltoniano en el equilibrio es una forma
cuadratica no definida. Hasta ahora, el teorema habia tenido solamente
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aplicacion en astronomia, en los equilibrios triangulares del problema
restringido plano de tres cuerpos. Con este articulo, ahadimos otra apli-
cacion.

" Llegamos a conclusiones definitivas acerca de la estabilidad orbital de
satélites de comunicaciones de la Tierra. Sin embargo, en el desarrollo de
la demostracién, mantenemos todos los parametros que intervienen en
el problema como simbolos y los manipulamos como simbolos, no como
nimeros. Por esta razén, el desarrollo puede aplicarse a otros planetas.

Un desarrollo completamente simbélico no es una tarea para ser eje-
cutada a mano; es demasiado compleja. Por ello, hemos organizado los
célculos como un conjunto de programas a ejecutar automaticamente por
ordenadores con un procesador cientifico de textos matematicos, como
MATHEMATICA. En cierto sentido, podemos decir de verdad que hemos
automatizado la aplicacién -del teorema de Amold.
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Apéndice
Programa para una normalizacién

Este programa en MATHEMATICA efectiia la normalizacién de un Hamil-
toniano perteneciente al 4lgebra de polinomios en variables complejas,
cuyo orden cero es de la forma (16).

<< "SAP n

BeginPackage ["TwoCenters‘"”, "Base‘Debug‘"];

semiSimpleOperator ::usage = "semiSimpleOperator{x_, i_, k_, c_]
tags onto the symbol \"x\" the programs \"i\", \"k\" and \"c\" to
calculate respectively the image, the kernel and the coimage of a
function for the Lie derivative.";

image ::usage = "image is symbol on which is tagged program to
compute image of a semi-simple operator.”;

kernel ::usage = "kernel is symbol on which is tagged program to
compute kernel of a semi-simple operator.";

cokernel ::usage = "cokernel is symbol on which is tagged program
to compute cokermel of a semi-simple operator.";

toComplex ::usage =

"toComplex{{x, X, omx, y, Y, omy}, {u, U, v, V}] -> rules
converting real Cartesian variables into complex Cartesian
variables.”;

toReal ::usage = "toReal{{u, U, omu, v, V,omv}, {x, X}] -> rules
converting complex Cartesian variables into real Cartesian
variables.";

defineImage ::usage = "defineImage is the template for the rules
defining the image of a polynomial in the Cartesian complex

variables.";

defineKernel ::usage = "defineKermel is the template for the
rules defining the kernel of a polynomial.";

defineCokernel ::usage = "defineCokernel is the template for the
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rules defining the cokernel of a polynomial in the Cartesian
complex variables."; ’

normalization ::usage = "normalization[op, pbl[ham, ord] makes

a normalization of the Hamiltonian \"ham\" until order \"ord\".
\"ham\" must be a list which elements are the orders of the
Hamiltonian. The Lie operator used in the normalization is
\"op\"; \"kernel\”, \"image\" and \"cockernel\" have to be
defined previously in relation with:\"op\".\"pb\" is the program
for Poisson brackets.";

Unprotect @@ Names{["TwoCenters‘x*"];
Clear 0@ Names["TwoCenters‘*"];

Begin["‘Pad‘"];
(* keywords = Names["TwoCenters‘#"]; *)

semiSimpleOperator [x_Symbol, i_, k_, c_] :=
Dol '
x /: imagelx] := Expand[i[#1] &;
x /: kernell[x] Expand [k[#]] &;
x /: cokernel[x] := Expand[c[#]] &;
Attributes[x] = {Protected}]

toComplex{{x_, X_, omi_, y_, Y_, om2_}, {u_, U_, v_, V_}] :=
Thread[{x, X, y, Y} -> {Sqrt[2] (u.omi + I U) / (2 oml), -
Sqrt[2] (U + I oml u) / 2,
Sqrtl2] (v om2 + I V) / (2 om2),
Sqrt[2] (V + I om2 v) / 2}]1;

toReal[{u_, U_, omi_, v_, V_, om2_}, {x_, X_, y_, Y_}] :=
Thread [{u, U, v, V} -> {Sqrt[2] (omi x - I X ) /(2 oml),
Sqrt[2] (X - I oml x) / 2,
Sqrtf2] (om2y - I Y ) /(2 om2),
Sqrt[2] (Y - I om2 y) / 2}]1;

(* For the restriction of the semi simple operator
to the algebra of polynomials;
in complex variables *)
definelmage :=
Module[
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{x, y, m, n, p, q, a},
(#1[x_Plus] := Plus @@ Map[#1, List @@ x];
#1[x: y_. #2°m_. #3"n_. #5°p_. #67q_.] :=
(T# (m-1n) +I#7 (p- Q) x/;
And 0@ Map[FreeQly, #] &, {#2, #3, #5, #6}1;
#1[x_ ] := .
#1[PoverExpand[x (#2 #3 #5 #6)~all /
PowerExpand [(#2 #3 #5 #6)~al/;
Or 00 Map[FreeQ[x, #] &, {#2, #3, #5, #6}1) &
1;

defineKernel :=
Module[
{x, y, m, p},
(#1[x_Plus] := Plus 0@ Map[#1, List @@ x];
#1lyl :=y /;
And 00 MaplFreeQly, #1 &, {#2, #3, #5, #6}1;
#1[x: y_. #2°m_. #3"m_.] :=x /;
And 0@ Map([FreeQly, #1 &, {#2, #3, #5, #6}];
#1[x: y_. #5°p_. #6°p_.] :=x /;
And 0C Map[FreeQ[y, #) &, {#2, #3, #5, #6}];
#1[x: y_. #2°m_. #3°m_. #57p_. #67p_.] :=x /;
' And 0@ Map[FreeQly, #] &, {#2, #3, #5, #6}];
#1[x: y_. #2°m_. #3°n_. #5"p_. #67q_.] :=x /;
And 00 Map[FreeQly, #1 &, {#2, #3, #5, #6}];
#1011 :=0) & '
1;

defineCokernel :=
Block{
{x, y, m, n, p, q, 3},
(
#1[x_Plus] := Plus 0@ Map[#1, List 0@ x];
#1[x: y_. #2°m_. #3°n_. #5°p_. #67q_.]1 := 0 /;
((m == n) & (p == q)) &&
And 00 Map[FreeQly, #] &, {#2, #3, #5, #6}]1;
#1[x: y_. #2°m_. #3"n_. #5°p_. #6°q_.] :=
-Ix/ (#4 (m-n) + #7 (p - Q) /;
(@ =t=1n) |l (p ='=q)) &&
And 00 Map[FreeQly, #] &, {#2, #3, #5, #6}1;
#1[x_] := #1[PowerExpand[x (#2 #3 #5 #6)"a]] /
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 PowerExpand[(#2 #3 #5 #6)-a] /;
Or Q8 Map[FreeQ[x, #] &, {#2, #3, #5, #6}]) &

1;
inform[x_] :=
Map [Apply[StringJoin, #] &,
Transpose [ .
{{"Head: ", " Length: ", " Depth: ", " ' .ByteCount: "},
Map [ToString, . ‘
Through [{Head, Length,. Depth, ByteCount}[x]]]

11;

(*
initializeHam([f, h, o] assigns the elements ’f[[i]]’ of the

list ’f’ to be the value of ’h[i]l’, until order ’o’
*)

initializeHam[f_, h_, o_] :=
Inner[

(#1 = #2 )k,

Array[h[#, 01 &, o + 1, 0],

Take [

Join[
1,

Array[0 &, Max[0, o + 1 - Length[f]]1], -

o+ 1],
Null 2];

o=

lieTriangle[h_Symbol, g_Symbol, pb_] :

Dol
h /: h[i_Integer, j_Integer ? ((# >= 1) &)] := h[i, j] =
Block[
{k},
hfi +1, j - 1] + .
Sum[

Binomial[i, k] pb[h[i - k, j - 11, glk + 111,
{k, 0, i}111;

hTilde[h_Symbol]l [n_] :=
hTilde[h] [n] = Expand[h[0, n]]; (* - pb[ham[0, 0], gen[nl] *)
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normalization[op_, pb_][fun_List, ord_Integer ? Positive] :=
Block[
{ham, gen},
Clear [ham, gen];
initializeHam{fun, ham, ord];
lieTriangle[ham, gen, pbl;
Dol
Dol
ham[j, ord - 1 - j] =
ham{j, ord - 1 - j}.+ imagel[op] [genl[ord-1]],
{j, 1, ord - 2}1;
ham[0, i] = kernel[op] [hTilde[ham] [i]l]; )
Print [StringJoin["order ", ToStringl[i], " hamiltonian:"]];
Print 00 inform[ham[0, il]; '
gen[i]l = cokermel[op] [Expand[hTilde[ham] [i] - ham[0, i]]1];
Print [StringJoin["order ", ToString[il, " generator:"]1];
Print 00 inform[genl[ill,
{i, ord}];
{Array[ham[0, #] &, ord + 1, 0], Arraylgen[#] &, ord]}
1 /; cokernellop] [fun[[1]]1] == 0

End[ ]1;

Protect Q@ Names["TwoCenters‘x"];

EndPackagel 1;
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