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Analyse mathématique d’un systéme de
transport-diffusion-réaction modélisant la
restauration biologique d’un milieu poreux.
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Abstract

In this paper, a mathematical analysis of in-situ biorestoration
is presented. Mathematical formulation of such process leads to
a system of non-linear partial differential equations coupled with
ordinary differential equations.

First, we introduce a notion of weak solution then we prove
the existence of at least one such a solution by a linearization
technique used in [8]. Positiveness and uniform bound for the
substrates concentration is derived from the maximum principle
while some regularity propreties, for the pressure and velocity, are
obtained from a local Meyers lemma [1], [12]. Next, assuming
some regularity on the solution, an uniqueness result is presented.
Asymptotical behavior for the contaminant is also studied.

Résumé

Dans ce travail, nous présentons une analyse mathématique
de la restauration biologique en milieu poreux. La modélisation
d’un tel phénomeéne conduit & un systéme d’équations aux dérivées
partielles non-linéaires couplé & des équations différentielles ordi-
naires.

Apres avoir introduit une notion de solution faible, on montre
Pexistence d’au moins une solution de ce type par une technique de
linéarisation utilisée dans [8]. La positivité et une borne uniforme
pour la concentration sont déduites du principe du maximum tan-
dis qu’une propriété de régularité pour la vitesse et la pression est
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obtenue grace 4 un lemme de Meyers local [1], [12]. Ensuite,
Punicité des solutions réguliéres ainsi que le comportement asymp-
totique du substrat contaminant sont étudiés.

Introduction

Depuis quelques annés, la production de déchets toxiques dans les
sociétés de consommation a considérablement augmenté entrainant
la pollution des sous-sols. Les produits contaminants sont d’origines
diverses et peuvent étre de natﬁre organique tels que toluéne, détergents
et DDT; de nature chimique inorganique tels que nitrates, fluorines,
radium; ou encore radioactifs. Cette pollution atteint parfois les nappes
phréatiques, sources d’eau potable pour des populations entiéres.

Ces derniéres années, la restauration biologique apparait comme une
technique prometteuse pour le traitement des sites pollués, elle consiste
a stimuler Pactivité naturelle des micro-organismes présents dans le mi-
lieu par 'apport de substrats nutritifs. En effet, de nombreuses études
[2], [5] ont montré la capacité de certaines bactéries & dégrader différents
types de polluants en présence de substrats comme l'oxygene, on parle
alors de dégradation en aérobie; lorsque l'oxygene n’est pas présent,
d’autres substrats comme le nitrogéne peuvent étre utilisés, dans ce cas
la dégradation s’effectue en anaérobie. Cette technique présente de nom-
breux avantages car elle est écologique, siire, rapide et économique [3].La
restauration biologique est un phénomene complexe incluant le trans-
port et adsorption des substrats en solution et I'interaction entre les
bactéries et les polluants. Les caractéristiques du site, des bactéries et
des polluants doivent etre aussi prises en compte.

Dans ce travail, nous nous intéressons au modele proposé par Bor-
den et Bedient [2] ou Wheeler [5], [6] qui décrit la restauration en
aérobie d’un site pollué par un substrat hydrocarboné S en présence
de bactéries B. Des expériences et des mesures effectuées sur le site
UCC (United Creosoting Company) au Texas ont permis de valider et
de déterminer le domaine d’application du modele [2].

Nous sommes alors conduit a étudier un systéme d’équations non
linéaires et couplées qui comprend deux équations paraboliques de tran-
sport-diffusion-réaction modélisant le transport et 'utilisation de I'oxy-
géne et du polluant, une équation différentielle qui régit le développement
des bactéries et une équation elliptique issue de la loi de Darcy.

Aprés avoir introduit- une notion de solution faible du probleme, on
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démontre I'existence d’au moins une solution de ce type en linéarisant
et en découplant les équations du probléme; ceci est réalisé, comme dans
[8], par I'introduction d’un retard en temps dans les non-linéarités. Une
borne uniforme sur les concentrations Oz et S est déduite du principe
du maximum, de laquelle nous obtenons des estimations de Pénergie
et des propriétés de compacité. Ensuite, nous établissons & 1’aide d’un
lemme de Meyer local des propriétés de régularité pour la vitesse V et
la pression p. Enfin, 'unicité des solutions régulitres ainsi que 1'étude
du comportement asymptotique du substrat polluant sont proposées.

Modéle physique
Dans ce travail le milieu est constitué d’un ouvert borné régulier Q de
R3, de frontitre I'. On désigne par n le vecteur normal extérieur a I, et
[0, T] I'intervalle du temps d’étude.
La frontiére I est partitionnée comme suit:
[=TUlUTs,IiNT;=0,i #;

avec
I'; frontiere d’'injection de I'oxygéene
Iy frontiere de récupération
I's frontiere imperméable.
On note
® la porosité
K la perméabilité du milieu
R coefficient de retardation du substrat S
a proportion d’oxygéne utilisée par unité de polluant degradée
6 coefficient de production des bactéries
m coefficient de mortalité des bactéries
o terme assurant la non-disparition des bactéries
A le tenseur de diffusion moléculaire

D le tenseur de dispersion
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V la vitesse de Darcy
p la pression

avecm,0 >0et R,0,®,6 > 0.
Les équations qui modélisent le transport et I'interaction des bactéries
et des différentes substances en solutions sont:

Transport diffusion et réaction des substrats primaires

Les quantités non-adsorbées seules rentrent en compte dans les ter-
mes de transport et de réaction, c’est le cas du substrat S.

(1) QR% — V((A(S) + D(V)) - VS) + V- VS + ®F(Oz, S, B) = 0

dans (1), RS représente la concentration totale du polluant dans le mi-
lieux poreux.

On suppose que 1'oxygene n’est pas adsorbé par les parois du milieu
poreux.

@) <1>3Tof- — V((A\(0z) + D(V)) - VOz)+

V. -VOz + a®F(0z,S,B) =0

Développement des bactéries

Les bactéries sont adsorbées sur les parois du milieu, donc ne sont
pas transportées par I'écoulement.

3) "fi—?—aF(ox,s,BHmB-a:o

Le terme de réaction F est issu de la cinétique de Monod, il est défini

par
Ox S

B
ki1+Ozxzko+ S

ol k7 et ko sont deux constantes strictement positives.

F(0Oz,S,B) =

Equation de Darcy pour un écoulement monophasique

La vitesse de filtration du fluide est donnée par I'équation de Darcy

4 p(S)V = —K - (Vp — B(S)-e;)
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ol p et ( représenten respectivement la viscosité dynamique et la densité
du fluide, elles dépendent de la quantité de substrat S dissout.

Equation de continuité

On suppose de plus que 'écoulement est isovolume.

(5) V-V=0

Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur la frontiére I" sont:

(6.a) V.-n=g;surl;,;i=1ou2

(6.0) V-n=0sur I3,

(7.a) (A(S) +D(V))-VS-n=0sur I'; UT},

(7.b) (A(0z) + D(V)) - VOz -n =0 sur ' U T,

(7.¢) (A(S)+D(V))-VS-n+g15=0sur I}y,

(7.d) (M0z) + D(V))-VOz -n + g1(0z — Ox3) = 0sur Iy

Les conditions aux limites (7.c) et (7.d) traduisent le fait d’injecter
sur la frontiere I'y, avec une vitesse normale g;, du fluide non pollué
contenant de I’oxygene & une concentration Oz;. Les conditions (7.a)
et (7.b) modélisent la frontitre de récuperation I'; oii le fluide composé
de substrat polluant et d’oxygeéne sort du milieu, la frontiére I's reste
imperméable.

Hypothéses
Dans ce travail, on suppose que les données vérifient les conditions suiv-
antes:

(H1) Oz; € L®°(RY xT1),9i € L°(R* x I),i=1ou2.
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IM; > 0,-M; < gy <0pop.
(H2) 92> 0p.p.,0z1 > 0p.p.
/ g1doy +/ godoo =10
Iy Ty
On suppose que les tenseurs X et D sont continus sur leur domaine
de définition respectif et que u et 8 sont continues sur R.
De plus on fait les hypotheses suivantes:

(H3) Y(a,b) € R?% 30 > 0; Ve € (a,b);a1 < pu(e)

(H4) ¥(a,b) € R?% 300 > 0;Vc € (a,b); Mc) > a2

(H5) Jaz > O;¥E € REK €€ > a3 €|

(H6) vV eR3VEe RED(V)-€-6€>0

(H7) I(as, as) € (RT)%VV € R% | D(V) [S as+as | V|

Formulation faible

Avant d’écrire la formulation variationnelle du probléeme ou introduit les
espaces suivants: Hy, = {V € LP(Q);V- V=0, V.n=g; sur I';;i =
1ou2,V-n=0sur I'\(I', UT9)}

LT(Q) = {u € L®);u>0pp.z € Q}

Définition 1 Sous les hypothéses (H1)... (H5) et pour toute donnée ini-
tiale (Ozo, So, Bo) appartenant a (L*(2))3, le quintuplet (Oz, S, B, V, p)
est une solution faible du probléme (P) défini par les équations (1) ---(7),
st pour tout T positif

(0z,5) € (L3(0, T[; H'(@)) N L=(J0, T[; L+(2)))?
B €C%(0,T[;L* (%))
V e L®(R";H2)
p € L®(R*; H(Q)/R)
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pout toute fonction test p1 et p2 appartenant & L2(]0, T[; W10(Q2))

8) @R / ,<p1>d'r+ / / (A(S) + D(V)) - VS - Vopydwar

T T
+/ /V-VS(pldwd'r +<I>/ /F(O:c,S,B)goldwd'rzo
0 JQ ’ 0 Ja
T .
—/ / g1Sp1doidr =0
0 JI

) @ / ,<p2>d7'+ / / (\(Oz) + D(V)) - VOg - Vypgduwdr

T T
+/ / V - VOzypodwdr + a@/ /F’(O:c, S, B)podwdr
0 JO 0 Jo
T
—/ / 91(0z — Oz1)podordr = 0
0 JIy

(10) %?——6F(Om S,B)+mB — o = 0 dans 0x]0, T|

pour toute fonction test ¢ appartenant ¢ H(Q)/R
1) [ N S)K - (Tp=B(S)-ea) Vipdurt [ vaort [ gpdsz=0.
1 2

dansD'(]0, T|).

La vitesse 'V est alors donnée par

(12) V=—p"YS)K - (Vp - B(S) - ez)

Remarque. Cette définition de solution faible est due au fait que le
tenseur de dispersion D n’est pas borné.

Principaux résultats
Existence d’une solution faible pour le probleme (P).
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Théoréme 1. Sous les hypothéses (H1)...(H7), et si les données ini-
tiales sont dans LT (), alors il existe au moins une solution faible du
probléme (P) telle que: Oz(0) = Ozq, S(0) = Sp, B(0) = By.

Ce résultat est une conséquence du théoréme suivant:

Théoréme 2. Sous le hg)pothéses (H1)...(H7), et si de plus:
(HS) Jag > 0;YV € R3;| D(V) |< as
alors il eriste au moins une solution faible du probléme P telle que;

1
(13) | Oz |peoqo,1y,L2(0) S (Mes ()2 | Ozo | peo(r) +e1(T).

3
2
(14) / | V0 35, dr < 5—Mea() | 020 [y +e(T)

ot ¢; et co sont deuz fonctions continues ne dépendant que de I', g1 et
Oz

(15) | S |Leogo,r,L2(2)) < (Mes())% | So lzeo)

a9 [ 198 " S GagMes(@) S0l
(17) | S | peo(rtx) < So |Lo()

(18) |0z |peo(rtx)< Maz(| Ozo lLOf(n), | Oz1 | Lot xTy))
(19) | B |Leogo,ri:+ ()< 9(T)

(20) ey S € 9D

otl g est une fonction continue ne dépendant que de §,m,o et | Bo |L=(q)

(21) | P | Lot 1 )/ R)S €0
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(22) l v 'L°°(R+;H2)S Cy

ot cp et cy sont deux constantes strictement positives ne dépendant que
de as, u,B3,K et .

(23) _3__._9_ S hl(T)
9t tr2qo,T(HY()))
0t |L2(0,T);(H(@))")

ot h1 et hy sont deuzx fonctions continues ne dépendant que de c,, g,
| O ’Loo(n), | So ILoo(Q), ag et ag.

Régularité de la vitesse et de la pression.

Proposition 1. Il existe une constante qo strictement supérieure d
deuz ne dépendant que des constantes de coercivité et de continuité de
p~(S)K telle que V appartienne ¢ L°(]0, T[; H 4, (Q)) et p appartienne
¢ L*(]0,T[; L%((2))

Unicité des solutions réguliéres pour le probléme P.

Théoréme 3. Si A\, u,B et D sont uniformément Lipschitziennes est
8’il existe deuz solutions faibles (Oxy, Si, By, Vi, p1)i=1,2 de P vérifiant:

(0=, 51) € (L*(0, T[; W H(R)) " L*(0, T[; LH(R)))*
By € (10, T[; L*(%2))
pi € L°(RT;WH°(Q)/R)
0z1(0) = Oz2(0); $1(0) = S2(0); B1(0) = B2(0)
alors Oxzy = Ox9;S1 = So; B1 = Ba; V1 = Vg et p1 = pa.
Comportement asymptotique du substrat S.

Théoreme 4. Sous hypothése (H8), quand on effectue une restaura-
tion biologique par ventilation en injectant de l'oxygéne sur la frontiere
I'y et en récupérant une partie du fluide pollué sur T'q alors

Jm | S@) |r2@)= 0.
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Remarque. Les résultats ci-dessus sont aussi valables pour les fonctions
F telles que

F(Oz, S, B) = B(F1(Oz, S)Oz + F3(0z, S)S),

ou F; et F sont deux fonctions continues, Lipschitziennes et positives
de (R*)? vérifiant

Y(z,y) € (R")? Fi(z,0) = F3(0,y) = 0.

Généralement, les fonctions utilisées dans les cinétiques qui modélisent
la restauration biologique sont de ce type [2], [5].

Démonstration du théoreme 2
Suivant, 'idée utilisée dans [4] et [13], notre méthode consiste & découpler
et & linéariser les équations (8)...(11), en introduisant un retard en
temps dans les termes non-linéaires; on réalise ainsi un algorithme qui
calcule la pression et la vitesse par I’équation de Darcy en prenant la
concentration S solution de I’équation d’advection diffusion réaction &
Pintervalle de temps précédent. On utilise cette vitesse pour évaluer
les concentrations solutions des équations linéarisées sur 'intervalle de
temps suivant.

Enfin, les estimations a priori obtenues grice aux estimations
d’énergies et aux estimations L neus permettent de passer a la
limite et de montrer la convergence du schema.

Recherche d’une solution approchée

Soit.h un réel positif.

Pour toute fonction mesurable f : R x @ — R soit 7f :
R x Q — R tel que 7p,f(t,z) = f(t — h,z).

On pose Ozp(t,z) = Oxo(x); Sn(t,z) = So(z); Br(t,z) =
Bo(z); Vt € [-h,0);z € Q

Algorithme (A)
On suppose que Sy, est donnée sur l'intervalle |kh, (k+1)h], k € NU{-1}.
On détermine alors pjp et V, vérifiant

pn € L=(Jkh, (k + 1)k}; H'(Q)/R)
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Vi € L=(|kh, (k + 1)h]; Ha)
tel que: Vo € HY(Q)/R

(25) L p1(S)K - (Vo — B(Sh) - eg) - Vipduwrt

/ g1¥doy + / gaydog =0

T T2

V', est alors défini par '

(26) Vi =~ (Sn)K - (Vpn— B(Sh) - ez)

On définit ensuite Op, S, et B, sur intervalle J(k+1)A, (k+2)h] vérifiant
(Ozh, Sn) € (L2((k + 1)k, (k + 2)hl; LT())

NL2((k + 1)k, (k + 2)h]; H1(R)))?
Bp € L=(J(k + 1)k, (k + 2)h}; LT(Q))
tel que: V(<p1,<p2) € (L (RY HY(Q))NL®(RT x Q)2

\ k+2)h a8S;,
PR < —,p1 > d1+
(k+1)h ot

(k+2)h
/ _/‘;(’\(""hsh) + D(13V3)) - VSh - Vprdwdr+

k+1)h
. (k+2)h
(27). / / ThVh - VShprdwdr+
(k+1)n Ja
fk+2)h 7ROz Sh dod
wdT—
+1)h hkl + 1hOxp ko + ThS'h‘Pl
(k+2)h
/ 91Shp1dordr = 0,
(k+1)h Jry :
(202 50
P / < zh, po > dr+
(k+1)p Ot

(k+2)
/(k+1)h/n (AM(7hOzp) + D(hV4)) - VOz4 - Viprdwdr+
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(k+2)h
(28) / / ThVh - VOzppodwdr+
(k+1)h Ja
(k+2)h o g
+a® / =h R ppduwdr
(k+1)h k1 + ThOzp k2 + ThSh
(k+2)h
/ 91(0Ozp — Ozq)podordr = 0,
(k+1)h T
v d
(29) Bn s ThOzp TWSh m) By~ o = 0;
dat k1 4+ ThOxp kg + 1S

t €](k + 1A, (k + 2)4],

ou Ozy, ((k + 1)h,z), Sh ((k + 1)k, z) et By ((k + 1)h, z) sont définis par
I’étape précédente.

Proposition 2. L’algoritme (A) défini ci-dessus est consistant et donne
une solution globale (Oxzp, Sk, Bp, Vi, pr) satisfaisant

(Ozn, Sn) € (LX(R*; LH(Q)) N Lin(RT; H(R)))?
Br e (10, T[; L+ ()
Vi € L°(R"; Hs)
pn€ L (RY HYQ)/R);

qui de plus vérifie les estimations(13). .. (24).

Preuve de la Proposition 2. Dans ce qui suit, pour alléger les
notations nous omettons l'indice k lorsque cela ne pose pas d’ambiguité..

Résolution de l’équation de Darcy
Pour S dans L°°(]0 T[; L°°(Q)) donne, I'équation (25) est de la forme
vy € HY(Q)/R

(30) /ﬂ#"l(S)K-Vp-dew=/(;M_I(S)ﬂ(S)K-ez-dew

- / g1vdo — / g2¥doy .
I T2
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D’aprés les hypothéses (H3) et (H5), le membre de gauche est une
forme bilinéaire continue et coercive sur H(Q)/ R x H(Q)/R, le mem-
bre de droite est une forme linéaire continue sur H!(Q2)/R. Donc,
d’aprés le théoréme de Lax-Milgram et griace & (H2) il existe un unique
p dans H}(Q)/R solution de (30).

En prenant ¢ = p dans (30) on a

/ p~Y(S)K - Vp - Vpdw = / pY(S)B(S)K - e - Vipdw
Q . Q

- / gipdoy — / g2pdo?
I T

as | Vp [1aa)<I K | (Mea())? | #(S) |l B7(8)B(S) [Leo ()] VP L)

d’ol, en utilisant (H3)

+ 91 Izl P |r2ry) + 1 92 lz2(ra)l P | 22(ry) -

Par continuité de I'application trace définie de H1(2)/R dans L2(T"),
il existe une constante cp, strictement positive, ne dépendant que de
a3z, i, B, K, q,92 et Q telle que

(E1) | Vp |L2()< cp-

Donc d’aprés I'équation (12) il existe une constante c, ne dépendat
que de cp, 1, 3 et K telle que

(E2) |V ILz(ﬂ)S Cv

Estimations sur B
Etant donné le couple (Oz, S) dans (L*°(10, T[; L*(R)))? 1a solution
de P’équation (29) est donnée par

" (31) B(t,z) = B(0,z)exp (/Ot 6fa(s,z) —m ds)

+o /Ot exp (/t 6f3(0,z) — md0) ds

vt €]0,T[,p.p. z € Q, B(0,z) € LT(Q)
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ThOz(t, x) hS(t, z)
k1 + mhOz(t, z) ko + ThS(t, z)

avec f3(t, ) =

comme Oz et S sont positives ou nulles, | f3 | zeo(jo,7;1+())< 1 et donc

si§ # malors B(t,z) < B(0,z) exp ((6— m)t)+ (ezp((6 —m)t)—-1)

sinon B(t,z) < B(0,z) + ot;Vt €]0, T[,p.p. z € Q

Il existe donc une fonction g ne dépendént que des données
6,m,o et | B(0,-) |goo(q) telle que:

(E3) | B |qoriz+@) < 9(T).
De plus, d’aprés (29)

dB
Ty <|é6fs—m || B|+o;Vt €]0,T[;p.p. dansQ

par conséquent

(E4) <(6+m)g(T)+o

I dt |Leo(jo,TLo0(Q))
d’ot, d’aprés Lions [10] (lemme page 7), aprés modification éventuelle
sur un ensemble de mesure nulle de |0, T'[, B appartient 4 C°(]0, T'[; LT(R2)).

Résolution des équations de transport diffusion réaction.

L’existence d’une solution pour les équations linéaires (27) et (28)
peut se démontrer en approchant V par une suite de fonctions plus
régulieres (Vp,)n>0 convergeant vers V dans H. Ensuite, pour chaque
n on résoud les équations par la méthode de Galerkin. Enfin, grace aux
estimations a priori du méme type que (13)...(24), on peut passer a la
limite et conclure (voir aussi [13]).

Estimations dans H(Q)

Etant données B dans C°(]0, T[; LT(R)) et (r,0=, 74S) dans
(L0, T[; LT(N)))% Soit (Vp>0) une suite bornée de L>(]0, T'[; H3)
convergeant fortement vers V dans L*®°(]0,T'[; H2) et soit (Ozn, Syn) le
couple solution, pour chaque n, du probleme suivant

(Oan, 5n) € (1200, T H' (@), ¥leon, 02) € (2200, T} H'(9)”
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a8,
(32) @R< —aTn, v1 > +/Q (A(TnS) + D(V)) - VS, - Vyprdw

+ / Vi VSnprdw — / 91Snp1do
) Iy

=-& /(; Snfs (ThOz, ThS, ThB) p1dw;

00z,
ot

33) @<29% sy /ﬂ (A(30z) + D(V)) - VOzp - Vipadw
+/‘;Vn - VOzppodw —A: 91(0Ozp — Oz )paday
1

= —a@/ Ozpnfo(ThOz, ThS, ThB)p2dw;
0 .

p.p. dans |0, T,
avec
Ozn(0) = 17,02(0), Sn(0) = 725(0)
et ou o 1
: ThOZ
Ox, S, 7hB) = ThB
1o(ThOZ, TS, Th )="h k1 + Oz ko + ThS
et 1 S
) Th
Oz, hS, TR B) = Th B— .
fo(Th T The>s Th ) h ki1 + ThOx ko + 13,5

Comme le tenseur D est borné et sachant, d’aprés le théoréme de Le-
besgue, qu’il existe une sous suite D(Vy,) qui converge fortement vers
D(V) dans LP(]0, T[x$) pout tout p fini, il est licite d’avoir remplacé
D(V,,) par D(V) dans les équations (32) et (33).

L’existence d’une solution dans L2(]0, T'[; H*(Q2)), pour les équations
linéaires (32) et (33) peut se démontrer sans difficulté par le méthode
de Galerkin.

En remplagant @9 par Oz, dans (33), il vient:

®d

24t onnliﬁ(n) + /(;()\(Th(_)x) + D(V)) - VOz, - VOzpdw

1 1
+—/ glow?,dal + -/ gzo:cidcrz—/ 91(0Ozy — Oz1)Ozpndoy
2Jn, 2 Jr, T
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= —a@/ fo(ThOz, T8, ThB)Oz2dw; p.p. dans)0,T|
Q

d’ou compte tenu des hypotheses (H2), (H4) et (H6) et sachant que le
membre de droite de Pégalité ci-dessus est négatif ou nul pour tout ¢
positif, on a

®d
Th |O:cn|Lg(Q)+a2 IVO:cn|L2(Q)+2 / 1Oa:nd01 < / |910210zy|do;.

En utilisant les inégalités de Young pour majorer le membre de droite
de I'inégalité ci-dessus, on obtient

<I> d 1 :
(34) _—— |O$n|L2(Q) + a9 |V0$n|L2(Q) 2 / glo.’l?%dﬂl; Vit E]O, T[
1

en intégrant (34) entre 0 et ¢, il vient

$ 2 t 2 ¢ 2
7 |0za(t)|12(q) +o2 [0 |VOzn|12(q)dr < 'Z‘MCS(Q) |0z (0)| Loy +ert

ou c; est une constante ne dépendant que de I'y, g; et Ozx;.
On conclut que Oz, demeure borné dans

L*(j0, T[; L*(®)) n L*(0, T[; H*(R))
et on a alors les estimations suivantes

2c
(B9)  sup | Oan(t) [fae)< Mea() | Ozn [fmia) + 5T

6 ' [VOzaltagy dr < o Mea(Q) [0z (0) 2 Ly
(86) [ 1V0znlfaaydr < 5-Mes(@) [0z (O) ey +
vt €]0,T|

de la méme maniére, on a les estimations suivantes sur Sy,

(E7) sup | Sn(t) |%2(Q)S Mes() | Sn(0) |%°°(n)
tef0,T)

®R
) [ 19Saltsydr < g Mea() 5a(0) i)
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vt €]0, T|

Estimations dans L™ ().

On écrit maintenant Oz, = Oz} — Oz, et on remplace @2 par
(—Ox,) dans (33) (ceci est licite car D(V) est borné et que si Oz est
dans H1(R), il en est de méme pour Oz} et Oz ), dot

®d

—12 - N —
2 I |oz, ILQ(Q) + /{;(/\(ThOz) + D(V)) - VOz, - VOxz, dw

1 \2 1 \2 -
—— O d — [0 dog — Oxz10zx,.d
5 0= dort 5 [ 02(027) a0~ [ 9102102740,

= —@/ (O:;l:,_,)2 fo(ThOz, T3S, Th B)dw;p.p. dans]0, T
0

or

/ fo(ThOz, 1S, ThB) |O:c,_,|2 dw > O;Vi €]0, T
9]

et sous les hypotheses (H2), (H4) et (H6)

/{;(A(ThOx) + D(V)) - VOz, - VOz,dw > 0;Vt €0, T|

1 _\2 1 N2
~3 Jp (Oz;) doy + EA‘Q 92 (0z;)  doo
—/ 910210z, do1 > 0;Vt €]0, T
Ty
d’ol
d _2
(35) E 'Oxn ILZ(Q) < O;Vt €]01 T[1

apres intégration ‘il vient
- 2 - 2
(36) |02, (B) 12y < 1027 (0)12(0y 5 VE €10, T

de méme, en remplagant ¢, par (—S, ) dans (32) et en suivant la méme
démarche on a

(37) 1S (t)ﬁ,ﬁ(n) <|sa (0)|§,2(n) vt €10, T



410 P. Fabrie-P.Rasetarinera

comme S, (0) et Oz, (0) sont nulles presque partout dans £, on déduit,
pour chaque n, la positivité du couple (Ozy, Sy,); les données initiales
étant positives ou nulles. ,

On pose maintenant vy = Maz (|O:c,,(0)| Lo(@) » 1021 oo I‘1)) et
x = Ozy — v, n étant fixé. Alors x est solution de

Ve € L2(0, T[; HX())

d< %,¢>+/(/\(‘rh0m)+D(V)) Vx - Vipdw
+—/V -Vxp — Vi - Vo(x + v)dw

(38) ¢ 1 1
+5 91(x +7)pdoy + 3 g2(x +7)pdoz — | g1(x+7v — Oxy)pdoy
Ty 'y :

ry

= —ad / (x +7)fo(mnOz, 11,8, T, B)pdw, p.p. dans)0, T|
[9]

comme

/ Vi Vopdw = / g1pdoy + / g2pdog
N T T'g

en écrivant x= xt — x~ puis en prenant ¢ = xT dans (38) on obtient
1
2 % e I sy + 22 1Vx gy < 5 f (¢ oy - 5 / 92(x*)*doz

+/I‘ (y— Oz1)xtdoy — a<I>/‘;(x+ + ¥)x T fo(ThOZ, T4 S, T4 B)dw
1

le membre de droite de I'inégalité ci-dessus étant toujours négatif, en
intégrant entre 0 et ¢, pour tout ¢ dans ]0, T|, il vient

¢ 2 t 2 ¢ 2
D) Ix () 2y + 0‘2/0 [Vx " |2y ds < 7 Ix*(0)|22(q)
or x*(0) = 0 presque partout dans , d’ott
Ix* ()| 2(q) = 0Vt €10, T|.
Par conséquent

(E9) 0 < Ozn(t,2) < Maz (| Ozn(0) |z, | 021 |1oogoriry ) 5
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p.p. dans 2, Vt €]0,T|,

de méme, en posant v =| Sp(0) |Leo(), X = Sn — 7 €t en écrivant une
équation du méme type que (38) sur x, on a

(E10) Vt €]0,T[;0 < Sp(t, z) <| Sn(0) |Loo(q); p-p- dans 2

Estimation de 8;S, et 3;0xy

Pour Oz, solution de (33) et pour toute fonction test ¢ dans
L%(10,T[; H(?)) on a

T 90z, T
<I>/ <5 ¥ >dr + / /(/\(‘rhOz) + D(V)) - VOzy, - Vpdwdr
0 0o Ja

T
—/ /VnV<pO:cndwd7'+/ glOmncpdal—i—/ goO0zppdas
0 JO T T2

' T

—/ a1 (Ozn—O:cl)(pdal-}-a(I)/ / Ozp fo(ThOx, TS, ThB)pdwdr = 0

T 0 Q
d’ou

00z

® l< o1 ¥ >‘ <Al Vn lzegorsza@y| O%n lL=qorte) +
(IA(’thﬂc)|Lo°(1o,T[;Loo(n)) + |D(V)lLoo(]o,T[;Loo(n))) IVOzal 20,1120 +

o® | fo |Leoo,riLoo)| O%n |L2qo,riL2@)} | ¢ lL200rEH () +

| 92 |Leo(o,TsLoo(ra))| OFn |1200,T3L2(T2))| @ |L200,TG22(T2)) +
| 91 |zeoqo izl OF1 lL2go,ri22(r)) ¢ lL2qorpzacr)

de plus, d’apres 'estimation (E3) et par définition de f,

| fo lLeo(o,TL00(0)< g—f—)-
: 1
Par conséquent, d’apres 'hypothese (H8), compte tenu des esti-
mations (E5), (E6) et (E9) et parce que X est continue, il existe une
fonction continue f; ne dépendant que de g, g1, g2, 0z1, | Ozn(0) |Lo(q),
| Vn ]L°°(]0,T[;L2(Q))7 ag, a2, k1, @, a et Q telle que

(E11)

< f1(T)

I 30wn
L2(0,TH(H(Q)))

ot
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de méme, il existe une fonction continue f2 ne dépendant que de g, g1, g2,
I Sn(O) IL°°(Q)1 | Vn |Loo(]0’T[;L2(Q)), ag, 2, k2, q), R et ) telle que

0Sn

(E12) -

< f2(T).
L2(J0,T[;(H1(2))")

Donc, d’apres les estimations (E5)...(E12), quitte & extraire une
sous-suite, on peut supposer que:

(Ozp, Sp) — (O=z, S)faible x dans L*(]0, T[x ),

(Ozn, Sn) — (Ox, S)faiblement dans L%(|0, T[; H*(R)),

sous 'hypothése (H6) et parce que la suite (V,)n>0 converge fortement
dans L°(]0, T[; H3):

(65,, 30:cn) (85’ 00z
B —— —_—

il ; 2 .l /
FYRAT 5 ot )fazblement dans L“(J0,T[; H*(R))').

Les équations (32) et (33) étant linéaires et par continuité de
Papplication trace, les résultats de convergence obtenus suffisent pour
passer & la limite. Le couple (Oz, S) vérifie alors

(0=, 8) € (L%0,T[; H'(Q) n L=(10, T[; L*(N)))*
V(p1, ¢2) € (L300, T[; H1() N L0, T[; L* (9)))*

as
®R < 57 P1> +/ (AM(mhS) + D(V)) - VS - Vipidw + LV - VSpidw
Q

—/'ylscpldtn = —q’] Sfs (ThOz, ThS, ThB) @1dw; p.p. dans|0,T],
I Q

d < 860:"’802 > +/ (A (mhOz) + D(V))’VO$'V¢2dw+/(; V-VOzypodw
0

—] 91(0Oz — Oz1)podo; = --a@/ Oz fo(ThOx, TS, Th B) p2dw;
I 9]

p.p. dans |0, T

avec

0z(0) = a0z (0)et S(0) = T S(0)
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Comme les estimations (E5)...(E12) obtenues sur le couple
(Ozp, Sp)n>0 sont uniformes et les normes considérées étant faiblement
semi-continues inférieurement, ces estimations sont aussi valables pour
le couple (Ox, S). Cela termine la preuve de la Proposition 2.

Résultat de continuité forte sur la vitesse et la pression ,
Soit (Sp)n>0 une suite bornée de Q =0, T'[x S et soit Vy, la solution
de I’équation de Darcy avec la donnée S,

Vi =~ (Sn)K - (Vpr — B(Sn) - ©2)

ol p,, est I'unique solution dans L>°(]0, T[; H1(R2)/R) de I'équation
vy € HY(Q)/R

/ u~Y(Sn)K - (Vpn — B(Sn) - €z) - Vipdw + /
Q

T

g1¥do +/ govvdog = 0

T2

p.p-t €]0,T.

Lemme 1. Soit (fr)n>0 une suite de fonctions mesurables qui con-
verge faiblement vers f dans L%(Q), et (gn)n>0 une suite de fonctions
mesurables qui converge vers g presque partout, on suppose de plus qu’il
eriste une constante a telle que | gn |< a pout tout n. Alors la suite
(fngn)n>0 converge faiblement vers fg dans L%(Q).

Preuve: Il faut montrer que pour toute fonction ¢ de L2(Q),

T T
/ / frngnpdwdr — / / fgpdwdr.
6 J 0 JN

Soit hy, = gny une suite fonction de L%(Q); (hn)n>0 converge vers
gy presque partout et de plus | hp |[< a | ¢ |. Donc d’aprés le théoréme
de Lebesque (hn)n>0 converge vers gy fortement dans L2(Q). Dol le
résultat.

Proposition 2. i (Sp)n>0 est une suite bornée dans L°(Q) qui con-
verge fortement vers S dans L*(Q) alors la suite (Vn)n>0 converge
fortement vers V dans L?(|0,T[;H2), ot V est l’unique solution de
l’équation de Darcy avec la donnée S.
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Preuve: Soit p la solution de l’éQuation de Darcy avec la donnée S.
vy € L*(0,T[; H'(Q)/R)

T T
_1 3 o _1 - . .
/(; [)p (S)K - Vp.Vydwdr /0 ‘A;p (S)B(S)K - e, - VipdwdTr

T T
—/ / 91¢d01dT—/ / govdoodr.
0 JIy 0 JT'q

La différence p,, — p vérifie I'équation:
T
/ / H_l(sn)K - V(pn — p) - Vipdwdr
+ / / ~1(Sy) - _l(S')) K - Vp - Vydwdr

_/0 L (u—l(sn)ﬂ(sn) - /,L_I(S),B(S)> K - e, Vopdwdr = 0.

Comme S et p sont continues et d’apres les hypothéeses sur la suite
(Sn)n>0; quitte & extraire une sous-suite

Sp — S p.p.dans Q

et - (p(Sn), B(Sn)) — (1(S), B(S)) faible * dans L°(Q),
de plus, d’aprés le théoréme de Lebesgue

(39)  (u(Sn),B(Sy)) — (u(S),ﬂ(S))fortement dans LY(Q), g < +oc.

1l est clair que Vp,, converge faiblement dans L2(Q) vers Vp. Mon-
trons d’abord que cette convergence est forte.
Prenant ¢ = p, — p, on obtient

ot |1 9u=1) yag< = [ [ (57(80) ~ 17(8)) K-Vp Y pu-plauds

+'/(; _/(; (p“l(sn)ﬁ(sn) - ,u‘l(s)ﬁ(s)) K - &5 V(pp — p)dwdr

ou a7 est une constante positive qui dépend de | u(Sn) |L~(q) €t as.
Le Lemme 1 appliqué au produit de fonctions

(57 (Sn) = 171()) V(pn - p)
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montre que ce terme tend faiblement vers zéro dans L%(Q), et d’apres
(39) et P'hypothese (H3), la deuxiéme intégrale tend vers zéro.
Soit V dans L°(]0, T'[; H 2) définie par

V=—u"H(S)K - (Vp - B(S) - ez),
la différence V,, — V s’écrit

V=V =y (Sn)K - V(pn—p) + (171(Sn) = 17}(S)) K - Vp

~ (17 (SR)B(SA) ~ THS)B(S) ) K - 5.

D’apreés ce qui précede le premier terme tend vers zéro, le théoreme de
Lebesgue et 'hypothése (H3) assurent que le second et le troisieme terme
convergent vers zéro dans L2(]0, T[; H ).

Résultat de régularité sur la vitesse et la pression

Etant donné S dans L®(2), soit p dans H1(Q)/R la solution de

(40)  V.(uY(S)K.Vp) = V.(u"1(S)B(S)K e;) dans D'(Q)

(41) (' (S)K.Vp).n= (u"'(S)B(S)K.e: + x191 + x2g2)msur T

ol x; est la fonction indicatrice de I';.
D’aprés Lions-Magenes [11], il existe une fonction G dans W19(Q)
pour tout ¢, telle que

(™Y (S)K.VG).n = (u~(S)B(S)K e; + x191 + x292)-n sur T.
Considérons ensuite u dans H'(Q) telle que p = G + u avec
V.(e"H(S)K.Vu) = V.(u"H(S)K.(B(S)e, — VG)) dans D'(Q)

(0~ Y(S)K.Vu).n = 0 sur TI.

D’apres le lemme de régularité locale de Meyers [1}, [12] il existe une

constante s, s > 2, telle que u appartienne & le’cs(Q).

Notons B(0, R) la boule de centre 0 et de rayon R. La régularité
au bord s’étudie par carte locale sur B(0,R) N {(m, v,z2) ER3, 2> 0}
en prolongeant par réflexion et symétrie la solution & B(0, R) puis en
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appliquant & cette solution le résultat de régularité locale de Meyers [1],
[12].

On montre ainsi qu’il existe une constante gg > 2 telle que u soit
dans W1%(Q). Donc comme G est réguliére, p a la méme régularité que
u. Par conséquent, d’apres I’équation de Darcy V appartient 4 L®(Q).
Ceci termine la preuve de la Proposition 1.

Preuve du Théoréme 2. Sous les hypothéses (H1)...(H6), on a
construit une famille de fonctions (Ozp, Sk, Bp, Vi, pn) vérifiant les es-
timations (E1)...(E12) et les équations suivantes:

Y(p1,92) € (H'() N L2())*

aS .
(42) dR < —a?’lj, w1 > +/ﬂ (A(ThSh) + D(7h V1)) - VSh - Vrdw

+ L ThVh - VShprdw — /I: 91Shp1doy
1

ThOzp Sh
® B dwdt = 0;p.p. d 0, T
[ B iy = Oip.p. dans 0,7

90z,

43) @< 7

yp2 > +_L (M(7rROzR) + D(1hV}p)) - VOzp - Vyodw

+ [) WV - VOzppodw — /r 91{(Ozp — Oz1)paday
1

Ozp, ThSh
k1 + mhOxp ko + TSh

+a<I>/ ThBh podwdt = 0; p.p. dans |0,T|
o

(44)

dBy, (5 ThOxh, ThSH

- By, — o = 0;
dt k1 + ThbOzp ko + T,Sh m) h— 9 ’

p.p. dans Q,Vt €]0, T
et Voo € HY(Q)/R

(45) A uY(SR)K - (Vo — B(Sh) - €2) - Vepdeo + L grbdo+

/ g2¥dog = 0.
T2
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Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que:
(S, Oz, By) — (S, Oz, B)faible * dans L*°(]0, T[x2),

(Sh,Ozp) — (8, Ox) faiblement dans Lo, T; HY(Q)),
et sous 'hypothese (H6):

(Q_‘.S:’L BOzh) . (% 80z,

6
(46) at’ ot at’. ot

) faiblement dans
£*(0, T[; H*())")-

D’apres les résultats de continuité forte sur la vitesse et la pression

(47 pn — p fortement dans L*(|0, T[; H1(Q)/R),

(48) V), — V fortement dans L%(|0, T[; H2).
En utilisant le lemme d’Aubin, on montre alors que
(Sh, Ozp) — (S, Ox) fortement dans L2(j0, T[x ),

De plus, comme S, et Oz, sont bornés dans L°(]0, T[x(2), on déduit
d’aprés le théoréme de Lebesgue que

(49) (S, Ozp) — (S, Oz) fortement dans LP(]0, T[xS); pour tout p fini.
Lemme 2. Etant donné up dans LP(]0,T[xQ) convergeant fortement
vers u dans LP(]0, T[xR), pour tout p fini, alors:

i) Thup — u fortement dans LP(]0, T[xQ), pour tout p fini,

ii) si de plus, up, est positif presque partout dans |0, T[xQ, et si f est
une fonction continue et bornée de 'R* dans R™ alors:

f(Thup) — f(u) fortement dans LP(]0, T[xQ); pour tout p fini .

Preuve: i) Par hypothése, uj converge fortement vers u dans

L?(10, T[x9),
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donc la suite (up)p est de Cauchy dans LP(]0,T[xf). Les transla-
tions étant fortement continues sur LP(]0, T'[) (pour tout p fini), la suite
(Tnun)n est aussi de Cauchy dans LP(]0, T[x Q) par conséquent il existe’
v tel que

Thup — v fortement dans LP(]0, T[xQ).

d’ou
Th(uh — u) — (v — u) fortement dans LP(]0, T[xS)

de plus
(up — u) — 0 fortement dans LP(]0, T[x)

d’ou par unicité de la limite v = w.

ii) Considérons d’abord le cas p = 1.

Soit up (resp u) le prolongement par 0 de uy, (resp u) sur L'(R x Q).
Il est clair que si u;, converge fortement vers u dans L1(]0, T[xQ) alors
up, converge fortement vers & dans L'(R x ), de plus si f est une
fonction continue et bornée sur R™ alors quitte & extraire une sous-
suite et d’apres le théoréme de Lebesgue on a

(50) f(un) — f(@) fortement dans LL.(R x Q).

Comme
T
[ 1 Gonan) = 7)oy
T T
< A | £ (7a@n) — f(ma3) |21(q) dt+_/0 |f (ra) — f (@) 1) dt
d’ou

(51) |f (Thun) = f(“)ILl(]o,T[xQ) <

T _ _ T _
A T |f (i) — F @)1 dt+£ |f (hit) = £ ()| 1) dt;
or

T 0
s @ = £ @Iyt < [ 15 @) = £ @l

T-h T B
1@~ f @i+ [ 17 @) = S @ syt
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par conséquent, d’aprés (50) et (51), f(rpun) converge fortement vers
f(u) dans L1(]0, T[x Q).

De plus, comme la fonction f est bornée, on a I'inégalité d’'interpo-
lation:

|7 (rhun) = () oy < 1f (nun) = £l 51y 1 (rhun) — 5 (u)i};f(n);
p.p.t e]O,T[avéc Il’ =06;0<0<1,
on en déduit alors
F(rhun) — f(u) fortement dans LP(]0, T[xQ); pour tout p fini .

Montrons que Bp, — B fortement dans LP(]0,T[xQ), pour tout p
fini .

Bp, est solution de l'équation différentielle ordinaire (44) ol les
données (1,0h, ThSh) sont dans (L°°(]0, T'[; L’*‘(Q)))2 et convergent forte-
ment vers (Oz,S) dans LP(]0,T[x€)), pour tout p fini. Bj est alors
donnée par

t
Bh(t, :l:) = Bo(:l:) exp (/0 o (Thoh, Thsh) 48)
t
+ a/ exp (f f2 (ThOn, THSH) da) ds
0 8
p.p.dans Q,Vt €]0,T[;

Ox S
-m
k1+Oxko+ S

f2(0$, S) =6
D’apres le Lemme 2
ThOZh ThSh Oz S
(52) , — ,
k1 + ThOxp kg + ThSH \k1+Ozx ko2 + S
fortement dans L?(]0, T[xQ); pour tout p fini
Soit B la solution de

(53) { d'&Ltz_ (6ﬁ%ﬁ—m)3—0=0p.p.dans Q,vt €]0,T|

B(0, ) = By(x)
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On a alors:

/0

—fBo(a:)

IBh(t,x) - B(tvx)l <

ds

t t
exp(/ fz(‘rhO:ch, ThSh)dG) - exp(./'g fo(Oz, S)d8)

t t
exp( [ fa(rnOzh, Sh)ds) — exp( [ 12(0, S)ds)

or —m < fo(z,y) < (6—m) pour tout z et y positif ou nuls, d’ot d’aprés
I'inégalité des accroissements finis

t t
exp ( f fa(mnOzh, Thsh)do) — exp ( / fa(Oxz, S)d9>| <

exp.((6 — m)T) /s 1o (ThOzh, ThSh) ~ f2(Oz, S)d0| 5 (t,9) € (0,T)*

par conséquent
| Bn— B |L100,11x) < €xp((8§ — m)T)T (6T+ | B(0) |goo(2))

| fo(ThOzh, ThSK) — f2(Ox, S) |L1qo,7ix0) -

On déd}iit d’apres (52) que fo(ThOzp, ThSh) converge fortement vers
f2(Oz, S) dans L1(J0, T[xR); et en passant & la limite il-vient

Bj, — B fortement dans Ll(]O,T[xQ).
De plus Bj, et B sont bornés dans L*°(]0, T[x ), d’ou
(54) . Bp — Bfortement dans L?(]0, T[x ), pour tout p fini.
ol B est une solution de (53).

Passage a la limite sur les équations de transport-diffusion-réaction.

Soit (Ozp, Sh, Bh, Va, pr) la solution des équations (42). .. (45); d’apres
le Lemme 2 et (54)

T,0zp ThSh Oz S

ThWB — B
» hk1+7'h01'h ko2 + ThSh ki+Ozko+ S

fortement dans L(]0, T[XQ)
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de plus, d’aprés (48) et (49), il existe une sous-suite
"(Thkozhk ) Thk Shk ) Thkvhk)

qui converge presque partout dans (]0, T[x Q) vers (Oz, S, V). Les sous-
suites (7h, OTh, )n,>0 €t (Th,Shy)r,>0 sont uniformément bornées dans
L>(]0,T[xQ), par conséquent d’aprés le théoréme de convergence do-
miné de Lebesgue, sous I'hypothése (H8) et par continuité des tenseurs
Aet D :

(A(Thkoxhk)ﬁ ’\(Thkshk)v D('rhkvhk)) - (/\(O:L‘), ’\(S)v D(V))
fortement dans L2(]0, T[x)etp.p.
d’olt: Yy € D(Q)

[) (A(ny Sny) + D(th, Vi) VS, - Voodw — /n (A(S) + D(V)) VS - Vipduo

: TheOTh, Sh. / Oz S
Th, B dw — | B —pdw;
/Q P L ¥ Thy Oy k2 + TS Jo kit Oz kg + 87

p.p.dans |0, T

de plus d’apres (47) et (48)
A‘rhkvhk - VpSp, dw — /QV - VpSdw ;p.p. dans |0, T|

et d’aprés (46)

as as
o >a< 2 0 > pp. dans |0, T]

< Tt ot

Le passage a la limite sur I'équation en Oz, s’effectue de la méme
maniére. Comme D(f) est dense dans H1(f), par continuité et densité,
les résultats ci-dessus sont aussi valables pour ¢ dans H1(Q).

Passage d la limite sur l’équation de Darcy.

Etant donné S}, une solution de (42),‘d’a'prés (47) et le théoréme de
Lebesgue on a:
vy € D(Q)

/ p~HSR)K - Vpp - Vipdw — / p YK - Vp - Vipdw
9] 9]
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et
[ smaEnK - e - Vpaw - [r 861K o Tvaw

Comme D(Q) est dense dans H1(f2), par continuité et densité, les
résultat ci-dessus sont aussi valables pour ¢ dans H(Q2).
Ceci termine la demonstration du Théoréme 2.

Démonstration du théoréme 1
On approche le tenseur D qui satisfait les hypothéses (H6) et (H7)
par une suite de tenseur bornée (D');>; défini par

DY(V) =D(V})

ol
\4 Yi

= ———"— :leN*.
¢ 1+l—1|vi| ’

Pour tout entier I le tenseur D! ainsi défini vérifie les hypothéses
(H6), (H7) et (H8) par conséquent, d’aprés le Théoréme 2 il existe un
quintuplet (Oz;, S;, By, Vi, p;) vérifiant la condition initiale (Oz;(0) =
Oz0,51(0) = So,Bi(0) = By), solution faible du probleme (P;) ci-
dessous: ‘

V(p1, p2) € (H'(R) N LO(R))*

a8 ; :
(55) PR < gtl, w1 > +[2 (A(Sl) + DI(V[)) -VS; - Vordw+

/Vt'VSt¢1dw—/ g151p1doy+
0 I}

Ox; S
| B dw = 0;p.p.d 0,T|,
/n T Om ka1 5710w = 0ipp ans |0, T

80x;

(56) d < 5

Loz > + A (M(Oz1) + DH(VY)) - VO - Vipoduo+

LV; -VOzpodw — ./I‘ g1(0Oz; — Ozx1)p2do1+
1

) Ozy S
®/ B dwdr = 0; p.p.d 0,T],
o L T Om ka1 5 P20wdT =0 pp ans |0,
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dB ( s Oz S

(57) —- -
k1 + Ozi ko + S;

P ’m) Bi—o = 0;p.p. dans Q,Vt €]0,T|

et Vy € HY(Q)/R

(58) /QM—I(SI)K - (Vpi— B(S1) - €z) - Vpdw +/r g1¥dor+

/ govdag = 0.
T2

Les estimations (E1)...(E9) obtenues précédemment sont encore
valables car D! satisfait ’hypothese (H6). Néamoins, il est nécessaire
d’avoir des éstimations uniformes sur %‘ et %’1, c’est & dire indé-

pendantes de | DY(V)) | Leo(), Pour passer a la limite dans les équations
(55) et (56).

Lemme 3. Les suites (DY(V)) -VOz)), .y et (DHV)) -VS1)iev sont
uniformément bornées dans L2(]0, T[; L1(R)). '

Preuve: D’aprés 'hypothése (H7) et d’apres 'inégalité de Holder
1 ) 1
/Q Ipt(vi) - VSi|dw < ag(Mes ()% VS 2 @+esIVilpzg VS g2

par conséquent

T 2 T
1 2 9
L ( A |D (Vl)'vsl|dw) dr < 4af Mes(Q) A VSt 2y d7

T
2 2 2
+4aj |V'L°°(]O,T[;L2(n)) A |VS[|12<Q) dr

grace aux estimations (E2) et (E8), il vient

(59) | DAV~ VSt a0 71y S 2
de méme
(60) ' Dl(vl) -VOuzx; |L2(]0,T[;L1(Q))S_c2'

ol ¢; et c2 sont deux constantes indépendantes de I.

Estimations uniformes de 8;S; et 8;0zx;.
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Soit (O, S, B, Vi,p1), ! fixé, une solution du probleme (P;). Pour
toute fonction test ¢ dans H>(Q) on a

’ T S, T !
QR/ <5 %> dr +/ /(/\(Sz) + DY(V}1)) - VS; - Vpdwdr
0 0 JQ

T o T
— / / V- VS dwdr + / / goSipdog
0 J ‘ 0 JIp

T Ox; Si
+o / / B dwdr = 0.
b Ja kit Omkat S
Sachant, d’aprés le théoréme d’injection de Kondrachov, que H 3(Q)

s'injecte continument dans W 1°(Q2) (o Q est un ouvert borné régulier
d’un espace de dimension inférieure ou égale & trois) il vient: '

l 05
QRF ¥ >l < {I M ze=gorsze=@n| VSt lpagorpr?

at’
+ | DI(VZ) -VS; ILQ(]O,T[;EI(Q))'

+ | Vi peogorp 2y | St 1z=0r5220@) +‘1’9(T)} | & lL2g0, T3 )
+ | 92 |zee (o, T Loo(ra))| St lL2g0,m22(ma)) | © l2q0r502(r)) -
D’oy, il existe une fonction continue h3 indépendante de ! telle que

i
at

< hB(T)a
L2(j0,T[;(H3(0))")

de méme, il existe une fonction k4 indépendante de ! telle que

‘302:1

< ha(T).
o1 < hy(T)

L2(10,T[;(H3(R))")

Passage d la limate.

Grace au lemme d’Aubin on obtient, comme pour le Théoréme 2,
la convergence des suites (Ox1),. v+ et (S1),cpv*; on peut donc passer a
la limite dans I’équation de Darcy et sur les termes des équations (55)
et (56) ou n’apparaissent pas le tenseur D*. 1l reste alors a étudier la
convergence de

( / D’(v,)-vs,-wdw) et de ( / Dt(Vz)-VO:cl-chdw)
0 ieN* n lelN*
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ou D! satisfait 'hypothese (H7) et (VS VOu;), v+ convergent faible-
ment vers (VS, VOz) dans (L2(]0, T[x92))2.

Lemme 4. Soit (hn)n>0 une suite de fonctions équi-intégrables sur
Q, ouvert borné, qui converge presque partout vers h, alors (hn)n>0
converge vers h dans L(Q).

Preuve: D’aprés le lemme de Fatou h est dans L1(2), donc la famille
de fonctions {(hn)n>0,h} est équi-intégrable. Par conséquent pour e;
réel positif donné et pour tout n:

3¢r>0t.q\7’ECQ,Mes(E)ScJ'alors/‘|hn|d:1:§%1-et/|h|al:z:$i3l
E E

de plus d’apres le théoreme d’Egorov
Vo > 0,3E C Qavec Mes(E) < o

€1

alorsEIN;VnZN/ | hn —h|dz <
O\E 3

On décompose alors / | hn — h | dz en
!’

/lhn—hld:csl |hn--h|d:c+/ |hn|da:+/|h]d:c
3 O\E E E

d’ou le lemme.

Lemme 5. Soit ) un ouvert borné et (fn)n>0 une suite de fonctions
mesurables qui converge presque partout vers f. On suppose qu’il existe
une suite de foncion mesurables (gn)n>0 vérifiant :

| fn(z) |_<. gn(l')P-P-

lim / | gn — g | dw = 0.
Q

n—00

Alors (fa)n>0 converge fortement vers f dans L1(Q).

Preuve: La suite (gn)n>0 converge vers g dans L1(2) donc:

Ve > 0;3N > 0t.qVn > N,VE C Q, alors / | gn — g | dz S%
E
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g est équi-intégrable donc:

N ™

Ve > 0;30 > 0;VE C Q, Mes () < calors / lgldz <
E

or par hypothése on a:

/Ifnldxsf |gn|dzs/ |gn—g|dx+/ 9| dz
E E E E

d’ou:

'Ve>0;30 > 0,3N >0, VE C Q, Mes () <cetn 2N

alors/ Ifnlda:Sz—:.
E

De plus la famille {(fn)n<n} est finie donc la suite (fn)n>0 est équi-
intégrale. On peut alors conclure grace au Lemme 4. .

D’aprés (48) et par définition de D!; D}(V}) converge vers D(V)
presque partout dans |0, T[x donc | D}(V;)—D(V) |? converge presque
partout vers 0 dans ]0,T[xQ; par conséquent sous 'hypotheése (H5)
et d’aprés le Lemme 5, DY(V}) converge fortement vers D(V) dans
L2(]0, T[x$2. On peut alors conclure par:

Yo € H3(Q); /ﬂ D(V})- VS - Vpdw — / D(V) - VS - Vpdw

et / D(V;)-VOz; - Vydw — / D(V) - VOz - Vpdw.
Q : Q ‘
Sachant que H3(Q) s'injecte continiment dans W1*°(Q), on peut
remplacer ¢ par une suite de H 3(2) qui converge dans W1°(Q2) pour
la topologie faible *, par conséquent les résultats ci-dessus sont aussi val-

ables pour ¢ dans W1*°(Q2).Ceci termine la démonstration du Théoréme
1.

Remarque. Si la viscosité dynamique p est constante alors le couple
(V,p) solution de P’équation de Darcy est dans (Hq x WH4(Q)/R),
pour tout ¢ fini. Ce résultat est une conséquence directe du théoreme
de décomposition d’Helmotz; en effet le second membre de 1’équation:

V+up 'K -Vp=—pu'B(S)K - e,
est dans L*®°(Q). Dans ce cas, I'hypothése (H5) peut étre remplacé par
(H%) | D(V) [ 04| V| +as; q fini .
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Démonstration du théoréme. 3

Soint (Ox;, Sy, By, Vi, p1)i=1,2 deux solutions faibles du probléme (P) sa-
tisfaisant Oz1(0) = Oz2(0), S1(0) = S2(0) et B1(0) = B2(0). Le quintu-
plet (Oz, S, B, V, p) défini par:

Oz = Oz1—0z2;8=81—-S52;B=B1—B3; V=V - Va;p=p1—p2

verifie les équations

V(e1, p2) € (L2(10, T W ()))?

as
(61) ®R < yrei2 > —l—L(A(Sﬂ +D(V1))- VS - Vpidw

+/(()\(31)—'\(52))+(D(V1)—D(Vz)))'Vsz-Vspldw+/ V1-VSpidw
Q Y]
+ [) V- VSopidw + @ /Q(F(Oa:l, S1, Bi) — F(Ozx2, S2, B2))p1dw

- A 918p1doy = 0;p.p. dans |0,T],
1

6 @ <22%01>+ [ (\Oz1) + D(V1))- VO - Vippd?)

+ /ﬂ (\(0z1) — \(0z2)) + (D(V1) — D(V3))) - VO3 - Veppduw+
/ Vi VOzypodw + / V - VOzopodw + ad
Y] v Q

/Q(F (Oz1, S1, B1) — F(Ox2, S, B2))podw — L 910z p2doy = 0;
1

p.p. dans 10,7,

d | .
(63) 7? — 6(F(Oz1, S, B1) — F(Ox3, Sg, By)) + mB — o = 0

dans Q0x]0, T,
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vy € HY(Q)/R

(64) L £ H(S1)K - Vp- Vipdw + A (6~1(S1) — p™Y(S2))K - Vp2 - Vipduw

- fn (™ Y(S1)B(S1) — p~1(S2)B(S2))K - €, - Vipdw = 0; dans D'(10, T|).
D’aprés la loi de Darcy? il vient
65)  V=—p"Y(S1)K - Vp— (uH(S1) — n}(S2))K - Vpe

+(u7H(81)B(S1) — n™(S2)B(S2))K - e;.
Une estimation sur p est obtenue en prenant ¢ = p dans (64); d’out
| Vp |2Lz(mg e1 | VP2 |yl 8 2| VP [ p3qy +e2 | S o] VP |2

oll c1 et c2 sont deux constantes ne dépendant que de K et des constantes
de Lipschitz de p et 8.
Par conséquent, il existe une fonction &1 de L*(]0, T|) telle que

(66) | Vp |L2(Q)S hi(t) | S |L2(Q);
de plus, d’apreés (65)
(67) | V|H,< ha(t) | VP |L2(q) +ha(t) | S |22()

ol hg et h3 sont deux fonctions de L>°(]0, T'f).
1l résulte alors des inégalités (66) et (67) I'estimation suivante

(68) | Vg, < ha(t) | S |2

avec hqg = h1hg + hs.
Afin d’obtenir des estimations sur S on prend ¢; = S dans (61),
d’ou
®Rd , ., o
5 3; | 5 l12() te2 | VS Ip2q,

< [(a1S1=Sal 451 V2= Va )| Sz || VS| dut

/,|V||vs2||s1dw+<1>/|F(Ozl,sl,Bl)—F(Ozz,sz,sz)||S|dw;
Q Q
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ol a et b sont respectivements les constantes de Lipschitz de A et D. En -
écrivant

F(Ozy, 81, B1) — F(Ozg, S, Bg) = (F(0Oz1, S1, B1) — F(Oz2, 51, B1))+
(F(Oz% Slv Bl) - F(O$2‘, Sa, Bl)) + (F(0$2, S27 Bl) - F(O:tg, So, B2)),
d’apres (E3) et parce que la fonction F est lipschitzienne il vient

(69) | F(Oz1,S1, B1) — F(Oxg,S2,B2) |< g(T)(| Oz | +|S)+ | B |

par conséquent, d’aprés les inégalités de Holder on a l’estimation

Rd ., )
- @ | $ 112y +e2| VS |20 S 0| VS2 lL=@! $ L2l VS |2 q) +
b|V |L2(Q)| VS, IL°°(Q)|-VS ILQ(Q) +|V ILQ(Q)I S 'L"’(Q) +

218 |2 (9() 8 lay +9(T) | Oz 2y + | B lx) -
En utilisant les inégalités de Young il vient '

®R d 2 1 0 . .
=z | S @S 2as (a | S lz2¢0) +0 |V le(n)) | V82 [0y +

1 A
3 (I S Fay + 1V i‘iz(n)> | VS2 | ooy +
2 1 2 2
®9(T) | S lz2() +35 (| Oz |fa) + | S |L2(n)) +
® 2 2
7 (| B2 t15 |L2(n))§
d’aprés D'estimation (68), il existe une fonction hs appartenant a

L(J0, T|) telle que

d
(70) I8 Fagy< hs(t) (I Oz 32y + 18 |32y + 1 B l%,n(n))

de méme en prenant g2 = Oz dans (62) et en effectuant la méme
démarche, il existe une fonction k¢ appartenant a Ll(]O,T [) telle que

p |
(1) 102 22 < he(t) (I Oz 22y + 1S |32y + | B |%2(n))
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L’estimation sur B est obtenue en multipliant (63) par B et ensuite par
intégration sur Q

1ld
5&‘{ I B I%z(g) +m I B I%2(9)= 6./9 (F(O.’tl, Sl,Bl) - F(O.’Z:z, So, BQ)) Bdw
d’olt compte tenu de (69) on a I'inégalité
ld
2dt
< 69(T) | B |xa) (l Oz |2 + | S lay) +6 | B fagqy -

| B [f2) +m | B 1}2(q)

D’apres 'inégalité de Young il vient

d |
(72)  — | B [fa@)S hr(t) (| O [Fagq) + 1 S IEagqy + | B 132

ou h7 est une fonction continue ne dépendant que de 6 et g.
Finalement, en sommant les inégalités (70), (71) et (72) on obtient

d
= (102 Ba) + 18 o) + 1 B 3aq)) <

(hs(f) + he(t) + hr(t)) (§ 0z [faqy + 1 8 22y + | B I“z),?(n))
et on conclut en appliquant le lemme de Gronwall.

Comportement asymptotique
Nous nous intéressons ici au comportement, lorsque ¢ tend vers Vinfini,
du substrat polluant S.

Lorsque D satisfait (H8) et pour B donné dans CO(R™*; L+(Q)),
Oz et S vérifient

2
(03,8) € (12 (R+;H1(Q)) N L= (R L))
pour toute fonction test o1 et 2 dans

(LART;HY Q) n Lo(RT;LT(Q)))?

(73) ®R-< %,m >+ L (A(S)+D(V))-VS-Vprdw+ A V.VSprdw



Analyse mathématique d’un systéme. .. 431
——/ g1Sp1doy = —‘D/ F(Oz,S,B)pidw;p.p.t > 0,
T .. 0

) o0
(M) < o>+ A (M(Oz) + D(V)) - VOz - Vippduw-+

/ V -VOzprdw — /I‘ 91(0z — Oz )padoy
Q 1 ’

= —a@AF(Oa:, S, B)podw ; p.p. t > 0,
en prenant ¢; = S dans (73) il vient
(I>R d 2
(75) 15 ey +e2 1 V8 g 2/ 91520y <
—@/ F(Oz, S, B)Sdw ;p.p. t > 0.
2 .
En supposant que
Vi > 0,91 > c p.p. dans 'y, ot c est une constante strictement positif

et comme la fonction F(Oz, S, B) est positive presque partout dans {2,
(75) donne

PR d

-5 dt | S |L2(Q) +ag | VS ILz(Q) 2/ 52d01 <0.

La mesure de Lebesgue bidimensionnelle de I'; étant positive, 'inégalité
de Poincaré donne

<I>Rd

ET | S ILQ(Q) +p1 | s |L2(n)< 0 pour une constante p; > 0,

et donc
. 2 .
Jim_ | S() o=

d’ou le Théoreme 4.
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