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SUR LA CONTROLABILITE EXACTE DE
L’EQUATION DES PLAQUES VIBRANTES

Mary Teuw NIANE and Abdoulaye SENE

Abstract

We define, for the trace of solution of vibrating plates equation,
norms with initial conditions in no regular spaces. Then, we give
the corresponding exact controllability results.

Résumé

On définit, pour la trace de la solution de certains modeles de
plaques vibrantes, des normes avec des données initiales dans des
espaces peu réguliers. Ensuite on déduit les théoremes de
controlabilité correspondants.

1 Introduction

Soit £ un ouvert régulier de R? de frontiere I' = 9 et T > 0.

0 0

Pour 2° € R? avec 2° = (29, 29), on définit la fonction m(z) =z —z
et une partition de la frontiere ¥ =)0, T[x 92 de la mamiere suivante:

Iy = {zel/m(z).v(z) >0},
ry = {xzel/m(z)v(z) <0},
et
EO = ]O,T[Xro,
X5 = ]0,T[xT}.

On introduit aussi les constantes:
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R(2°) = max (3 Zj(a: - :1:2)2)% et Tp = R@Y) oy A2 est la premiere
€S
valeur

propre du probleme
A?w = A\2w dans ,
w € H3(Q).

On note par v(x) la normale unitaire extérieure en tout point x appar-
tenant a I'.
Soit u la solution de ’équation

u” 4+ A%u =0 dans 10, T[x$2

(E) yu =3 =0
u(0) = ug , ' (0) = uy

On définit pour des données initiales ug et u; respectivement dans
HZ(Q) et L*(), I’énergie associée a (E) par

1
Ey = *(||AU0H%2(Q) + ||U1H%2(Q))-

Dans J.- Lions [1], il a été établi I'inégalité directe
/ AU dodt < coEy (1)
o
et pour tout 1" > Ty I'inégalité inverse

/T (Au)?dodt > ¢(T)Ey, (2)
To

ou
4

R(zV)

De méme, en définissant ’'opérateur non borné A de L?(2) par

o(T) = (T — Tp).
Dy={uc H2(Q) | A’u e LQ(Q)} et Au= A%u pour tout u € Dy,

Dans I.Lasiecka-R.Triggiani [5], pour la solution u de (F) correspondante
aux données ugy € DA set up € DA 1, il a été établi 'inégalité

0Au o
C(T —To)Es < . WW' dodt (3)
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3 1
By = 2 {145 w0y + A urla )
et C est une constante strictement positive.

J.-L.Lions a établi avec (1) et (2) la controlabilité exacte de I’équation
des plaques vibrantes avec un controle sur la dérivée normale de 1’état du
systeme. Quant a I.Lasiecka et R.Triggiani, ils ont établi la controlabilité
exacte de ’équation des plaques vibrantes par un contréle de position
en utilisant (3). Enfin E.Zuazua [4] a montré, toujours pour les mémes
types de données initiales, la controlabilité exacte en un temps arbi-
trairement petit.

On généralise I'estimation de yAu dans L?(0,T; L?(Tg)) établi dans
(2) & des estimations dans L?(0,T; H_%G(FO)) ou # € [0,1]. Dans le

méme ordre d’idées, on fait de méme pour 'y% dans (3) en des estima-

tions dans L2(0, T} H‘g(Fo)) ou € [0, 1]. Ces inégalités sont obtenues
par interpolation.

En utilisant ces nouvelles estimations, on établit des résultats de
controlabilité éxacte de I’équation des plaques vibrantes pour des données
peu régulieres.

2 Controle portant sur la dérivée normale

Soit 6 € [0,1], pour tout (¢o, 1) € D(2) x D(2) on pose
2 g 2
Ieoe0ll, = [ Ivael? oy

ou ¢ est la solution de 1’équation homogene (E) correspondant aux
donnees initiales (g, »1).0On note par Fy le complété de D(Q2) x D(Q)
pour la norme ||, ||%~0

Proposition 1. Pour tout 0 € [0,1], la solution ¢ de l’équation ho-
mogene (E), correspondant aux données initiales (po, p1) € Fy vérifie
l'inégalité
T 2 2 2
| el g = K {lonln + loiliwe} @)
ot K est une constante strictement positive.
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Preuve. Soit (g, 1) € L?(Q) x H-2(2). On considere le probléeme

’

¢ +Ap=0, p(0) = o, ¢ (0) = .

Ce probléme admet une solution unique donnée par (¢(t), gol(t ) =
S1(t)(po, 1) ot {S1(t) : t € R} est le Cy goupe unitaire sur L?(£2) x
H~2(Q) généré par A.

Posons ) = A™'y', g := A7 1 € HZ(Q), 1 := —po € L*(Q). alors
¥ vérifie

W Ap =0, ¢(0) =1

Aussi ce probleme a une unique solution donnée par (1(t), ' (t)) =

Sa(t) (v, 11)

ot {Sa(t) : t € R} est un Cy groupe unitaire sur H3(Q) x L?(2) généré
par A.

Pour T' > Tp, on applique I'inégalité (2) & v, ce qui donne I'estimation

(ol + lally-a@y < Cr [ nAATS Paz. (5)
0

Pour ¢ > 0 suffisamment petit (tel que T'— 2e — Ty > 0) , on définit la
fonction ¢, € D(R) vérifiant :

1) 0<p:. <1,

ii) supp(p:) C 0,77

iii) Pelle, T—e] = L.
En multipliant par ¢. et en intégrant par partie on obtient :

(IollZ2 )+ le1llFr-20)

<—Cr /Z [0 (YAAT G (YAATP) + o (YAATIQ ) (YAA™ 1p)]dS

1 ” — —
<Cr [ (500 WAAT6P + o180 AA)dE.

0

En utilisant I'estimation (1) on obtient

/2 <P;|’YAA71<P\2d2SCT(HA71802”§{§(Q)+HA71<P1H%2(Q))
0

< Or(lleollFr-2() + lle1llhy,)
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ot D'y est le dual de D4 dans L?(1).
En appliquant I'inégalité de Young, on a, pour ¢ positif quelconque

/Z 0= (YAR)(YAA™ p)dS

1
< C(=|lvApl? AA |2
_C(5||7 80||L( 3 ))+5Hv @IIL( )

3
2(0,T;H 2 (T 2(0,T;H2 (To))

OryA~lyp = 7%A‘1<p = 0. Donc par le théoreme de régularité appliqué
au bilaplacien

WA ), CrllA* (AT )1 220,722

(0,T;H 2 (Iy))

IN

Crllel 20,1120
CT(H<POH%2(Q) + ||301H12LI—2(Q))'

IN

En choisissant § = dp suffisamment petit, on obtient

(lpollZa gy + 1113 -2(c)

2 2 2
< Crl(lleollzy-2(q) + llerllp,) + H’VA("”WO,T;H—%(FO))]

(6)

Il reste maintenant a montrer que

(lgollf-2@y + llerlihy) < Crlvdel?, oy ")

En effet, supposons qu’il éxiste une suite(p, ), solution de
on + Apn =0, 9a(0) = o, n = P1n
ot (Yo, p1.n) € L2(Q) x H2() et vérifiant

(0 l3-2(0) + leralldy) = 1 etlvdpnl?, g —0

Alors avec(6), (¢o0.n(t), ¢1..(t)) est bornée dans L*(Q) x H2(Q).
Quitte & extraire une sous suite, on a

(Yoms P1.n) — (0, 1) faiblement dans L?(Q) x H ()
comme l'injection de L?(Q)x H~2(Q) dans H2(2) x D', étant compacte,

©ons P1,n) — (9, gol fortement dans H2(Q) x D’
b b A
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Donc
leollFr-2() + lerllny, =1 (8)
Soit ¢ la solution correspondante a g et 1. On a
2 .
=0 et ¢ est solution de
[vA SDH 20T H- 7(1“)) ® olution
© +A%p=0

0
30:8—@:0%1"2, Ap =0 sur Xy
v

alors, par un théoréme d’unicité classique ¢ = 0 sur . Ce qui contredit

(8).

Ainsi il existe une constante Cp telle que

T
|ty dez o (el +laliem)- O

Les inégalités (2) et (9) donne par interpolation, pour tout 6 € [0, 1]
et des données initiales (pg, 1) € (Hg*w X H‘QQ(Q)>

T
| et o = K {lolign + o} (0)

On note par Ar l'opérateur de Laplace Beltrami.
Une conséquence de l'inégalité (10) est le théoreme de controlabilité
exacte suivant:

Théoreme 2. I existe un temps Ty tel que si T > Ty , alors pour tout
0 € [0,1] et tout couple de données initiales (yo,y1) € (HZ’ x H*~2(1))
, il existe [

ve L*0,T; Hfge(f‘o) tel que, si y est la solution de

Y+ A%y =0 dans]O,T[xQ
vy =0 sur F*( )
’ygg = (—Ar)~ 3% sur T
y(0) =0 ; ¥'(0) =,
alors, a Uinstant T, y(T) = y/(T') = 0.

Preuve. On applique la méthode HUM de J.-L.LIONS [1]
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On part de g € Hg_%(Q), 01 € H20(Q).
Soit p € C (O,T; Hg_Qe(Q)) Nnet (O,T; H‘29(Q)) I'unique solution
du probleme

SOI/ + AQQO =0
©(0) = o
¢'(0) = @1

vo =73 =

Soit ¢ 'unique solution par transposition de ’équation

&+ A% = 0 dans]0,T[xQ,
&T) = 0 dansQ,
&(T) = 0 dansQ,
~E = 0 sur]0,T[x09,
7%{ = z sur]0,T[x09,
ot z e L2(0,T; Hz' (To)).
30

En posant v = yAgp et en prenant z = (—Ar) 2" v, on a
§ € C(0, Hi" () N CH0, T; H*'~*(2))
et
£(0) € H(9), €'(0) € H*7*(9).
En vertu de la proposition 1, on a Fy C Ha~2(Q) x H=*(Q) et donc
H?072(Q) x H3(Q) C F,. On définit 'opérateur
N:Fy — Fy
(00, 1) +— (£'(0); =¢(0)).

On vérifie que

(A (w0, 1), (@0, 1)) FyFy = /E<(—Ar)‘3%,v> dodt

2
3
L2(0,T;H~2%(To)

30 _3
HZ (To),H 2%(To)

= |l

et que A est un isomorphisme.Donc pour tout T > Tj et pour tout
(yo,y1) € Fy, il existe un (o, p1) € Fy tel que A(po, ¥1) = (Y1, —Yo)-
Soient ¢ et £ les fonctions définies précédemment avec £y = yo et &1 = y;.
Grace a I'unicité de la solution, on a y = &. Donc y(T) = y/(T) = 0, ce
qui prouve le théoreme.
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3 Cas du contrdle de position

Soit 6 € [0, 1], pour tout (¢, 1) € D(2) x D(£2) on pose

T
2 2
o e0lls, = [ Al g

ou ¢ est la solution de 1’équation homogene (E) correspondant aux
donnees initiales (¢p, ¢1).On note par Gy le complété de D(2) x D(Q)
pour la norme ||, ||2G9

Proposition 3. Pour tout 0 € [0,1] et des données initiales (o 1) €
Gy on a, pour tout T' > Ty l'inégalité
2
o)

/OT
(1)

2

0Ap 2

731/

> o(T-T) {HAE—Z%)

24 (To) ey “A%_gwl‘

Preuve. La preuve est identique a celle de la proposition (1). Soit les
donnees initiales (pg, ¢1) € D,y x DA =1 et le probleme

!

¢ +Ap =0, p(0) =g, ¢ (0) =1

Ce probleme admet une solution unique donnée par (p(t), ¢ (t)) =
S1(t) (o, p1) ou {S1(t) : t € R} est le Cy goupe unitaire sur Dy xD =
généré par A.
Posons 1) = A~ g := A7 1, ¥ (0) = 1 := —¢p .Alors ¢ vérifie
W+ AP =0, $(0) =t €D 5, ¥'(0) =1 €D, ;.
Ce probleme a une unique solution donnée par (1(t), ' (t)) =
Sa2(t) (Yo, ¥1)
ou {Sa2(t) : t € R} est un Cy groupe unitaire sur D s xD .
Pour T' > Tp, on a en utilisant ’estimation (3)
o2 22 9 -1_72
(AT @oll72 () + 1A @1ll2(q) < Cr g g, A4 ¢ ldE. (12)
0
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En multipliant par ¢, et en intégrant par partie on obtient :
1 -1
(4% @022 + AT @112

1 ” 8 -1 2 8 8 —1
< - — — — .
< CT/EO[(2)‘P IVaVAA ol +%(78VA90)(78VAA ©)]d%

En utilisant I'estimation (3) on obtient

/ .
o

ol D;l% est le dual de D 5 dans L2(9).

En appliquant I'inégalité de Young et en utilisant ’estimation suivante:

9 B _1
13- BAT IS < Cr(lA pol e + il

A3

Ny A gt < 1A Aoz
< llelliz0rr2)
< Or(lA5gol2ag) + 147 o1l qy)-
on a

1 1 _1
(1A% eollZ2 () + 1477 @1lli2 () < Cl(IATF 0ol T2 ) + leallnr )+ (13)

A4

9\ 12
+H75A@HL2(0,T;H—%(FO))] (14)

Par un raisonnement par compacité (D 1+ x D 1 C D 1 x D',

Al A1 A™1 Ad
avec injection compacte ), on a pour des données initiales ¢y € DA 1
et g1 € D, 3.La solution ¢ du probleme de (E) correspondant a ces

données vérifie

r

et on obtient , par interpolation, pour tout 6 € [0,1] et des données

0Ap 2

ov

2ol s} o
H™2(T)

initiales (@0 ¢1) € (DA%_% x D 1—%) I'inégalité

/
0

OAp||?

’y@V

30 = Cr {HA‘S*_%DHZ + HAi—z(le?}
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Ce qui conduit au théoréeme suivant:

Thoéreme 4. Soit T > Ty, soient yg € D
6 € 10,1]

Il existe v € L*(0,T; H_g(Fo)) tel que , siy est l'unique solution de
I’équation

1.0
A"1t3

y' + A% =0 dans ]0,T[xQ
y(0) =yo ;9 (0) =
vy = (pr)fgv sur Yo
’ya%y = 0 sur X

Alors , y(T) =y'T) = 0.

Preuve. On applique HUM [1].

NB: Les auteurs remercient le referee pour ses précieuses remarques.
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