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ABSTRACT

In this paper we consider the following question: Let S be a semialgebraic
subset of a real algebraic set V , and let ϕ : S → Z be a function on S. Is ϕ the
restriction of an algebraically constructible function on V , i.e. a sum of signs of
polynomials on V ? We give an effective method to answer this question when
ϕ(S) ⊂ {−1, 1} or dim S ≤ 2 or S is basic.
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Introduction

Soit V ⊂ RN un ensemble algébrique réel. (Dans tout cet article, les ensembles
algébriques considérés sont des zéros de polynômes dans RN ). Les fonctions algébri-
quement constructibles sur V ont été introduites par C. McCrory et A. Parusiński pour
étudier la topologie des ensembles algébriques réels. (Voir [10] pour les dimensions ≤ 3,
et [11] pour la dimension 4). Elles sont définies comme les combinaisons linéaires, à
coefficients entiers, de caractéristique d’Euler-Poincaré de morphismes polynômiaux
propres (cf. [10]). Par [9] ou [13], ces fonctions cöıncident avec les sommes de signes
de polynômes sur V , où le signe d’un polynôme P sur V est la fonction sgnP :
V → {−1, 0, 1 } qui vaut 1 (respectivement −1, 0) là où P est strictement positif
(respectivement strictement négatif, nul).
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On s’intéresse au problème suivant. Soit S un sous-ensemble semi-algébrique de V
et soit ϕ : S → Z une fonction constructible, i.e. telle qu’il existe une partition semi-
algébrique finie de S sur chaque élément de laquelle ϕ est constante. La fonction
ϕ est-elle la restriction à S d’une fonction algébriquement constructible sur V tout
entier ?

Nous montrons comment répondre de manière effective à cette question lorsque ϕ
ne prend que les valeurs −1 et 1, lorsque la dimension de S est au plus deux, ou lorsque
le semi-algébrique S est de dimension plus grande mais basique. (On dit qu’un semi-
algébrique est basique s’il est donné par une conjonction d’inégalités polynomiales).

Pour cela, nous utilisons le spectre réel de l’anneau des polynômes sur V , et les
formes quadratiques sur ce spectre réel. En effet, les signatures de ces formes quadra-
tiques sont en correspondance avec les fonctions algébriquement constructibles.

Le plan de l’article est le suivant. Nous commencerons par des rappels sur le
spectre réel. Dans la deuxième section, nous montrerons comment nous ramener à
travailler génériquement, i.e. à un sous-ensemble algébrique de dimension strictement
inférieure à celle de V près. La troisième section est consacrée au cas où les valeurs
de ϕ sont seulement −1 et 1, et au cas de la dimension deux. On termine dans la
quatrième section par le cas où S est basique.

1. Spectre réel et formes quadratiques

Pour une présentation du spectre réel on peut se référer à [6].
Soit A un anneau commutatif unitaire. Le spectre réel de A, noté Specr A, est l’en-

semble des couples (p, α) où p est un idéal premier de A et α un ordre du corps résiduel
k(p) = Frac(A/p). En particulier, si A est un corps, alors Specr A est l’ensemble des
ordres de A.

Si σ = (p, α) est un élément de Specr A et f un élément de A, on écrit f(σ) > 0
ou f(σ) = 1 si l’image f de f dans le corps résiduel k(p) est strictement positive pour
α. De même on écrit f(σ) < 0 ou f(σ) = −1 si f est strictement négative pour α, et
f(σ) = 0 si f = 0.

Un sous-ensemble constructible de Specr A est un ensemble de la forme

p⋃
i=1

{σ ∈ SpecrA | gi(σ) = 0, fi,1(σ) > 0, . . . , fi,ri(σ) > 0 }

où les gi et les fi,j sont des éléments de A. Les sous-ensembles constructibles forment
une base de la topologie constructible de Specr A.

Une forme quadratique de dimension r sur Specr A est la classe d’un r-uplet d’élé-
ments de A modulo la relation

(f1, . . . , fr) ∼ (g1, . . . , gr) ⇔ ∀σ ∈ SpecrA,
r∑

i=1

fi(σ) =
r∑

i=1

gi(σ).
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On note 〈f1, . . . , fr〉 la classe de (f1, . . . , fr). La signature de la forme ρ = 〈f1, . . . , fr〉
est la fonction ρ̂ : Specr A → Z définie par ρ̂(σ) =

∑r
i=1 fi(σ). Pour les formes

quadratiques sur le spectre réel, on peut se référer à [3] ou [12].
Dans [5], E. Becker et L. Bröcker ont donné la caractérisation suivante des signa-

tures de formes quadratiques. Un éventail fini de Specr A est un sous-ensemble fini
non vide F de Specr A de la forme {(p, α1), . . . , (p, αs)} tel que pour tous i1, i2, i3 ∈
{1, . . . , s}, le produit α = αi1αi2αi3 soit un ordre de k(p) et (p, α) soit un élément
de F . (Le produit des ordres signifie le produit des signes pour ces ordres).

Théorème 1.1 (de Représentation). Soit ϕ : SpecrA → Z une fonction conti-
nue pour la topologie constructible de Specr A et la topologie discrète de Z. La fonc-
tion ϕ est une signature de forme quadratique sur Specr A si et seulement si pour tout
éventail fini F de Specr A, on a∑

σ∈F

ϕ(σ) ≡ 0 mod |F |.

Supposons que A soit un corps K. Tout sous-ensemble de Specr K à un ou deux
éléments est un éventail, appelé éventail trivial. Soit B un anneau de valuation de K
et σ un ordre de K. On dit que B et σ sont compatibles si pour tout f ∈ B et tout g
dans l’idéal maximal m de B, la relation 0 < f < g pour σ implique f ∈ m. Dans ce
cas, σ induit un ordre unique σ sur le corps résiduel k de B, défini par σ(f) = σ(f)
si f ∈ B \m et si f désigne la classe de f dans k. Si F est un éventail de K dont tous
les ordres sont compatibles avec B, alors les ordres de k induits par les éléments de F
forment un éventail de k.

On a le théorème suivant, cf. [3, Th. VI.1.6].

Théorème 1.2 (de Trivialisation). Soit K un corps. Pour tout éventail F de K,
il existe un anneau de valuation B de K compatible avec F et tel que l’éventail induit
par F sur le corps résiduel de B soit trivial.

Inversement, si B est un anneau de valuation de K, et si σ est un ordre du
corps résiduel k de B, les ordres de K compatibles avec B et induisant σ sont appelés
relèvements de σ via B. Si F est éventail de k, l’ensemble des relèvements des éléments
de F via B forme un éventail de K.

Par le Théorème de Baer-Krull ([6, Th. 10.1.10]), si B est un anneau de valuation
discrète de rang d, tout ordre de k a exactement 2d relèvements via B.

Exemple 1.3. Soit A un anneau local régulier de dimension d, de corps des fractions
K et de corps résiduel k. Fixons un système régulier de paramètres x1, . . . , xd de A.
On construit alors un anneau de valuation discrète B de K, de rang d, dominant A,
et de même corps résiduel k. On procède par récurrence sur d, en utilisant l’anneau
A/(x1) qui est local régulier de dimension d− 1, cf. [4, Ex. 2.2]. L’anneau B est alors
l’anneau de valuation de la place K = K0 → K1 ∪∞ → · · · → Kd ∪∞, où Ki est le
corps des fractions de l’anneau Ai = A/(x1, . . . , xi), et où la place Ki → Ki+1 ∪∞
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correspond à l’anneau de valuation discrète Ai(x̄i+1) de Ki. Si τ ∈ Specr k, chacun des
2d relèvements de τ via B est déterminé par les signes qu’il donne à x1, . . . , xd.

Considérons maintenant un ensemble algébrique réel V ⊂ RN . Notons P(V ) l’an-
neau des polynômes sur V et R(V ) l’anneau des fonctions régulières sur V . Si V est
irréductible, soit K(V ) le corps des fractions rationnelles sur V .

L’application qui à un sous-ensemble semi-algébrique S de V , associe le construc-
tible S̃ de Specr P(V ) défini par la même combinaison booléenne d’équations et
d’inégalités polynomiales, est bien définie. Elle induit un isomorphisme entre l’algèbre
de Boole des semi-algébriques de V et celle des constructibles de Specr P(V ).

Soit ϕ : S → Z une fonction constructible sur un semi-algébrique S de V , donnée
par la formule ϕ =

∑r
i=1mi1Si

avec mi ∈ Z et Si ⊂ S semi-algébrique. Elle induit
une fonction ϕ̃ : S̃ → Z, définie par ϕ̃ =

∑r
i=1mi1S̃i

.
Si S = V , la fonction ϕ est algébriquement constructible si et seulement si ϕ̃

est une signature de formes quadratiques : “ϕ =
∑r

i=1 sgnPi sur V ” équivaut à “ϕ̃
signature de la forme 〈P1, . . . , Pr〉 sur SpecrP(V )”.

On dit que ϕ est génériquement algébriquement constructible s’il existe ψ : V → Z
algébriquement constructible, et W ⊂ V sous-ensemble algébrique de codimension
au moins un, tels que ϕ|V \W = ψ|V \W . Si V est irréductible, cela équivaut à ce
que la restriction de ϕ̃ à SpecrK(V ) soit la signature d’une forme quadratique sur
Specr K(V ).

Le Théorème de Représentation se reformule donc ainsi :

Proposition 1.4. Soit V ⊂ RN un ensemble algébrique réel et soit ϕ : V → Z une
fonction constructible.

La fonction ϕ est algébriquement constructible sur V si et seulement si pour tout
éventail fini F de Specr P(V ), on a∑

σ∈F

ϕ̃(σ) ≡ 0 mod |F |.

Si V est irréductible, elle est génériquement algébriquement constructible sur V si
et seulement si la même relation est vérifiée pour tout éventail fini F de Specr K(V ).

2. Réduction à un problème générique

Soient V ⊂ RN un ensemble algébrique réel, S un sous-ensemble semi-algébrique
de V et ϕ une fonction constructible sur S.

Commençons par étudier le cas de la dimension un. Si dimV = 1, alors les fonc-
tions algébriquement constructibles sur V sont les fonctions constructibles sur V
qui sont constantes modulo 2, sauf en un nombre fini de points, sur chaque compo-
sante irréductible de V . Donc ϕ est la restriction à S d’une fonction algébriquement
constructible sur V si et seulement si pour toute composante irréductible V ′ de V , la
fonction ϕ est constante modulo 2 sur S ∩ V ′ sauf en un nombre fini de points.
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Nous allons montrer comment, à l’aide d’une récurrence sur la dimension, on peut
se ramener à l’étude du problème générique.

Proposition 2.1. Soit V ⊂ RN un ensemble algébrique réel, S ⊂ V un sous-ensemble
semi-algébrique, et ϕ : S → Z une fonction constructible. Notons

X = Sing(V ) ∪
⋃
n∈Z

∂Z(ϕ−1(n))

où ∂ZT désigne la frontière de Zariski du semi-algébrique T , i.e. la clôture de Zariski
de la frontière euclidienne de T . L’union est en fait finie.

La fonction ϕ est la restriction à S d’une fonction algébriquement constructible
sur V si et seulement si ϕ est la restriction à S d’une fonction génériquement algé-
briquement constructible sur V et ϕ|X∩S est la restriction à X ∩ S d’une fonction
algébriquement constructible sur X.

Remarquons que X est un ensemble algébrique tel que dimX < dimV . La pro-
position 2.1, avec une récurrence sur la dimension, permet donc de réduire notre
problème à un nombre fini de problèmes similaires mais génériques, ainsi qu’à un
problème similaire en dimension un (que l’on sait résoudre d’après le début de la
section).

Démonstration de la Proposition 2.1. La condition est clairement nécessaire. Mon-
trons qu’elle est aussi suffisante. Soit ϕ′ : V → Z une fonction algébriquement
constructible, et soit Y ⊂ V un ensemble algébrique, tels que ϕ|S\Y = ϕ′|S\Y et
dimY < dimV . Soit ϕ′′ : X → Z une fonction algébriquement constructible sur X
telle que ϕ|S∩X = ϕ′′|S∩X .

Si Y ⊂ X, on définit ψ : V → Z par ψ(x) = ϕ′(x) si x ∈ V \ X et ψ(x) =
ϕ′′(x) si x ∈ X. La fonction ψ ainsi construite est algébriquement constructible, et sa
restriction à S est égale à ϕ.

Si maintenant Y n’est pas contenu dans X, soit Y0 une composante irréductible
de Y qui n’est pas contenue dans X. Il existe une composante irréductible V0 de V
qui contient Y0. Comme Y0 n’est pas contenu dans le lieu singulier de V0, l’anneau
R(V0)I(Y0) est local régulier de dimension d, où d est la codimension de Y0 dans V0.
Soit x1, . . . , xd un système régulier de paramètres de R(V0)I(Y0). Notons C l’anneau
de valuation discrète de rang d, dominant R(V0)I(Y0), construit à l’aide du système
x1, . . . , xd comme dans l’exemple 1.3.

On définit θ : SpecrK(Y0) → Z de la manière suivante. Soit σ un élément de
SpecrK(Y0), et notons Fσ l’ensemble des 2d relèvements de σ dans SpecrK(V ) via C.
On pose θ(σ) = 1

2d

∑
σ∈Fσ

ϕ̃′(σ). Remarquons que θ(σ) ∈ Z, car Fσ est un éventail
de SpecrK(V0) et ϕ′ est algébriquement constructible. On obtient une application
SpecrK(Y0) → Z qui est continue pour la topologie constructible de SpecrK(Y0) et
pour la topologie discrète de Z.
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2004, 17; Núm. 2, 471–483
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Mieux, la fonction θ est une signature de forme sur Specr K(Y0). En effet, soit F
un éventail du corps K(Y0). Notons F son relèvement dans K(V ) via C. On a

∑
σ∈F

θ(σ) =
1
2d

∑
σ∈F

ϕ̃′(σ) ≡ 0 mod
|F |
2d

= |F |.

De plus, si σ ∈ S̃∩ Specr K(Y0), alors σ est dans ˜Int(ϕ−1(n)) pour un certain n ∈ Z,

puisque Y0 6⊂
⋃
∂Zϕ

−1(n). Tous les éléments de Fσ sont alors aussi dans ˜Int(ϕ−1(n)),
donc θ(σ) = n = ϕ̃(σ). Ainsi θ prolonge ϕ̃|Specr K(Y0)∩S̃ .

Soit ϕ0 une fonction algébriquement constructible sur Y0 telle que ϕ0|Specr K(Y0) =
θ. Elle cöıncide donc avec ϕ sur (Y0 \ Z) ∩ S, avec Z un sous-ensemble algébrique de
Y0 tel que dimZ < dimY0. On définit ψ : V → Z par ψ(x) = ϕ′(x) si x ∈ V \ Y0 et
ψ(x) = ϕ0(x) si x ∈ Y0. On obtient une fonction algébriquement constructible sur V
qui cöıncide avec ϕ sur (V \ Y ′) ∩ S, où Y ′ est la réunion de Z et des composantes
irréductibles de Y différentes de Y0.

En répétant ce raisonnement sur les composantes de Y ′ non contenues dans X, et
en effectuant une récurrence sur la dimension de ces composantes, on se ramène au
cas où Y ⊂ X.

A partir de maintenant, on essaie donc de déterminer si ϕ est restriction d’une
fonction génériquement algébriquement constructible. En particulier, on supposera
que le semi-algébrique S est de même dimension que V .

On peut encore faire les simplifications suivantes à notre problème.
Une fonction sur V est algébriquement constructible si et seulement si sa restriction

à chaque composante irréductible de V est algébriquement constructible. On peut
donc supposer que V est irréductible.

Si V est non compact, soit V sa compactification à un point. Soit ψ une fonction
constructible sur V , que l’on prolonge en une fonction ψ sur V en donnant n’importe
quelle valeur entière au point. Alors ψ est algébriquement constructible sur V si
et seulement si ψ est algébriquement constructible sur V . On peut donc aussi se
restreindre au cas où V est compact.

Si π : V ′ → V est une suite d’éclatements à centres lisses, alors une fonction
constructible ψ : V → Z est génériquement algébriquement constructible sur V si et
seulement si ψ ◦ π l’est sur V ′. Quitte à faire des éclatements pour désingulariser V ,
on peut donc supposer de plus que V est non singulier.

Définition 2.2. Soit S un sous-ensemble semi-algébrique d’un ensemble algébrique
non singulier V . Les murs de S sont les composantes irréductibles de codimension 1
dans V de ∂Z(S∗), où S∗ = Int(Adh(S)).

Si ϕ : S → Z est une fonction constructible sur S, les murs de ϕ sont les murs des
ϕ−1(n) pour n ∈ Z. En particulier, les murs de S sont des murs de ϕ.
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Soit T une composante connexe du complémentaire dans V de la réunion des
murs de ϕ. Alors, ou bien T est génériquement contenue dans le complémentaire
de S dans V , ou bien T est génériquement contenue dans S et ϕ est génériquement
constante sur T .

La notion de mur a été utilisée pour étudier la basicité des semi-algébriques
([2]), leur séparabilité ([1]), ainsi que pour caractériser les fonctions algébriquement
constructibles ([7]) et pour déterminer le nombre minimal de polynômes nécessaire à
la description d’une fonction algébriquement constructible donnée ([8]).

Quitte à faire des éclatements supplémentaires, on peut supposer que les murs de
ϕ sont non singuliers et à croisements normaux.

3. Cas où −1 et 1 sont seules valeurs

Soit V ⊂ RN un ensemble algébrique réel irréductible. Pour l’instant on ne fait
pas d’hypothèse sur la dimension de V . Soient S ⊂ V un semi-algébrique de même
dimension que V et ϕ : S → Z une fonction constructible.

Une fonction algébriquement constructible sur un ensemble algébrique irréductible
est génériquement constante modulo 2, car le signe d’un polynôme l’est. Une condition
nécessaire pour que ϕ soit la restriction à S d’une fonction génériquement algébrique-
ment constructible sur V est donc que ϕ soit génériquement constante modulo deux
sur S. On fait désormais l’hypothèse que cette condition est vérifiée.

Lemme 3.1. Écrivons ϕ = ϕ1 +ϕ2, où ϕ1, ϕ2 : S → Z sont deux fonctions construc-
tibles telles que ϕ1 soit génériquement constante modulo 4 et ϕ2 ne prenne que les
valeurs 1 et −1. Alors ϕ est la restriction à S d’une fonction génériquement algébri-
quement constructible sur V si et seulement si ϕ1 et ϕ2 le sont.

De plus, si ϕ2 est restriction d’une fonction génériquement algébriquement cons-
tructible ψ2 sur V , on peut supposer que ψ2 est génériquement le signe d’un polynôme.

Preuve. La condition suffisante est claire. Pour la condition nécessaire, considérons
une fonction algébriquement constructible ψ : V → Z telle que ψ|S soit génériquement
égale à ϕ, et écrivons ψ = sgnP1 + · · · + sgnPr avec P1, . . . , Pr ∈ P(V ). Notons
P = P1 · · ·Pr. Alors la fonction ψ − sgnP vaut génériquement r − 1 modulo 4. En
particulier, ϕ2−(sgnP )|S est génériquement constante modulo 4, donc ϕ2 = (sgnP )|S
ou ϕ2 = −(sgnP )|S .

Ainsi ϕ2 est restriction du signe du polynôme Q = ±P , et ϕ1 est restriction de la
fonction algébriquement constructible ψ − sgnQ.

Remarque 3.2. Notons d = dimV . Toute fonction constructible sur V et divisible
par 2d est algébriquement constructible. Cela vient du fait que tout sous-ensemble
semi-algébrique ouvert basique de V peut être décrit par une conjonction de d inéga-
lités strictes, cf. [10, Th. 2.8].

En particulier, si ϕ est génériquement constante modulo 2d sur S, alors elle est
restriction d’une fonction génériquement algébriquement constructible sur V . On peut

477 Revista Matemática Complutense
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donc se ramener au cas où les seules valeurs génériques de ϕ sont −2d−1 +1,−2d−1 +
3, . . . , 2d−1 − 3, 2d−1 − 1.

Le Lemme 3.1 justifie que l’on s’intéresse au prolongement en fonctions algébrique-
ment constructibles de fonctions constructibles S → {−1, 1}. Par la Remarque 3.2, si
V est de dimension deux il suffit de considérer ce cas-là.

Définition 3.3. Deux sous-ensembles semi-algébriques A, B de V sont dits géné-
riquement séparables s’il existe un polynôme P ∈ P(V ) \ {0} vérifiant P|A ≥ 0 et
P|B ≤ 0.

Le Lemme 3.1 donne immédiatement le résultat suivant :

Lemme 3.4. Si les seules valeurs de ϕ sont −1 et 1, alors ϕ est restriction d’une
fonction génériquement algébriquement constructible sur V si et seulement si ϕ−1(1)
et ϕ−1(−1) sont génériquement séparables.

On va utiliser les résultats de [1] sur la séparation des ensembles semi-algébriques
pour étudier notre problème.

SiW est un mur de ϕ, on définit une fonction ∂Wϕ sur Adh(S∗)∩W par ∂Wϕ(x) =
1
|Ix|

∑
n∈Ix

n avec Ix = {n ∈ Z | x ∈ Adh(ϕ−1(n)∗)}. Si V est non singulier, alors
pour un point générique x de Adh(S∗) ∩W , l’ensemble Ix a un ou deux éléments, et
la valeur ∂Wϕ(x) est entière puisque ϕ est génériquement constante modulo 2.

Théorème 3.5. Soit V ⊂ RN un ensemble algébrique réel irréductible, compact et
non singulier. Soit S un sous-ensemble semi-algébrique de V , de même dimension
que V . On considère une fonction constructible ϕ : S → {−1, 1 }, à murs non singu-
liers et à croisements normaux.

La fonction ϕ est la restriction à S d’une fonction génériquement algébriquement
constructible sur V si et seulement si pour tout mur W de V ,

(i) ou bien ∂Wϕ est la restriction à Adh(S∗) ∩W d’une fonction génériquement
algébriquement constructible sur W , mais n’est pas génériquement nulle

(ii) ou bien, en fixant un paramètre uniformisant t ∈ P(V ) de l’anneau R(V )I(W )

et en notant ϕt = (sgn t) ·ϕ, la fonction ∂Wϕt est la restriction à Adh(S∗)∩W
d’une fonction génériquement algébriquement constructible sur W , mais n’est
pas génériquement nulle.

Par récurrence sur la dimension, on se ramène grâce à ce résultat à un nombre fini
de problèmes de prolongement en dimension un, problèmes que l’on sait résoudre.

Preuve du Théorème 3.5. On utilise les notions d’ombre et contre-ombre, définies
dans [1]. Si W est un mur commun à deux semi-algébriques A et B, l’ombre de A
dans W est Adh(A)∩W et celle de B est Adh(B)∩W . La contre-ombre de A dans W
est l’ombre de (A∩{ t > 0 })∪ (B ∩{ t < 0 }), et la contre-ombre de B est l’ombre de
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(
A ∩ { t < 0 }) ∪ (B ∩ { t > 0 }), où t désigne un paramètre uniformisant de l’anneau

de valuation R(V )I(W ).
Ici on travaille avec ϕ−1(1)∗ et ϕ−1(−1)∗. SiW est un mur de ϕ−1(1)∗ et ϕ−1(−1)∗,

l’ombre de ϕ−1(1)∗ dans W est génériquement égale à ∂Wϕ−1(1) ∪ ∂Wϕ−1(0), et sa
contre-ombre à ∂Wϕ−1

t (1)∪ ∂Wϕ−1
t (0). L’ombre de ϕ−1(−1)∗ dans W est générique-

ment égale à ∂Wϕ−1(−1)∪∂Wϕ−1(0), et sa contre-ombre à ∂Wϕ−1
t (−1)∪∂Wϕ−1

t (0).
Le Théorème 4.5 de [1] affirme que ϕ−1(1) et ϕ−1(−1) sont génériquement sépa-

rables dans V si et seulement si pour chaque mur W de ϕ−1(1)∗ et ϕ−1(−1)∗, ou bien
leurs ombres, ou bien leurs contre-ombres, sont génériquement séparables dans W .

Or, par le Lemme 3.4, la séparabilité générique des semi-algébriques ∂Wϕ−1(1) ∪
∂Wϕ−1(0) et ∂Wϕ−1(−1) ∪ ∂Wϕ−1(0) équivaut au fait que les deux ensembles sont
génériquement disjoints, et que la fonction ∂Wϕ est restriction d’une fonction généri-
quement algébriquement constructible sur W . De même pour les contre-ombres.

On conclut avec le Lemme 3.4.

Dans le cas où V est de dimension deux, le Théorème 3.5 se simplifie.

Corollaire 3.6. Soit V ⊂ RN un ensemble algébrique réel irréductible, compact et
non singulier de dimension deux. Soient S un sous-ensemble semi-algébrique de V de
dimension deux et ϕ : S → {−1, 1} une fonction constructible, à murs non singuliers
et à croisements normaux.

La fonction ϕ est la restriction à S d’une fonction génériquement algébriquement
constructible sur V si et seulement si pour tout mur W de ϕ, la fonction ∂Wϕ est
constante modulo 2 sur S∗ ∩W sauf en un nombre fini de points.

Preuve. Soit W un mur, il est donc de dimension un. Supposons que ∂Wϕ est géné-
riquement constante modulo 2 sur S∗ ∩ W . Si elle y est génériquement égale à 1
modulo 2, alors elle est génériquement constante modulo 2 sur Adh(S∗) ∩W , donc
∂Wϕ est la restriction à Adh(S∗) ∩W d’une fonction algébriquement constructible
sur W .

Si ∂Wϕ vaut génériquement 0 sur S∗ ∩W , alors ∂Wϕt est génériquement égale
à 1 modulo 2 sur S∗ ∩ W , et par l’argument précédent ∂Wϕt est la restriction à
Adh(S∗)∩W d’une fonction algébriquement constructible sur W . On conclut avec le
Théorème 3.5.

4. Cas où S est basique

Soit V un ensemble algébrique réel irréductible, et soit S un sous-ensemble semi-
algébrique basique ouvert de V . Le sous-ensemble X = S̃ ∩ Specr K(V ) forme ce
que l’on appelle un sous-espace de Specr K(V ) (cf. [3, IV.1.2]). On peut considérer
les formes quadratiques sur ce sous-espace. Une fonction à valeurs entières sur X,
continue pour la topologie trace de X et la topologie discrète de Z, est la restriction
à X d’une signature de forme quadratique sur SpecrK(V ) si et seulement si c’est une

479 Revista Matemática Complutense
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signature de forme quadratique sur X. On a une caractérisation des signatures de
formes quadratiques sur X similaire au Théorème de Représentation (Théorème 1.1),
en considérant les éventails de K(V ) contenus dans S̃.

Ces propriétés nous permettent de caractériser de manière effective les restrictions
à S de fonctions algébriquement constructibles.

Théorème 4.1. Soit V ⊂ RN un ensemble algébrique réel irréductible, compact et
non singulier. Soient S un sous-ensemble semi-algébrique de V et ϕ : S → Z une
fonction constructible. On suppose que S est basique et non vide, et que les murs de ϕ
sont non singuliers et à croisements normaux.

La fonction ϕ est la restriction à S d’une fonction génériquement algébriquement
constructible sur V si et seulement si pour tout mur W de ϕ, la fonction ∂Wϕ est la
restriction à Adh(S∗)∩W d’une fonction génériquement algébriquement constructible
sur W .

Preuve. Supposons que ϕ est la restriction à S d’une fonction génériquement algé-
briquement constructible. Soit W un mur de ϕ, et soit F un éventail de K(W )

contenu dans ˜Adh(S∗) ∩W . On considère l’éventail F de K(V ) formé des relèvements
σ d’éléments de F via R(V )I(W ) tels que σ ∈ S̃.

Premier cas : W est un mur de S. Comme S est basique, par [1, Th. 4.1] la
dimension de S∗∩W est strictement inférieure à la dimension de W . Chaque élément
σ de F a exactement un relèvement σ dans F , et ∂̃Wϕ(σ) = ϕ̃(σ). On a alors∑

σ∈F

∂̃Wϕ(σ) =
∑
σ∈F

ϕ̃(σ) ≡ 0 mod |F | = |F |

Deuxième cas : W n’est pas un mur de S. Chaque élément σ de F a exactement
deux relèvements σ et σ′ dans F et on a ∂̃Wϕ(σ) = 1

2

(
ϕ̃(σ) + ϕ̃(σ′)

)
. D’où

∑
σ∈F

∂̃Wϕ(σ) =
1
2

∑
σ∈F

ϕ̃(σ) ≡ 0 mod
1
2
|F | = |F |

Ainsi, par le Théorème de Représentation, ∂Wϕ est la restriction à Adh(S∗) ∩ W
d’une fonction génériquement algébriquement constructible sur W .

Inversement, supposons que ϕ n’est pas la restriction à S d’une fonction généri-
quement algébriquement constructible sur V . Par le début de la section, on sait qu’il
existe un éventail F de K(V ), contenu dans S̃, tel que

∑
σ∈F ϕ̃(σ) 6≡ 0 mod |F |.

Choisissons F de cardinal minimum pour cette propriété.
Par le Théorème de Trivialisation (Théorème 1.2), il existe un anneau de valuation

B de K(V ) tel que F et B soient compatibles, et tel que F induise au plus deux ordres
τ ′1, τ

′
2 sur le corps résiduel kB de B (éventuellement, τ ′1 = τ ′2).
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On a R(V ) ⊂ B car V est compact. L’intersection de l’idéal maximal de B avec
R(V ) est un idéal premier p de R(V ). Notons A = R(V )p et soit Z l’ensemble des
zéros de p dans V . Le corps K(Z) = k(p) est un sous-corps de kB . Soient τ1, τ2 les
restrictions à K(Z) de τ ′1, τ

′
2 respectivement.

Soient P1, . . . , Ps des polynômes sur V décrivant les ϕ−1(n)∗ pour m ∈ Z. Comme
les Pi sont à croisements normaux, il existe un système régulier de paramètres
x1, . . . , xd de A, tel que pour tout i = 1, . . . , s, le polynôme Pi soit un monôme
dans A pour ce système, i.e. Pi = uix

m1,i

1 · · ·xmd,i

d avec ui un inversible de A, et
m1,i, . . . ,md,i des entiers.

Si σ ∈ F , alors ϕ(σ) est déterminé par k ∈ { 1, 2 } tel que σ induise τk et par les
signes x1(σ), . . . , xd(σ). Mieux, tout élément σ ∈ F est déterminé par k ∈ { 1, 2 } tel
que σ induise τk et par les signes x1(σ), . . . , xd(σ). Ceci est donné par le Lemme 1
de [7] ; c’est une conséquence de la minimalité du cardinal de F .

Comme ϕ est génériquement constante modulo 2, le cardinal de F est au moins 4.
Il existe donc j0 ∈ { 1, . . . , d } tel que tous les éléments de F ne donnent pas le même
signe à xj0 .

Soit C l’anneau de valuation discrète dominant A et de même corps résiduel,
construit à l’aide du système xj0 , . . . , xd, x1, . . . , xj0−1 comme dans l’exemple 1.3.
Notons H l’éventail de K(V ) relèvement de τ1, τ2 via C. On considère l’application
Θ : F → H qui à un élément σ de F se spécialisant en τk, associe l’élément de H
se spécialisant en τk et ayant le même signe que σ sur x1, . . . , xd. Soit G = Θ(F ).
On peut vérifier facilement que G est un éventail, de même cardinal que F car Θ est
injective. (L’application Θ est ce que l’on appelle un morphisme d’espace des ordres).
De plus, pour tout σ ∈ F on a ϕ(Θ(σ)) = ϕ(σ), donc

∑
σ∈G ϕ̃(σ) 6≡ 0 mod |G|.

Soit K = Frac
(
A/(xj0)

)
et soit G l’éventail de K induit par G. Le cardinal de G

est |G| ou 2|G|.
Premier cas : j0 correspond à un mur W de S. Comme dans le premier cas de

l’implication réciproque, tout élément σ ∈ G a exactement un relèvement dans G, et
on a ∂̃Wϕ(σ) = ϕ̃(σ). On a donc∑

σ∈G

∂̃Wϕ(σ) 6≡ 0 mod |G|

et ∂Wϕ ne se prolonge pas en une fonction génériquement algébriquement construc-
tible sur W .

Deuxième cas : j0 ne correspond pas à un mur de S et |G| = 2|G|. Alors j0
correspond à un mur W de ϕ, car sinon pour tout σ ∈ G, les deux relèvements de σ
prendraient la même valeur pour ϕ̃. L’éventail G∩{xj0 > 0} contredirait la minimalité
du cardinal de F .

Pour tout σ ∈ G, on a ∂̃Wϕ(σ) = 1
2 (ϕ̃(σ) + ϕ̃(σ′)), où σ et σ′ sont les deux

relèvements de σ dans G. On a donc∑
σ∈G

∂̃Wϕ(σ) =
1
2

∑
σ∈G

ϕ̃(σ) 6≡ 0 mod
|G|
2

= |G|
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et ∂Wϕ n’est pas la restriction d’une fonction génériquement algébriquement construc-
tible sur W .

Troisième cas : j0 ne correspond pas à un mur de S et |G| = |G|. Soit G′ le
relèvement de G via A(xj0 ). Comme j0 ne correspond pas à un mur de S, on a bien
G′ ⊂ S̃. On note G+ = G′ ∩ {xj0 > 0 } et G− = G′ ∩ {xj0 < 0 }. On construit aussi
l’éventail G′′, relèvement via A(xj0 ) de l’éventail induit sur K par G∩G−. On a alors∑

σ∈G

ϕ̃(σ) =
∑

σ∈G+

ϕ̃(σ)−
∑

σ∈G′′

ϕ̃(σ) + 2
∑

σ∈G′′∩G−

ϕ̃(σ).

OrG+ etG′′ ont même cardinal queG, etG′′∩G− a un cardinal moitié. Par minimalité
du cardinal de G, on a donc 2

∑
σ∈G′′∩G− ϕ̃(σ) ≡ 0 mod |G|. Ainsi

(i) ou bien
∑

σ∈G′′ ϕ̃(σ) 6≡ 0 mod |G′′|, et on est ramené au deuxième cas,
(ii) ou bien

∑
σ∈G+ ϕ̃(σ) 6≡ 0 mod |G+|. On recommence notre raisonnement avec

G+, en choisissant un nouvel indice j1 tel que tous les éléments de G+ n’aient
pas le même signe pour xj1 . Remarquons que le nombre de tels indices a été
diminué d’un en passant de G à G+. Notre raisonnement finira donc bien par
s’arrêter.

Remarque 4.2. Si le semi-algébrique S n’est pas basique, alors X = S̃ ∩ Specr K(V )
n’est pas un sous-espace de Specr K(V ). Une fonction sur X est la restriction d’une
signature de forme quadratique sur Specr K(V ) si et seulement si c’est la restriction
d’une signature de forme quadratique sur le sous-espace X ′ engendré par X.

Cependant, construire un prolongement de ϕ̃ à X ′ n’est pas facile. En effet, on
n’a pas unicité du prolongement, même si on restreint l’ensemble des valeurs prises
par la fonction. Par exemple, la fonction suivante sur le semi-algébrique S formé des
deux cubes

0

4

a parmi ses prolongements en fonctions algébriquement constructibles les deux fonc-
tions suivantes, qui diffèrent sur X ′.

0

4

4

0
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De plus, il n’existe pas toujours des prolongements n’ajoutant pas de murs. Par
exemple, la fonction suivante est prolongeable en une fonction algébriquement construc-
tible ψ sur R2. (On peut prendre pour ψ le signe de l’équation d’une droite verticale
séparant les deux composantes connexes de S).

1-1 A

S

S

Cependant, ψ aura plus de murs que ϕ. En effet, on peut supposer que ψ est le
signe d’un polynôme P . Ce polynôme ne doit changer de signe en traversant aucun des
deux cercles, il ne peut donc pas être de signe constant sur la composante connexe A
du complémentaire de la réunion des murs de ϕ.
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[2] F. Acquistapace, F. Broglia, and M. P. Vélez, Basicness of semialgebraic sets, Geom. Dedicata
78 (1999), 229–240.
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