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ABSTRACT. Soit f un élément de I’anneail C[[x, ¥]] des séries formelles a4 deux
variables a coefficients complexes, irréductible et définissant une série convergente
dans un voisinage de l'origine de €2. L’équation f(x, y)=0 définit une branche
analytique complexe C. On dit que deux branches analytiques C et D ont le méme
type topologique si et seulement si C et D sont topologiquement équivalentes en tant

. que surfaces plongées dans €2, Soit #“=&[[x, y]1/(f), I'anneau local de la branche C
et F son corps des fractions. D’apres le théoréme de Puiseux, la cloture intégrale de
7’ dans F, est 'anneau C[[7]] des séries formelles & une indéterminée. Clest un
anneau de valuation discréte. La valuation s’étend de fagon naturelle 4 F, notée v. On
note I' le semi groupe v(/°). Zariski [Z] a montré que deux branches sont
€quisingulitres si et seulement si elles ont méme semi-groupe. On note L (I') la classe
d’¢quisingularité associée au semi groupe .

Dans cer article, nous décrivons L(I') pour un semi-groupe quelconque de
courbes planes (Théoréme 6). Nous donnons une condition necessaire et suffisante
pour qu'un €élément de L(I') soit une courbe plane (Proposition 7), ainsi que les
équations des courbes planes de semi-groupe I'. Nous faisons aussi le calcul de la
modalité en fonction des générateurs du semi-groupe.

Nous avons deux applications en vue, d’une part le calcul de la dimension de la
composante générique de I’espace des modules, d’autre part, la démonstration de
la conjecture de Yano qui décrit le polyndme de Bernstein d’une courbe générique
semigroupe I'. [CN1] [CN2].

PLAN DE L’ARTICLE

1. Semi-groupe d’une branche analytique.
2. Etude du semi-groupe I'=<p, g>.
3. Etude d’un semi-groupe quelconque
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1) Méthode.

2) Déformation miniverselle de la courbe monomiale.
3) Déformation équisinguliére de la courbe monomiale.
4) Courbes planes de semi-groupe I.

5) Calcul de la modalité.

6) Equations des courbes planes.

4. Appendice.

1. SEMI-GROUPE D’UNE BRANCHE ANALYTIQUE

Nous rappelons ici, des résultats que ’on peut trouver dans [Z] et [E. N].

Soit feC€[[x, y]] satisfaisant les hypothéses de Iintroduction. Soit
S=futfos T ... la décomposition de f en polyndmes homogenes, f,7#0.
L’entier n est un invariant de la courbe appelé la multiplicité de C a ’origine.
Le théoreéme de Puiseux dit que si f,(0,y)#0, alors C admet une repré-
sentation paramétrique de la forme

x=1"
y=23, ati m>n
izm

A une telle représentation paramétrique, on associe une suite d’entiers
(n, By .., B,) appelée la suite caractéristique, de la facon suivante: On note B,
le plus petit entier tel que ag, #0 et B,20(n). Soit e,=(n, B;). Sie;=1, la
suite caractéristique est (n, 8;). Si e; > 1, on note B, le plus petit entier tel que
ag,#0 et B,0(B;). On note encore e;=(f, By). Si e;=1 la suite caracté-
ristique est (#n, 8, 8,). Sinon on recommence.

Le processus s’arréte nécessairement. On obtient alors une suite d’entiers
(n, Bi,.., Bg) €t une suite e; > e, >.. > e, = 1 définie par récurrence par ey =n et
e;=(e;_y, B;). On definit n,=e,_,/e,, q=1,.,¢.

Posons By= By, B =B
Bq:nq—lﬁq—l_ﬁq—l_f—ﬂq q:25'»g

Alors le semi-groupe I est le semi-groupe de Z, engendré par B, 8, ,..,Eg.
On le note I'=<py, B,,.., B;>. 1l vérifie les propriétés suivantes:

i) Zi—Test fini. En d’autres termes, il existe ¢>0, tel que, pour tout
i€ Z;, Iinégalité i= ¢ implique i€ T". L*¢élément c¢ s’appelle le conducteur du
semi-groupe. On a

c:ngﬁg_ﬁg_(n_ 1)
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ii) Eq est le plus petit élément de I' qui n’ appartient pas au semi-groupe
engendré par fy,.., B,_;, mais n,B,€<fy,.., B, > et Bg+1>>ny By

Considérons les boules fermées B,, centrées en 0 de rayon e. Notons S, la
sphére qui borde B.. On peut montrer [E. N] que S.N C est un noeud dans S..
D’apres les résultats de Brauner [B], cest un noeud torique itéré [voir
définition E. N] associé a la suite des paires de Newton.

(1,92, q2) 5.5 (Pg, CIg) )
définies a partir de " par p,=n; et ¢;=B;/niy; ... n,.
La donnée de I'=<p,,.., EL,> est équivalente a la donnée du noeud
torique itéré ((py, q1); (P2, §2) 5-..; (P, q,) et les conditions ii) sur I" donnent les
inégalités

q:>0,p,>0, (pig)=1, ¢:>q,_ pi_\ Pi_ Pi-
On note T',, le semi-groupe associé au nooeud torique itéré
(1,952, 92) 55 Py Gm) )
pour m=1,..,g (I'y=TI). On a
Lo=<piP2e P, 41P2---Ponsces Q1 Prr G >

On va voir que ’on peut toujours calculer les invariants de I',,4, & partir de
ceux de I',, et des invariants associés au semi-groupe <p,,+1, Gm1>-

2. CAS DU SEMI-GROUPE <p, ¢>

Dans ce paragraphe, nous rappelons encore des résultats connus, mais qui
sont fondamentaux pour la suite.

Soit (Xy, 0) C (€"*4, 0) un germe d’espace analytique complexe a singularité

isolée, de dimension #. On sait [ 7] qu'il existe une déformation miniverselle
de (Xy,0), c’est a dire un carré cartésien de germes d’espaces analytiques

(X0,0) < (X,0)

|

0} T (50
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ou G est un morphisme plat, carré qui de plus est versel pour les
déformations, c’est-a-dire que toute autre déformation, i.e. carré cartésien

(X0,0) <— (2,0)

e

0 C— (1,0

ou H est plat, provienne du précédent par changement de base A: (y, 0) — (S, 0)
a isomorphisme pres, et la dimension de S est minima parmi les bases des
déformations G qui ont cette propriété de versalité. (Nous avons donné la
définition de la V-versalité, mais nous I’appliquons & des courbes monomiales,
qui ont une €* — action, et dans ce cas la V-versalité est équivalente a la R-
versalité).

Soit C, la branche d¢quation fy(x, y)=xP+y9—=0. La déformation
miniverselle de C, est alors donnée par une application

G:Cx ¢ —Ga~
La fibre de ce morphisme au point ve E* est une branche C, d’équation

m
C=fole )+ 2 vsi(x ) =0
J=

ou les s;(x, y) sont les u mondmes x* y8, (a, B)€ E, , ol

E, ,={(a,p)eM|0<a<p-2,0<8=<g-2}

qui forment une base du C-espace vectoriel €[ [x, y1]/(»4~', x’~'). On apelle
Defr (C,) I’ensemble des courbes C,, ve @,

Le semi-groupe de Cyest '=<p,¢g>. On a

Proposition 1.  Pour toute branche C, de L(I"), il existe dans Defr (Cy)
une branche analytiquement isomorphe a C,.

Preuve. Supposons C, définie par

y=t"+a, N+ g,
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Nous construisons une famille ¢ paramétrée par u, dont 1’élément C, est
donné par

x=1"
C,=
y=t"ta utmt'+_ ta,urmtr+...

Siu=0 C,=Cyetsiu#0, C, est analytiquement isomorphe a C|. D’apres la
versalit¢ de G, o provient de G par changement de base. Il existe donc un
¢lément de Defr (C,) analytiquement isomorphe 4 C,.

En considérant le polygone de Newton de C,, C, € Defr (Co), on voit que
C,, définie par

m
So=yitxP+3 vsi(x,y)=0
=1
est dans L(I") si et seulement si v;=0 pour les mondmes 5;(x, y)=x*yh,

(o, B¢ E} y={(a,B)EE, ,|laq+Bp>pq)

Donc toute branche de L(I') est donc analytiquement isomorphe 4 une
branche définie par

So=yitxrt 3 v g xayh

(a.B)Ek;fq
On note u*=Card Ef .
—3)(g—3 P2 k
Onapt="=3@=3 ,1a] | _ s ([ 22 -
2 p k=t\L P

3. ETUDE D’UN SEMI-GROUPE QUELCONQUE
1) Méthode

Nous utilisons ici la méthode préconisée par Teissier dans son appendice
au cours de Zariski.

L’idée fondamentale est de considérer 1’ensemble des courbes CC (C&+!,
0) de semi-groupe I'=<g,,...,,>. On peut alors procéder de fagon
analogue a ce que I'on a fait précédemment puisque I'on dispose maintenant
d’une courbe Cr qui va jouer le rdle de la courbe C,. La courbe G est la
courbe monomiale, définie par la représentation paramétrique

CF;ui:[Ei 0=i=g

Teiser a démontré I'analogue de la proposition | [T, 1.3., Th 1].
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Theoreme 1. Toute branche (C, 0) ayant pour semi-groupe " apparait a
isomorphisme prés comme fibre générique d'une déformation analytique
complexe a un parametre de (C,0).

2) Deformation miniverselle de Cp
Posons, pour tout ¥=2
n,»ﬁ,-: lg)ﬁo + I?)Bl—*— + l,@] Ei—la Z/(i)EZ+

On choisit, pour i=2 et 1< j<i—1 ["<n; Avec un tel choix, le i-uple
(§7,..., I? ) est unique. Alors G est encore définie par

fi=uf =0
2 2)
fzzugz_uéo ulll —
3 I(J)

1

0]
) J/ L
fi=uP—ut wy up =0

() (2)

Wl =0
S =0

f—u”,:_ fu(x)u|
| Je = Uy W Y

La déformation miniverselle G de Cr peut étre décrite comme restriction de
la projection naturelle: @&+!x @ —E* au sous espace X C @3+ xE€*, défini
dans les coordonées uy, uy ,..., u, de @1, wy ..., w, sur € par I'idéal engendré
dans Cfuy,., 4y wy,.,w,] par F,..., F, ou

l‘ .

Fi=fi(uo, uy,...,u)+ 2] w;s;ii (U, i=1,..g
J=
ou les 5; =(s;,)1<i<, sont définis de la facon suivante.
On considére ’homomorphisme surjectif
¢ [uO 3eey ug]g—’ ¢ (Cr)g

induit par la surjection canonique

Clug s, ug) = Clug ..., ugd/ (fi 5., [) =C(Cr)

Soit N, le sous module de € (C,)¢, image par cet homomorphisme du sous
module €[uyp,..., u,]¢ engendré par les g+ 1 vecteurs

--[ﬁ if&] ._.—_[% if&]

y—" 3eey o PEERT
" 9, ) 7| du, du,
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Les vecteurs ; EC[uo,...,ug]&’ sont tels que leurs images dans €(C,)¢/N en
forment une base comme -espace vectoriel.

Pour décrire explicitement un systtme de vecteurs 5;, on a besoin du
théoreme suivant qui explique comment on passe du m-ieme noeud torique
itéré au (m+ 1) —ieme noeud torique itéré, on encore du semi-groupe T, au
semi-groupe [, 4.

La courbe monomiale de semi-groupe T, est définie par

—— P _
Si=uy—u)=0
" L]
fzzuzz_uoo u) =0
Cm
(m) () {m

— 1 / / bu_t
fm_u,;w—uoﬂ uy ...un',_‘l_O.

d d

i,...,ﬁ et N, le sous-module de (€ (C,))",
du; du;

image du sous-module de €[u,,..., u,,]” engendré par les 7 On note encore
¢, P’homomorphisme

Notons, pour 0<i=m, y/" = [

c(C'm—])_'¢(c‘m)
induit par 'injection
¢ [uO seees umv]] -C [uO seees um]

Alors:

Theoreme 2. I/ existe un homomorphisme injectif
®,: €(Cpp )" [Ny = €(C,)" [N,
induit par 'homomorphisme
C(Cp) ' = E(CY"
(Prycs Py )= (@ (P)) ooy @ (P, 1), 0)
La démonstration est faite en appendice.

On est maintenant en mesure de décrire une base de @ (Cp)s/N.
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On définit par récurrence:
Dj , ={( HeM|0=<)—1,0=i<p—1}U
(G HeEM0<j—[<qg—1,0=<i</—1} si ;0
D ={@ NeW0=i=p—1,0=j<[k—1} si ;=0

et D, =D , —(+p=1,Lh—1)

’

fdgeeesliy ) T

(G ek ) ERTHNOS kS 11, (G oo k)€ Dy, =}
{(i’jr"': km—l)e’ylm+l |0Skm—l Slm—l —19 (i_ll’ .]_10 ’--’km—Z_[m—Z)

S D;I( ,,,,, n‘_~_”1lnn..21;}Si l,,,_] #0
" —

{(1’ j"“l km»l)e‘T(W-H IOSknz—l Snm—l —1, (i’ j""’ km—Z)e DI’,,I{,.....I",J}

Si lm:lzo
[
(G Tk )EDL 1 Gy e k) #

QL+ D=1 fy+ A1 — 1))

Theoreme 3. On peut prendre comme base de € (Cr)2/N, l'ensemble des
images dans @ (Cr)8/N des vecteurs

B,/ .0 A k, B
Ul Ux? .. UE
0 (L DEE,,

pour2<=m=<g, 0=k, <n,, —I




Le reste du paragraphe est consacré a la démonstration du théoréme 3.

i [\2

J
Uy, uy? ...

0

Iy ko
Uyuy Uy ...

o*

e

4

Courbes de semi-groupe Donné

(0 je D,;_Z),(:?», 0<k,<n,—I
pour3=m=<g, 0<k,<n,—1

(G, j,... k, e D'.‘""

Luke| pour mt+1=m'<g, 0=k, <n,,—1

1o 0=k, <n,—I

(i fos ke ) E Do iy, 0=k <ny—1

Gréce au théoréme 1, on procede par récurrence.

dfi

(G[uO»ul]/(fl))/ (—_’

9/,

aUO

du

1

) admet pour base { uéu{, (L DEE, ,}=B,.

21
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Pour tout m, 1=m=g, on note B, l'ensemble des images dans
C(C,)"/N,, des vecteurs ’

gtk k:}y
Puguuz?umy
0 0<i<p—1, 0<j<g-1

Pour2=m'<=m, 0=k, <n,, 6 —I
m m

| | 0 [ ]
0
. n
Ll(; Ll’l uéZ u’ll‘lm (1, /) c DIII})/(;Z)
0 0<kr<ny—1
Pour3sm'sm 0=k, <n, —I
| | 0 |
| |
0

(i, j,..., k,"7 |) S D/qu;‘ /’:lm;l

0 0<k, <n, —!

Jod ok k
uguyuy?uy |

En supposant que B,,_, est une base de €(C,,_)"~'/N,,_,, on démontre que
B,, est une base de €(C,,))"/N,,

On note s,, la surjection canonique

sl” : ¢[Ll() A ul?l]_’ ¢[u0 h i “”I]/(f‘l L] .f’.”)'
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Soit

(SI?I (Pl) AR SIH (Pm) ) ec (C‘I)I)IH/NHI'

On écrit, pour | =m'<<m

Sm( n ) - m( m’ 0 (u() EEREE] le_|) + Uy, Pm'. I (u() ERRRR) umal) +
n —1
.t u,”m Pm', n,,—I (UO LERRE} um—l) )
Donc
Sm (PI)
n, —1
< k
g E a/' d)m (S/-) umm
k,,=0 5,€B,
S (me I)
| 0 .
i 0 1 i 0 [ p 0 L j 0 i
= + Up, +o. Tt Ll',:;: Q
0 0 0
'Sm (Pln)l i Sm (Pm, 0) i 1 Sm Pm, I) [ 1 Sm (Pm, nmfZ) i

23

—(m)

l)l

Nous utilisons le lemme suivant, dont la preuve est reportée a la fin de la

démonstration du théoreme 3.

Lemme 4. Pour tout m
{u{u{j un;" b (i J oo ki )E D , } est un systéeme générateurs de
(G[u{)w-sum_l]/(fl ,- fm—l))/(u lf,;" )
On a alors
Su(Pmi)=sn( 3 al) o uu.. u,/:;” L™ ”;:'W‘R )

(m) (o)
l() e /m |



24 P. Cassou-Nogues

On peut écrire

| 0 L
1 [,-(m) m—1
Z 0 — U 5 (m)
- = Y
=0 B i=0 s
e
“Tm—1
Donc
i O [ ] 0 |
n,—2
_ A k) .
. - A';O Uy, D 2 ai, Joky (Nm) .
0 = e 0
i gk
lsm(})m)l | ul LlO..le_; L

On a un systeme de générateurs.

Pour montrer que ¢’est une base, on vérifie que c’est un systéme maximal
de générateurs. D’aprés A’Campo [A’C], on sait que si

M= dll’l’l¢ C (Cm)m/ ]Vm >

on a

My = Ny Mgy 1 + (nm_ 1) (qm - 1)

/J'm:nmﬂm—l_{_“<" >

Notons ), =#B,,. On a u{ =y, =(p—1)(g—1). On vérifie que u,,=n,,u, | +

Ken,, . q,>

Pour démontrer cette relation, il est donc nécessaire et suffisant de montrer
que

#D;Irm/ [tm) = qm'
""" m |
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On démontre ceci par récurrence, puisque
=N, _, [#D/I Ayl 1] + [,”7| [#D/lw n, /,(’/’n »H]
#D; =hqthp=(, Bi+1Bo)/ns ... R,.

Donc

#D;;Z)‘ ](()1) =4

Supposons que

#D] 4, = Bo+ 1L Bt oot Ly 2 Brya) Ay .. 11,
Alors
ADjw v g v =Gy
et
HDf 4y gy = U Bot [ Byt e Ly 2 BuaF by Bt iy
Donc

’
#D/mu Jm) o = d{,,
ot e mo

Le théoreme 3 est démontré.
Il nous reste donc & démontrer le lemme 4.

Le lemme 4 se démontre aussi par récurrence. Montrons tout d’abord que
Dj j,est un systeme de générateurs de (€[ wy,u,1/(f}))/ul ub).

Soit PeC[uy, u]
p—1

SI(P(U()sul))—SI(Z Pi(uo) uf)
i=0

p—1 Iu"

SI(P(”O’UI))*SI(E > a:/”oul +

=0 =0

Lh—1 ¢g—1

+up 3, Z a:/”()“l Fu up S(uy,uy))

=0 j=0
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On suppose maintenant que Dj , ,  est un systeme de générateurs de
YA

: ’ 5ok by
@ Lttg vty 1/ i s S D)l et |

m—1

Soit Pe [U() sees Ll,,,]

”/)lil
S/M(P(ul) LRER) “m) ) =S [ AZ P/\,” (Ll() sees Uy I) umm ]
=0
/nfl( A,,,( “wum—l)):
Smi—1 [ Z . a;, froenky Ll: Ll(/) un;L[I +

u()“ Lf,;”_; QA (MO seeey Upy— ])]

Donc

”/II - I

Sm(P(M()w,Um)):Sm[ 3, >, Qi jokpy u{u() ul"" 'u"”'-i-
k

, m
w=0 Dl

[, =1

o

/ Ly /
u()” : u,,,AI] /\Z Qk,,, (Ll() seaes Upyy I) u,”m + u()“ ,”'R(u() LRRRE] m)]
¢, =0
Smi—1 (Qf\m (u(i sees Uy ])) -

il K 1
Sm—l[z Qi jok, Moty U, +

(oo, )€ DI,

/ frm) ilnll

”;“ ' RA (Ll(), ’MHIVI)]

iy (1)

/ o 1 g Ky — ko,
Sm (”()” . l’f”,| um ) S (le
Donc
n,—1
4 — ; i /\
.S,,,(P(ll(),..,M,,,))—S,,,[ Z , Z alﬂ/‘...,/\m_[ u: Ll(l) u 'u':‘l'lu—+—
k=0 D/uw' by m=
b
i+ 1, 1+/ k +1,
a; ik il T Ik
oo Dy et met "t

ul)(] Ll m S(u() ERRE) um) ] .

Le lemme 4 est démontré.
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3) Deformation equisinguliere de C;-

L’algebre affine € (C) CE* "' est isomorphe en tant qu'algebre graduée a
lalgebre [uy,.. u,)/(fi,....f;), munie de la graduation de €[u... u,] qui
donne 2 u; le poids B; pour tout i, 0<i<g. On définit le degré d’un vecteur
quelconque.

par jB,+iB;+ ... +kgﬁg—n,,,§,,,, si la composante non nulle est la m-ieme
composante.

On munit alors l'algebre €luy,.., u, wy,...,w,] de l'unique graduation
pour laquelle u; est de poids B;, F; de poids n; B, en posant deg w,= —deg 5,
On peut décomposer

(L ul=P | | P
ou Pr={je{l ., u}|deg w;<0}
Po={je{l,...,u}|deg w;>0}

On note u, =#P,

Teissier a démontré.

Proposition 5. la déformation de Cp, obtenue de la déformation
miniverselle G : (X, C;))— (€%, 0) de C;- par changement de base @ X {0} — G~
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est une déformation miniverselle a semi-groupe constant de C;, de base
réduite, dont toutes les fibres présentent un point singulier de semi-groupe T.

(X*,0 — (X, )
)3
v

(€7 X{0}, 0) —— (C*,0)=(S,0)

Notons
E,,={( DEE, |ig+jp>pag}
Djer, ek, =1 )€ Dyonon| By +jBo>> (1 — k2) Ba}
Djo . qon g, =10 Jo sk 1) EDyony /’,',"'l‘
(B +jBo~t -t k1 Bru1) > (= Kp) B}
On a donc

Theoreme 6. La déformation miniverselle a semi-groupe constant de Cy
est

X+ —>¢K+|X¢“»

G

cr+

ou Xt C et X" est défini par

o | k, o K, ky o o0
W—ul+ S h ulul+ >, Wi,k i U 15 U Uy =0
(i /)E[‘/“l 0shr=n,—1 "
0<k,<n 1
k)#(0....0)
Q. NCE,
" I(j’ I12’ 2 /\
uuy uyp + b Wi, i upugu+
0<ky<n, 2

Gjpeb ',:2)_ 12k,
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)2 k., ook, o
"A,\,“.A]./‘,iug‘ug:f-'~“0“[ =0
0=hy<n,—1 - )

0=k, =n,—I
(Ao k)20 ..0)

0=k, <n,-2

/2

(. € Dy,
I "o

() (<) . .
a, .4 I, NG A, /o —
Uy —uy ...uq;;-# S Wity uguy =0
: 0=k =n =2

G j..k, DED }l{g,____4{u/|.Ag

4) Courbes planes dans la deformation equisinguliere de C,

Pour chaque fibre (C,0) de la déformation équisinguliere de Cr, on
considere la dimension de plongement de (C, 0), c’est-a-dire le plus petit entier
ecT tel que un voisinage U de 0 soit biholomorphe 4 un sous-espace

complexe fermé d’un domaine de €. On note emb,C cette dimension de
plongement.

Dapres le critere de Jacobi [G. R., p. 114], on a

embyC+rgy (v ,..., Y=g+ 1.

Oron a
1 00 w ! , '
0...0.0.0.0 Wy 1000 - ”IL()....()
2
2 2
00 0 o 1000 - Wi,
(Yo.. Y= : 0
whi.'_l
1.0....0
(00 0 0 o]

On en déduit donc

Proposition 7. Les fibres qui sont isomorphes a des branches planes sont
exactement celles telles que

i/ )
w 22 y—
0. 1000wy 20, wel 0



30 P. Cassou-Nogues

5) Calcul de la modalité

Nous allons démontrer le résultat suivant:

Theoreme 8. La modalité relative a la courbe C,, est donnée par la
relation de récurrence

"3
/‘L;;rz:#:lfl + 2 (nm_ l)IJ'I"*I +'u+<"mv‘/m>_l

ou
:U~+<nm, q,,> = (nm:— 3) (qm_ 3)/2 + [qm/nm]_ 1

est la modalité relative au semi-groupe <n,,, q,,>.

(Pour la définition de la modalité, voir [A. G. V., p. 154].)

Preuve. On a la formule de récurrence

nln - 2

+_
Moy = M1 + (nm_ ]) M1 + 2 #Di(’)’”’.... I””)r/‘
k2o m m
On note
dnL k= #DIX’”‘“ .. I/fl’"/l. k

On va démontrer que pour tout m et tout k

nm— k m
d/;l,k:}'lz I + [L] —1

nl?l

—1)(g—1 1
M—l— [ =—u;—1, couples (i, j) tels que jpt+ig>q,.

Pourm=2,0ona
2 2

Donc dl():% My — 1.

kq,
n;

Sik#0,0ona [ ] couples tels que

kq o
¢~ —, < iptig<q

kqu 1
My

Supposons que d,,, | ;= lun{z n [

] — 1 et montrons que
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11— k m
d,, ==t ’+[—" ]—1.
2 nl”

Si 5w, =0

i —

D/’v’m""'l!m,l =
{ (l’ j' kZ LRRE) /\',,,, I) € :ﬂmﬂ I 0§km~ 1 Snm—l —l, (’v jv"' km—Z) S D;]””’....Iifj"’2 }
D/,I':W"" /mu,_ A =

{(f, ,/' ’l"Z LRER) k/ll—l)e D}{””“"//x”)» ! 131 +/E()+ = +km—l—Bm—l >(nm_k)Bm }

On rappelle que
/?”)E| + /(()’”) E() + e + I,i:’!z Eln-—z = nIH B/H

T . . Mm—2 .,
D’apres I'hypothese de récurrence, ona d,, | o= "é éléments

(i, j,..., k,_>) tels que
iB] +4/AE() + + /"m—z B,,,_2>/1'”)B] + + /;(x'iz m—2
et appartenant a Djw, o .

km-l i

On a d’autre part
Ny

} ¢léments de D;'/m;“'_/uw tels que

17”}BI ++ //(5?12 Eul—-Z < IEI +/B()++ km—Z Bm~2 + km— 1 _Blllf l <

[TWBI +..+ [/(:;liz EIM—Z + km- 1 BI”*'

Donc

n —1
— " ”m— k/n— " —
d,,,'():#”é 2+( z M 2 +[ 1q I])_]

)

* —1
:I’l,”7|ﬁ'372 +(:“Z’ [kmnlqm—l ]) 1
1= m—1

M- 2 1 I
sy = |
2 2 lu<nm -y > 2 My 1

="y,
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et

1 k m
dl;l,k:—#;llAl_]+[ 1 ] .
2 n,y,

L’hypothese de récurrence est donc démontrée pour le cas ou /7| =0.

m—

Supposons maintenant que /| #£0.
Dions gom.._ o =
(0 ks ki Y ER Oy S = 1,0 freos Ky 2) € Doy JU
(G kg sk YERH Ok, IOV — 1, (=10 ...
EERR) kmfz—/,(;:'iz) € D;']"' bogem }

D/’(;n)._” 1ok = {(I, j,.., kmfl)e D;{w‘“'llf,m’;
H o |
| iBi+ .. Ak B> (1~ K) By }

On a maintenant
I?”) BI + [(()177) BO + + lmz 1 BmA | =Ny, Bm
Montrons que si 0=k, </%) —1et (i, j,.. k, 1€ D;I,,,,,M,,,m’, alors

iBI +]EO + . + km— 1 Bmfl <nm Eni

Pour tout (i, j,.., k,,_2) € D;{u.,__”,’flm,z, on a
iBy+iBot .. k2 B2 <U{V+ =2+ +p—DB+

U+ 1=+ =) Byt ...+ U5 = D) B2

Donc
iBI +1B0 +.. + k17172ﬁmf2<nmﬁm _lr(zlil Bmfl + (] En172+

+”2§2 +PE| _BI —B—o--—Bm?z

Or, pour tout i, Bi>ni_ 1 Biy.
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On en déduit
iBy Byt oot k2 By 2 <1y, By — U1 —=1) B
c’est a dire
iBrFjBot otk 2B 2tk By <1y B — (I = 1=Ky 1) B

Mm—2
On a _'"2— éléments de D};m,‘___,(,,,;w tels que

iBl +jE() +..t km—Z Bm-—z>[(|m)31 + + /l(;:’iZ BW—Z =
=n,, EIH?[I(:;Z] _B’”

qIH

Lores

Donc on a % + [(k,,, 1) ]éléments tels que

(*) IEI +./B() +..t km—Z E/H-Z + km—l B/n——l > Ny, B/n pour km-l fiXé, donc si

m. <k, <n,_,—1,ona

n—1

_g = kqm—l
k=0 R,

éléments qui vérifient cette propriété (*).

’m l
(1) I'Lm—
(nm—l lm—l)

Mm—2 ., C e
On a% éléments de Djuw v e v qui vérifient
I U 2

(I._/?”))Bl + + (km— 11(5:22) BIH—Z > Ny Bm— 1>
c’est-a-dire
I.EI +.. +km—2 -Bm—2>nm—l Bm—l +n/n Bm _Im—l Bm—l

Donc on a

- _Jin)
oo mo |

5 —I1
m Moy —2 N kqm— |
s S ZAm=t

éléments qui vérifient la propriété (¥).
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On trouve donc

- k
dm.0:nmfl Hon_2 + Z [L] —1

2 k=0 LT
Hm—2 |
dm,():nm—l > +#<”m 14 |>_l:7#’”*lkl
1 kq
et dm,l\’ZT Hm—1 + [ '”] —1
’ Ny

Remarque. Sil'on note (u— u't),, = p,,— 4 la codimension relative a la
courbe C,,, on a la relation de récurrence
1

(/“L - /‘L+)m = (I“L - /“L+)mf | + (/“L - /‘DL) <n,.q,> ?

ou (u—u™) <n,.q,>désigne la codimension relative au semi-groupe
<nm ’ qm > -

(nm_ l)f-"m—l

I. Luengo (non publié) et J.-F. Mattei [ M] ont aussi donné une formule
pour le calcul de la modalité.

6) Equations des courbes planes

On considere la courbe C; donnée par
773 q —
[ F=u—ul tu,=0

—_ ) 2)
Cp
Fy=ur—up ul +u;=0

- (3) [Ri) 3
A N A A _
Fy=ul —up u) up tuy=0

(7,, n I(.L'l [(L'f [13]
7 = ¢ — () | £
T = Uy — U Uy U

Drapres le paragraphe précédent, la déformation équisinguliere de C; est
donnée par
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Joi { .k 2 i
u,—u0+ S hi wgutut > Wk,.u,k,./.i“;*'ui'}l--uzz“é“::()
G NEE; 0<kySnm—t T &
P.q : N
0=k, <n,—1
(ky vk ) #£(0 ., 0)
LDEE,,

(2) 12)

n _ 2 5 40 4l 2 .k P
uy —uf w3, W@,/%Aquo”|+u3+ 3, Wk,mru;" us'ugu =0
0=ky<n,~2 0<k<n—1 £
GDE DI o &,
OSkt,Sngfl
(ky ok ) #(0....0)
0<k,<n,—2
(i,j)EDII(Zl‘ 11;2)
() (2) P
_ I g k, Py
woue 4+ X WE i Ut e gt =0
0=<k,<n-2
Gifonrky VED[w) 1tk
I 4
| g—|
avee Wy o100 7% — 010007 —Leowiy oF#—L

On va transformer la base de la déformation de telle sorte que ’on puisse
¢liminer et écrire les équations des courbes planes. Par contre on n’obtient
plus une base monomiale.

0.5, 9% a/g]

On a, en notant f‘,- = [ u 9w " Tom
i i i

3} (3)

I I Y A A @ 10
D=(Lnud, =1 up ufp up™ s — I Ul Ul )

L’ (U e}
. (4> () (4) [1—1

Ty =(0,1,ny ufy ', l“”u( u' ul u é".,—l(’“uo0 ult b ub=t, ugg'l)

T, =(0,0,..., |, nyun")

Considérons le vecteur §;=(0,...,0,1,0,..,0) ou 1 est a la itme place. Alors

— —1 (i2) -2
.. = —n; i (i+2), k lis
5l I-‘1+I (O,..,O, it ui+l "lH-l %” Ll’+; 7)
S_T -7 =
O, — Liti thm " g =
(i1 2) (12}
i+2) kb / I

i ] i
(0,.,0,0, npy nqupp T = T 0w )
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Il existe donc pour tout i, un polyndme P; tel que:

SIE(O ERER) Pl) (FH’ls r‘I’?LZ yeney FL{)

On peut donc écrire la déformation équisinguliere de C,

P__ 4,4 L J 14t —
rul u0+2(,,_,)€kp+/;,v,u0ul+u2 0

) )
n Il 2 ky o, joi _
wyr—u up + o<k =m—2 Wy, ii Wyt U Uy +u;=0

[£9]
ng _ o dy 1 g k, i
Ut — Uy ..Uy +zos/\»usm_2 Wi oo Ug® e “t; U, +

r

¢

\ (ifoke DEDt o
’ ! ol
! ky ke Jo i
20<hozny—1 Wy Pugs w -ty U +..+

ki

(ky k) #(0...0)

(. )EE,,
g—! k, -
ZlSkgSng—l W,‘.U i B uge o ugup =0
0=k, ;=n, —I

(i ] kv,g)e D/:.L'ﬂ” . [(.L'—)I)
) =2

4. APPENDICE
Nous allons ici démontrer le Théoréme 2, que nous rapellons.

Théoreme 2. [l existe un homomorphisme injectif.

®,: €(Go )" Nyt = €(C,)" /N,
induit par 'homomorphisme

C(C,_ ) = &G

(Proees Py ) = (@(P) ey 0 (F,,1), 0)

On rappelle aussi que ¢, est I’homomorphisme

C[u() i umfl]/(fl 30 \fllllfl) - c[l’lO [REL) um]/(fl s-s.ﬁn)
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induit par I'injection

G [u() ERR) um——l] —_ ¢ [uO IR um]
Sm—1 Sm

6 [u0 LA ) um~l]/(.fl L) .ﬁn—l) ‘P! c[u() LK) um]/(fl ’--’fm)
m
Notons A,, le déterminant des vecteurs

(uO ’70 s Uy ’7] yemey Upp_] '—y’mAl)

Lemme 9. Pour tout m, I=m=<g

(B =1 BolBo) T 5,1

Preuve. On utilise le fait, que pour tout m’, 1 <m’'<m

, U; aﬁn'
=0.
& "go B duy ]

Soit P=(Py,.., B,)eC[uy,..,u,]". On note, pour tout j, 0= j<m—1,
A, ;(P) le déterminant obtenu en remplacant la j-ieme colonne de A, par P.

Lemme 10. Si, pour tout i, 1 <i<m, P; est divisible par u"

n (B, (PVET 5, ) € ().
=

Lemme 11. Pour tout m,

() (m) (m-1) (m 1)
W | 0
Sm [uoo cee u’;’;_'l] E[Sm (u()“ ven um_22 ] ¢ (Cm)'

Preuve. On a

- (m)
e Y ) S Y L R
- ni— n—

_ (m—1
At =Ny gy " Vgt n o o, Yp+ . + =Yg,

qm— (ln(lnl)l + Ny l) qm_1 =



38 P. Cassou-Nogueés

(m) (m—1)
1,y ...l’Iz(/] 7111” ) q+nmf| L) ([({)”)1) [(g;’ I)),D+

(m) (m 1
+. +f’l,,, |(/m 2 m 2 4m2

Or

I — (/ m + nm—]) qm—1 > (l”l,,,,[ (”m - l) - [,,(;Z)l) qm—1 >0

m—1
Il existe donc un indice j€{0,.,m—2} tel que

1) — [m-1=(),
/ /

Si pour tout j€i{0,., m—2}, l/.(’”)— If"'*”EO, le lemme est démontré. Sinon, on

considere le plus grand indice 7 tel que
[t — =D Q. Alors, pour j>1i, on a [om) — =1 =0.

On écrit

Aypy oA (I — 1Dy g+n,, .. (I — 1) p +

tot g, g ()= 1D) g,
=qm— ([n(;i)l t 1) Gt — A R (/,-(i'n’ 10y git1--
— Ry (10, = 102) Gy

On a [™<n, | pour tout j>0.
Donc

Py - o (10— l,(’”*”) g+ n, .0y (I — l(g’"*” yp+..tn, ..

ey ([ — =0 @ = (1, (M =D = 1) gy oo =1y

N (M =D gy o=y (10— 1) g,

Pour tout i, g, &> n;n;_, g,_,

Ayt (10— 1Dy g +n,, | . ny (Im — 16”’*”)p+ b, ..

iy (l,-(m) - [,-(1”7]) ) qu (I’l,,, (n,,,,, - l) - (ln(;”)] + ])) qm~l + -

Rieaqiv 1 Z Ry i - Nipa gy



Courbes de semi-groupe Donné 39

n,..n (/l(m)A /I(m—l) yg+ ..+ n,-(l{ﬁ’{; [I(Z;rl)) g 1= qi+1 B (ll(/;z)_ /.('"7”)51,-
’ Ry '
(m) (m—1) (m) | di+i
CRRL: (l[ 71' )q+“+ni(lifl _Ii(ﬁll ))qi~12 n + qi
it

iy (7 =10y g+ A U 17D — 1y g > g,>0

11 existe donc un indice j€{0,....,i—1}
(m)__pm=1) __ (i)
[jiii //I)l //I 20

Si ces -inégalités sont vérifiées pour tout j, on a

S L PR B A | ()
_ o h
&y =1, /

/
S (Ll()(’ u,'

N >
U A ):
1 nm—2
(1) mo |
/(] 7/:,” ’*4‘.” (111 /<m h /1,, I,,,,, [“” n
= — _
SIH(%) U ! Yu i +n
i
) (1
)

w2

univa " )

Donc le lemme est démontré. Sinon, on note {’ I'indice tel que
[m— =D — <0 et I/.(’”)—/‘/’”_” —:'f.(” >0 pour j>>i’, on recommence.

Preuve du théoréme 1
Notons
J = (e (P seesr 1 (P DVEC(Cr )= [ (5 (P s (P 0. 00 E N,y
Montrons tout d’abord que si (s, (P1) .., S, (P, ))ET(C, )",
et (5, (P)) soes S (P 1),0) =0, alors (s, (P) ooy S 1 (P 1)) EN, 1.
Si (5,,(Py) ver Sy (P, 1), 0)=0, alors pour tout n’, 1=m=m—1
Py (U ey Uy 1) = A(gml) (U er td) 1t A,(,',”’) (U 5o U) S

Donc pour tout m’, | =m’'=m—1

Pm'(u() sees Upy l) = A(()’”') (u() sees Upp— 15 0) fl + + A(m')l (u() sees Upyy 1 0) ./I‘Hfl

i —

(i) () Ay

L (m’) 0 | [m i
A,” (U{),..,U,,,,],O) u() u] "u,,,,r
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Donc

(m) (1) /(m)

/
Sm—1 (Pm’) =—Sm-1 (AZ")(“O 90y um-l,o) u()“ u b.u :,l,_ll)

Montrons, que pour tout Q;€ Cfuy,.., u,,_,],

( a1 (m} i} 1111) (n)
i ) /
( Spi— I(QI b Ll Lun! )’ > Sm— I(Qm ! um I ))ENm—l
m— —1
On considere le systeme
{m) (n) (m) : af f
/ / I
O “0“ w' ot = Byt s Uy 1) Up ETN + By (ug s )ty — uy

(m) () (m) af
/ / m—1
meluo" u' Ut =By (g s Up ) Uy F) +
Uy
afmfl
+...+ Bn7_2(u0,7 —l)um 2 au

Les formules de Cramer s’écrivent

Sm—1 (Am—l)sm—l (B'(uO EEED) um—l)):sm—l (Am—l,i(P))

(IH) (m) {n1) ( ") (m) )

o P=(Qiugy ' o, Qg )
(ml (m)
Drapres le lemme 11, s, ,(uo" .ulj;;_'l) est divisible par s,,_, (u})) pour

1= j=m—1. D’apres le lemme 10, s,,_,(A,,_; ;(P)) est donc divisible par

"i][ Sm—1(u}7) et d’apres le lemme 9,
J_

Sm—1 (Bi(uO 900y um—l))EG(CW— I)'
Monstrons maintenant que . #CN,,_,

Soit (S,,,,; (Pl) seeesSp—1 (Pm—l))g(i;(cm—l)m‘I tel que
(Snr(Pl)9---a Sm(Pm—l)aO)eNm' Alors
af I

Sm(PI)—sm(AO(an - m) +A (uo,, )a_ul)
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n— f;n
m( nm— I) m(AO(an iX] m) f l+ +Am I(u()a7 m) ])

Up—1

j;” + +Am(u0a B m) f""

)

= 8m (AO (Ll() EAER) m)
uy,,

D’apres la remarque précédente, on en déduit que

afy .
1 P51 (A (1 0) G Ay ety 1,0) S )

fm
Sn1~](Pm—l) Spi— I(AO(u(), o Upy Iso) 0' + ENm ]

+ +Am I(uOs " Uy 170) {j" l)
! m— | J

donc (sp,— ((Py) seers Sy 1 (Pp_))E- ¥,
Il reste & montrer que N,, _, € /.
SOit (Sp— 1 (P1) s Sy 1 (P ))E N,y 1. Alors
af;
S (P =01 (Aot oyt 1) A et .)i)

d
Sm~l(P2):smfl(A0(u0 v-’um—l) (;9“‘50_%’41(”0’ - Up, _ ]) f +A2(u0s sUp I)) f )

d A _
Sm— I(Pm I) Sm— I(AO(an s Up 1 Tfo_}_ +Am I(an oy Upy I) i Il)

On veut montrer qu’il existe By,.., B,, tel que

g
Sm(Pl)_Sm(BO(an ] m) f +Bl (ll(), s )i)

d
m(PZ)_s (BO(uO, ©> m) f +Bl(u07 L] )a_{i +BZ(“O9 2] )ﬁ)
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"— am
f I+ +Bm I(uO’ aum) f I)

Up— |

m(Pm ])‘Sm(BO(u09 ’um)

afm + + Bm (u0 ERRR um) a.fm )

“Sm B sees m .
(Bo 4o th) 52 S

Les formules de Cramer donnent, pour | =i=m,

Sm (A’m) Sm (BI (UO 20 um) ) =S8m (A,m. i (Q) )

ou A", ; (Q) est le déterminant obtenu en remplagant la i-ieme colonne de A7,

9
8u,
A,m—

9 9 m

du,  9u,
par

8f1 afmf[ afm

P —B yeees Py 1 — By ,— B
( 1 0 auo 1 1] auo auo)

Notons A’,,_;(P) le déterminant obtenu en remplacant la ieme colonne de A
par (P, ,..., P,,_1,0). Alors

3f m

m

A’m,i(P) A,rn I, I(P)

ou A’,,_, ;(P) est la déterminant obtenu en remplagant la ieme colonne de
A’m—l par (Pl svey Pm—l)-

D’apres I'hypothese
Sm (A,m— I, I(P) ) =Sm_1 (Al) Sm—1 (A’m— I)
On a sm(A'm)=sm(f'1 )

S (A, i (P)) = 8 (A, )sm(H U
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On a aussi
i I
814, (914()
S ( n; u?'il) =3Sm (1,:10 n; u.7/7 I)
af;ﬂ _ af"” af;?l
du, du, du,,

P m
Dongc, si I'on choisit By (uy,.., u,,) =[] u’i~1, on trouve
i=1

B ..., B,cCQ[uy..,u,], solution du systeme. Donc le théoreme est démontré.

Addendum (20-09-91)

P. Jaworski a obtenu certains de nos résultats, par des méthodes
différentes dans: «Normal forms and basis of local ring of irreducible germs
of functions of two variables» Trudy Seminara im . G. Petrovskogo Sem. n.2
13 (1988), p. 19-45.
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