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Approximation de la solution de viscosité d’un
probléme d’Hamilton-Jacobi
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Abstract

We consider the Cauchy problem for a parabolic equation v; =
« (v)Av+ | Vv |2 +F(v), where  (v) is a “small enough” non
negative continuous function; we prove uniform estimate of the
modulus of continuity of a classical solution v, existence of viscosity
solutions v, and convergence, as x — 0 in appropriate sense, of
these solutions to the viscosity solution of the Cauchy problem for
ve =| Vo |2 +F (v).

1 Introduction et notations

On considére le probléme suivant:

{ vy = a(v)Av+ | Vo [2 +F(v) sur Q =]0, T[x RN (PC)a

v(0,z) = vo(z) sur RV,

oi F : R™ — R de classe C! avec F(0) > 0, vy bornée uniformément
continue sur RV avec vy > 0 sont des fonctions données et o : Rt —
R™ de classe C! une fonction parameétre que I'on fera varier dans une
classe de fonctions precisée ci-dessous.

Lorsque a(v) = 0, le probléme (PC), se réduit au probléeme hyper-
bolique d’Hamilton-Jacobi:

{ v =| Vo |2 +F(v) surQ

v(0,z) = vo(z) sur RN, (PC)o
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Dans ce travail nous donnons une estimation du module de conti-
nuité d’une solution classique du probléme (PC),, uniforme en a vari-
ant dans la classe de fonctions considérée. Cette estimation permet
d’une part de montrer l'existence d’une famille équicontinue de solu-
tions de viscosité (vq)q de (PC)q, et d’autre part d’obtenir le probléme
(PC)o comme limite des problémes (PC)qa, quand la fonction o tend
vers ( adéquatement. Le probleme a été étudié dans le cas particulier,
F(v) = 0 et a(v) = (m — 1)v, o m est un parametre réel, m > 1 dans
[AV] (pour N = 1; cf. aussi [M] par une technique de compacité par
compensation), et dans [LSV] (pour N > 2).

Dans ce cas particulier avec m > 1, (PC)q se réduit & 'équation des
milieux poreux u; = Au™ par la transformation v = 2+ m=1 Dans le
cas général que nous considérons, (PC), peut étre relié au probleme du
type milieux poreux

ut = Ap(u) + G(u) sur Q
{ uEO,:c) (i up(z) sur RN, (MP)

ol ¢, u, G sont définis par g—z = 5"—’((:—‘1,90'(1;) = a(v),G(u) = ';1:':), mai
plusieurs difficultés apparaissent.

Une premiére dificulté provient de la généralité des hypotheses sur
F(v) : dans le changement d'inconnue v = v (u),donnant la relation
entre (PC), et (M P), en effet méme dans le cas a(v) = (m — 1)v, la
fonction G(u) intervenant dans (M P) ne sera pas en général localement
lipschitzienne: on ne peut donc pas utiliser la perturbation de I'équation
des milieux poreux pour définir la solution de (PC)qo. Or si (PC)p
et (MP), lorsque F(v) = 0 et G(u) = 0 respectivement, définissent
des semi-groupes de contraction dans Cys(RY) et L1(RY), le probleme
(PC)q lorsque a(v) est non identiquement nulle, ne semble pas pouvoir
étre abordé par des techniques classiques des semi-groupes non-linéaires.

La deuxieme difficulté provient de la généralité que nous considérons
sur les fonctions a(v) : méme dans le cas ol F/(v) = 0, il est nécessaire de
mettre en évidence de nouvelles estimations pour obtenir la continuité
d’une solution de (PC)q; notons que nous obtiendrons ces estimations
pour des fonctions a(v) “sufisamment petites”.

Afin de définir la classe de fonctions @ que nous considérons, in-
troduisons d’abord les notations que nous utiliserons par la suite : on
suposse que T €0, 00| est tel que la solution maximale de I'équation
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différentielle : M'(t) = F(M(t)) sur 0, T[, M (0) = sup vo(x), soit définie
et bornée sur [0, T[. On pose

Mo= sup M(t), M;= max F'(k).
te[og"[ ) ke[0,Mo] *)

Nous considérons la classe A des fonctions a € C}(R*, R) vérifiant

mo() = min. (o/(K) +1) > 0 (1)

De plus dans le cas N > 2, on suppose que
a(0)=0
(k) - k mo(a)

o 2)
Ela) = su < .
(a) ke[O,Mo],I;(k)>0 a(k) 1++2(N-1)

Il est clair que a(v) = 0 vérifie ces conditions. On dira qu'une suite (ay)
tend vers 0 si les conditions suivantes sont vérifiées

mo(ayn) > mo > 0 pour tout n 3)
an — 0 dans C([0, Mg]) et pour N > 2, e(as) — 0.

Notons que dans le cas ol ap(v) = (m — 1)u,m > 1on a ap(0) =
0,mo(am) = m, et e(am) = m — 1; la condition (2) s’écrit m < 1+
1 . '
AL on a (ap) tend vers 0 quand m tend vers 1.

Dans la deuxiéme section, nous prouvons une estimation uniforme
du gradient d’une solution classique de (PC)q, et 1’équicontinuité d’une
famille de ces solutions.

Dans la troisiéme section nous montrons que cette estimation est
suffisante pour obtenir I'existence d’une famille équicontinue de solutions
de viscosité (ve)a de (PC), pour a € A, et d’établir sa convergence vers
I'unique solution de viscosité de (PC)g, lorsque la fonction a tend vers

0.

2 Estimation du gradient dans le cas régulier

Dans ce paragraphe on se place dans le cas régulier. On suppose que
P
(a, vo, F) sont de classe C*°, a > 0 sur |0, Mg, et inf vo(z) > 0.
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On noteny = tei[%fT] n(t) ou 7 est la solution de n'(t) = F(n(t)), n(0) =

inf vo(z), qui est définie et strictement positive sur [0, 7). Utilisant le
principe de comparaison et les résultats classiques sur les équations uni-
formément paraboliques (cf. [LSU]), il existe un unique v : Q —
[0, Mo] de classe C* solution classique de (PC)q.

On suppose évidement que a vérifie les conditions (1), (2); de fagcon
plus précise on suppose

danslecas N = 1, mp(a) > mo, A
danslecas N > 2, mp(a) — (\/2(N -1+ 1) e(a) > my, (4)

o mg > 0 est fixé.
Théoréme 1. On pose
=4/ —. (5)
Il existe une constante C = C(mo, Mg, M1, F(0)) telle que
C
| Vo |2< — surQ (6)
tv
Si de plus, vy est lipschitzienne sur RN , alors il existe une constante

C' = C'(mo, Mo, M1, F(0), || Vo ||oo) telle que

1
Vo< S sur@ ()

Ce résultat est une extension de celui dans [B] obtenu pour
a(v) = (m - 1)v, F(v) = 0. Pour la preuve nous suivons la méme
démarche; montrons d’abord le lemme suivant:

Lemme 2. Soit H : [, Mo} x RT — R*. On suppose que Hy(k,r) =
%g(k,r) > 0 sur [no, Mg] x R et pour tout k € [ng, Mo|, H(k,-) est un
homéomorphisme de R* dans R™; on note A(k,-) I’homéomorphisme
réciproque. Posons h(t,x) = H(v(t,z),| Vu(t,z) [?).

1) Soit M une constante positive telle que:
M + 2 [HF + BB €2 4%, M)—((@ +1)He

o (- () ) At somra
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alors "
h(t,z) < - sur Q.

2) Soit M' une constante positive telle que:

[ HoF + B0 22420, MY)-[ (o + 1) Hi — 2H,F'

P

ta (Hkk - (gé)r)] A(v,M') < 0surQ- (9)

eth(0,z) <M' sur RV

\
alors
h(t,z) < M’ sur Q.
Dans (8) (resp. (9)), les fonctions a, F et leurs dérivées sont prises
en v, et les dérivées considérées de H sont prises en v, A(v, A{ ) (resp.
A(v,M')), la fonction v étant prise en (t,z).

Preuve du Lemme 2.
Ona :
he = Hyg(eAv+ | Vo |2 +F) +2H.(a' | Vv |2 Av+ aVy - V(Av)
{ +Vv - V(| Vv |2+ F' | Vv |2).
D’un autre coté
( Vh= HxVv + H,V(| Vo [?),

(10)

} Ah= Hybv+2H, (Vo - V(Av) + 3 ol,) + Hi |V ()
%

\ +2He Vo - V(| Vo [2) + Her | V(| V0 |2) |2,

d’ol1 en remplagant dans (10), V(| Vv |?) et HiAv + 2HaVv - V(Av),
tirés de (11), on obtient

( he=alh+2VhVy [1— o (f) | - % | VA 2 +HF

+2H(a'Av | Vv |? —aEvgwj)— | Vo |2[Hk - 2H,.F’
1,5

| e (e (#))]

(12)
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ot les dérivées de H sont prises en (v, | Vv |2) On a

i,J

— o 2 2
s =3 (| Vo | Av — E va,ivmjvz‘zj) =2 Vza;
i3

'
o 2 _,2 2
= Z ('g(l Vo | _U:c.-)vzimi - v:qxi)jl

-
a' 2
- E —‘;vxivzj Uziz; + Yz

| i#S

”
2 o 2 2,2, @ 2 2
S f&fz(l VU | _va:.') + 4(12 ;vwgvzj;
i i#]

o1 on a majoré chaque crochet par I'inégalité de Young (+2ab—b? < a?).

Donc o
N-la

S$< —

- 4 a2

| Vv I4’

d’ou

2H, | o' | Vv |? Av— angixj =2H,(aS + a'va;vxjvw‘.zj)
i, 4.j

w-1

—1

<
< Hee—5

a'?
— | Vv [* —a/VAVv - o'H, | Vv |?
a

En remplagant dans (12), et en utilisant | Vv |2= A(v,h) on obtient
I’inégalité '

L) = hi—oaAh+2Vh-Vy [1 -2 _aq (gx)r] — HyF

+ 2= | Vh |2 —H, 80 e A%y, b) (13)

-+

[(a’ +1)Hy—2H,F' +a (H,,,, - (%i)r)] A(v, k) <0,

les dérivées considérées de H étant prises en (v, A(v, h)).
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Etant donné M > 0 la fonction £(¢,z) = %'!- vérifie £(£) > 0 si et
seulement si I'inégalité (8) est vérifiée; puisque h(0,z) < ltilrgg(t), par
principe de comparaison on a h(t,z) < 1—‘;{-

De méme, en prenant £(t,z) = M’,L(£) > 0 et h(0,z) < £(0) si et
seulement si I'inégalité (9) est vérifiée; par principe de comparaison on
a h(t,z) < M' sur Q.

Preuve du Théoreme 1.

Considérons d’abord le cas N = 1. On utilise le Lemme 2 avec H (k,7) =
M,k L'inégalité (8) s’écrit alors

1+ ¢( +2F)<M(a'+l).

2Mo -
En utilisant F(v) < F(0) + MoM;, (8) est donc vérifiée par
(1 + T( + 3M1))

mo

Le Lemme 2 donne:
2
v:z:

M
_ Y=z 2y « 2
@My —v) _ Hu) <3

sur Q@
d’ou

vi(t,x) < sur @, avec C =2MoM.

C
t
De méme (9) s’écrit

2
’UO, f

2Mo—vg —
Appliquant le Lemme 2 comme ci-dessus, on a donc

2 F(0)+3M0M1) wr 0.

—— +2F' < M'(d' +1

v2(t,z) < 2max()| v} |

mo

Dans le cas N > 2, on choisit la fonction H(k,r) = k'r. Alors (8) s’écrit

(+1)a N-1la v]
v

1+t(-—+2F’) < = T

(' +1) -

l+1
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Par définition 2-¥ < e(a) et donc aussi, en intégrant en v,2 < ¢(a); on
a alors

[( 11— (z+1) 2—10/%]2

> mo(a) - (1/2(N -1)+ e(a) = mo.
L’inégalité (8) est donc vérifiée par

M§(Mo + T(IF(0) + (I + 2Mo) MoM;)
lmg

M=

ce qui prouve (6) avec C = M. De la méme maniere, on montre (7) avec

1F(0) + (I + 2Mo)MoM;

C' = M} max Vg 2
§max(|| Voo I, —

)-

Comme application de cette estimation, le résultat suivant donne I'équi-
continuité de (ve)a pour vérifiant (4) et

< y s .
m(a) = pnax a(k) < po o po est fixé

Théoréme 3. On pose
y=1/(1+2).

Etant donné 0 < 7 < T (resp. 7 = 0), il existe une constante C =
C(Tr mo, Ko, My, MlaF(o)) (resp.C = C(mo,llo, Mo, MlyF(o)a" Vo "OO))
telle que

| v(t1, %) ~ v(to,z0) IS Clz =20 7' + |t — o |") (14)

pourtout Tt <tg < t1 <T,zg,xz € RV,

On établira notre résultat en adaptant ceux de [Kr], [G], reliant
le module de continuité en ¢, de la solution classique d’une équation
parabolique linéaire, & son module de continuité en z. Ces derniers
résultats ne peuvent étre directement appliqués dans notre cas: dans
I'équation de (PC)q intervient | Vo |2 et au moins dans le cas N > 2
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I'on n’a pas d’estimation uniforme du gradient; également nous cher-
chons une estimation indépendante de a vérifiant (4), ce que ne nous
fournit pas, méme dans le cas N = 1, les résultats de [Kr] ou [G]. Notre
adaptation consiste alors a faire des chois différents des fonctions et des
opérateurs utilisés dans la preuve de [G] en exploitant le terme | Vv |2,
et & s’assurer que le module de continuité trouvé et les constantes inter-
venant sont indépendantes de la fonction parametre a.

Preuve.

D’aprés le Théoréme 1, il existe Co = Co(r, mo, Mo, M1, F(0)) (resp.
Colmo, Mo, My, F(0), || Vv [le) tel que

| v(t,x) —v(t,x0) |[< Co| z — zo |2'7 (15)

pour tout 7 < t < T,zg,z € RN. 1l suffit donc de montrer qu’étant
donné zg € RN, 7 <ty <t <T,ona

| ’U(tl,:l:o) - ’U(to, :Co) |S Ch I t;1 — %o Pl (16)

ou C; ne dépend pas de zg, g, t1.
Soient p > 0,C2 > 0 des constantes qui seront choisies par la suite.
Posons

R :]tO’ tl[XB(x()’ p)7

s= sup |v(t,zo)— v(to,z0) |,
to<t<ty :

vi(t, z) = Co(1+2sp72)(t — to) + 5p~2
| £ — 20 |2 +Cop? % (v(t, ) — v(to, z0)).

On a

v+t = a(v)Ave + Vo (Vvi - 4sp_2(:1: - zo)) + f+,
avec
fi=Co(l+2sp7%) +45% 4z — z0)% + F(v) — 20(v)N sp™2.
D’autre part
v1(t, 2) > Cop?" £ (v(to,z) — v(to,z)) >0 Vz € B(zo,p).

v4(t,z) > s+ Cop?" £ (v(t, z) — v(to,z0)) = 0 V(t,z) € [to, t1] x 8B (0, p).
fr > Co— | F(v) | +28p~%(Cy ~ 23 — uoN) sur R.
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Choisissant
C2 > max (F(o) + MoM1,4Mq + N uo),

on a f1+ > 0 sur R, d’ou par principe du maximum vy > 0 sur R. En
particulier

 (v(t, z0) — v(to, 20)) < C2(1 +25p~2)(t — to) + Cop®".

d’o
s < Co(1+ +2sp7%)(t1 — to) + Cop®.
Choisissant
p=2(Caltr - t0))'/?
on obtient

s<2 (Cg(tl — to) +227CoCY (1 — to)”’)

d'olt (16) avec Cy = 2 (CoT ™Y +227CoC3).

3 Solutions de (PC),

Dans cette section on donne un résultat d’existence, d’équicontinuité
d’une famille (v¥)q de solution de viscosité (PC)q et sa convergence
vers I'unique solution de viscosité du probléme (PC)o quand la fonction
parametre a tend vers 0.

Rappelons qu’une solution de viscosité de (PC), (cf. [CIL], [Ba])
est une fonction v € C(Q) avec v(0,z) = vo(x) sur RV, vérifiant

Pour toute fonction ¢ de classe C*(Q) on a :

%t(e(t’x) - a(v(ta z))ASP(t, x)_ I V(p(t,.’l:) '2 _F(U(t’x)) <0
( resp. > 0) en tout point (¢, z) € Q ou (v — ) atteint

un maximum (resp. minimum ) local.

17)

Lorsque a = 0, il existe une unique solution de viscosité v° de (PC)q
(cf. [S]). Dans le cas o # 0, nous ignorons s’il y a ou non unicité d’une
solution de viscosité de (PC)q, mais nous prouvons le résultat suivant:



Approximation de la solution de viscosité d’un. .. 379

Théoréme 4. Il existe une famille (v*)qca de fonctions continues sur
Q telle que A

i) (v°) est une solution de viscosité de (PC)q pour tout a € A

ii) (v®) — v° dans C(Q) quand o — 0 au sens précisé dans la section
1.

Preuve.
On considére d’abord le cas N'= 1. On approxime v, F,a de la
maniere suivante. On se donne p € D(R),p(z) = p(—2z),suppp C

[—l,+1],/p(a:)dx = 1. On pose

1 n-1
'UO,n="+
n

- (vo* pn), ol pn(z) = np(nz), (18)

on évidement vo, € C°(R),

% < von < sup v, von — vo dans C(R),

.. (19)
et si Vog € L2(R), || Vo lo<|l Vvos [loo -
D’autre part on pose
k
Falk) = FO + [ Gudi= | Gn= G oo (20)

Y e l A
ol Gp(k) = A G(Onk + ;)p(l + 1)dl, avec

| F'(k)si0 <k < Mg
G(k) = { F'(Mo) si k > Mo,

et
An =1— "‘"g-"

nMgy’
On a F, € C®°(R), Fp(0) = F(0), F, < F, de telle sorte que la solution

M, de M/ (t) = Fp(Mpn(t)), Mn(0) :_;up Ud,n vérifie Mp(t) < My pour
tout ¢t € [0,T]. On a aussi F(k) < Gnp(k) < M; pour k € [0, M| et

Fp — F dans C(|0, Mo]). Enfin on pose

am(k) = (1— M)k + /0 * Ok + %)p(l + 1)dl,
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on a an € C([0, Mo}), ol (k) + 1 > mo(a) an > 0 sur |0, M| et
an — a dans C([0, My]).

On est donc dans les hypothéses de la section 2, et il existe une
unique solution v, € C®(Q), des problémes de Cauchy correspondants
a (vo,n, Fn, an); de plus d’aprés le Théoreéme 3, (vy,) nely ©st relativement
compact dans C(Q). Puisque vy, est solution de viscosité des problemes
associés & (von, Fp, ap), il est clair par passage a la limite que v® vérifie
(17) (cf. [Ba)). :

Montrons que v* € C(Q) avec v*(0,z) = wvo(z) par une méthode
classique de barri¢res. Considérons vy, o9 € W1 °(R) tel que vy < vg <
00, ¥0,n, U0,n les approximations correspondantes définies par (18), v, vn
les solutions correspondant & (yo,n, Fnan) , (Vo,n, Fnan), respectivement.

Par principe de comparaison on a v, < v, < y; de plus d’aprés
le Théoréme 3, (vp, ¥n), v est relativament compact de C(Q); il existe
donc une suite extraite (ny) telle que (an’ Vng, Uny) — (v, v, ) dans
C(Q) xC(Q) xC(Q); on a y < v* < ¥ sur Q et donc

vo(z) £ lim inf v*(¢,z) < lim sup v*(¢,z) < vo(z).
(t.x)—(0,x) (t,x)—(0,z)
Puisque pour tout R, § > 0, il existe vy, g € WL °(R) tel que vy < vy <
v sur R et vy — v9 < 6 sur [-R,+R], on a a bien le résultat énoncé.
En fait ce raisonnement, montre que v* est valeur d’adhérence de (vy,)
dans C(Q).

Enfin considérons une suite (of )jenn de A telque o — 0 dans
C([0, Mo]) et mo(a?) > mo > 0. Montrons que v* — % € C(Q).
Pour tout j-€ IV, il existe d’aprés le résultat précédent, n; > j tel que

| v% — v |< L sur [0,T] x [—4, +3].
. ; ; o
Puisque a{tj — 0 dans C([0, Mp]) et mg (a{lj) > mo, (v J)jel\l'

est relativement compact dans C(Q); en raisonnant comme ci-dessus,
tout point d’accumulation est valeur d’adhérence dans C(Q) et solution

de viscosité de (PC)o; c’est a dire v*% — v0 dans C (Q). Donc v® —
v® dans C(Q).

La preuve dans le cas N > 2 est identique; le seul probleme est
Papproximation de o € A par des fonctions oy, € C2(R) vérifiant

mo(an) — (VY = 1)+ 1) efan) 2 mo > 0.
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Pour cela notons pour 6,7 > 0

as(k) = (k) + 6%, oK) = %%’ﬂ—zklfﬁﬁ\/aa(k).

Yon = Vs * py + 16(n)

avec v5(n) = ¥s * py — ¥s |l Lo(o,M0) €6 Pn(T) = ;;NH4=1P(%‘)

(k) = ( 2 ) e ([ vanter )dr) .

Puisque ¥5, > ¥s sur [0, Mo}, on a a5y > a5 > 0 sur 10, My]. Puisque
Yo € C®(R™), on a aussi asy € €C®(R™"). La fonction s est continue
sur RT avec ¥5(0) = (o/(0) + 6)1/2 et donc

Vo, — ¥s dans C(R™) quand n — 0 pour tout § > 0;
ainsi

a5y — g dans C(R™) quand n — 0 pour tout § > 0.

¢ Yeny/asn > Ysvos >af

o= TRz = g2 M=

et donc mo ( ) > mo(e’). D’un autre coté

agﬂ(k)k
asn(k)

= 3, < (s +275(n))*.
d’on 0
(o < (()'/? + 872 +35(m))

1l existe donc an, dans C®°(R*)N.A vérifiant (4) telle que an — o dans
C(R™").
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