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Introducción

Al estudiarlas singularidades,tanto de funcionesanalíticascomode variedades,los
primerosobjetosque seconsideran,de maneranatural,son los gérmenesde hipersuper-
ficies y, en particular,los que poseenun punto singularaislado. En estesentidoy desde
el punto de vista topológico,uno de los pilaresen el desarrollode la teorílo constituyeel
Teoremade Fibraciónde Milnor y susconsecuencias,[Milnor].

Consideremosf : U c Cn+I ~ C unafunción analítica,U entornoabiertodel origen,
f(O) = O, con un únicopuntocrítico en U. Llamaremos(y, O) al germendehipersuperficie
definido por los cerosde f. Si 13, esuna bola abiertadeC~’ de radio e suficienteniente
pequeñoy 8, la esferabordede B,, entoncesel “halo” de la singularidadKv := 8, n y
es una variedaddiferenciablecompactasin bordede dimensión2n — 1. Milnor. ¡nuestra
que (14 0) eshomeomorfo(nodifeomorfo)al cono realsobreKv convérticeel origen. Por
otro lado la fibra de Milnor Ff = fa E B, : f(z) = es una variedaddiferenciablereal
abiertade dimensiónSi cuyo bordeesKv y que tiene el mismotipo de homotopíaque
un ramilletede u-esferasreales. El númerode esferasde esteramillete sellama número
deMilnor de (1”, 0), y sedenotaporp(V, 0).

La descripcióndel par (8,,Kv) en el caso de curvas, u = 1, es clasica. De hecho
Kv es una. variedaddiferenciablecompactade dimensiónuno que es unión disjunta de
r círculos, uno por cadacomponenteirreduciblede V Cadacomponenteconexa1<, de
K es un nudo en y K es un enlace. Los nudosK1 sedescribenalgebraicamenteen
función del desarrollode Puiseuxde la ramacorrespondiente,y los númerosde enlace
entreK~ y 14 se correspondencon la multiplicidad de intersecciónen el origenentrela
correspondientesramas14 y 14, [B-K]. Ya parasuperficiesla teoríadistamuchode estar
acabada.

Desdeel punto devistade la topología,quedanaúnabiertosdosproblemascentrales.
U primero de ellos, conocidocomo “conjeturasobre la multiplicidad de Zariski”

planteadoen 1971, [Zariskil, se refiere a la relaciónque existeentrela topologíadel par
(Be,V) y la multiplicidad de V en el origen.

Se dice que dos gérmenes(y1, x1) y (V2,.x2) de hipersuperficiesde (Cn+l, O) con sin-
gularidadesaisladastienen el mismo tipo topológicosi existenentornosabiertosU1 de
z1 y U2 de x2 y un homeomorfismo~: U1 —* U2 talesque ~(V1,xí) (V2,x2). Con esta
definición la “ conjeturasobrela multiplicidad de Zariski” afirma que el tipo topológico
determinala multiplicidad de la hipersuperficie.El resultadoesconocidoparagérmenes
de curvasplanasyaquela topologíadeterminay esdeterminadapor las ramasirreducibles
de la curvay por las multiplicidadesde intersecciónentredichasramas,en particular, la
multiplicidad permanececonstante. En el casode que la aplicación~ seade claseCh



2

Ephrainíha demostradoque la conjeturaes cierta, [Ephraim]. J
Ni siquieraseconocela respuestade la conjeturade Zariski paraunafamilia dehiper-

superficies. Como el tipo topológicodeterminael númerode Milnor, cabepreguntarsesi
en itria familiaanalíticadehipersuperficiesquetenganel mismonúmerodeMilnor, la mul-
tiplicidad tambiénpermanececonstante.Este problemasólo ha podido serresueltopara
el casodc singularidadescuasihomogéneaspor Grenel. [Grenell, y por O’Shea, [O’Slíea),
y para<leterriiiiiadasfamilias de hipersuperficiescon polígonode Newtonno degenerado.
[Oka]. Usandolos resultadosde Greucí, (o de O’Shea),Yau demostróla conjeturade
Zariski parasingularidadesde superficiescuasihoinogéneas,[Yau 1]. J

El segundoproblemaesla relaciónexistenteentrenúmerodeMilnor constantey tipo
topologico constantepara una familia analíticade hipersuperficies.De nuevo, parauna

Jfamilia de gérmenesde curvas planasel segundoproblema está resuelto. Una buena.
referenciade estehechoes el articulo de Buchweitzy Greucí,asícomo todaslas refencias
que en él aparecen,[B—G].Lé y Ramnanujam,en [L—RJ,muestranque si u > 2, cualquier

jfamilia, analítica.de Iripersuperficiescon número<le Milnor constantetiene el mismo tipo
topologico.

Así, para lliI)ersuperflcies de dimensión 2, i.e. superficies,ambos probícmnaspa-
mnnnecerlal.ncrtos.

Si {(1/k ())}<~c es una familia analíticade gérmenesde superficiesde C3 con j414, 0)
independiemíte<le it, ¿ tienenlas superficies(Vi, O) el mismo tipo topológico? J

Neinnaun, [Neuniann], muestraque el halo Kv es una variedadreal compactacuyo
ti
1>o topológic()orientadodeterminay esdeterminadoporel graSodual F (le míaresolucion

determinadacanónicamenteir : (Al. D) —* (y, O). Con el resultadode Nenínaunsc j)llC(f e

estudiarla topología<le una familia en función dc la resolución. Teissicr en [Teissier3]
utiliza difcn.~ntesnociones<le resohíciónshnultáneade superficiesque permitenestudiar

jla topología<Le las singularidadesde la familia. Por otro lado, Laufer obtieneuna fórmula
parael númerodeMiluor relacionandoesteinvariantetopológícocon invariantesanalíticos
obtenidosde la resolución,[Lauferj.

Comosc Ira visto, los problemasanterioresestántotalmenterelacionadosconel cálculo
<leí númerodc Miluor cii una familia. En la mayoría de los ejemplosinteresantesde
familias con núníero<le Miluor constante,similaresal de Brian~on y Spedcr.[B-S 1], la
familia obtenidano tiene sólo el númerode Miluor constantesino que generahnentces
cuasíhomogéneao cumplecondicionesde no degeneraciónrespectoal polígonode Newton.

El propósitodc estamemoriaesobtenerfórmulasparael cálculodel númerodc Miliíor
(te (1/,0) en función de la geometría<le las hipersuperficiesde 1~fl definidaspor los ceros
de los polinomios homogéneosque aparecenen el desarrolloen serie de f cii el origen.
Estasfórmulasseobtienenrelacionandoel númerode Miluor de la singularidad(y,0) con
el número<le Miluor (generalizado)de la hipersuperficieV queseobtienede V al realizar
la transformacióncuadráticacon centroel punto singular. El hechode que aparezcaun J
el número<le Miluor generalizadoes debidoa que al realizarla transformacióncuadrático
V no tienenpor qué aparecersólo singularidadesaisladas.

Escribamos.1 = Íd + fa-4-k +... la descomposicióndef comosumadesuscomponentes
homogéneasno nulas. SeaD := Z(f11), respee. T := Z(fd±k), la hipersuperficiede W”

J
j
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definida por los ceros de fd, respee. fd+k

En el casodesuperficiesy cuandok = 1, Luengo,[Luengo],llamó superficiessuperais-
ladasa aquellassingularidadesque verificasenque

Sing(D)mT = O, (*)

y dio ímn ejemplode singularidadsuperaisladadonde el estratop-constantede la defor-
mación universalno era liso. Por otro lado, Artal, [Artal], estudiandola topologíade
lassuperficiessuperaisladasencontróun contraejemploa la conjeturade Yau, [Yau 2]: el
tipo topológico no estádeterminadopor V fl 8, y por el polinomnio característicode la
ínonodromíacompleja.

Las superficiessuperaisladasson un caso particular de las singularidadesque veri-
fican la condición (*) paracualquier it y paracualquier k. El estudiode estetipo de
singularidadessurgió a partir de los artículos de Yomdin, [Yomdin], y Lé, [Lé 3]. sobre
hipersuperficiescon lugar singularde dimensiónuno. Paraestetipo de singularidadesse
lían calculadobastantesinvariantestopológicosde (y, O) cii funciónde D y deT: la mon-
odromiacompleja,[Siersmaj,los invariantespolares,[L-MJ,el espectrode la singularidad,
[Saito]. La condición (*) implica que D es una hipersuperficiede IP” con singularidades
aisladas.En particularsi u> 2, D debesernecesariamenteirreducibley cuandou = 2, D
esunacurvaplanaproyectivareducida.El númerode Milnor sepuedecalcularinediamíte
la fórmula, [L-M]:

¡gV, O) = (d — 1)”~’ + k >3 ¡4D, P).
PEStng<D)

En estamemoriase consiguedebilitar la condición (*) de dosnrnneras:

(a) Suponerque D es una hipersuperficiecon singularidadesaisladasy no imponer
ningunacondiciónsobreT.

(b) EstudiarsuperficiesdondeD seauna curvaplanacon componentesmúltiples.

Iviás concretamenteel contenidode cadacapítuloesel siguiente.
En el primer capituloseobtieneuna fórmula paracalcularla característicade Euler-

Poincaré(compleja)de la fibra de Milnor deun germende curvaplanaconsingularidades
no aisladas,O = 2L~ q~C1. La fórmulaexpresala característicacii términosde las multi-
plicidadesde intersecciónde las ramasirreduciblesen el origen (Ci, 0)0, de los números
de Milnor de lascomponentesirreducibles¡4Cí, 0)3’ de lasmultiplicidadesQi, del siguiente
modo:

= — E (C~,G~)0 (qi+qj) +(qí +~+qr)

Estafórmulajuegaun papelcentralen el capítuloterceroperodadoque esun resultado
nuevode la teoríade curvassehapuestoen un capitulo aparte.

La segundapartede la memoriaestádedicadaal estudiodesingularidadesaisladasde
hipersuperficies(14 0) cuyo conotangente(proyectivizado)Li tienesingularidadesaisladas.
Paraestassingularidadesla transformadaestrictaV de (Y O) mediantela transformación



mi

4 mi
cuadráticade centro el origen tiene un númerofinito de puntos singulares{P1, . . , Ps}
Ademásestospmmmtossingularesestánenbiyeccióncon los puntossingularesde Li. Primero
sedeímiuestraque el tipo topológicodel germen(11,0) quedadeterminadopor el jet de f -4de orden

d±sup{u(V,P~): i = 1,... ,s}.

Tambiénseda tina fórmulade tipo Noetherrelacionandoel númerode Milnor de (V, 0) 4
y la símuma de los númerosde Milnor de 11 en los correspondientesP~

/1(1/10) = Ql — l)”±’ + >3 ¡¿(Li, P) + >3í4V, P,). 4
PESInY(D)

Us~um<lo la relaciónanterior se demuestraque una familia {Vj} de hipersuperficiescon a’
siímgí.mlarh.la.desaislada’que seaequimúltipley que tengael númerode Milnor constante
tienela familia de conostangentes{D~} cori númerode Milnor constante.

a’Otra aplicaciónde la relación de tipo Noetheranteriores la fórmula para el númerode
Milnor de superficiesbivalentesque teííganel cono tangenteD reducido.Una superficie
OS bivalentesi f esde] tipo Id + fd±k y Sing(D) ri Sing(T) = 0. Si adenuisLi esreducida, a’
el mmúmnerocíe Milmior <le (11,0) es igual a

¡gV O) = (d — 1< + k¡4D) + k• PESÚ,g(D)((O, T)p — 1), 4
don<le (D. T)1 es la mnídtiplici<lad de intersecciónde Li y T en P. En cuantoni ordende

mi<Ietermnimmaciómm del tipo topológico, paralas singularidadesbivalentescon cono tamígemíte
D reducido,ésteestáacotadopor el siguientenúmero

(1—1±k . sup{(D,T)~ P E Sing(D)fl 23. E’
La. última partede la mnemoriaestádedicadaal estudiode las superficiesbinflemítes E’

(ilvo coito tangemmte(proyectivizado) Li es una curvaplanaproyectivacon coniponemítes
mmIultil)les. El ingredientenecesarioparael estudiode estassuperficiesesel númerode

a’Miluor generalizado(le Parusiúski.[Parusiríski]. Se vuelvea teneruna relaciónentreel
¡mílinero de Nilimior de (11.0) y el míúníerode Milnor generalizadode 11, denotadoporp(V)

¡41/10) = (<1 — i)~ + (x(D) — 3d + d
2) + ¡gV), E’

dondeVi es la característicade Enler-Poincaré.El cálculodel númerode Milnor gene- a’
ralizado se j)llCdC hacerconstruyendolina estratificaciónde Whitney de 11 y estudmando
la. característica.de Enler-Poincaréde la fibra de Milnor en cadaestrato. La estrategiau-
sada.cmi la muemoriahasido estudiarsingularidadesparalas cualessepuedeencontraruna a’estratificaciónde Whitney adecuada:singularidadestransversas.Si la descomposicionde
f es /Q + ~ + su lugar de ceros (y, O) es unasuperficie transversasi verifica las
siguientesdos condiciones: E’

(i) La intersecciónde Sing(Drgd)y 7’ es vacía.

a’
a’
E’
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(u) Para todacomponenteirreducible6 de Li tal que Qi > 1, las curvas6 y T son
transversas.

Se demuestraque las singularidadestransversasson bivalentes,es decir, que el tipo
topológico está determinadopor Íd + fa+Ñ, el número de Milnor de una singularidad
transversaes

¡41/,0) = (d — 12 + k~ (P}Dred) + (d — p)(2d—3 ±p))+ k2• (d — p).

dondep es el grado de JacurvareducidaDrea.
Paraterminar con el estudio de las singularidadesbivalentesse pruebaun teorema

que obtiene la diferenciaentre los númerosde Milnor de dossingularidadesbivalentes.
Despuésse comparael númerode Milnor de unasingularidadbivalentecualquieracon el
umuero(le Miluor de unasingularidadbivalente transversa.De estemodo el númerode
Miluor de unasuperficiebivalentesecalculamediantela siguientefórmulaquegeneraliza
toda.slas anteriores:

¡411,0)= (<1— 12+k{x(D)+d2~3d+ FESing(D)CT>3 ((D,T)p- l)}.
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Capítulo 1

Fibra de Milnor de curvas planas

Las singularidadesde curvas planasforman la parte de la teormade síngularmdadesque
más se ha desarrollado. Este desarrolloha sido tanto a nivel local, con la geometría
analítica,como en la situaciónglobal, con la geometríaalgebraica.El álgebra,el análisis,
la geometríay la topologíalían arrimadoelhombroparadesarrollarla teoríade singular-
idadesdecurvasplanas.Por estemotivo esimpensableque enestecapítulosepretenda,
ni siquiera, hacerun resumende estateoría. A lo largo del capitulo sólo seva a tratar
con la teoríalocal, esdecir, con gérmenesde curvasplanas.

En la primerasecciónse se enumeranlos teoremasde fibración de Miluor a los que se
va a hacerreferenciaa lo largo de la memoria.

La segundasecciónestádedicadaa dar algunosresultadosconocidospara gérmenes
de curvasplanascon singularidadesaisladas.Sólo sedaránlos resultadosque van a ser
miecesariosa lo largode la memoria. Conel propósitode hacerla memorialo másautocon-
tenidaposible, seha intentadodar unademostraciónde la mayoríadeestosresultados.

Seaf : (C2, O) —* (C, 0) un germende función analítica. Se puedever f como un
elementodel dominio de factorizaciónúnicaC{x, y}. Sea f — . . . f~Jr la factorización
<le f en factoresirreducibles. Sea(0,0), resp. (Ci, 0), el germende curvaplanadefinido
por la ecuaciónf = O, resp. f~ = 0. Seae > O suficientementepequeñoy seaS~ la esfera
de dimensión tres centradaen el origen y de radio e. El germende curva O define un
multienlaceL := f’(O) n ~ i.e. un enlace(una unión disjunta de círculossumergidos
en S~) con multiplicidades.Esteenlace L estáformnadopor r componentes,unapor cada
ramairreducibleC~ de O. Además,el enlacedeterminael tipo topológicode O, parauna
demostraciónbastanteelegantedeestehecho ver el libro deEisenbudy Neumann,[E-N].
Porotro lado, elTeoremadeFibracióndeMilnor, ver [Milnor] Theorem4.8 y Theorem6.1,
pruebaque laaplicación~ : —* 2 esunafibraciónC~ localmentetrivial. SeaE laJfI S~\L
fibra tipo de estafibracion, la Fibra de Milnor. La secciónsegundacontieneel propósito
fundamentalde estecapítulo: el cálculo de la característicadeEuler-Poincaré(compleja)
de la fibra deMiluor, F, de un germende funciónanalíticaf dedosvariables.El resultado
buscadoapareceen el Teoreníade 1.3.9, dondese muestraque la característicade Euler-
Poincaréde E se puedecalcularsin másqueconocerla descomposiciónde f, en el anillo
de seriesconvergentesC{x, id, encomponentesirreducibles. Dehecho,enel Corolariode
1.3.12, sedemuestraque bastaconoceruna descomposiciónlibre decuadradosde f.
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Apartedel interésque teímgapor sí mismo el resultadoanterior,el Teoremade 1.3.9 será
crucial en la demostracióndel Teoremade 3.2.3dcl último capítulode estamemoria.

1.1 Fibración de Milnor

Sea B, la bola abiertade CR+í de centroel origen y radio e, sea 8< la esferaque es borde
(le 13<. SeaD el discocíe C centradoen el origen y de radio y.

7/

Seaf U c Cfl+m C una función analíticadefinida en un entorno U del origen, a’
1(0) = O, f ~ 0. Sea1/ = {z E U : 1(z) = 0}.

Los resultadossobrela fibración de Milnor que seencuentranen [Milmior]parael caso a’
<le polinomios,sonadaptadospor D. Burgheleay A. Veroneal casode funcionesanalíticas
culesquierasin másque dar un lema. de selecciónde curva, para.conjuntosamíalíticos.ver
[B-V]. De estemodo se tiene el sigímiente Teoremade Fibraciómm. ver [Milnor] pág. 17,

pág. 43. pág 45.

1.1.1. Teorema.Teoremade Fibración. Para cualquierfunción analítica 1 como la
<¿nierior existeq> > O tal que para cualquierO < e < e<~ sc tiene:

(a) La aplicacion a’~:S<\V ~8m
__ 1(z

)

If(z)I a’
esuna fibración diferenejablelocalmentetrivial.

(b) Para cualquierO E 9 esuna variedaddiferenciablereal <le dimension2v

paralelizable que tiene el tipo de homotopiade un CW~-compíejofinito de dzmens,oí? a’
n.

(u) A? := 11 n 8<. (u — 2)-conexa.Ademásel tipo topológico de 1<, no dependede e.

Cadafibra E0 de estafibración es difeonmorfa a un subeonjuntoabierto(le una. líipersii-
perficie complejalisa, esteabiertoesel formado por todos los z talesque zf < e y f(z) a’es constante,obtemmiéndoseotro modelode la fibraciónanterior, [Miluor] pág 53. Theorem5.11.

1.1.2. Teorema.Teoremade Fibración. Si O c 17 «e entoncesla. aplicación

a’
‘:1(z)

esuna fibración difercnc~ablelocalmentetrivial que esisomorfaa la fibración anterior, a’
1.1.3. Definiciones. A cualquierade estasfibracionesse le llama fibración de Milnor
de f (en el origen)y a umia. fibra tipo de la fibración se le llamna fibra de Milnor de f

Milnor pruebamás resultadosen el caso en que f tengaun punto crítico aisladoen el
origen, es decir cuandoel origenseael único punto que anulael jacobianode f. En esta

situaciónde un único plinto crítico aislado,el Teoremade K-determinaciónde Mather, a’

a’
a’
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ver [Mather] Theorern3.5 y Theorem 9.2, aseguraque existeun cambio analítico de
coordenadasque convierte a f en un polinomio. Pot tanto, cuandose tiene un inico
punto critico se puedenusartodos los resultadosde Milnor. Miluor demuestraque de
hechoen estecaso la fibra E es u — 1 conexay que tiene el tipo de homotopiade un
ramillete finito de u esferas.

1.1.4. Definición. Al númnerode esferasdel ramilletese le llama númerode Milnor de
f, y sedenotapor ji, ó por ¡i(V, O).

En particular, la homología reducidaes trivial salvo en grado n donde vale Z<t. Este
invariantetopológicode la función sepuedecalcularalgebraicamente,ver [Orlik]:

pdV O) = dimc C{zo,... , z,~}
(Izo,.. . , JZ)

La notación¡i(V, O) sedebea que, en realidad,el origen es un punto singularaisladodel
germende conjunto11 definido por los ceros de 1. Tambiénsesuelehablarde la fibración
de Milnor de 11, de la fibra. <le Milnor de 1/, el origen, independienteníentede que 11 tenga
al origencomo único puntosingularaislado.

En el casode que la singularidadde 1/ sea.aisladasehan calculadolos númerosde
betti de la fibra de Milnor y por tanto la característicade Euler-Poincaréde la fibra de
Milnor E es

(1.1) x(E) 1 + (—1)”g(V,O).

1.2 Singularidades aisladas

Primerode todo reseñarunasituaciómiqueva a sercomúnenestamemoria. A lo largo de
toda la memoriava a sernecesariocalcularla multipliciadadde intersecciónen puntos,
generainíenteel origen,entregérníenesde curvasy gérmenesdehipersuperficies.Poresto
motivo se fijan en estepunto las siguientesdefinicionesy propiedades,todasellas bien
conocidasy que no necesitandemostracion.
SeaC{zo, ... , z~,} el anillo de seriesconvergentes,sea1 un ideal de C{zo,... , z.,,} tal que
su lugar decerosy esun germende curva irreducibleen (C~~+í, 0). Seaf e C{zo,... , z,~}

tal que su lugar de cerosde V(f) y ‘y sólo tienenal O como plinto cmi común,entonces
la multiplicidad de intersecciónde y y 11(f) estádefinida por los siguientesnúmeros
naturales,igualesentr sí todosellos:

C{zo,. . . ,z }(y,V(f))o :~ long = dime “ =ordj(foh(t)),(3t)
I+(f)

donde O->. es el anillo local de la curva , long denotala longitud del O..>. mdulo y Ii.(t)
(C, O) : (Cn+> , O) esunaparametrizaciónde lacurvay. Además,paraotro g E C{zo,... , z,,}
setiene

(y, 11(1 g))o = (y, V(f))
0 + (y, 11(g))0.

Todosestosresultadossepuedenencontrarporejeníploen el libro deW. Fulton, [Fulton].
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Sea (O, O) a (C2, O) un germende curvaplanacon singularidadaisladaen el origen
Sea f(x,y) = O una ecuacióndel germen(0,0). f E C{x,y}. Como la singularidades
aislada,f es un germende función sin factorescuadrados,esdecir,1 = fi 12 Ir, donde EJ
cada. f~ esun elementoirreducibleen C{x. y)> Las curvas6 : = O son la.s componentes
irreduciblesó ramasde O en el origen. Sea. 4

f (z,y) = fd(x, y) + ... términosde gradomayor que d

el desarrolloen seriede potenciasde 1 en un entornodel origen U donde1 converge.Se EJ
tiene que

r

d = inulto(O) = ~multo(O
1) EJ

Por el lemade Hensel.ver [B—K]pág. 334. se sabeque, si f esirreducible,su forma mnmcmal
es lifitencia <le una forma lineal, i.e. fa(x,y) = (ax + by)d. La recta.ax + by = O es la ie~ ta EJ
tangentea. O en el origen. Si f no es irreducible. las recta.stangemítes(le cada.rama~on
las rectastangentesa O en el origen. aSea 1~ : a1x + b1y = O la recta tangentede C~. Se pue<le suponer<íxíe todos los a, somidistintos de cero, de modo que sedefine cv1 := b1/a1. Así, las ramasde (O,0) sepueden

agruparsegúntengan,ó no, la misma tangente.Sea 1,,, el conjumíto<le enterosí, 1 < <

_ EJtal que a~ = w. De estemodo, (O, O) admiteuna. descomposiciónO = Li0,., u •

domíde cada(germende) curva. esunión de ramasirreduciblesO, <le O que ti
mismarecta. tangente. EJ
1.2.1. Definición. A estasconipomientesLi0, selas llama componentestanqcnewlrs (le

a ir (C
2 E) (C2, O) la transformacióncuadrática.de (C2, 0) con cemítro cl origen E a’

el divisor excepcionalde ir. Sea.O la transformnadaestrictamedianteir de 0.

1.2.2. Lenta. Cada una de las componentestangencialesda un punto de inter
(leí divisor excepcional E con 0.

Demostración: CadacomponentetamigencialLia tiene por ecuacion EJ
F,~(x,y) = f~ f~(x.y) = o

-~ Para.cada. i e 4,, la forma inicial de A es (z + awy)kí, por tanto se tiene que la toimna
inicial de F~ es(z + awy)sw,es decir, EJ
(1.2) Mx, y) = (x + a,,y)kí + fi.k~+1(X, y) +

EJ
(1.3) ~ zi) = Gr + awy)sw + .Fb ~~±d’~y) +

EJk

(1.4) f(x,y) = [JF~~(x,y)

u’
ji



1.2. Singularidadesaisladas 13

ParaestudiarE fl O bastaelegir la carta donde la aplicaciónir estádadapor <u, y) =

(uy,y). Sea.~ la transformadaestrictade una función analíticacualquierag e C{x, y},

le. se toma q o ir y se divide por la mnayor potenciade y. Las transformadasestrictasde
las funcionesanalíticas(1.2),(1.3)y (1.4) son

f~(u, y) = (u + aw)k~ + yf~±> (u, 1) +...

(1.5) É~(u,y) = (‘a + aw)sw + yE~~+i (u, 1) +

k
(1.6) .f(u,y) = flÉ~~(n,y)

Paracadaí e 4,, fi y E,,, son elementosde C{u + a,> y}. Denotamosigualmuentepor
6 y Li~ los gérmenesde curvasque pasanpor el punto ½= (—a,,,,O), definidas por
las ecuacionesf~(u,y) = O y E,,}u,y) = O. Paraterminarla demnostracióndel lema basta
observarque la transforma<laestrictaO de O es

k ___

O=UD~
i=l

E

Al ver las funcionesanalíticas(1.5) y (1.6), setiene que

k
(1.7) (C, E) = >3(DW~, E)p~ = d = multo(O).

i= 1

Por el Teoremade Preparaciónde Weierstrass,ver porejemplo [B-K] pág. 338, cualquier
germende curvaplana(0,0), tal que la rectay = O no sea componentede (0,0), es el
conjuntode cerosde un polinomiode Weierstrass

P(x,y) = ‘i< + aí(yÁt’ + .. . + ad(y).

Si la curva (O, O) no tiene componentesmúltiples, el polinomio P tampocolas tiene. A
partir de ahoravamosa suponerque el germenessingular,en particulard es mayorque
uno.

1.2.3. Proposición. Sea (YO) el germende curoa píana definido por = O. En las
condicionesanterioresse tiene que

(O, Y)0 = j4O,O) + (L, O)~ — 1

dondeL denotael eje coordenadoy = O y ¡40,0) el númerode Miluor de la singularidad
(0,0).
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Demostración: Sea. Y = r> Y1 + ... + r8Y~ la. descomposiciónde Y en compolientes
irreducibles. Sea e = (e1, e2) : (1,0) —* (Y,O) una parametrizaciónde Puiseux de la EJrama3~. dondeTes un entornoabiertoconexodel origenen C, concoordenada,t. Poí la
definición de númerode intersección,se tiene que (O, Ito = ordt(P oc). Además,

8(Poc) = ~ EJ
ComoY es umia componentede Y entonces(~) o e O. De estemodo, EJ

orddP o e) = ordd
0~~_O_e)) + 1 = OPordt(— oc) + ordt(e~,(t)) + 1

¿it ¿Ip
= ordd$4oc) + ordt(y o e>.

Op
Como d > 1, la recta y = O mío es una componemitede Y. De este modo, la igualdad EJ
anterior,en función de los númerosde intersección,da la identidad

(O, Y)
0 = (Z, Ito + (L, Ito,

donde Z esel germen = O. Multiplicando por los r, y haciendola. sumna.. sC Ol)tiCli((O, 1’)o = (Z, Y)0 + (L, Y)0. EJ
Tal y como estándefinidoslos gérmenesO,Y y L se tiene que J

(L, Y)o = d — 1 = (L, O)~ — 1.

La definición del númerode Milnor. ;¿(O, O) = (Y, Z)0, haceque se puedaconcluir la EJdeniostración U

EJ
Sea ir : (C

2.E) (C2, O) la transformacióncuadráticade (C2, O) concentro cl origen. Se
necesitará~la. siguientepropiedadde los númerosde intersecciónde curvasplanas. í~’ EJhechovaleparacurvassobresuperficiesno singulares.La demnostraciónsepmie<le encontíam
por ejemplo en [B-KJ pág. 518.

1.2.4. Lema. Fórmula de Noether. Scan (0,0) y (Li, O) dos gérmenes de curvas planos EJ
definidas en un entorno conexoU del origen de C>, de modo que, O fl Li = {OJ. SeanO
y Li las transformadas estrictas de O y Li mediante ir. Entonces EJ

(O, D)o = >3 (6,D)~ + multo(O)multo(Li).
EC’OD EJ1.2.5. Proposición. Si (0,0) E (C2, O) es un germen de curva plana con singulandad

aislada en el origen y ir (C2, E) — (C2, O) la transformación cuadrática de centro el
origen, entonces se tiene que EJ

k

¡¿(0,0) = d(d— 1) +~p(C,t) — (k 1) EJ

ji



1.2. Singularidadesaisladas 15

donde O es la transformada estricta de O, t ,...,~ son los k puntos de CInE y d es la
multiplicidad de O en O

Demostración: Se puedesuponerque, en un entornoU del origen,O estádadacomo el
germende cerosde un polinomio de Weierstrass

PQr,y) = uY’ + aí(y)xdI +... + ad(y).

Además,sin niás que hacerun camubiode coordenadasque afectea la coordenaday, se
puedesuponertambiénque la rectay = O no es tangentea (0,0), por lo que si L es el
germende rectadefinido por y = O,

(1.8) multo(O)= (O, L)0 = d.

Al realizarla transformacióncuadrática,paraestudiarE In O bastaelegir la cartadonde
la~ aplicaciónir estádadapor <uy1) = (uym,yjj. En estasituaciónsetiene que

3~5 ¿j
(1.9) ¿Ix Du

Seade nuevo Y el germuende curvaplanadefinido por = O. La transformada.estricta
Y de Y vienedadaen estacartapor la función analítica(1.9). El divisor excepcionalE
tiene ecuaciónenestacarta {i¡i = O}. Por la fórmulade Noether,

(1.10) (0, Y)0 = d4d — 1) + >3(6,Y)~,
P

dondela últimna sumasehaceen todos los puntosP de intersecciónde C y Y. Cuando
U es suficientementepequeño,como (O, O) tiene singularidad aislada,todos los puntos
de la intersecciónO In Y estáncontenidosen O nY In E ya que O flY In U = {O}. Sean
re1,. .. , x~, estospuntosde intersección.
Usando(1.8), (1.9), (1.10) y la Proposiciónde 1.2.3, seobtiene

¡40,0) = (O,Y)0—(O,L)0H-1

— d(d—1)+Z(C,Yh<—(O,L)0+1
1=1

k
= d(d— 1) +>3Ql(C,xi) + (y~ = ~ —1)— (O,L)o + 1

i= 1

k

= d(d— 1)+>3ídC,t)+d—k—d+1.
i= 1

En la última igualdadse ha aplicadola igualdadde (1.7), i.e. d = multo(O) = (6, E) =

= O, C»~. E
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1.2.6. Observación. La funciónanalíticaf quedefineel germende curva.(0,0)verifica,
enun entornosuficientememitepequeñodel origen, lascondicionesdel teoremade fibración
de Miluor. La fórmula de la proposiciónanterior tiene un análogoen fumíción de la carac-
terísticade Buler-Poincaréde la fibra de Milnor E de la singularidad(leí germen(0.0).
Como la singularidaddel germen(O, O) esaislada,la característica.de Euler-Poincaréde
F esigual a 1 — ¡¿(0,0). SeaE, la fibra de Milnor asociadaa la singularidadaisladadel
germende curva plana (0, t). De igual muodo, la característicade Euler-Poiíícarédc E,
esigual a 1 — ¡40, t). Así, la~ proposiciónanteriorda la siguienteigualdad:

k
(1.11) x(E) = >3 x(F~) — d(d — 1).

i= 1

1.2.7. Corolario. Cori las notacionesanteriores,si d = multo(O), entonces

¡40,0) > ¡40, t) para todo í = 1, ... , k.

Demostración: Siempre
singulary

se tiene que d > Ji: > 1 ya. que (0,0) tiemie un único pumíto

k
d = multo(O) > >3 m.ui4 (O) =k.

i=I

Por taímto

= ¡¿(0, t) — 1 + d(d — 1) + >3Q¡(C. &?~) — 1)

1

1 + d(d — 1) — k + 1

teoremnade resoluciónde gérmuenesde curvas
sobreel númerode Milnor <le la simígularidad.

1.2.8. Teorema. Las sinqularidades de eualquier curva sobre una superficie lisa se
puedenresolver medianteun numerofinito de transformacionescuadráticas.

1.2.9. Observación. Emí particular, esteteorema garantiza. que despimés de un número
finito de transformacionescuadráticaslas transformadasestrictasde las componentes
irreducibles6 de O no se intersecan.

1.2.10. Teorema. Resolución Sumergida. Cada singularidadde cuita plana sepuede
resolver mediante un númerofinito de transformacionescuadráticascon centrospuntos
de modo que la preirnagenestricta de la curva tengacrucesnormales.

Demostración: Se puedeobtenerla resoluciónsumergida.a partir <le la resolución(leí
teoremnaanteriorsin másque darsecuentaque:

EJ
EJ
EJ
EJ
EJ
a’

EJ
EJ

¡¿(0, 0) — 1

EJ
EJ

= ¡4C,t) —

= g(O4j) —

Con estecorolario sepuededeníostrarel
planas,sin másque aplicaruna inducción

EJ
EJ
EJ
EJ
EJ
EJ
EJ
u’

EJ
EJ
si
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1. El lugar donde no hay cruzamientonormalestáformado por un númerofinito de
pumitos.

2. En cadauno de estosplintos dondeno se tengacruzamientonormalesequivalente
a un germende curvasingularcon númerode Milnor mayor o igual que tres,por lo
que sepuederepetir el procesode resolucióndel teoremaanterior paraestanueva
curva.

E

1.2.11. Lema. Sean(0,0) y (Li, O) dosgérmenesde curva plana, reducidos, sin com-
ponentesirreducibles en eomún. Entonces,

¡±(C+ Li, O) — ¡40,0) + ¡í(Li, O) + 2(0,Li)0 — 1,

donde(O + Li, O) es el germende curva plana definido como la unión de los gérmenes
(0,0) y (Li,O).

Demostración: Se puedesuponerque (0, 0) y (Li, O) estándados.en un entornoU del
origen,como los gérmenesde cerosde sendospolinomiosde Weierstrass

Pi(x,y) = red + aí(y)xdl + .. . + a<4y),

P2(x,y)=zS+am(y)xS
1+...±as(y).

En estecaso,el germen(O+Li, O) estádefinidoporel polinomio de WeierstrassP obtenido
al multiplicar P

1 por P2, i.e. P = P1P2.SeanY Y1 e Y2 los gérmenesde curvasdefinidos
por los cerosde ~ =0, %‘ =0 y = O.

Primeroprobemosque

(1.12) (0 + Li, Y)0 (O, Y1)0 + (Li, Y2)0 ±2(0,Li)0

En efecto,por la aditividad de la multiplicidad de intersecciómí,se tiene que

(0 + Li, Y)0 = (O, Y)0 + (Li, Y)0.

Porotro lado,derivando
¿IP OP1 ¿IP2

- •1~2+1->1~
¿Ix Dx ¿Ir

De estemodo, por laspropiedadesde la multiplicidad de intersección,

(O,Y)0 = (O P2+P1
‘¿Ix

— (C,Y1)0-i-(C,Li)0

Comola multiplicidad de intersección(Li, Y)0 tambiénes igual a (Li, Y2)0 -<O, Li)0, queda
demostradala identidad(1.12).
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J
Sea.L cl germuen(le curvaque tienepor ecuacióny = O. La Proposiciónde 1.2.3 estabk
que el número<le Mihíer del germemí(O + Li, O) verifica la siguiemíte.ígiíalda<l. u’

¡¿(O + Li, O) = (C + Li, Y)0 — (L. O + Li)0 + 1.

Sustituvemidola. expresiómíde (1.12) en la amíteriorigual<la<l se tiene que EJ
¡gO + Li, O) = (O. Y1 )~ + (D. Y»í> + 2(0,Li)0 — (L. O + Li)0 + 1.

u escribiendo(O, I’~ ><>. mes¡wctivammmente(Li. I~, >o, cii híiício.¡¡ dc los u umeros<¡e A lib
(E’. O). respee.dc (Li, O). setiene la fórmula, buscada.. u’

;40 + Li, O) = p(C O) + (L. 0)~ — 1 + ,¿W. O)

+(L. Li)0— 1 ±2(O.D)—(L.O+Dt±1 EJ
= ¡¡(O. O) + ¡¿(D. O) + 2(0, D)<> — 1

EJ
1.2.12. 0 hservacíon. El resímíta do anterior aph C8 (1<) a un gen miel> de <it mi re lii •i ib

(O. (1) que R Ii ni te 11118 des<omil posición O = 01 ± . . . + C~ 110 1> eces=mrin mímemíte cmi <<>1>1¡h1— Ni
míciítes irre Imicibles, nos <lii la sigtiicmite relacion.

1-1 a
(¡.13) ¡¡(0.0) = 7p(01, O) + 2 >3 (0,. C~)~ — (í — 1). EJ

u E, lii Iii w~ í. de Nl i limor ¿iS<>cia(la a. la simígí lari< 18(1 aislada (del genmíen) (le cii Yvi

O). 0>1>mo la c~ua tenística (le E míler—Poinearé de E, es igmía1 a 1 — ¡ ¿. (e O) la igl> EJ
(1.13) esequivalentea:

r
(1.14) <E) = 2 >3 (0,. C¿o + >Z <E1). EJ

ii3<j

El l)rol)ósito <le la. proximna secciómí es demostrarla relación (1.14) cmi el caso en <¡tu EJgermen(O. O) no temiga simígulanidadaisla<la.

1.3 Característica de Euler-Poincaré (compleja) de la EJ
fibra de Milnor

Sea f : (02. 0) —~ (0.0) un germende funciónanalítica. Se puedever f conmo tui eleunmito u’
del <lominio <le factorizacionuníca C{x, y}. Sea f = .1?’ .. f7’ la. factorizaciónde f cii
factoresirreducibles. Sea. (O, O). resp. (Ci, O), el germen<le curva. plana.definido 1)01 la EJ
ecuación•f = O. rcsp. h = O. Supongamosa lo largo (le toda la. secciónque existealgun

Qi >1. J

u’
Ni
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Seae > O suficientementepequeñoy seaS~ la 3-esferade radio e. El germendecurva
O define el multienlaceL := f~’(O) n 8% Sea : S~ \ L —* S~ la fibración de Milnor y
seaE la fibra de Milnor.
Schrauwen,[Schrauwen},expresala característicade Euler-Poincaréde 1’ en función de
los puntoscríticos de deformacionesadecuadasde f. A’Campo, [A’Campo], y D. Bisen-
bud y W. Neumann,[E-N], usandométodosbastantediferentes,han calculadomuchos
invariantestopológicosde E, en función degrafosasociadosal germen(0,0).

En estamemoriasólo estamosinteresadosen un invariantetopológico de E : la car-
acterísticade Enler-Poincaré(compleja) de E. El cálculo de la característicade Euler-
Poincaréde E estábasadoen la fórmula de NACampo, [ACampo] Théorénie1, y en
las propiedadesde los númerosde intersección.La razónpor la cual se calculala car-
acterísticade Euler-Poincarécomplejaes precisamentepor que se usa el resultadode
ACampo.

SeaU un entornodel origen O E C2 donde f converge. Seaa : Y —* U la trans-
formación cuadraticade U con centro el origen. La idea es dar un teorema,Teorema
de 1.3.5, que relacionela característicade Buler-Poincaréde E con las características
de Buler-Poincaréde las fibras de Milnor E~ de la función analíticaf o a en los puntos
infinitamentepróximosque aparecenen Y Paraello se comparanlos grafosdualesde f y
de foa. El Teoreniade 1.3.9 nosdauna fórmula parala característicade Buler-Poincaré
de F sin necesidadde construirel grafo de resoluciónde f, ó de (O, O)

fr—í 2’ 1— (Of, Oj)o (q~ + qj) — (qí + ... + q~) + >32=1

En los Corolariosde 1.3.10 y de 1.3.12 se obtiene la mismafórmula pero sin exigir que
la descomposiciónde f seaen componentesirreducibles. Bastaencontraruna descom-
posición “adecuada” de f. Esteúltimo resultadohaceque la fórmula amiterior tengasu
interésdesdeel punto de vistacomputacional,ver el Comentariode 1.3.13.
Preliminares.Primerode todo,recordemosmásdefinicionesy resultadossobregérmuenes
decurvas(O, O) contenidosenun germende superficielisa, ver [B-K] pág. 370-575.[DB-M]
y [A’Campoj.
Seair : X —* U unasucesiómíde transformacionescuadráticassobreU tal que,paracada
punto del divisor excepcional4 := ir1 (O), el divisor E := ..r*(C) tenga cruzamiento
normal.
SeaO la transformadaestrictade O medianteir. Sea E

1 unacomponenteirredmicible del
divisor 8~.

1.3.1. Definiciones. Una curvilla de E1 esun germende curvaliso B.1 sobreX el cual
intersecaa E1 trmsversalmenteen un punto liso de 4 \ (4 In 6). La multiplicidad mp1
de E1 es el orden de f o ir sobre B1. Evidentemente,la multiplicidad mp1 no depende
de B~. Por las propiedadesde la multiplicidad de intersecciónse tiene que si E~ y Li1 se
intersecanen re1 entonces

mg1 = (E1,

Estapropiedadpermitecalcularmp1 como la multiplicidad de intersección en el origen
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entrelos gérmenes<le curvasO y w(B,). a’
(Cwir(B,))o = >3 (tLB,)p = (E,.BJX,. a’

PESflBi

1.3.2. Observacion. La. mnultiplicida<l 1~E~ esunafunciónlimical de laspotemicíasq>... a’de lascomponentesirreduciblesO~ de O. La observación~‘ííelve S~I 11118. (‘01150—cííeíieia(le las propiedades<le los ííúmerosde interseccionva que

= (O. w(B
1)) = (O~ + . . . + O~t, w(B1))0 = 1a (Ca, w(B¡)4 . a’

a’<lidio
asociadoa O y a ir. ~ ecordemimosla construcción(leí grafo dual. Los verticesde O(O. w) a’
estaxícii l)ivecciómi comí las coííipomíentesirreduciblesE, de ~± . Así, a. c:acla vértice u dc
(7(0. ir) le correspondeiiim íznwa coní~>onentcírrcdízcilflc E,, dc ¿4. Dos ~Tltitt5 ci y b
estamí ni midos por u mía.~ii’• si y solo si E,, imitersecacon .E~. A ea<la vérticea, le añndiníos a’
í~ flcc has. sieimdo 4 cl iiimner< m <le componentesirreducililes de O (~iíe íterse<~um a E,,

da. vertlee (1 lleva. ~í lenias. liii ) wso: la ínult iplic’iclznl fl ?p de E~ . De igima.l íim ocIo, ( 0111<)

a’las Ha lías<leí grafo di ial cstami en 1 uveccion comí las comni)omleultes mrrednc bIes <le O. ada
ucd 1=>1 lleva pesoq, , el iuiiier< m <le \‘c<’cs que aparecela comímímmmci¡te irra lii 1ble O, en O.
Fi ualínente, recordarque 1)818 miii vertice a del grafo clima1 se II; miman vecinosdc a todos a’los extreimíos de las aristasy u t wau a u y todaslas flecí ía 5 qííe l aíten <le 1 vertí e u Sea
y ((1) cl coiij unto cíe imidices 1> tul que b es un vecimín <le a.

1.3.3. Observación. Sen 11(0(0.w)) e] conjunto dc vértices dc] grato dual 0(0. w) a’
P. Dii Bois aud Fi ?‘iielíel. ver [liB—=1]Proposition 1.6, líau leí in )strado qí¡e ni cada
vértice u e 11(0(0, w)) la miii ti1flieidad O¿E0 cli~’ide a Z¡~~(,,)

1~’<b a’
Cmiamu lo CC, O) esumí germnemí le ciírv=mplana reduei<lo. el gí-afo dimí eoi icuíc co>> el gíalo
dii al del grafo usual cíe la rescdi miomí. ver [B—1<] pág. 509, ó con el árbol le la. lesi igulaí —

izaemómí que usaií P. Dii Bois y E. Alicímel. ver por ejemplo [DB—M]. a’
1.3.4. Observación. El gr~ífodual0(0. ir) y el grafodualO(O,ca.ir) asociadonl germííemí
cíe curva reducido0rú,í = 01 + + 0r sólo sediferencianen los ])C5()5 de los vértices a’
cii los l)C505 de las flechas(lime en este último casosom todos igualesa. mino.

La característica de Euler—Poíncare. Sea a : Y : U la transformacióíícuadrática a’
<leí al)ierto U con centroel origen. Sc denotaporE

0 al divisor excepciommnlde a y por C la
transformadaestrictade O iiiedianteu. Sea¿u. = m1q> + ... +m~q~ la muiimlti¡ilicu lad deO en

a’el origen,dondecadam1 esla. iniiltil)Iicida<l de C~ en el origemí. Entonces<0(0) = C+ín L~.
SeanP1 . el conjunto de puntos de Y en los cuales intersecan O y el <livisor

excepcionalE<~. Cada ¡mo <le cstos pumítos ~ estáen bivecciomí con cina. componemíte a’tamigemicialde (0,0), ó dc (O.Cd. O). ver el Lema dc 1.2.2. Para.cadauno de estosplintos
Pj.seeligen coordenadascomplejaslocales sobreY y una bola de radio suficientemente

])CQlieflO UJ~ centradaen .P1 de modo que: a’

a’
a’
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1. En cadabola (Ji severifique el Teoremade Fibraciónde Milnor.

2. Las bolas U’ sondisjuntasdosa dos.

SeaEj la fibra de Milnor de O en el punto P~. El siguienteresultadorelacionala carac-
terísticade Euler-Poincaréde la fibra de Milnor E y la característicade Euler-Poincare
de las fibras de Milnor F~.

1.3.5. Teorema. Con las condicionesanteriores,la característicade Enler-Poincaréde
la. fibra de Milnor E satisfacela igualdad

8

x(F) = —(q1m1 + .. . + q2’m2’) . (mí + + m2’ — 1) + Zx(Fui).
j=1

Liemostración: Paratodo j E {1,.. . , s}, sea lo : —- U’ la sucesiónde transforma-
cionescuadráticascon centrosenpuntos infinitamentepróximosde P1 tal que X1 es un
espacioanalíticoy la aplicaciónanalítica~r1 X,~ —* U» verifica:

(i) iriIxj..~r7I(Pj) : X, — ir» (¾)—> U» — {P~} es una aplicación biholomorfa.

(u) El divisor excepcionalA1 := imj’ (1%) esuna uniónde curvasLi~ isomorfasa IP’ que
se cortandosa dos transversalmente.

(iii) SeaO’ = Ci’ +. . . +O~ el germende O en Pp El divisor ir(0
1) esigual a ..4

1ú Ci,

dondeCi = O” U. . . U 03k esunaunión disjuntadecurvaslisas que intersecancon
A1 transversalmente.C~. respectivamenteO”, es la transformadaestrictade ~
respec.de ~ y cadaoj~ intersecaa A3 en en un único punto.

(iv) Si sedenotatambiénpor E0 al divisor ir1
tm(E

0), entoncesO no intersecaa E0.

La existenciade X~ y de ir1 comí las propiedades(i), (u) y (iii) se sigue de la resolución
sumergidadel germen de curva (Oged,P1), donde(0

4d,P
1) esel germende curvadefinido

por la función analítica (fi . . . f,.) o u en un entorno W de P1. La condiciómi (iv) se
obtiemíede una resoluciónsumergidasinmásque realizartransformuacionescuadráticasen
los puntos de intersecciónde 01 y E0.

Sea u1 la composiciónde u,... ,ir8. No importa el orden en que serealice la com-
posición ya que los (Ji son dos a dos disjuntos. SeaX la superficie analíticalisa que
se obtienede Y reemplazandolos abiertos (Ji por los correspondientesX Así X1’
(aouí<’(U), y seair := uou1.Porla construcciónseverifican las siguientespropiedades:

(a) irIx~,r—1(o> : x — ic’(O) > U {o} esuna aplicaciónbiholomorfa.

(b) El divisor excepcional¿4 := ic’(O) estina uniónde curvasE1 isomorfasa IP’ quese
cortandosa dos transversahnente.

(e) El divisor ¿ := lr*(O) es igual a ¿4 u 6, donde 6 = O~ u ... u C~ es una unión
disjuntadecurvaslisas queintersecancon 8+ transversahnente.O, respectivamente

6, esla transformadaestrictade O, respee.de 6, y cada6 intersecaa ~± en en
un único puinto.

(d) Si sc denotatambiénpor E0 al divisor irí(Eo), entoncesO no intersecaa E0.
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por A el conjunto de divisoresexcepcionales Ni
$ tiA= UA1U{Eo}.

j=i

Sea taimíbién Y el coikjuinto de los (livisores <leí <lívísor excepcional8+. Coímío las aplica— EJcionesirj sc la.nobtenidomediantetransformacionescua.<lráticascomm centroscmi los puntos
infiuiitaimmente próxímnos(10 1% en Y. se puedeestableceruna bivección CIi:

A ~
Li’ -. ff4

II EJEí —

dond(= l( >5 < livisores E;~ y Df ,ij >aiccci> al realizarla trausformnacm<ni cima Irática. <leí uulismno

EJí~miit iiilmnit.ainente próximo <le P,.
j e fi . s} , la condición (¿1) asegura (lime Cxisttm iii> ilí ¡i( O Df> en A1 1

E’ — 4
(M)IlesI)< )> i< ¡ ieiíte — > ( .D~) corta.cmi 1>>> <inico puimíto a. E0. EJ
1.3.6. Lema. SeaDf vsi curra excepcionalde lo » sea Ef — «>(Df). Deno (cm
nl,)! la. níaítíphcidadde Df por n1,< la muitzplie¡dadcíe Ef. Entoncessere¡t/iea u’

1 It y’ = ~ ¡>.> + ¿u <> rl
‘1

dondet>~u Sf210 iít>eridt (1(21 nnineíy> tic t?t!fl9/Ñ?h/¿tit?fl?tCS t:nadiwtiras netcsaivaspo< 4
apa.! u z~:a ci div~sor cxcep<iional E;!.

L»‘nwst.íario u: El le>¡¡a es una (OmisecíIciucia de la. (lefíiiicioli (le las mmmiii tipí i i U e. 5 EJiii u ci irvílin (le E;~ es decires tui gernien<le ci irva lisa ci> A qí¡e iiítcrsccaií E!
mi>> itt> 1 JIto p dc z~íodo transversa]. Así. se pi mcd e ver Df onw ¡ u>. curvilin de D~ P
ti mito. 1 i>ultiplici(lad ¡u . respectívaniemutem1>, , es la. multíj >lie u Ia(1 de immtcrs<=( ti EJ

irigemí resil. el pumnto P~ entre las curvasO x’ ir<=1 t . (=11 .‘ 2 resp. emitir bis ci íiv~ 15 0’ ~•

w1(B/). l~i fc5rmn~ml (1(~ Noetímer. ver 1.2.4. EJ

= (0.7dB;!)) — É(a*(ctujw(BLÚ)¡,.j=m EJ
Obsérveseque& (ir ( B7)) es igual a a1 ( Bf ) y esteulítímno gerímíemíde curva,es igual a lo (Ef). u’Es mmu~s. el plinto fl es el único pinito cmi la imitersecciónY 2 E1> 11 a> (Y;?). obt.emiieimdosc

mt = (O + mE0.am(Bf))n = (O. ir1(Bf))~. + nt~ (E0, ai u’
= (O’, w~(Bf))¡~ + ¿u . (E0.a1

= 7%~ + .‘7~ (E0. a (Bfl),% EJ
Si se(lcfmnc Gv como la. multiplicidad cíe imftersecciónen P~ entrelas curvasE~ ai(Bf).

entomicesa~ sólo (lellendedel a>. es ¿lecir. <leí numero(le transformacionescuiadratícas EJ

u’
ej
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necesariasparaque aparezcael divisor El. En particular, no depende de las potencias
q1,. . . , q2’, de las componentesirreduciblesde O. U

1.3.7. Lema. Para cada j e {1,... , s}, sea Dl una curva excepcional de ir1 y sea

EI—4(Lil). Denotemosa E1 \ (u1r1 E1 U 6) por Él, y a Dl \ (u1~1 Li7 u~)po~ ~i.
1. Si Li no es la curva excepcionalLi¿, entoncesla característica de Enler-Poincaré

x(ÉI) esigual a la característicade Enler-Poincaréx(Li1).
2. Para la curva excepcionalLi~, la característicade Euler-Poincaréx(É¿) es igual

x(É~) menosuno.

Demostración: La demostraciónesinmediatasin másque darsecuentaque la diferencia
entreÉl y tI esla interseccióndeEl con E0. Estaintersecciónesvacíasalvo que E? sea

en cuyo caso existeun único punto en la intersección.La siguiente figura ilustra el
lema. E

EJ Li~

SN’

Paraterminardedeniostrarel teoremavamosausarla fórmuladeACampo,ver [A’Carnpo]
Théorémne1. A’Ca.mpo demuestraque, si en cadapunto de 8±el divisor ¿ = O +

z:~> mg, E1 tiene cruzamientomormal, entonces
21

x(E) = >3mEÍ

1=1

donde Ei :=E1\(U.jp E1u 6).
La aplicación ir, respee.ir1, se ha construidodemodo queel divisor 8, resp. A1, tenga

cruzamientonormal. Paracadaj e {1 , 4,setienenlos grafosdualesF~ := 0(0, ir),
y el grafo dual F~ := 0(0, ir). Entoncespor la fórmula de ACampo

x(F)—Zx(F?j)= E mp]>,
1=1

E
beV(14)

Li¿ Li¿
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Usandola biveccióuí4’ cutrelos conjuntosdecurvasexceícionalesseobtiene

— m.y(Éo)+>3>3
j=I ,~0

+ E (m~,» . x(Ég)

j=i

Por los Lemasde 1.3.6 y (le 1.3.7 se ticíme que

x(E) — E xCF~)
:1=>

+
3

(unj.’i.X (Éfl

Tít DIX

— uny’ xCb~).

y(F) — >1 x(f’~) = un A + >3 ¿u

3=>

It umide A: esel sigíuiemitt’ e>¡tero. guíe mio lc~ uei><Ie dc las )ote>icias q, , . . .

muemites í rucíl1 íci lles cíe O.

r
k x(Ee)+ E <>E¿

‘=> L
(x (Ég)

dc las <to>i¡i>o— u’
u’

- i) + >3nJÑ

Porotro lacio. sea.o el vertice(le F~ correspon(liemitea E0. Los veci¡¡osdc o secorrespo¡¡t1cm>
comí los tíivisorcs E¿>. y E {1 s]> que sonlos ulmilcos queintersecanE<>. Así. (Iesl)umes<le
la. Obsem’vacióm¡dc 1.3.3. la. >>iultil)1ici~lad <le E<>. que esm, divide a

>3
Tii~a = >3 (m0~

1=1 j=i

or lo cpme ¿u. ti i vide a 2~ > U
O

De estem>í<}clo, ara cadaca’> , <lebe existir uun emítero 1 (qm ,....q2’ ) qu>e c=mmprincil Ho
<lepenclede q> . . tal <uit

(1.16) >1
11>D~ (q> ...Gr) = (un>qm + ... + iflrQr) . ¡i(qm .

3=>

Obsérvesequecada~“‘D’ depende(le qm El propósitodelsiguientelema,es<leniostrar

guíe IL 110 (lepcm>(le (le q>

1.3.8. Lema. Sean.mp y XI; <‘los [unciones lineales

—* R: (qí. , q,~) —~ ní>q¡ + ~ + m~q~

u’
u’

x(F) - >3x(fl)
.1=>

u’
u’

= x’(~0) +11>1”> <> E?~ (Df)

3=> 2#tI

u’
u’

Por tanto.

(1.15)

u’
u’
u’

u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
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tales que (mi,... ,m2’) y (A1 ~....k) pertenecena N”\{O} y para cadar-upla (qi,.. .

de númerosnaturales, el entero 48(q1, . . . , q,.) divide a mp(qu, . . . , qú. Entoncesexisteuna
constanteh e Z \ {O} tal quepara cada (qí, ... , q,) E N

2’ \ {O} se tiene que

Liemostración: SeaHel hiperpíanode R” definidopor la ecuaciónrn>q¡+~ . ~+m
2’q2’ = O.

Sea ji. la función
R

2’\H —y R

Como h es el cocientede dos funciones lineales,Ji. es continuaen su dominio RV \ H.
Denotemospor R±el conjuntode los númerosrealesmayoresque cero. Probemosque
la fumición It es constantesobre(R±)r\ H. Paraello essuficienteprobarque esconstante
sobre(Q+)r \ H ya que luego extendemosa todo (R+)r \ H sin másque usarla densidad
de (Q+)2’ y la continuidad de It.
Sea(qí,.. , q~) e (Q+)r \ H, unar—upladenúmerosracionalespositivos. Seaq

1 =

donde a1 y b1 son númerosnaturales.Sean el producto bu . . br, entonces

It (am a2’> 4’(~’,... ,~) _ n’IJ(~’,... ,~

)

KF’’ ‘bÁ = y(~i,... , ~) nmp(~”,...

Seau1 el producton a1/b1 e N. Usandola linealidadde 4J y de mp, se tieneque

íi.(~!,... E:) = Zv 2$~
ya que. por hipótesis, si (y.1, . . . , n2’) esuna r—upla de númerosnaturales,XIJ(n1, . . . , u,.)
divide a mp(ni,. . . nr). Por tanto, por la continuidad de It, para cualquier (qí, ... , q.) e
(R+)r \ H se tiene que It(q1,... , q~) E Z. En particular, la función It debe ser constante
sobre cada componente conexa de (R+Y \ H. Finalmente, el conjunto (R±)r\ {O} está
contenido en una componente conexa de R

2’ \ H ya que los q
1 y los m1 son números natu-

rales. De este modo It es constante sobre (R±)r \ {O}. E

La suma LÁ mDi = Auqí + ‘~‘ + >‘rqr es una función lineal ya que por la Observación de
1.3.2 cadamultiplicidad ~ esunafunción lineal de...... , q2’. Porotro ladom = m>q1+

+ ‘ra~q,. es tambiénuna función limíeal. Ademáspor (1.16), Z—~ yI y ni satisfacen

las hipótesisdel Lema dc 1.3.8, lo que implica queexisteuna constanteIt e Z \ {O}, que
no dependede ..... . , q~, tal que

3

J=1
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u’
Esto quieredecirque (1.15) es equivalentea

(1.17) ,x’(E) EJ>1] x(17i) = ni ‘ (k + /0.
j=1

<leude ni = mmqi + ... + m
2’q~ y k + It no <leI)ende (le la.s l)otciicia.s, q¡ .. cjt, de la~, u’

comnpoiiemitesirreduciblesde O.

Paracalculark + It usamosel resultado(le la Observaciónde 1.11 cl cua.l permitecaíctilam u’
A: + It en el caso(le gérniemiesde curvasredimci<las.

Pata un. <jei’ri¿útt dc curva plano. reducida. i.e. cuando <‘JI = . . ‘ = (J,~ = l.,Se tUZil u’
— >3 ,YE1)= —(ni> + . . . + ¿u) . (un1 + + un2’ — 1).

3=>

u’De este»íodo el valor (le A’ + 1> es —(mn> + + ,¡t~ — 1). Siístitumvewlocm> (117) est x alem
sc termimnia.la denostracio>¡del la demostraciendel tec)re>¡ia

>c(E) — E ~‘(~) = —(q>uni + + q~u¡v) (un> + + m~ — 1).
1=> LI u’

EJ
U>ma c < )> secímeticia directa t leí teeremn~¡antemior es la geiien lizacío> ¡ (le (1 . l’1) =¡.l ~‘a
redi>ei(lo. u’
1.3.9. Teorema. La cc¿raeteu’zstu.eade Eulem’—Poi’n.eau’édc’ lo fibu’a de A’iíínou’ satisf

gui cute ¡gui. <‘¿1 <‘1 cicl — 1~ EJ
<E) = — >3 (O~. C~)<, ~ + q + (q¡ + ... + >‘n) — >3 qi ¡4O~. (1).

i=>Á.cj 1=1 EJ
Licmn.stración: Recordeimiosla siguientespropiedades,algumímascíe ellasya. vistas aquí dc
los rérnienes<le curvasplamia.s irreducibles,ver [B—K}Tlíeoreíím 13 pág. 518 y pag. 574 u’La imnultiplicidad de interseecionentre<los gérmenes<le curvasplanasirreduiciblesO> ‘. 02
distimítassatisfacela igualdad

(Cm, 02)0 =>3 ¿44 EJ
P

cIencie la. suuma.estátonia(la~cmi todos los pumuitesE infinitamimentepróximimos cíu.ue comparten u’
ambascuirvas, y ¡4. ¡4 som las multiplicidadesde las transformadasesrictas<le 0~ y 02

en esosl)uui>tes. u’
Por otro lado, el númerocíe Miluor de un germende curva, irreduciblesatisface

¡¿(0,0) = E vp(up—1),

u’
EJ
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dondela sumaestátomadaen todoslos puntos P infinitamentepróximosdel origen y Vp
esla multiplicidad de la transformadaestrictade O en esepunto.
Así, la fórmula que se quieredemostraren el teoremase puedeexpresarde la siguiente
manera:

x(E) = — [E k’~~4’) ~ — (qí +~+q
2’)+>3q,

=1 I/dp¡VpX)I>

dondelas suma.scon subíndiceP estántomadasen los correspondientespuntos infinita.-
mentepróximos de las curvasC~ y y» esla multiplicidad de la transformadaestrictade
6 en el punto P.

Demostremosel teoremapor inducciónsobreel númeror decomponentesirreducibles
de (0,0).

r=1. En estecasola ecuaciónque define(0,0) es de la forma f~, con f irreducible. Sea
(Cred,O) el germende curvadefinido por f. SeaE la fibra de Milnor aseciadaa fq
y E la fibra de Milnor asociadaa f. En estecaso,

x(F) = qx(P) = q(1 — tiCOred,O)).

Sea U un abierto del origen en C
2 donde1 converge. Parademostrarla anterior

igualdadseconsideraunaresoluciónsumergidair : X —* U de 0reá’ Sea8+ := iC> (O)
el divisor excepcionalde ir. Evidentemente,ir*(O) = ~*(q~

2’~4) = qw*(O2’~<¡). Es decir
la multiplicidad mE con queapareceunacurvaexcepcionalE en ir(O) es q vecesla

Emultiplicidad nired con ce E en el divisor ir~ (Cred). Así, usando la fórmulaque apare
de A’Campo, ver [A’Campo] Théoréme1, setieneque

x(E) = >3niEi . x(E1) = >3qm%x(É1)= qx(fl
r-1~ r. Supongamosque se ha demostrado la fórmula de teoremal para todo germen de

curva que tengaun númerode ramasmenorque r. Sea O = QmOI + ... + q2’O2’ y
sea, para cadai e {1,. .. , 4, ni1 = multo(O1). SeanLi1,. .. ,Li, las componentes
tangencialesde O, ó de

0red’ Puedenocurrir dos cosas:

(a) Si s > 1, i.e. existenal menosdoscomponentestangencialesdistintas, de niodo
que cada unade ellastieneun número de ramas menor que r. Ademássi ~ e Li

0
y O~ e Li0, con a ~ fi, entonces(Of, 01)0 = ni~nij. Si ahorasemira el primer

punto infinitamente próximo, esdecir el origen, se tiene la igualdad
r—1 2’

>7 m1rri.1(q1+q1)±>3q1m1(m1—1)= (qími+. . +q2’m4(mí+. .

1=1,1<i i=1

Aplicando el Teoremade 1.3.5, la demnostraciónde la fórmula se sigue por
hipótesis de inducción ya que las transformadas estrictas de las componentes
tangencialestienenun númerode ramasmenosquer.

(b) Supongamosque s = 1, esto quiere decir que en la primera transformación

cuadrática sólo hay un punto singular. Por la Observación de 1.2.9 despuésde
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a’
un númerofinito de transformacionescuadráticasla transformada.estrictade
O tiene al menosdoscomponentestamigenciales. Aplicando el Teorema.de 1.3.5 a’se finaliza la demostración.

LI a’
1.3.10. Corolario. Seaf = It~’ . . . /4~ una descomposiciónde f tal que:

1. OadaJi.1 esun germende función sin componentesmúltiples. a’
2. Para todo í, j E { 1, . . . r}, ¡ ~ j, los germenes~ y l~ no tzenen eompgnentes

íueeduczblesen comun. a’Sea(O. O) el conjunto de ceros <‘le f, y seaE la .fi Eno. de A’Iilnor. entonces
‘—1 7

VE) = — >3 (O~,C4> (q1+qj)+(qí +...+qr)—>3qí¡401.O). a’
i=i.i< 1=

Demostración: Para.cadaí E { 1 4, sea.f~> fl 1(1) una descomuposiciómícii factores a’irreducibles(le
1li~ SeaA

1 el germentIc curvadeflumidopor la ecliaciómílocal h¿~ = O, eiito>i(’es
A1 = Of.> + ... + ~ Usaíído la fórmula de (1.13) se tiemie que

¡¿(A1) = ¡4OQ + 2 >3 (Of,,,, Oim)o — (1(í) — 1)). a’
j=i

Dt=estemmmcclo el corolario es lilia commseciiemicía de las propiedades de la miiumltiplicidadc de a’
imit.erseccion. LI

1.3.11. Definición. [B-W—K] pág. 100. Sea1? un dominio de factorizació¡¡ úmmica. Un a’
elemnem>tc) b e fi sedice que es libre de cuadradossi p

2 no díví<le a b sicmmi¡)re que p E fi. sea
irreducible. Sea. O # b una no unidad <le fi.. Una descomposiciónlibre de cuaduado.s’dc b a’
es iuíía representacioi>de la. forma.

b = ub>b~b~ . . .1 a’
donde u E Pi es aria, unidad y Ji

1 ,...,b~. E 1? son libres de cuadradosy dos a. dosprimos
cutresi’ a’
Aplicamido cl Corolariode 1.3.10setiene que

1.3.12. Corolario. La fórmula de la característicade Euler-Poincai’étambién se ven-

a’fleo. aunqmn. sólo se conozcauna descomposiciónlibre <‘le cuadradosde .f
1.3.13. Comentario. Desde el punto <le vista. computacioiia.l, la fórniula. (leí corolario
anterior es bastanteútil. Primero, sea fi. un anillo computablede caracterítica.cero, a’
~ ~ ~fun polinomio en R[x, y]. Existe un algoritmo que calcula títia. tíescomposicion
libre de cuadradosde f en R[x, y]. ver [B-W-K], Proposition2.86, Corollary 2.92. Esta
es muía descomposición libre de cuadrados en R{x,y)> Despumés.se puedencalcular las a’
miiultil)licidades de intersección, y por tanto los números de N’Iilnor, usamído por ejemplo
el SINGULAR, [Singular]. a’

a’
a’



Capítulo 2

Cono tangente con singularidades

aisladas
Seaf : (Cn+l, O) —* (C, O) un germende función analíticay sea (11,0) el germende
hipersuperficiedefinido comoel lugar de los ceros de f, es decir (yo) : (fi(O)O) c
(Cn+>,O). Sea f = fd + fd+i + ... la descomposiciónde f en suma de componentes
homogéneas,estoes es un polinomio homogéneode grado s.
Sea Ji. un polinomnio hoinogéneoen C [zo,... , z~>,], a partir de ahoradenotaremospor
Z(li.) c IP” a la hipersuperficiede IP”, reducidao no, definida por los cerosde It.
Como (11,0) es un germen de hipersuperficie, el cono tangente de (11,0) en el origen
viene definido como el conjumnto de ceros en (Cn+í,O) de f<¡, (la forma homogéneano
nula de menor gradode f). Se identificará el cono tangente(le la hipersuperficie(11,0)
con el proyectivizadodel cono tangenteLi := Z(fd) c IP”. Por otro lado, por ser el
anillo O [zo,. .. , z,~] dominio de factorizaciónúnicay ser Id un elementohomogéneode
gradod; consideremosfd = . . . fQr la factorizaciónde fd como producto de polinomios
homogéneosirreducibles. De estemodo, el (proyectivizado del) comio tangente de Z emi O
esLi = qiOm +... + grO2’, con := Z(f1).

En estecapítuloseva a tratar con singularidadesaisladas(de gérmenes)de hipersu-
perficies (11,0) talesque su cono tangente(proyeetivizado)Li seauna hipersuperficiede
IP” con singularidadesaisladas. B. Teissier, [Teissier1] Prop. 2.7, ya demostróque en el
caso en que Li seauna hipersuperficieproyectivalisa de IP”, es decir,cuandoLi no tenga
ningún punto singular, el germen (11, 0) estopológicamenteequivalenteal cono definido
por fd O en (021±1,0).

La clave en el estudio de este tipo de singularidades va a estar en poder dar una
descripciónde los invariantespolares(e0,ni0). Estos invariantesrecogeninformnacióndel
comuportamientotopológicode la singularidad.El estudiode los invarimtesse haceen la

l)rimera seccióndel capítulo. Parasu definiciónes necesariointroducir la curva polar. Al
realizarel estudiode la curvapolar esdondeaparecela necesidadde imponerque Li sea
í.ina hipersuperficiecon singularidadesaisladas.Cuandoestoesasí, hemossido capaces
dedar unadescripcióndel conotangentede la curvapolar, que va a permitir por un lado,
dar una cota. del supremode los cocientes-~- Teoremade 2.1.16, y por otro dar una.
fórmulade tipo Noetherparael númerode Milnor de (y 0), Teoremade 2.1.19.



u’

30 2. Cono tangentecon singularidadesaisladas EJ
En la segundasecciónsedan condicionesnecesariasparaconstruir una deformación

que preservela mnultiplicidad y el númerode Milnor de la singularida.d(y o).
.4Seguidamenteusandolos resultadosde laprimerasecciónse da una.brevedemnostracion

de la fórmuladeYomdin y serecuerdanalgunosresultadosobtenidospor Luemigoy Melle,
[L-MJ,quevana darJugara la definiciónde las singularidadesbivalentes.Es deresaltarla EJ
aplicacióndela fórmuladeYomdin al casode curvasplanas.Dichaaplicaciónva a. permitir
en el próximo capítulo estudiarla secciómí planagenéricade algumíassingularidadesde
superficiesde (C3, O). EJ

En ]a última secciónsedefinenlas simígiílaridadesbivalentes.Hablandomal y j)ronto,
sonsingularidadesaisladasque vienendefinidaspor una función analítica,que lidie sólo
dos componenteshomogéneasno nulas, es decir f = Íd + fd+k’ Esencialmenteen esta EJ
seccióny en el próximocapítuloseestudiarámísólogérmenesde superficies(Y O) c (C3. O).
La. condiciónde que el cono tangemiteLi de la. superficietengasimígularidadesaisladascmi

EJIP2 implica que Li es una curva.planareducida. Estova. a. permitir hacerun estudiomnás
exacto(leí númerode Miluor de una singularidadbivalemite y de la. cota.del supremimo cíe
los cocientesde los invariantespolares. u’
2.1 Invariantes polares (eq,m~) u’
Sea ir : (Cn+l, E) —* (Cn+I , 0) la tramísfonmnacióncumadrática.de (Cfl±>.0) comí cemítro el
orige»;sea.(11, Li) la transformadaestricta.del germen(y O) quetienesi»gularidadaislada. EJ
y sea. E := ir’ (0) IP” el divisor excepcional. Si Li es lina. hipersíiperficiecíe IP” ccnm
singularidadesaisladas,en el Lema de 2.1.2 se muestraque J¡ sólo tiene singizlari 1
aisla(1a5. EJ

13. Teissier, [Teissier2], definió y estudió las propiedadesde los invariantes polares
(eq, m~) de un germimende hipersuperficie(11,0) c (Cn±J,O) con simígularidad aislada. El
prol)ósitode estasecciónesdar unacotaparael supremnode los cocientes{~‘). La cofa
esta.eíí función (leí supremode los númerosde Milmor de las singularidadesaisladas1 la
superficie11. El interésde estacotase basaen que el supremode los cociemites {5L} esta EJrelacionadocomí el ordende C0-suficienciadel germen(y O). Por lo que el amítor comioce
estos invariantessólo se han podido determinaren el caso de curvasplanaspor Merle,
[Merle] y en el casode las simigularidadesque verifiquen la coíídiciómí (*) de la. 1’ór>nu d EJ
Yomdimi por Luengoy Melle, [L-M], ver la tercerasecciómíde estecapítulo <le<licad¡
fórmula de Yomdin.

Una. consecuenciade estecálculo de los invariantespolareses tina relaciómí entreel EJ
númerode Milnor de (YO) y la sumade los númerosde Milnor de 11 cmi todossuspiuntos
singulares.

2.1.1. Observación. Existe una biyección entre los puntos-direcciónP cíe! l)rovec- EJ
tivizado del comio tangenteLi y los puntos É de la transformada.estricta.11 qume están
en el divisor excepcionalE. Sea. P e Li, podemossuponerque P tiene eoor(ICIi¡idaslío- EJ
mogéneasP = (1 : O : O). Por tanto, las ecuacioneslocales de ir en un emítormio de P

son irQro . x,,) = (xo, x
1x0, . . . , x21xo). En estascoordenadasafines,P esel origen EJ

u’
EJ
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2.1.2. Lema. Si (11,0) tiene singularidadaisladay la ItipersuperficieLi tiene un número

fi nito de puntossingularesentoncesla Itipersuper,ficie(V, Li) de (Cn+l,E) tiene, a lo más,
singularidadesaisladas.

Demostración: Como (11,0) tiene sólo un punto singularaislado,las singularidadesde
V estánen la intersecciónde 11 con el divisor excepcionalE.

Sea P E Li, podemossuponerque P tiene coordenadashomogéneasP = (1 : O
0). Por tanto, las ecuacioneslocalesde ir en un entorno de P son ir(xo,... x21)

(xo, x1x0 x21xo). En estascoordenadasafines,P es el origen y 11 en un entornode P
estádefinida por los ceros de

fd(1, x1 x,,) + x~g(xo,x1, . .. , x21).

Aquí, fd(1,xí, . . . .x21) = O es una ecuaciónafin de la hipersuperficieLi en P, E tiene
por ecuación{xo = 0}. Los plintos singularesde 11 debenserpuntossingularesde Li los
cuálesson, por hipótesis,un númerofinito.

2.1.3. Observación. Si n = 2, la condición de que la superficie Li tengaun número
finito de puntossingularesdice que Li es reducida,sin embargo,paran > 2, la hipersu-
perficie Li debesernecesariamenteirreducible.

2.1.4. Observación. La condiciónde que (11,0) tengasingularidadaisladaes necesarma
ya que por ejemploel conjuntode puntos singularesde los cerosde la función analítica
x
2z+ y3+ ~2§ no sonaislados,a pesarde que Sing(Li) = {(O: O : l)}.

Variedadespolares.Hagamosunarápidaintroduccióna las variedadespolares.En este
puntoseguiremoslos artículosdeTeissier,[Teissier1] y [Teissier2]. Sea! E C{zo, . . . , z

21}
ungermendefunciónanalíticatal quesulugar de cerosdefineungermendehipersuperficie
(11,0) c (Cn+í,O) con singularidadaislada.SeaU un entornodel origendonde1 converge.

2.1.5. Lema. [Teissier 1]. Sea(YO) c (C”~’, O) un germende hipersuperficje analítica
reducida. Para todo 1 < i < n+ 1, existeun abierto densode Zariski ~ de la Orassmanz-
ana dei—planosde (Cfl±1, O) quepasanpor el origen tal queel tipo topológico de (VflH, 0)
es independientede H ~ ef’). Sepuede, por tanto, Itablar para cada 1 < i =n + 1, del
tipo topológico de una seccióni—plana genérica de (YO).

2.1.6. Definición. [Teissier 1]. Sea (11,0) c (Cn±í,O) un germende hipersuperficie
analítica. Sea i0 la codimensiónen (C”-’-~, 0) del lugar singular de (y 0). Despuésdel
resultadoanteriorsepuedehablardel númerode Milnor de una secciónpor un i—plano
genéricode (11,0), para cada i < i0. Denotaremospor ¡1(i)(V, 0) a este numero. Para
20 < i = u + 1, pondremos11W (11,0) — ~, y denotaremospor
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2.1.7. Propiedades.[Teissier 1]. Es inmediatoverificar quíe u’
(a) ~~(n+0(11.0) < si sólo si (Y O) c (C~~4-> O) es ummía singiularidadaisladay en este u’casoestenúmeroes el númerode Miluor Imabitumal ¡¿(1/. 0) dc (y. O).

(b) ¡Ál> (11. 0) = mult
0 (11) — 1, <londe muít0(11) (IdIota la mnumltiplici<la<1 (le la luií>cm si>—

perficie (11,0) cmi el origen. EJ
2.1.8. Definición. Dosgérmímenes(le l>ipersiupcrficiea.¡¡alitícosre(luuei<los(11>.:>:>) y 1
de la. misma (liiiie>msión se dice qíme tienen el mismo tipo topologico. si existemí 1 epíe— EJ
scimtamutes (¼,x1) c (U1 x,) <lomide U1 es ím al> jeito (le C“ + > . ni> lioim ¡COi> ¡01¡ti ¡¡ti

(U>. x¡) (U2, :1,2) qume lleva 11> a ½. u’
2.1.9. Comentario. La sucesiÓmm(le números(le Psi ilímor jP es caj az <le caracterizarel
tipo to~>ologico <le las famimilias dc lmipersull)erficies. Sea ( . ni> gerínemícíe lii í crsi >í< ¡1 it itY? 0) u’
comí singiilam’i<lacl aisla<la. SeaE : X D = fi. E C : ¡t¡ < 1 } es una defor¡¡¡aciom>cte (1’ 0)
ji umuto (‘Omm ¡ííma secemí)i> a tal qí ¡e X — a(D) es liso sol)re IDI. Teíssídr c Icmiuimcstra . [Tc:iss¡c’m1]
(jume si la fammmiha. dc { X, : = E— > (011E11” t iemw la sumeesíomu c le mutimícrosde Nl ilímor ¡ (‘om¡st a> >t e u’mit omicesel tipO topc)logi(’ci cíe la. lii l)el’su.il)crhcics (X, . a ( t) mo c~í¡¡¡1 la..
De licí líO 1<) qí¡e Teissicr mm¡iicstra. es <IIIC si la suícesíom> ji’ es (‘0> ¡5ta¡ite ciii o>¡ces cl
(‘(>1111>utos a>malíticc s (A’ — a(19). a(19)) verifica las comíicit mies c le WI ¡it ¡mcv. El m’ct u’
le esteresmltado Ita, siclo l)rOl »¡cío i ~or Bí’ia>>yom> y S1 eclcr. [13—52].
Por Otrt) Inc lo Teíssíer ti a Ja sg>u entecolistrí it ci 6>>. ver [Tcissici’ 1] y’ jTeíssíci’ 2]. Pa>a EJ
todo e>>tei’t> í E ji. n} . Y ~ra tO(IO í—¡>la.i¡c) (+1.0) c (C”’~ > .0) cíe cíiíu¡cm>sió>
‘elisalera.cl cc m ¡ji>> uto E,, cíe ~)i>>utos (le IP’ qumescccír¡‘espo>><leí> co> m 1> i er¡la >os c le ( iC’

~piec’o>>ticmieíí a. 1-1; E,, eS ¡u> siibespaciolimícal tít: tIiíííem>sic$>> u?. — 1 e>> IP’ Sca 1 EJ
l>il)di’slil)crlic:ic cíe >>ivel cíe 1 ~pie~‘a.5’a1)0>’ 7). C5 dccii’.

{z E C”< : j’(z) — [y) = 01. EJ
Sea 1% c U \ { 0} el conjumíto dc 1)1>mitos p dc U \ { 01 talesc nc cl lii per;>1 a>>(> tau>gc

cii p comítiene a. liii lii pa~>1‘a mío paraleloa. H es decir. EJ
= {p E U \ { 0} Y’, V$ comitiemíe i— 1)1am>o aralelo a JI }

El (‘Onj unto I»~ esun sumbcoujummúoanalítico(le U. A; licamido cl teoreimia.<le c:xtemisici> EJ
conjuntosamialítíc 05, [0—BJ »i.g. 181, sc tiemie quue la. clamísiura. toírnlogica f,, de i’7, cuí U

u’es umí subespacio amia.litic() ddrrtl(lO <le U, que recibeel nombrede variedad¡miau’ risco. f y a H. La. relaciónentrelos números(le Nl il>ior cíe las secciomíesplanasge>iéri(’.a.s
variedadeswilai’cs vienedadacmi el sigumíemíte teore>>>ade Teissíer. u’
2.1.10. Teorema. [Teissier 23. Para todo 1 E fi.. . . , ut}, existe un. nineuto denso ríe
Zo.u’iski 110) cíe la quussmanzana<‘le ~—píanos(le ((Q¡±> 0) tal quesi H E ~ F,, <‘

EJíntcrsecezon completo. con singularidad <‘tislada. de (í?meí?..S?on. c.límii~> Fu = u + 1 —

multiplicidad en ci O?’kqeIi. de ¡a va’ezeda<’í polar <‘le /‘ it/atino. a H coincide con (E,,. LI)>> =

¡í(Z rl II Q) ~,(i) (11. 0). el numero <‘le Míínor dc una SUZiO??. po?’ uit í —piano gefl<.i’ieO. EJ

u’
u’
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Observarque si H := {zo ... = z~ = 0}, la variedadpolar asociadaa f y a H tienepor
ecuaciones:

af
___ =0

Hiperpíanosadecuadosy los invariantes(eq, rn0). El casode másinterésparaesta
memoria,escuandoH es un hiperpíano.En estecaso, E11 es una curva, la curva polar.
Henry-Merle, [H-M], lían probadoque existeun abierto (denso) de Zariski IB1 en la
grassmanianade hiperpíanosde (Cn±í, O) tal que si H E IBi, la curvapolar E11 asociada
a H estransversala H.
Teissieren [Teissier2] demuestraque existeun abierto (denso)<le Zariski IB2 de IP” de
direcciomiesde hiperpíanosde (Cn+í, 0), tal queel númnerode componentesirreduciblesr
de la curva polar E11 es independientede H E VV2, y que si E11 = U~1Eq es la descom-
íosición <le E11 en componentesirreducibles,la sucesiónde multiplicidadesen el origemí,
rri.ulto(Eq); 1 =i =r, y lasucesióndemultiplicidadesde intersección,(Eq, Z)o; 1 =q < r
son tambiénindependientesde H E VV2. De estemodo Teissierdefine, [Teissier2], para
cada1 < q =r, dosenterospositivos eq y rnq como ÍTi.q = mo(Fq) y e0 + ni0 = (E0, Z)0.
Además,demuestraque secumplenlas siguientesigualdades:

2’

(2.1) >3 <
3q = ¡~fl±> (11,0) = p.(V, 0),

0=i

(2.2) >3 ~ — 1ft”>(y 0).
q=1

Cuando Li tiene un número finito de puntos singulares,existeotro abierto (denso) de
Zariski W3 en la grassmanianade hiperpíanosde (Cn+í,O) tal queH e VV3 si la variedad
proyectivaH rl Li es lisa, en particularesteH no contendráningún puntosingularde Li,
bastaaplicarun teorcímía.de tipo Bertini, ver [Hartshorne]Teorema8.8.

2.1.11. Definición. Se consideraapartir deahorael abierto(denso)deZariski VV de la
grassmanianadehiperpíanosde (Cn+í, 0) quepasanporel origenqueresultaal intersecar
los abiertosVV1, VV2 y IB3 anteriores. A cualquier líiperplanoH de VV lo llamaremos
Itiperpíano adecuadopara (Y0).

2.1.12. Definición. [Teissier 2]. Dos gérmenesde hipersuperficiecon singularidadais-
lada (Va, 0) c (C”~>,O) y (V~,O) c (Cn±í,O)son (c)-secantessi existe una familia uní-

paraniétrica<le gérmenesde hipersuperficiesdondeunafibra es isomorfaa (11~, 0) y otra
es isomorfaa (Vm, O) y en cadapunto sesatisfacela comídición (e) siguiente:

Unafamilia degérmenesde hipersuperficiesB c C”~
1 x 1, 2’ entornosuficientemente

pequeñodel origenen C, definida por E(zo,... , z,~, t) = 0, donde se suponeque el lugar
singularestádadopor {0} x T, i.e. E(0, t) 0, ~f(0, fl = O satisfacela condición (e) en
Osi: __________________________

OE~(5E dE)

u
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en C{zo. ....z,,. t}, domudela. barrasignifica. la clamusura.em>tera dcl ideal. u’
Teissier en [Teissier2] demuestraque dos gérmenesde hipersumperficiescon si»gulau— EJ
ciad aislada. (c)—secantestienen el mismo tipo topológico y todas sus secciomies1—planas
geiiéríca.stamimbiéntienenel mmíismo tipo topológico. De estemodo la siucesión(le mmúmeros

EJde N4ilmíor ¡•¿* es la. misnia. l)a.ra. ambosgérmenes.
El resumítadode Teissierque <la imuportamuciaa los invariantespolareses el siguiente

teoremaque <la tina relación entree] supremode los cot:ient.esf ~2Jt}, el orden de C~—
u EJ

let.eriumíacmoimde (11, 0) \‘ el or<lem (le (e)—secamite.
2.1.13. Teorema. [Teissier 2]. Seaf E C{zo. . . . ‘un. germen<le función aui.aíítiec¿ EJtal que su lagar <‘le ceros define ‘un. germen de hipeusuperfien’ (1’? 0) G (Ct>+ ¡ , 0)
s’tnqithíi’¿dúd <‘ns/ada. Puní ‘un enteroA, las propiedades’.s’u

7ttwntesson equn.’ale’ute.

(/) PV> sup{.;.}. EJ
(u) Todo germenq E C { so. :,>} tal quey — .f E m \+ > de> nc. ‘mediante =

geume’??. <le 1?.ipersuperfiezecou>. el mismo tzpo tOJ)OíO=/íU) <‘jit<’ (11, (1). EJ
(ití) f’odí> (Jetuiehíq E C {~o . :,, 1 tal quey — .f e mN±> . define. med~o.nte g = (1, ‘(¿1?.

g<:í’m<:n de Itupeísupe’rfieíc (e)—secanteo. (11. 0). EJ
Cono tangente de la cnrva polar. Sea. j’ E C{z» :,, } iíí¡ germímeuí (ltu fi EJ

¡lítica tle ííío(lo que sim 1¡igar tic ceros define umí gen ¡>e>> tIc ííij ersumperficie(½ c
O) comí simigimíaridadaislada. Simponganíos~ue S’iui.g ( D) esumí colí] uumitc tiííit 5

J’I E U uu1> 1> i í erplaii<> a. lecuadoi)ara. f y para (11, 0), se elige>> cci uclenada.s cíe EJu> c’ JI sea { so = 01 . Ahora.. el germende cuurva E,, esta clefimí it It> u or bis et:uua
j? =0....,f =0v Sinq(D) rl Z(zo) esun coi4i>nto vacío a c¡i>e JI estáe>> IB’> St a
OF,, el rovectivizadodel comio taí¡gentede E11 en cl origemí. Entomices EJ
2.1.14. Proposición. Una basesto.??.do.r<’i para el i>’leaí 1 = (.f~ ....f’~, )U{zo. . .

estáformado.por estosu>. ClWIYL<’íO’i’e5. EJ
Demostración.: La i)rimmmera observacionesqume fa. ~ 0 ~‘Z~j ~ (E Emí efecto. sí pt>i
c~eimijño ¡r’ > es iclénticami>entecero,050 quiere decir que 1<~ mio (lcpentle <le It> (:001(1< EJ

Eím esta.scontiiieiones. J)ara que Sing(Li) sea un (:0>>] unto flumito sc debe temie1;i ( ~ 0~ 5i. . . . Sr>.) debedefinir uní conjunto liso en IP”’— . De estemimo(lo. el ulmuico pumuto u’
simigular (le Li esel (O : 1 : O : . 0), lo que contradiceel liec’lmt) (le cjue Sing(Li) c & =

W” \ Z(so).
Umía. condiciómí siuficiemite 1)a.ra.que { .f

2, . . . , fl~ sea una. basesta>>(lar<l í>ai’a. cl i(l 1
es quie {f<r f,,. } fornie unasumeesmonreguularenel amiillo C[z~. ‘ . . .z,,]. ver [\J—V] EJ
96. Como cada fa.. es uumí í>olinomio hoinogéimeo,es suficienteprolar ~ { .fa~, f }
es una sucesión regular en Cfro, . . . , z,j~, para.todo idea.l inaximal ni de Cko .

(fa. . f~2,,) c m, [Numnz]pág. 55. [Matsumura]pAgOS. EJ
Emí esta sitiuaciómi. el coí¡jumnto algebraicoZ(.J) es <le <limííemísíon cero. Supongamosen
efecto, que existe uin com¡jumíito algebraicoY c ZQJ) tal que la <limímensión de Y como EJ

EJ
EJ
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conjunto algebraicode IP” seamayor o igual que 1. En este caso, usandoel teorema
de Bézout, la intersecciónY rl Z(f~20) c Sing(D) c U esno vacíay estoimplica que
Y ~ Z(zo). Seaun punto P — (P0 : P21) e Y rl Z(f~,0) G Sing(Li), por supuesto

Po # O. Sean...... , y21 coordenadasen el abiertoafín U, y seanp~ = P1./Po lascoordenadas
afinesde P. SeaOyp el anillo local de Y en P. La dimensiónde Krull de Oyp es mayor
ó igual que uno y coincidecon la dimensiónde Krull del anillo

Portanto la dimensiómideA comoC-espaciovectorialesinfinita. Ahora,estoes imposible
ya que (pi, . . . , p21) es un puntosingularaisladode fa(1, y1, ... , y21) = O, sin másque usar
la relaciónde Euler.
De estemodo, la única posibilidad es que dimZ(J) seacero y en este caso. el cono
afín definido por J en C”~

1 tiene solamentecomponentesirreduciblesde dimensiónuno.
Estascomponentesestáncii biyección comi idealesprimos ~ de C[zo,. . . z,~] de altura
>i. Así pues,para todo ideal maximal ni de C~z

0,... , z21] con J c m, tenemosque el
ideal JC[zo,. . . , z21%, tienealturan en esteanillo local regular. Podemosconcluir. [Kunz]
pág.187, que JC[zo, ... , z21]~, es una intersecciómicompleta,condición que es suficiente
para determinarque, [Girál] pág. 35, {fdz1~ . . . , faz } forman una sucesiónregular en
C[zo z21]~,. LI

Gracias a la Proposiciónde 2.1.14 se sabe que el ideal de formas imiiciales del ideal

fQ estágeneradopor las formasiniciales de estosgeneradores.Así, el proyee-
tivizado del conotangentede la curvapolar, OF,1, esel esquemaProj(R), dondeResel
anillo

R:=Orrn(íjzÚ~in}) C[zo,...,z~] C[zo,...,z21

]

Sea {P1,. . . ,P~,P2’~>,. . . , P~} el soporte del esquemaanterior, donde P~ e Sing(Li) si
u. 1 ,...,r y el resto de los P1 no pertenecena Sing(Li). Cadadirección de la recta
tangentede cadacomuponenteirreduciblede PH puedeser interpretadacomouno de los
puntos de CF11. SeaP e OF11 y seaPp la unión de las componentesirreduciblesde P~
cuyadireccióntangenteestádefinidaporel puntoP; deestemodopodemosdescomponer
la curvapolar del siguientemodo:

U i’~u u
PCSiny(D) P«Sing(D)

Además,el conjunto ~ , fa2) rl 2(zo) es tambiénvacío ya que como H es un
líiperplanoadecuadopara (YO), P11 es transversala H y por tanto ningunadirección
tangentede E,1 puedeestarcontenidaen H.

2.1.15. Lema. En las condicionesanteriores,si P e OFH, la multiplicidad en el origen
de P~ coincidecon la multiplicidad de intersecciónenP de las Itipersuperficiesproyectivas
definidaspor las ecuacuonesIL> = 0, . . . , fa~ = O. Además,si P e Sing(Li), estenúmero
esel númerode Milnor de Li en P.
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Demostración: En el Corolario 5.2.2 de [H—J—Ojpág. 556. se demuestraque ~i a un

germenamíalitico (2<,x) la multiplicidad de 2< en x es igual a la niultiplicidad <leí <ono
tamigenteatYn CX cmi x. Ademásesta.última es igual al gradode OX’ visto conmo variedad EJ
proyectiva..[H—J—O]Teorema4.1.8 puig. 543. Si aplicamosesto a la curva polar se tu ¡íe
que la. iíínltiplicídad de Fíj en el origen coincide con grado de la variedad ynoyectíva EJCF ~. Coimio esta.variedadproyectiva.<lefine piumítos. para. calcularcl gra.(lo l)a.sta.calcular
la longitud de cadaanillo local asociadoa los puntos de intersecciómí<le las variedades
Z(,fr’2, ). Sea mp el ideal homogéneode E asociadoa.l pinito P, entomices EJ

uu’uíto(Fn) = (leg(OFjj) = >1 íong(Rrnp) = >3 lOflg(

PCflZ(f42, ) I’EOZ(fd. ) (f~. ‘L,, ) EJ
lt»>de í E { 1 u¡} . Para.(tít uilar la 1 ami ‘~ituíd (le .1?,, basta.ealc’i>1 ar la. tI i> míe>>s>omm t tu> >0

& .
C—espaeiovectorial (le EJ
Cuuam><lo P E CF,,. (:onm<) ~ ~‘ JI, paracalcularla. di mííemmsió>i uusa.íííoslas cc u icit» >es lO( a s EJ

~ (Y ~> y,,) = 0. EJ
Si P E Siu? =j(Li), la dimimetísió>¡ t leí aími lic> local COiiic icle c:omi la <liii ic>ísit>í cl cl c <>11>1>1< t nl

qne imo es u ¡¡ >1mas iii nienosy ¡e el ini mro de mM ilm>or de D cmi P. Fama U,. se a.í>1ica la
ímusmíía it le! ¡ al aiti lío Pm,. . LI u’
Comí la (lest:ril)t:ic)mi anterior<leí (:t)nt) tamigeilte de la. t:imrva. polar. se pu >ecle cIar u mía EJ
1 »trael suipremi>o<le los cociemítes -~“—

2.1.16. Teorema. Sea .1’ E C{j0, . . . . z,,4 un germen.de función analítica tal r EJ
lugar de ceros define iii>. germende /?.lpersltperJlcie (1/, 0) c (C~>±> . (1) c:ons’¿n.quío.u’udad
aislada. Si <‘:1 cou?.o tangenteLi de (1/, 0) en el orngeu. define en IP” nl?o. bipeisuperfie EJ
su.ngulauídadesaisladas. entonces:

suíd~ : ‘y,, componente<‘le F11} =niuíto(V) + sup{p(V. fi) E E Siu>q( D)} EJ
un9

donde 11 es la tuansforrr?.ada estricta cíe 11 al realizar la tran.sfou’maeió’¡?. cuadrátuco 4< EJ
ce??.tro ci origen.

Den?ostracíón: Sea ]‘ = ft + f~ í + ... la descomnposiciónde j’ commn’> siimima. tic síus EJco>nponenteshomogéneas.La mniultiplicidad de (1”. 0) es d y el cono tangenteD
<letcrmina.lo en IP” por f,.,. Se comisidera VV el abierto de liiperplamíos adecuadosp
(11,0). Para. todo hiperpianoH E VV. la curva. polar F11 asoeia(laa f a H e EJ
imuterseccioncomní.>lcta.. tramísversa.la. JI y que admite lina. descomposicit$m¡Vn = U
emí r compomientesirre<lumcibles,siendoeste r constanteparalos liiperplaiuos(le 14”. u’

EJ
u’
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SeaJI e IB. Realizamosun cambiode coordenadasproyectivasdemodo que H = {~o =

O}. En estascondiciones,la curvapolar E11 viene definidacomo el germende curvaen el
origenque definen fl> = O,... , = 0. Además,Sing(Li) c IP” \ 2(zo) y por tanto se
puedeaplicar la Proposiciónde 2.1.14. Tenemospues,una descomposiciónde la curva.
polar de la forma VH = UVE, P E Z(fazi~~ , f~29, dondeya sabemosque cada

s

= u w,
q=

y ‘4 esun germende curva irreduciblecon direccióntangentedefinida por P.
SeaP e Z(fr’21,... , fr’Q, por la condiciónde trausversalidadde la curva polar, se

sabeque ningunarecta tangemítea las componentesirreduciblesde F~ estácontenida
en JI, por lo que P tiene la coordenadacorrespondientea z0 mio nula. Así, se puede
realizarotro cambio proyectivode coordenadasde modo que dejefijo H y que P tenga
coordenadasproyectivas(1 : O : ... : 0).

Sea ‘4 una componenteirreduciblede Pp. Como la dirección de la rectatangente
a 4’ en el origen es (1 : O : ... : 0) y la multiplicidad de ‘-4 en el origen es igual a
ni,,, entoncesuna parametrizaciónde la curva4’ vendrádadapor un germende función
Itq : QQ, O) —+ (C~+l, 0) definido como sigue

donde,paratodo i E {1, ... , n}, ordtIt/t) > ni,,.

Por otro lado, por definición de los invariantespolares,setiene que

6~ + YO.9 = (~‘4,11% = ordt(f o It,,(t)) = ord1 (tidf oIt,,) (t)) + 1.

Paracalcularestaderivadaparcialaplicamosla reglade la cadena

¿41 o It,,) ¡ ___ (ti

Ot
El germendecurva’4’ es unacomponentede la curvapolar, así, paracadai E {1, . . . ,
la composiciónf~ (It,,(t)) esidénticamentecero. Se tienepor tanto

e9 + ni,, = ordt(f~0(It,/t))) + ni,,.

De estemodo,

(2.3) e9 = ordt(f~0(It,,(t))) = (‘4,S)o,

donde (5, 0) esel germende hipersuperficiedefinido por f~0 = O. Distingamosdoscasos
segúnP sea,ó no, singularparaLi.

(a) Si P ~ Sing(Li), los gérmenes‘y,~’ y (S,0) tieneninterseccióntransversal,ya que P
no pertenecea. Z(fdzú)~ Por tanto su multiplicidad de intersecciónen el origenesel
producto(le las multiplicidades,esdecir

= (‘y4’, SJ0= ‘multo(4’) . multo(S)= nidd— 1).
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De estemodo obtenemosque para cadacomponente4’ <le la curva. í.olar tal que
P g Síng(Li) se tieneque

—d 1.
(2.4)

(b) Sea ahora EJP E Síng(J.3),y sea 9’,f una co¡npommenteirreducible<le Vp. Sea w

(Cfl+>. E) (Cfl+i, 0) la traímsforníaciómícuadrática.de cemitro el origen. Co>uo P

tiemie (‘Oordem>das(1 : O : O), la trajisformna.daestricta.94 (le la. curva 9’,, estacmi
la tarta <lomíde ir tiemie la sigLu1emiteex~)rcsIoiicuí (:oordeiia<la.slocales

rr(x0. ,,) = (xc>. x> :r0,

Acle>miás. ver [Camimpillo]í»íg 32. una l)arammictrizaciómi(le 94 está<lada.

EJ
cuí> este caso EJ1» II

EJ
)

E>> í u iticuuhir. setiene el síguíemíte <hagm’a mmma. t:o>nímíntatíyo.

(O~>,E)

EJ
.1
EJ

(C.O)

EJ
ir

./
EJ

(C”~>,0) - (CO)

EJ
De esteiiio<lo.

EJe~ + ni~ = (‘4’, Z)c> = or<’i<( ./ o l?.,,(t)) = or<’i,(f o ir o It4t)).

Por otrc) la(lo. la comuposición<le f x’ ir ríos cia

o w(xo. . . . . ¾)= f(xcm,x1x0. ....x.,,xo) 4 . J(z~ u;.,,),

(1o»de j = O es una ecuaciomícíe 11 en un emítorumodel puímíto P. Así.

(2.6) oud,(.f o ir o h,,(t)) = ord,(Q4 . j) o (l~Ji))) = d . ni,, + ord,(f(h,,(t))).

EJ
EJ
EJ
EJ
a
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EJ
EJ
EJ

EJ

1.,,

/t,,

(2.5)
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Porotro lado, ver [H-J-O]Proposición13.13,comoFH = Z(f~1,. .. ,f2,,)yf~1,. ..

forman una basestandardpara el ideal que definen, se tiene que la transformada
estricta11% dc F11 medianteir esel lugarde cerosde ....... , h~,, donde

f2~(xo, . . . , x21) = f~~(xo,x1x0, . . . , x21xo),

con lo que

Si se calculala derivadaparcial de f respectode x~, 1 < < n, se tiene

- a(f)~ —

Ox1

= f&.(1,xí,...,xn)+xo-fr’±i~.(1,xm

Como se derivarespectode una variabledistintade la. variablerespectode la cual
seafiniza., entonces

(f)x,(xo ‘n21) = f~,(xo, . . .

Portanto, F11 es el lugardecerosde(f)~,.. . , (f)~. Además,4’ es unacomponente
de Fu lo que haceque,paratodo i E {1,.. . ,n}, setenga

(fy o 14(t) o.

Paracalcularordt(f o It,,) sevuelvea derivar,se vuelve a usarla reglade la cadena
y se aplica,estaúltima identidad,es decir,

(2.7) d<’’o T~ — ord< (O(foIt,,fl — oreí< - ¿~t
m~)NOTn,j ?.,,) — kot) +1 k((f)xo ~ ) +1

Usandolas tres identidades(2.5), (2.6) y (2.7), se obtieneque

(2.8) e,, =d ni,, + ordc((f)~
0 o h,,(t)).

Diviendo ahoraestaigualdadpor ni,,, el cociente

) (2.9) <‘a,, ord1 ~ o h9(t)

)

-.~ Relacionemosestaúltima igualdadconelnúmerodeMilnor de 11 enP. Porel Lema
de 2.1.2, 11 tiene en P una singularidadaislada,se puedecalcular su númerode
Milnor. Paracalcularlo hacefalta una ecuaciónlocal de 11 en P. La ecuaciónes
7 = 0; P en estascoordenadases el origen por lo quesu númerode Miluor es

¡411,?) = C{xo,... ,x21}dime ~ 7)
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- - u’
Como ~ vienedefinidacomo el lugar decerosde (f),~ , (f)~, setiene que

(2.10) ¡411, 1>) = (f,~, ihí)o = >3 ordí((.f).ra o It,,(t)). EJ
PYq

Conio ni,, es mnayor ó igual que umio, sepuedeacotar el cocientearr’, ((f)70oh9(t)) por EJmq

~411.P) y obtenerel resultadopedidode (2.9)

=~=d+p(V,P). u’
uEJ

Scholium. Emí las condicionesdel teorema,si Li no tiemie ningunasingularidad en— EJ
tonces(11.0) tienetodos los cocientes-~ igualesa d— 1. El siguienteresultadode Te>ssmem

‘nl,
[Teissier2] Corolario2.6, va a. permitir decir algo más sobreestassingularidades.

EJ2.1.17. Corolario. [Teissier 2]. Sea f(zo , z~,) = O una ecuación de un germen de
l>.zpcrsuperficie con singularidad aísla da (11, 0). Una condzczon. neees<’tria y suficiente palo.

Ii
que (YO) sea (c)—secaí?.te a uno. 1?.ipersupcrficie <‘leí tipo f’(zi,.., z~) + z~ = 0, tal gui
o.<’lemás. 20 = O seo. la ecuacion de it??. Itzperplano <‘idecuado, es que los cocientes {SJL} St <‘1??

rn,,
todos iguales a un mismo entero N. u’
En la demostra.cióm¡<leí CorolarioanteriorTeissiermuestra,quef’ seconsiguedel siguu>e¡>te
¡nodo: si JI esu.ímr l¡iperpla.noa<lecimadopara(11,0) y tieneporecuación20 = 0, la simigularí—
dad (11, 0) es(c)—sccantea. la. singularidaddefinidapor la ecuación¡(0, z> , . . . , z~)+z&’ = EJ
Esto último para.imuestrocaso nosda gime (11,0) es (c)—secantea. la símigularidad(lefim>i(la

por la. ecuaciónf(0, z1 , . . . , 221)+2g = O, y ~ = Oesla ocuaciómí<le umí liiperplanoadecuado EJjiara. (Y 0). Por tanto (11.0) estopológicamnenteequivalemítea la. símigularídaddeflímida íom
la. ecuacion¡(0, z,,) + 2g = o.

La descripción(lime se ha hecho(le los invariantespolares cm> el teoremnaanterior va a EJ
permitir <lar umía relaciómí entreel númerode Milnor del germemí (11, 0) y la. suma.de los
imúmnerosdeMilnor <le 11 en suspumitossingulares.Primero(le todo, cornola. mnultiplicida<l EJ
<le la. curva polar coimícide con el ííúmero <le Milnor de una. secciómí liiperpla.miagenerm<a
estudiemoslas seeciomiesluiperpíanas.

2.1.18. Lema. Sea f e C{zcí,. . . ,z,,} un germen de función analítica tal que su lugo; d EJ
ceros define un germen <‘le Itipersuperficie (11,0) ¿ (Cn±í,0) con. singularidad aislada. Si el
cono tangente Li de (11. 0) en el origen define en IP~ una /¿ipersupeufieie con singularzdades
aisladas, entonces el tipo topológico de una sección Itiperpíana genérica (Z rl JI. 0) es
el mismo que el tipo topológico de (Li rl JI. O) y ,ÁO(Z rl JI. O) = (d — 1)~ para todo
‘¿cli .n}. EJ
Demostración: Elegimos IB el abierto de líiperplanos adecuadospara (11,0). Dado umí
biperpianofi E l’V tenemosque Li rl JI es una variedadlisa de Pr>—> De estemodo, si JI EJ

EJ
EJ
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tiene por ecuación{zo = O}, entoncesel germen(Z rl JI, O) c (C21, O) vienedefinido por
el germende función f(0, z

1,.. . , z21).
Su cono tangente,Li rl JI, es liso y por tanto sepuedeaplicarel scholiumdel teorema
anterior. Obtenemosque (ZrlH, O) es(c)-secantealasingularidaddefinidapor laecuación
f (0,0, z2,... , z21) + 4 = O, donde {z1 = 0} es una ecuaciónde un hiperpíanogenérico
de 13”. De estemodo, el germendefinido como secciónhiperpíanade (Z rl JI, O) tiene
por ecuaciónf(O, O, z2,... , z,,) = 0, con cono tangenteliso, por lo que se puedevolver
a aplicar el resultadodel teoremaanterior y del scholium. Así, (Z rl H, 0) c (1321,0) es
(c)-secamitecomí el germendefinido por los cerosde

f(0,0,0,zs,...,z21)+4+4=O,

y {zi = = 0} es la ecuaciónde un u 2-planogenéricoparaestahipersuperficie.Si
aplicamossucesivamenteesteresultadoobtenemosque (Zrl JI, 0) G (13”, 0) es (c)-secante
al germendefinido por 4 + 4 + . . . + 4 = 0, ver [Teissier2] Corolariode 2.7. Además,
una ecuaciónde umí i-plano genéricovienedefinidapor {zí = ... = = O} por lo que

rl JI, 0) = (d i)i

E
El Lemade 2.1.2 asegurasi tenemostina singularidadaislada(11,0) cuyo coito tangente
Li tiene singularidadesaisladas,la transformadaestricta 11 de 11 tiene singularidades
aisladas.Denotaremospor g(Li) la sumade los numerosde Milnor de la hipersuperficie
Li c IP” en sus puntos singularesy por ¡4V) la sumade los númerosde Milnor de la

hipersuperficie11 c Cfl~~ en sus puntossingulares.El siguienteteoremada una relación
entreel númerode Milnor de 11 en el origen, la multiplicidad de 11 emí el origen. ¡í(Li) y
jt(11).

2.1.19. Teorema. Sea f E C{zo,... , z21} un germen de función analítica tal que su
lugar de ceros dqflne un germen de hipersuperficie (YO) c (1321±1,0)con singularidad
aislada de multiplicidad d. Si el cono tangente Li de (Y O) en el origen define en IP” una
Itipersuperficie con singularidades aisladas, entonces:

¡411,0) = (d — 1)”~’ + j4Li) + ¡4V).

Demostración: Seaf = fd + fd+í +... la descomposicióndef como sumade suscompo-
nenteshomnogéneas.El cono tangenteLi vienedeterminadoen IP” por fr’. Consideramos
IB el abiertohiperpíanosadecuadospara(11,0).
SeaJI E IB. Realizamosun cambiode coordenadasproyectivasde modo que JI = {zo =

0]> En estascomídicionesla curvapolar FR viene definida comoel germende curva en
el origen qume definen ft, = 0,... , f~,, = O. Además,Sing(Li) c r’ \ Z(zo) y por tanto
se puedeaplicar la Proposiciónde 2.1.14 y el Lema de 2.1.15. Se tiene pues, umna de-
seoníposiciónde la cuirva polar de la forma E11 = UF~, P E Z(fa~,,. . . , fr’,), dondeya
sabemosque cada

8
P

= U
,,= 1
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y’4 es un germendecurvairreduciblecuyarectatangentetienela direcciómí(le P. Adeniás
usandoel Lema de 2.1.18setiene que

(d—l)” = g”(V,O) = >3ra9 = >3 unulto(V~) = >3 rn.ulto(Fp)+
P«Sing(D)

>3 u’n’uítc(Vp).
PESÚJ=I(D)

Usandoel Lema de 2.1.15,

>3 nuulto(Fp) = (d — 1)” — >3 ¡¡,4Li).
PESiuq(D)

Seacíe muevoel germemíde l>ipersíuj>erficie (5,0) c (Cfl’4-i, 0) tíadopor la ecuiaciómí f~, = O.

Al ser tina.hipersuperficie,el provectívizado<le sucono tangemíteviene<lado porZ(.fr’0) c
IP’>. La (lefinición algebraicalocal <leí miulmnero de Milnor de (11.0). iiOS (la.

zfl}¡¿(11,0) = diníc ~ , = long (It; ) = (F¡,,

u’S¿ubemiíosquesi P ~ Siu’>.q(Li) la imítersecciónde los gérmenes5 y V1> estramisversal,ya. qu.ie
la imítersecciomídesusconostamígemítesproyectivizadosesvacío. Emí estecaso,(F,~, S)~esel

prtdíicto (le las multiplícída.(lesde ambosgérínenesen el orígemí. Usando(2.11) temíemimos
t~ume el míúniero de Milnor es igual a

¡<(11,0) = (F11, S)0 >3 (%,S)<>+
I’ESitrj(D)

>3 (F1~. S)o
PCSing(L))

— >3 un’u.lto( Vn) - ‘multo(S) +
P«Sing(D)

= (cl— lY>
4> — (d— 1) >3

PESanq(D)

>3 (F,,S)
1>

¡‘ESln¡( 1))

H.P + >3 (F,~, S)~
¡‘E Siaa y ( 1))

Aplicando(2.3) y (2.8), para.cadaP que seapunto singular<le Li, setiene

(Vp.S)0 >3 (-y,,, S)o= >3 e9
-y0 E rp

— >3 (<‘¿. m.,, + ordc((f),.0 o
9,,6 Ii’

— <‘/ >3 un.,, + >3 ordt}(f)~0 o It,,(t))
-íqEFp ‘yqcrp

— d¡4Li. P) + >3 ord<((f)~1, o
y~Erp

Aplicando el Lenía de 2.1.15 y (2.10) a la anterior igualdadse tiene que

(Fp, 5» = dg(Li, P) + ¡411,1’).

Finalmentesustituyendoesta.última igualdad en (2.12) seobtiene el resultado<leí teo-
remna.. LI

EJ
EJ

(2.11)

EJ

P«Sinq(D)

EJ
EJ
EJ
u’
EJ

(2.12)

EJ
EJ
EJ
EJ
u’
mi
EJ
u’
EJ
u’
EJ
si
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2.2 Familias de hipersuperficies

El propósitode estasecciónes dar una descripciónde aquellasdeformacionesde un
germende hipersuperficie(11~,0) c (

13fl+~, 0) que mííantenganel númerode Milnor y la
multiplicidad consta.nte.Estadescripciónva a ser unaconsecuenciadel Lema de 2.1.18,
del Teoremade 2.1.19y de la semicontinuidaddel míúmerode Milnor.

Sea (11v, 0) c (1321+1,0) un germende hipersuperficiecon singularidadaislada. Sea
ID = {t E 13 : tj < c} un entornoabiertodel origenen 13. Seap: 5 —* ID unadeformación
planadel germende hipersuperficie(11v, O), esdecir,p esun morfismoplanoy por taííto
el germen(5,0) tiene dimensiónpuran + 1 y (11v, O) = (p’(O), 0).

Supongamosque hemoselegidoun buenrepresentanteparael germenp. sepuedever
11o sumergidocii una bola abiertaB0 de 13n-4-i de centro el origen. Supongamosque 5 es
un subconjunto analítico cerradode 2 = Bo x ID y que p : E —* ID es la restricciónde la
proyecciónsobreID. Denotaremospor C(p) c E al conjuntode los puntoscríticos de p,
que contieneal con.junto de puntossingularesde E.

Si Bo esuna bola de 1321+1 suficientememítepequeñay ID essuficientementepequeño
con respectoa B0, sepuedesuponerque secumple lo siguiente:

(i) E y 110 soncontractiblesya quesonconjuntosanalíticos,ver [Dimea]Teoremade 5.1,
y 14> \ {0} es liso ya que B0 essuficientementepequeñay (11v, O) tiene singularidad
aislada..

(u) Como el morfismop esplano, la aplicaciónp restringidaa 0(p) nosdaun morfismo
finito, Plc(p) : 0(p) —* ID, yaque pl~UÁ0) es un conjuntodiscretoy porel Teoremade
caracterizaciónlocal de mnorfismosfinitos, [K-K] pág. 164, se puedever la restricción
de p comoun inorfismo finito.

(iii) OB~ x {t} intersecaa cadafibra V~ := y
1 (t) transversalmemiteen pumitos regulares

de 14 paraca<la t e ID, y cadaesfera9n+i c B
0 con centroel origen intersecaa 11o

tra,nsversalmente,estoes consecuenciadel Corolario2.9 de [Milnor].

Bajo estashipótesisla dimensiónde 0(p) es menoró igual queuno y las fibras 14, t E ID,
soncojuntosanalíticosde dimensiónn con, como mucho,singularidadesaisladas.
De estemodo,se tieneel siguientediagramacommutativo

(5,0) (Cfl+i xID,0)

p ir

(ID,O)

donde (5,0) está definido por F = 0, F e 13{zo,... , z21, t}. Sea J el ideal generado
por ~jL,... , ~f-,y sea P el subespaciode (Cn+i x ID, O) definido por J. El conjunto
P es finito sobreID, sin más que aplicar la idea del apartado (ji) amíterior. Así, para
cadat E ID, iC

1(t) rl P es un conjunto finito de puntosz~. Los anillos locales 0x~OP son
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es decir. C—espa.cios vectoriales de dímensiomí finita. El valor u’
>3 dint’~ ((Dr ~ EJx E ,r — > (t ) nP

es imi<lcpemídieíitede t E ID y por tanto i’~imal al mninicro de ~humor dc 14> cmi el origemí. va u’
qume (14í. O) tiemie singularidadaisladaen el origen.

Los pumitos singularesde 14 so¡í los puntos<le ;r’ (t) rl P. los cualessomí aiguííoscli losu>; E ir> (t) rl P. Si a>; E ~> (t) rl P. la dimr’ (Circuí’) coim>cide cc)i> cl miunnerode Nhilmmor (le EJ
tu> a>;. Así, íara to<lo t e ID. si los x1 somí los puintos siiuguularescíe la fibra 1”,, emít oi>t

temíemimos la semieontzn’uud<’íddel numero ríe Milnor EJ
(2.1:3) ¡¡(11.0) = >3 ¡41/6.71)

E it

Si sc i miípo¡¡e la t omit heidi> tIc íj uit’ la amiterior (lesigliaida(1 sea uumía iglia lcla(l 5< ol Rl e>mt t ¡ mi
cm’> temit tic í rre(luicibilií latí <leí It ¡gaí’ siuiguuiar (le Lé, ver [Lñ 1] Tct ire>tía A y Tcorem;u B

2.2.1. Teorema. [Lé 1]. Sea(U, tED. ¡tito. fliunilio. analituco. <‘ottt píe7<7 <‘le h.ípCI’SitjR fi EJ
auíaíutje<’ís eain.píeyas definidas eu?. uit al)iert<’) U (le 13’ ~> tal guie 1’!, sólo tiene s¡uígu.lauvda.des

aisladas. Sca 13 una. bola co’I?.teu?.iríu en. U tal que JJ~> rl 13 sólo contiene al origen

u’punto sin gítíar de H0 . Jin.to’nr:es, para todo t su ftr:u.ent can c u?.te perj ¿te no. 1-1, rl B ti
puu.tas sí’¡?.guí ares a:> (t) Lp, (t) . Se<’ín. ¡¡> (t) . . . ¡íp, (t) las ¡¡¡ha cuos de Alílí, <‘u’ <‘1<’
puntas singulares. Si. p<’íra todo t.sufieíentew.euitc pcgue’n.a.5<’ tiene quia: EJ

EJ¡=1

entonces A:, = 1 y ¡LI (t) = ¡¡. (
1o. 0). paro. to,’ío t suficiente’mr’uitr’ pequeño.

Dc este1 iiO(l0, si la. t lcfc ír> >mation p : E —~ ID tiene hluimnero cíe N lii ¡mor etimista ¡m te, ex ist uí¡í<¡ EJu ¡ ¡ >ca Seccio>¡ a : ID — E tal tIlle ( ~ . a — ‘(t)) tiene umima sim>guílam’idatI aislacía. comí mmii> mmc ‘¡‘o
cíe mM ilmior u ¡~ 1 epenchiemitecíe t . EJ
2.2.2. Teorema. Bit las eondzcíones anteriores. sz adeuncis el cono tangente Li<> dr
(14. 0) en cl origen define <>i¡. i~” una. /ízpersupeu:fi cíe con. suu¡.guíaridades <‘¿isíadas. (‘it! EJ
las tu ‘cts’ cond~ciones siguír:ntes SO?? equ¿va.ícntes

(1) La fainilta de seccboues híperpianas qe’ndru.cas tu.en.e n.’ar’u.o <Ir.’ M’ilnou constan EJ
(Ii) La. multiplicidad de 11,. cii. a ‘(t) esconstante.

(iii) Lo. familia de seceione.s Itzperplanas genéricas tiene la sucesión ¡? de u’
Militar constante.

Dcun.astración: (i) inmíflica (Ii). Sea JI un imiperpianogeííérico íara (¼.0). Para.1. síu— u’ficiemítemnemitepequiemio. el liiperplano JI x {t} es geimérico para (1<, 0). Coimio Li
0 tic nc

5<4<) singularidadesaisladas,seha visto en el Sc:holimnn dc:] Lezn¿u cíe 2.1.18que la. seccman
lii j)crplai¡a genérica<le ¼es (c)—sceanteal cono (Li0 rl JI, 0). Dc esteiiio<lo se tíemie umna EJ

u’
a
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deformaciónde (11~ rl JI, a1 (t)) hacia el cono (Li
0 rl H, 0) con númerode Miluor con-

stante. El cono define una singularidadaisladahomogéneay paraestasingularidades
la.s deformacionescon númerode Miluor constantemantienenla multiplicidad constante,
ver [Greuel]ó [O’Shea]. Por tanto, paratodo t e ID, la multiplicidad de (V~ rl H, a’(t))

esconstantee igual a d. Parafinalizar la demostración,bastaobservarque, como H es
un hiperpíanogenérico,la multiplicidad de (Ve, a’ (t)) coincidecon la multiplicidad de
(14 rl JI, aflt)).

(u) implica (iii). Supongamosque p esuna deformaciónque conservael númerode
Miluor y la multiplicidad, sepuederealizarun cambiodecoordenadasde modoquea(t) =

(0,.. . , 0, t), es deciral) estádefinido por Zg = O,. .. , = 0. SeaF(zú,.. . , z21, t) = Ola
ecuacióndeE y p(zo,.. . , z,,, t) it. Comola multiplicidad esconstantesepuedeescribir

F(zo, .. . , z,~, it) = Fr’Qzo, . .. , z21,it) + Fr’+1 (zo, . .. ,z,2, it) +

dondecadaE1 espolinomio homogéneode gradou con coeficientesen C{t}. La ecuación
Fr’(zcu,... , z21,t) = O define una familia 71) = {Li~}±<my de hipersuperficiesde IP” sobreID).
La condición (iii) estarádemostradasi estafamilia {Li,} tiene a lo más singularidades
aisladasya. que luego aplicamosel Lema de 2.1.18. SeaP el subeonjuntoanalítico de
IP” x ID definido por la anulación de los gérmenes %¶d,... , 9¾La proyección da un
morfismo finito entreP y ID sin más que aplicarel Teoremade caracterizaciónlocal de
morfismosfinitos, [K-K] pág. 164, ya quela preimagendel origen es un conjuntodiscreto.
De estemodo paracadait E ID, el conjunto D< rl P es finito.

(iii) implica (i) esinmediatopor definición. LI

En el siguienteteoremasedan condicionesnecesariasparaqueunadeformacióntenga
númerode Milnor constantey multiplicidad constante.

Sea (1/o, O) un germende hipersuperficiecon singularidadaisladatal que Li0 tenga
singularidadesaisladas. Seauna deformaciónp E . ID del germen(1/o, 0) que tenga
númerode Milmior constantey multiplicidad constante.Entoncesexisteuna seccióna
ID —~ E tal que (11,j, a

1 (it)) tieneunasingularidadaisladacon númerodeMilnor constante.
Se puederealizarun cambiode coordenadasde modo que u(t) = (O,... , 0, it), es decir,
a(ID) está definido por 2g = O,... ,z~ = 0. Sea F(zo,... , z

21, t) = O la ecuaciónde E y
p(zo, ... , z21, t) = t. Comola multiplicidad es constantesepuedeescribir

Se ha visto tambiénen el teoremaanteriorque la ecuaciónFa(z~,.. . , z21,it) 0 define
unafamilia 21) {D,}c<ma de hipersuperficiesde IP” sobreID, talesque cadaLi~ tiene sólo
singulariadadesaisladas.

Como la multiplicidad es constantese puederealizarla transformaciónmonoidala lo
largo del eje singular (0,0,0,t). Sea ir : E —* E estatransformación. Sea P un punto
singularde Li0. Suponganiosque P tiene coordenadashomogéneas(1 0 : ... : O). Sea
el correspondientepunto P de E. En un entornode P la transformaciónmonoidal está
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dada<leí sigimiente modo ir(x0, Li. ,,. it) = (¿lo. x0x1 ,...,x0x0, it) y la. ec:uma.cíótm ltn al u’
de E en P es

Ejú. . . . ,x21,t) = F~(1.x> ,....x,,. t) + ;ro~ fl¡±m(1,¿cm, •‘•,X,a, 1) + . .

se puedever p o ir : (E, P) —> (DO) comímo una• (leformnacidil del germen(le lulpersm.íper— EJficie con singularidadaislada. (1v, P). (estamossuponiendoque D,> es reducido). C
hipersul)erfieme(p o ir) (it) coincide coum la transformada estricta 11 dc 1< mnetlh
tra.nsformnaciómmcuadrática.de centroel orígemí. EJ
2.2.3. Teorema. En las condiciones dcl teorema anteu’¿oí’ se tiene

(a) mio. ea<’ía punto sin.quíai’ fl E Síu> g(Lig) , existe una. ( única ) sec<’.:ión ir¡ : Y —+ Li tal EJ
guc cada r, (it) E Siug (Li,) g

¡¡(Li0. fl) = ¡í(Li,. -<it)), EJ
(1< pau’a cada punt<’í singular P1 c Síu¡g (Do), existe uno. ( única ) sección. ~ 1 —~ E tal

gue cada y~ (it) E Sing(l<,) y EJ
¡41/. fl) = ¡Q¿, ip(t)).

Demostu ncion : Pom’ la semumiccmitinmi itLid c leí miulmnero dc Nl ilnor. ver (2.18). pata EJ
P, e SVun¡ ( D0) existen¾> (it). ...,¿¡:¿k (it) J)uumtos simigulares(le Li, tales tiume

(2.14) ¡í(D1>. P¿ =E ¡¡(Li,, 1,~ (it)) u’
.1 =

Dt igual m miado. nura. cada fl e Sh íg (Li0). existemíy1 (it) y1 (/) 1)1>>itas siu>gulai (It EJ
1/, bules tluuc

si EJ
1=>

Comíma el umuimerode Milmior (le 19 es imiclepemmtlientede it, la. fórmula (leí nuimnemotic ?\humor EJ
del Teorejima(le 2.1.19 míos <la la icleutídad

(2.16)
>3 p(Li,P)+ >3 pjV.P)= >3 ¡4D,.P,)+ >3 ¡(1/ E) EJ

PESi nO(D) PE San.y ( D) í’t E Si~ig (13) Pc ~ 1.)

Así. l=u.s(lcsigua.l<laclcs<le (2.14) y (2.15) son igualdades. Aplicamu.do cl criterio (le irte EJ
hmcibiliclad (leí lugar simígular<le Lé., ver el Teorema.dc 2.2.1. obtenemnoslas seccionesque

lunseanmos. E EJ
El siguienteejemplode Briaumcqny Speder,ver [B—S1), demuestra.<ji¡c la. condiciondr EJ(1~W el tono tangenteseareducidoes necesaria.Etí efecto, la fiunilia. dada.por los erosdel ptlinommmio

EJ
EJ
a
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tiene como luga.r singular el conjunto (0,0,0,it). Cadasingularidadaisladade superficie
(11<, 0) escasihomogéneadepesos(zú, z>, z2) = (jSg, -~g, jg). Portantotodastienenel mismo
númerode Milnor 364 y la nmisma multiplicidad 5. Sin embargo,las seccionesplanas
genéricaspara it = O y parat # O, por planos z2 = az0 + bz1, tienen distinto númerode
Milnor, ~~(2)(v0) — 28 y tt(’2)(11<, o) = 26.

2.3 Fórmula de Yomdin

Usandolos resultadosdela primeraseccióndeestecapítulosepuededarunademostración
inmediatade la fórmulade Yomdin, ver [Yomdin], [Lé 2], [L-M] paraotrasdemostraciones.
Seaf : (1321+1, 0) —~ (13,0) un germende función analíticay seael germnende hipersuper-
ficie (11,0) := f~i(O); sea

f (zo,. . . , zn) = fr’(zo, . . . , z21) + fr’+k(zo,.. .,z21)+

la descomposiciónde f cotno sumade sus componenteshomogéneasy sea Li su cono
tangenteen 0. Supongamosque Sin g(Li) rl Z(fr’+k) = ~ (*).

2.3.1. Teorema. Fórmula de Yomdin. Con la Itipótesis de que Sing(Li) rl Z(fr’±k) =

0, (11,0) define una singularidad aislada de hipersuperficie en ~ y su númerode Milnor
es igual a

(2.17) ídYo) = (d — 1)”~’ + k >3 ¡i(Li, P),
PESlng(D)

donde ¡í(Li, P) denoto. el número de Milnor de la Itipersuperficie Li en el punto singulwr
P.

Demostración: Seair : (C”t E) > (1321+),0) la transformacióncuadráticade (1321+1,0)

con centroen O. SeaE := ir’(O) —~ IP” el divisor excepcionalde ir y sea 11 la trans-
formadaestrictade (Y O). Sabemosque Sing(V) rl E G Sin.g(Li). Si Sing(Li) esvacío,
entommces(Y0) ticíme un punto singularaislado. En casocommtrario,seaP E Sing(Li) un
punto singulardel cono tammgente. Se eligen coordenadasproyectivasen IP” de modo que
P = (1 : O : ... : O). La condición(*) se traduceen la siguientecondiciónsobrela función
f, f vienedadaen coordenadaslocalespor una expresióndel siguientetipo

La aplicación ir estádefinida en la carta adecuadacomo <ro,... , x,,) = (x0,x>z0,... ,
en estascoordenadasafinesP es el origen. La ecuaciónlocal de 11 en un entornode P es

1<41, X~, . . . , x,,) + x~ g(ze,~ .. , %) = O

dondeg(xo,Xt,.. . , x~,,) = 1 + fr’+k(1, Li,..., ¿vn) +-~ , con fr’÷k(1,O,..., O) = O. Así, y es
una utmidad en el anillo de series13{z~,...
Seael cambioanalítico de coordenadas:

= r1 para todo i e {1,. ..,n}

= írozv(reo,xí,...,¿c~)



u’

48 2. Cono tangente con singularidades aisladas

domide u: esuunaraiz k—ésimna.del germueng. Después<leí eamímbio amíalítico <le cc)ot’(lel ¡a c las. u’
la ecuiaeic5ím<leí germende 11 cmi un entornode P es u’

Idi, x~ x,,) + u0 — O.

Con estaecumación local la singularidad(le 11 en P es aisladay suu humero<le Mil>>or es u’
(A: — I)p¡’(D) Para termnimmarla detuostraciómídel teoremíma bastaaplicar el Tcore¡m¡a (le
2.1.19. E

u’
2.3.2. Ejemplo. Curvasplanas. En el (:aso u> = 1. es decircuiandof c 13{x. ¿4 y (1/ 0)
es u u> <

1crm>mci> (le cuurva, la cotudició>¡ ( *) <le la. fórn¡iula tic Xonidim> setra.(luicc e>> la sigiumemite u’
util >ietlatí. Sea. •f’ = fa + .1<1±~+ Comí>o 1½y 1$k somí íolimíomííios de lic mímogé>mccus <le

dos x’aria 1 >les a mmitemí unía factorizaciémí cii l )ro<lui(’ t O (le i)Olim>Oi 1> i05 i>om>c gcm>et>5 cíe gí<ulo

u¡mt>. Por lauto. se í niedeescribit’ auntos >oli u íou}> it)5 tít~ la siguuíentemaumera. u’
8

fr’ FI (~¡~ + 3g)tUí u’
fJ (a,u: + Q y)’’= :1 u’

Alíara Li G IP> está. formimado por unía. t:a.>¡títlacl ¡nuita (le pumutt~s (/~l : —nl)’ Mima>¡cia las
¡‘¡<Ns 13< >ii< 1 íd ¡ t.\s aiíi líos loe~¡íes cuí estos 1>~~’ itas.Ñ tiene q nc 1 ccnmjtui tu Síng(19) os <1 u’

c’a>ij umít.c>
— ct¿) talesque uit

1 > 1 }
Dc t ste mmmc Y 1<> la u >mid ¡cion (t ) ese(íimívaientea que las rai(’es mímul¡ti pies tie CI ¡ c seamm u’
ni> ces (le

14k =

Sea í >umes. P = (¡Sí : — a ~)una.raíz(le k = (1 de u>miii ti plicidad ,n.~ mí lavarqíme u ¡ ¡o. Sc’ pi ¡cdc’ u’sui>oimcm q¡ íc P t humecoorddfla(las liommmogé¡¡cas(1) : 1). Pa¡‘a c‘ahí¡lar el u> ti ¡mu ¡‘o <It A 1 ¡1ucíe Li cm> E 1>¡iv quic t a.luu1am’ la. (huiietlsion <leí 13—esí)ati a vectom’ia 1

¡<Li. E) = dnnc = ii>~ — ji.13 { :1:1

Por tanto. ci m>úinero (le Milmior (leí gertímemí de curva. (11, 0) es

¡<11.0) = (d — 1)2 + A: 1’EZ(f,i) (mp — 1). u’
domule uit

1’ esla lnI>ltil)licida(1 <le P en Z (It’) Otromodo <le escribiresta.fmi ti uit> 4pm ¡1<1 <nl
es u’
(2.18)

<lom¡<le 7) esel gradotiel polinomiiio fa reduci<io. u’
Fimíaimnemíte.obsérveseque las singimlari<ladessímuples(le curvas ‘

4k~ Li,, \T 1»>; y E
5 verifican

la. condición (*), mio verificátídolala. singularida<lE7. u’
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En relacióncori los invariantespolares(eq, rna) de las singularidadesque verifiquen la
con<lición (*) anterior,Luengo y Melle handemnostradoel siguienteresultadoel cualnos
dice que valorespuedentommmar los cocientes{ $}, ver [L-M].

2.3.3. Proposición. [L-M]. Supongamos que (YO) y f C C{xo,.. . ,x4 verifican (*) y
que Sing(Li) es no vacio.

(a) El conjunto {$f~}rer’ es igual a {d+ k — 1} si y sólo si Sing(Li) = Z(f~71, . . .

En este caso (YO) es topo lógicamente equivalente a la singularidad definida por el
polinomio 4+ 4 + ‘‘‘ + 4 +

(b) En cualquierotro caso, el conjunto {~}~C~ es igual {d — 1, d + k’ — 1} y si H es un

hiperpíano de 1321*1 tal que Sing(Li) rl H es vacío, JI = 2(1) donde 1 es una forma
lineal, entonces la familia F(x, it) = fí(x) + (1— t)fd+i<(x) + tíd±~< es ¡í*~constanteen
un conjunto abierto conexo de C que contenga al O y al 1. Asi (YO) tiene el mismo
tipo topológico que la singularidad definida por FQr, 1).

2.3.4. Comentario. Obsérveseque el resultadoanteriornosdiceque el tipo topológico
de (11, 0) estádeterminadopor el d + k-jet de f. Estova llevar a la. definición de singular-
i(la.desbivalentes.

2.4 Singularidades bivalentes

Vamosa introducirahorala nociónde singularidadbivalente.Estetipo desingularidades

jugaránun papelcentralde ahoraen adelante.

2.4.1. Definición. Un germende función analíticaf E C{zo,... , z21} es bivalente si el
desarrollode .1 comosumade suscompomienteshomogéneastiene sólo dos componemítes
no nulas,es decir ¡ = fa + .fd+k

2.4.2. Definición. Un germende hipersuperficie(11,0) G (C”~’, O) con singularidad
aisladadefine una singularidad bivalente si existeun germende función analíticaf E

13{zo, ... z~~} bivalentetal que el germende hipersuperficie(f—
1(O),0) tiene una singu-

laridad aisladay (YO) tiene el mismo tipo topológicoque (f—’jO), O).

En el comentarioúltimo de la secciónanterior seha visto que la Proposiciónde 2.3.3
asegura.que todas las singularidadesque verifiquen la condición (*) de la fórmula de
Yomdin son singularidadesbivalentes.

2.4.3. Notación. Para las simígularidades bivalentes se sigue denotando por Li c IP” al
proyectivizadodel cono tangente,es deqir al conjunto de ceros de f<¡ y por T c IP” al
conjunto de ceros de fr’±~.

2.4.4. Teorema. Sea f E C{x, y, 4 un germen defunción analítica bivalente. Su lugar
de ceros (11, 0) c (13~,O) es una singularidad de superficie aislado., es decir bivalente, si y
sólo si el conjunto proyectivo Sin g(Li) rl Sing(T) es vacío.

u__
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Demostración: La. condición es míecesariaimídependientemnentede que la. dinmensiónsea u’
dos. Sea f = ¡cl + fr’±p. Supongamnosque existe un punto P cmi la intersecciónde los

u’con¡untosSiíuy(D) y Sin g(T). sc puedesuponerqíme P tiene coordenadasproyectivas
(1 (1 : . . . : O). Entomicesel germííem¡de curvaC <leflumido por las ecuaciomíesz> = z2 = . . . =

— O essitgtmlar cm> (11.0). Em> efecto, el ligar singuilar vienedetertuinadopor ¡ y por cl u’
ideal jacobianocíe f; en estecasopor los ceros (le

+ .fd+kz,: O u’
i’rí + f<jl-~. = O.

Los Pumntos<le la. curvaC S0~ (le la forma (so. O,....O) y ~uiuula¡m a las ecuacio>¡csamítemmuí t’s u’
smi mimAs (Juue observa.rque, coulmo 1> essingutiar para Li y para T. em>tom>t¿:es

1< (su, O, . . . O) + ft’+c. (z<. O, . , O) = z[j >fr’ (P) + :j~’~>f~~ (P) = (1,

ni tc cías las (lturiva.(la 1 U t’cía les. u’
La c ‘ aít 1 ición es su¡ ficiente cmi cl caso cíe superficies. Paraestuut liar si (11? 0) tiene u muía u’sim>gulari cla<1 aíslala. se t:oimsi(iei’a de mitíevo la tratísforniacio>>cumatIrA tica dc ce>utrc el origemí

Sea ir (132 E) ~> (132 0) la. t ramisforniaciómícmuncíratica(le (133. 0) com ecu>itro cm ¡ 0. Sea.
E = ir — (0) p2 el cl ivisor excei tuíomial (le ir y sea 1 lii Iramu siorimíada.estrictacíe (1/. (1). u’
Se salt’ t¡¡>e Síng( 11) rl E G S’utg ( D). Si Síug( Li) es vacío. cumitoimees (1’? 0) tiemie muí>
)uuuito símíguilar aislado. En caso c ‘c)ntrat’io. sea. P e Síug( Li) u ¡ ¡ ¡ pi imito si¡¡guIar <leí eo>>c
¿ungc¡¡ te. Si P no es ¡¡u pu ato <1< T, la. demostracióndcl Teoz’emna dc 2.3. 1 ncxs vale ¡mí u’

ver cii >c (e. 1~) es u imia. snmg¡u lari(l acl aisla.<ia. y c )t’ tautt) tun cmit ormic}s dc c ~«~ 1 u u ¡tos tIc’ 1
‘o> it tar¡ge>ite las 1 >osil )les sim ¡ gumíari<la cies <le 11 estansolwc el cli visor ext cj>c :it>ma.l.

Su>1)O¡ ¡gamimos l)t)~ ta.uutc q uucu P ~su u>> unito siuigumlar le Li y mm¡ í )u> > >tt 1 ist> tic T. Scu elige> ¡ u’
‘ooI’(leu>a(las l)roYecutivas tui> IP

2 cl e mm>tdo tjuíe P (1 : O : O). La aí Aieacié>> ir tustá. <leí>>1(1a
cmi la. caita. adecu¿ud a. c onu, ir (x>> . u: > ¿ru) (xcm, u: > ¿e>>, ¿ríe

1>) cii esti 15 (‘Ooi’(ltu > m¿idasafumes1’ u’
es el origen. La ccimaciémí It ¡cal le 11 cmi ummí t=iitt)ri>odc P es

u:>. 2:2) + ¿4 f,r>-p(1. ru. x’~) = O.

Comímo la cuurva >lamma. T es lisa e>> P, existe uuí cambio aííalítico de t:c)ort1 cu> ma<las ( Y , ~>) u’
a c’t>c>>’tlem¡aclas (x> , ¿e9), It> : (132 0) (1320) tIc miioclo qume ./í±41,It> (1, JY)) 1. Sca.
¡4:7. ¡7) := j½(1,It> (:7, Ji)) Sea s := (Li. T)~, es miiayor (¡ule 1 va que P es sim¡guular pat a Li. u’
Por tamíto í4O ‘u) = c~j~ + - . . términosde mayorgrado, e E 13 \ {O}. Por el teorema dc
Preparaciónde Wcierstrass u’

PC”, Ji) = vOl;. Ti) ‘ (JI + ~ (y)~SM + ... + :Ébs.< (;T)fl + :7b8(ff’)),

domide i ‘(0,0) # O y It (O) = O ya qume P e Sing(D u’Como ¡‘(:T, ¡7) es una. uu¡ii(la<l e» 13{it. Ji}, sea.‘¿¿Ql. Ji) una. raíz .s—ésinma<le ‘u(ff. o). Se puede
realizar uun nuevo cambioamialitico cíe eoordeimadas½: (132 0) -~ (132, 0), líQ (it> , y,’>) =

(it. fi) (lI¡C esel iuiverso cid signie>it.e cambiode coordenadas u’
¿E> = 5

= ¡7uQT’.fl) u’

u’
u’
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demodo que f~~4l, It1 o It2Qtt1, :oÓ) = ¿ti, y

poIt2Qlí,¡7m) = fcdl,Itm oIt2Qli,’Ñi)) O~ +?ig¼ií,’fl>),

y g(O, O) = O ya que P e Sing(Li).
Seael cambio analíticode coordenadasIt : (13~,0) —* (13~,0), (‘ir, ~t, ¡7~) ¿ (¿cO, ¿ci,

definido como
It(uD4u,fi2)= (?D,ItmoIt2Qli,¡7m)).

Como sólo se hamí hecho cambiosanalíticosÉ siguesiendoel (O, O, O) y la. ecuacióndel
germen 11 en un entorno de estepunto es

(2.19)

Aunque se lía.n realizadocambiosanalíticosde coordemíadasel divisor excepcionalestá
definido por la ecuaciónufl O. El lugar singularde 11 son los puntos de 11 que anulan
las siguientestres ecuaciones:

¿3g

s<í +¿tij~ (~í,¡7í) = O

krn~’ ~ = O

Se buscanpuntos que no tengamí la coordenadaiD igual a cero y que anulen la tercera

ecuación,entoncesla coordemíadaZ~ debeser nula. Sustituyendoahoraen la ecuación
segundaó en la quedefine 11 setiene tambiémíque la coordenada¡7i debesernula. Final-
mnente,conio g(O, O) = O, la otracoordenadatambiéndebede sercero. Deestemodo las
singularidadesde 11 estáncontenidasen E. Nóteseque las singularidadesde 11 pueden
mio ser aisladas,estoocurrirácuandoLi seaunacurvacon componentesmúltiples. LI

2.4.5. Ejemplo. Para u> 2 la condición del teorema no es suficiente. Seapor ejemplo
el gerníemíde función analíticabivalente

f (zo, z1,z2, za) = z>z3 + (z2 — z3)
2 — 2ZoZm.

El único punto singular de Li es el punto de coordenadas(1 : O : O : O) y los puntos
singularesdeT somí los del hiperpíanode ecumaciónz

0 = O. Portantoseverifica la condiciómí
~1eíteorema.Sin eníbargoesfácil de ver que,por ejetuplo, la curva=(t)= (it, O, it

2, t2) es
de puntossingularesparala líipersuperficie(f’(O), O) G (C4, O).

2.4.6. Teorema. Sea f e 13{’x,y, 4 un germen defunción analítica bivalente tal que
su lugar’ de ceros (11,0) c (133,0) es una singularidad de superficie aislado.. Si su cono
tangente Li es reducido entonces

p4V,O) = (d— 1f~’+kg(Li)A-k. >3 ((D,T)~— 1).
PCSIng(D)
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EJ
Demostración: Como Li es reducido se puede aplicar el Teoremna de 2.1.19. Sea ir
(Ct E) —> (13~,O) la transformacióncuadráticade centroel origen. Sea E = ir

1 (O) IP2

EJel divisor excepcionalde 7r y sea 11 la transformadaestricta de (11.0). De estemuodo es
sumficiemmteprobarque paracadaP E Síuu.g(Li) setiene <jue

¡t(11, P) = (A: — 1)¡t(D, P) + k(s — 1), EJ
cloiitiesesla. multiplicidad de interseccióncíe D y .71 en P. Si P ntí tts i>n punto de T

EJ1 )astaobservarque,medianteumn camubioanalítico de coortlemiatlas,tina. ec’uuacióm¡ lot al cíe
11 cmi P es

fr’Cr, 1/,1) + 9 = O, u’
(lOI>tlC f~i(~ y. 1) = O es ummma ecumaciémílocal <le D cuí P. Ca.lc:uuleimuostusteumiumimero tic ?\ Imínor

Sea pues,P ím punto <le 71 Etí tuste casola. ecuacióntíume clefiuie tul germnemícíe 11 en

EJviene tíetermiminada.conmoemm (2.19),

¡[+2;- g(¿c,y) + •2~ = (1 EJ
fi >ntle ñ@r, y) : = y~ + ;rgQr, y) = O esuna.ecuac>omi<leí gerimíemí tltu tulirva. Li tumí E y :í: = 1) t’~

mmmma cemíació>> local de la curva.T cm> P. La. fui ¡mciómm amialítica. fl( ¿c. y) es it ut Ii it mt la va. cjí ie

EJLi
1 otcsis. Li es í’cducido. se u>etle calcuilar tul i Iuimn(ur() tIc mM ilímor <le 1 ¡. sigui ie>>ttu i¡m¿i>¡tma

1. Si A: = 1 entonces

¡í( Q, P) = ~ __________________ EJPp + ‘u; Ay’ ¿e) EJ
— <finir C{y,w} = — 1

2. Si l¿ > 1, setiene EJ
¡411, Li) = tlimn6 13 { L ¡/~ lU} EJ

+ ,<11t <>I~~

___________ lOja;, ¡,‘}
— (huir (wk,g.s¡) + (k — 1) climas a’-’ ~liq u’

ib ‘

— k(s— 1)+(k— 1)p(Li.P)

Ej
2.4.7. Observación. La. fórniula. para. el imúmnero de Milmior obte»icla cmi el teorenma EJ
amftci’ior generalizala obtenida.para.simigularidaclesque verifiquemí la. comidición (*) <le la.
férrimula cte Yotndin. EJ
En el siguiente teorema.se da. para. las simigimiaridadesbivalemutes, ¡umía acotaciómí mas
semucillaparael supremode los cocientes~ EJ

EJ
EJ
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2.4.8. Teorema. Sea f E C{ín, y, z} un germen de función analítica bivalente tal que
su lugar de ceros (YO) G (13~,o) es una singularidad de superficie aislada. Si su cono
tangente Li es reducido entonces

eq
sup{— : ½componente deFH} =d + ¡c — 1 + k . sup{(Li, T)~ — 1 : P E Sing(Li) rl 71)>

2.4.9. Observación. El supremodel lado derechode la. desigualdadsólo tiene sentido
en cuandoexistaalgúnpunto singular de Li que sea tamnbiénpunto de 71. Si algunode
estospuntosexiste, la desigualdadsepuedeescribirdel siguientemodo:

sup{-11- : ½componentedeFH} =d — 1 + le~ sup{(Li, T)p : P E Sin g(D) rl T}.
rn~

Dcmostración: Si Sing(Li) es vacíosesabepor el Scholiuni del Teoremade 2.1.16 que
todos los cocientesa son igualesa d — 1. Si Sing(Li) no esvacio pero Sing(Li) rl 71 es
vacio,por la Proposiciónde 2.3.3el supremnode los cocientesa es d+k—1. Supongamosrnq

pues,que Sing(Li) rl 71 no esvacmo.
Sea VV el abiertode hiperpíanosadecuadospara (11,0). SeaJI E VV, y sea I%~ la curva
polar asociadaa f y a H.
Realizanmosun cambiode coordenadasproyectivasde modo que H = {z = O}. En estas
condicionesla curvapolar FV~ vienedefinida como el germende curva en el origenque
definen fi,, = O, A

1 = O. Además, Sing(Li) c IP
2 \ 2(z) y por tanto se puedeaplicar

la Proposiciónde 2.1.14. Se tiene una descomposiciónde la curva polar de la forma
E

11 = UIt”, P E Z(f~~,fr’), donde ya se sabeque cada

8

PP = U 4
q=

y 4’ es mmmm germen de curva irreducible con dirección tangente defimiida por P.
SeaP E Z(f~~,fi), por la condición de trausversalidad de la curva polar, sesabeque

mminguna recta tangente a las cotnponentes irreducibles de EH estácontenidaen H, por
lo que P tiene la coordenada z no nula. Así, se puede hacer otro cambio proyectivo de
coordenadasde niodoque quedefijo JI y que P tengacoordenadasproyectivas (O : 0: 1).

Sea4’ una comuponenteirreduciblede Pp. Como la direcciómí de la rectatangente
a 4’ en el origen es (O : O 1) y la multiplicidad de 4’ en el origen es igual a
entoncesumna parametrizaciónde la curva 4’ vendrádadapor un germende función
It~ : (lO, O) — (13~,0) definidocomo sigue

donde ord<It~(it) > rn~ para todo i E {1, 2}.

(a) Se havisto en el Teoremadc 2.1.16que si P ~ Sing(D), setiene que

eq = d 1.
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EJ(h) SeaP C Siny(D). Luengoy Melle han demostradoque si P no es un punto de
71 entonees$; = d + le — 1. ver [L-M]. Seapor tamíto P E Sing(Li) rl 71, y sea 4’ umíta EJ
conupomienteirreduciblede Pp. Seair : (133.E) (13~.O) la transformacióncumadrát>ade

cemítro el origen. Conmo P tiene eoordendas(O : O 1) la transformna.cla.estricta cíe la
curva. esta.cmi la carta <lomide ir víemie dadacmi coorciemmadaslocalescomno EJ

<rip>, z>) = (sri:>, ¡luZ. z~).

Por It> tamito una larammmetrización<le 4’ está (lada cm¡ estecasopor EJ
¡y: (13.0) (133. E) EJ

t,fl,
__________________ /i>(t) ¡‘2(>) EJ

Ctmm¡o ¡ es iii> gem’mm>cmm bivalemíte. sc tiemie que ]‘ es fa(u:>. y . 1) + 4 - f»±p(2: . y> . 1) La EJ
Iturívada.de 1 resl)cctt) (le Z > es

(J)~, =k.z’<> . ,fr’±dxu,¡i>. 1). 4
Se 1> ¡. visto tui> el Ttuc remima <le 2. 1. 16 <pie setía la. igí u a It latí EJ

= <1 . un<1 + oucí,((1)> o ¡y (it))

5 íustituuvemido (fft, tu>> la amiterior igima.l<lad stu ol>tiem>c EJ
(2.20) e,~ = (d + A: — 1) . m0 + aud, (.fr’±p (¿e i , pi 1) o ¡y (it))

11 tu lacío>memosesta ¡‘1It i una igumaIdad tuoí¡ el mmii>> ¡ero tic ?\1 iluíoi’ <le 11 en P. Pcu el l.~em ci tic

2. 1 .2, 11 tic>>e en E u umia singumíariciad aislada>sc’ umetltu e¿lIc> mla.r suu u ¿uimmwi’o cíe m\ lii> un EJPara tullo lmaetu falta. uuu>a ecuación local cíe 11 cmi E. La ecluacuomí es f’ = O: 1> cum> c stas
c’oort ltummatlas es el origen y así.

¡41/. É) = <limc lO{xu. zií~ z> 1 EJ
~fj)

E11 viemie definida.conbo el lugar <le ceroscíe (f)~~(.tk,.se tiene cíuucu EJ
¡¡(11.?) = (1’~>~ F’11)<> = ~ oí’<íd(f)-,, o hq(t)) EJ

y’,

= >3 ((k — 1)rn,1 + oídí(fa+p(xu, y,. 1) o

.1’ EJ¾
(2.21) = CL — 1)gLi. E) + >3ordr(.fr’+kQl>. 7/’. 1)o h,,(t))

EJ
EJ
a
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E» el teorema.anterior se hacalculadoe] númerode Nlilnor de 11 en

(2.22) ~V, É) = (le — 1)íz(D, P) + kff Li. T)p — 1).

Usandolas dos igualdadesanteriores,(2.21) y (2.22), se tiene que

>3ordt(fd+kQr¡,yí, 1)0 hq(t)) = k(Ir.4Li,T) —1).
1’

Esta igualdad aseguraque se puede acotar ordi(fd+k(x>J/>.l)oh,At)) por A:((Li, T)p — 1) y
?flq

t)btener el resultadopedido

— 1 + ksup{(D,T)p Pc Sinq(D)rl 71]>
mq

u

2.4.10. Ejemplo. Si todoslos puntossingularesP de Li son no-tíegenerados,es decmr
con ¡mu.mímíero <le Milmuor igual a. 1, entoncessu compommentcE11 cíe la. curva. polar ticíme
nuiltiplicidad 1. Esto asegura.que su componenteF~ consta.tic una minica. componente
irretiuicil)le y,, que ademáses lisa. De este unodo, in es igual a. 1 y la. cota. anterior se
couivicrtccuí la igualdad

sup{IL} = d— 1 + ksup{(Li, 71)p :P E Síuig(Li) rlT}.
m.q
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Capítulo 3

Superficies bivalentes

En esteultmmno capitulosehaceun estudiode las simmgularidadesdesuperficiesbivalentes.
Estamosinteresadosen el cálculo del primer invariantetopológicode la simigularidad,el
númerode Milnor. En el capítuloanteriorya se estudióel casoen que el proyectivizado
del cono tangenteLi eraunacurvaplanareducida.

El hecho<le permitir que Li tengacomponentesmúltiples hacenecesarioun enfoque
distinto del problema. Primero se haceun estudiode las singularidadesde superficies
de (13~,0) que verifican condiciommesmás débilesque la condición (sc) de la fórmula de
Yomdin. En realidadsepide qute la curvareducidaLirer’ verifique la condiciómí (sc) y una
ciertacondiciómíde trausversalidad.Paraestetipo de singularidadessecalculala sucesión
~ de númerosde Milnor y se demuestraque sonsingularidadesbivalentes.El principal
ingredientepara el cálculo del nuituero de Miluor es el número de Milnor generalizado
definido por Parusiúski. En la primera secemonse introduce la nociómí de número de
Milnor generalizadoy sedan las propiedadesmásinteresantesde estenúmero.

Finalmente,en la última sección,seestudiael nuimnerode Milnor de las singularidades
bivalentesde superficiesde (13~,O): Paraello se da unafórmuladecomparaciónentrelos
númerosde Milnor de dossingularidadesbivalentes.Con estafórmula de comparacióny
con el númerode Milnor obtenidoen la segundasecciónde las singularidadesespeciales
sepuedecotícluir en el Teoremade 3.3.10 con una fórunula parael núnierode Milnor de
las singularidadesde superficiesbivalentes.

3.1 Número de Milnor generalizado

Las referemmcia.sbásicaspara estasecciónson los artículos de Parusim’mski y Pragaez,ver
[Parusiúski]y [P-P],y el libro degeometríadiferencialcomplejadeWells, [Wells]. Recorde-
mos su definición de número de Milnor gemíeralizadoy las propiedades<leí número de
Milnor generalizadoque se usaránen la siguientesección.

Sea Al una variedaddiferenciablecomplejaconexade dimensiómíu + 1 y seaL un
fibradolineal imolomorfo sobreM. Seasunasecciónholomorfaglobal de L, s E H0(M. L),
y seaZ el conjuntode cerosdc s, estoes,unahipersuperficiede Al. Fijemosunamétrica
hermuitícasobreL. Sea T*M el fibrado cotangentecomuplejo, T*M := T~ OR lO. Este
fibrado essumna directade la parteholomorfaT*IM y de la parteammtiholotnorfaT*~~M.
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Seconsiderala descomposícionhu <‘anexión asociada.a. la nuSt.rica D = D’ + Li”

Li’ : A0(L) ..41’tL) = A0(T’M 0 L) EJ
Li” = O: A0(L) —> .Aoi(L) aEl conjunto de puintossimmgularestleZesSinq(Z)={ZEZ:D’ssrO}.

SeaE’ un fibiacio vectorial moni orientado<le <limnemísiomí A: sobreumima variedad<liferen—
cial>lc real (le climimemisión le, comupacta.orieimta<lay eom~ bor(lc ( B.OB). Para.c’a. la sc (ion S EJ
cíe E, qume mme sc ¿umiuuie sobreOB. se cleimota por iuud

13s el íi¡<lice cíe itmterseciouiscml>re B (le S

y dtu la secciómícero <le E?. Si ~ es uuíma pequuemmpertuurba.ciomi<le,~s tramsversaia la Set.uon
cero, entomicestui dJ).s es igual al ¡«¡¡floro (le ceros (le s t’oi>tat.los (‘O>¡ lt)5 sigu¡os. Si E esel EJ
librado trivial esta(leflnicioml coimmcitltu couu el grado topológico.

Comí estasdcliimiciones Pat’uusiuíski. [Paru.msimíski] defimie el mm ulimiero t leAIi 1¡mr geumemal— aiz¿i(lo. Sea. Y um¡ma. c’otnponemmtc coimexa y compacta.de Siuu¡ ( Z) y sea U u>>> peqiucimo<u>mtc>ri>o tic Y.

3.1 .1. Definición. [Parusiúskij. Scu ll¿umnaránúmero dc M’ilnor qencíalizado de Z ca 1’ 4
al uitlice c hu i mmtcm’scc eit5mm luid, ¡ D’s ~ se cíenotará por ¡í(Z. Y).

3.1.2. Definición. [Parnsiñski] . Si atle>mmtis Z es co>npacta.scu llai¡iará u óuncuo de Allí— EJa.oi’ gcnt:í’aitzadri dc Z ¡1.1 ímmt¡ ice c ¡tu u ítersec’ción dc las sctueíóuu c ‘ero del fmI na<1cm vectot ial71*/NI E y &u 1 ¿u stuccit$mi cero cíe] fil mí’¿u lo vectorial Li’.s,y scu ci e>>otara por ji Z) .

Propiedadesdel número cte Milnor generalizado
1. Ci ua.m>do Z es commmjma~my 1 . somí todaslas ctmmu Ptm¡tumites echuiex¿uscíe .S’ía.g ( Z)

se tiemttu t¡umtu r EJ
¡‘(2) = >3 ¡42. y).

i=1 a
2. [Pa.rusimíski]Proposititmuí 1 .4. Si 7 tiene sólo singimla.ritla.clesaisladas.e>>toiuces

= >3 ¡<(2, ¿e), EJ
;rCSi~=u(Z)

londe p.(2. ¿c) es el imúmímero tIc A humor musutal de 2 etí x. , [Milnorl . EJ
3. Esta propiedadsc puede tcnn¿mr como definición en cl cast tun que NI sea (am- al»u.cta.. La propietla.<l generaliza.it>. fórttíimia parala característica,cíe Eulcr—Pcmiííca.rédeunasumbva.rie<laddiferenciablede NI.

[Parusim’íski]Proposition1.6. EJ
¡42) (— i)’~ > x(Z)+ < c~> (T

ttM O L), [NI] > —(— ifl> x(AI),

(lon<le [NI] es la clase<lefinida por Nl. e,.>.u es la. clase<le Cluermí muáxinma<leí fibraclo ~ ~( ) EJ
t’s la caraeteristicade Enler-Poincare.

EJ
EJ
a
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4. [Pa.rímsimíski]Coroliary 1.7. Si Z’ es otra secciónholomorfaglobal de L entonces
usandola propiedadanteriorsetiene

¡¿(2) — ¡42’) = ( l)”~’(x(Z) — x(Z’)).

En particular.si 2’ esunasecciónlisa de L el númerode Miluor generalizado~i(Z) mmmide
“cuanto dista topológicamnente”2 de seruna hipersuperficielisa.

5. [Parusimiski]Númerode Milnor generalizadoy transformacionescuadráticas.
Debidoa la anteriorcaracterizacióndel númerode Milnor generalizadoen funciómm de las
clasesde Chern sepuededar una relaciónentre los númerosde Milnor generalizadosde
2 y de su transformadaestrictamedianteuna transformacióncuadrática. Sea ¿c una
singularidadaisladade 2. Sead la multiplicidad en x de 2. Seair: M —* M la transfor-
macióncuiadráticade M con centrox. SeaÍ~ la transformadaestrictade 2. Denotemosa
ur”(¿c)rlV porLi y a ~ ¡¿(Y7) porg(V, Li), dondeti,... 17 sontodaslas comnponentes
conexasde Sing(V) contenidasen Li. Entonces:

14V, Li) = p~t + (—1)”~’(x(V) — x(Z)) — (d — 1)21±1+ (~1)n+1 — (—1)”~It(v d),

~~dyt+il
dondeIt(n, d) = (n + 1) + ([ esla característicade Enler-Poincaréde urna lmiper-
superficielisa de grado d en IP”.

6. La siguiemítepropiedadtambiénes una caracterizacióndel númerode Milnor gemí-
eralizadocuamídoMescomupacta.[P-P] El númerode Miluor generalizadode 2 en M es
tambienigual a

(~1)fl+m(X(Z) — JM c(L
1ci(L)c(M)),

dondee(L) y e> (L) denotanla clase de Chern total y la primera clase de Chern del
fibrado lineal L y x es la característicade Euler-Poincaré. Esta igualdad esel lazo de
uniónentrelos resultados[Parusiúski]y de [P-P]. Paramostrarquela fórmulaantriory la
de la propiedad3 son igualesbastadessarrollarlas clasesde Chernde ámbasigualdades.

7. [P-P] Sea:r un plinto singulararbitrario de 2 y supongamosque la hipersuperficie
2 vierte dadaen coordenadaslocalescentradasen ¿r como el conjuntode ceros de una
función analíticaf : (cnV,O) —* (13,0). Seeligen e >0 y ¿talesque 0<6 « e y que se
verifique el Teoremade Fibración. SeaE~ la fibra de Milnor asociadaa f en x.

3.1.3. Definición. Se defineel nzímero de Milnor topológico como

Cuando¿E es un puinto liso 2, entoncesp(Z, ¿c) = O, si ¿c esun punto simígular aisladode
2 entoncesp(2,¿E) = j42, ¿c) esel númerode Miluor usualde 2 en x

Como 2 esumí conjunto analíticoreducidoadmiteuna estratificaciónde Whitney, ver
[Whitmrey].Seapues8 una estratificaciónde Whitney de 2. Entonces,por el Segundo
Lema de Isotopiade Thonm, ver e.g. [G] Theorem5.8, el tipo topológico de las fibras de
Milnor F~ asociadaa x es constantea lo largo de los estratosde 8. De estemodo, para
cada.estrato5 E 8, se demuotarápor fts el valor de la función ¿c —* p(Z, x) sobre5.
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8. L~-~] Example5. En casode qume 111 seauna subvariedadcíe IPA’ y si. adeimiás.se

sutpommeQmc 5’ C Síng(Z)es liso y el par (Z \ Y Y) satisfacelas condiciomiesde Whit¡iev. EJ
eiit.oii<:tys, ¡.uara x E Y.

¡4’ = ft(Z. ¿c) = (~1)>~Ví(n±>—~n>(Z.¿c). u’
<bucleun = dliii Y y p,(n±>rn)(Z,x) es cuí númerode Miluor de la. seccióntic Z em¡ pom
un planogeiméricode dimensión (u>. + 1 — ¡u>.). ver [Teissier1]. u’

9. La siguienteproposiciómíes la qume va a p(urmnitir cl cálculo (le] miuim>icrc ticu ?\ Iml>io¡
gtumier¿uIi ‘zacío
Proímcmsitiomi 7 [P—P]. Sea L umí fibratlo lim>eal imolomorfo sobremuía varícutíací NI com>uj 1 la EJ
c:ol>iJía.t;ta c le dimnemísiómí (u + 1). Sea bu lmil)ersuti)erfmcie 2 en NI el <¿o>>] ummit<) <le t:(urOS cíe

E H>> (111. E) y seas’ otra secciónholoumiorfa global (l(u E tal que el con]uui>tt) <le etum os 2’

EJ
cíe .s’ tus lisa y trammsversa.la umía. estratificaciómícíe XVhitmiev 8 <le 2. Emitomiccus

Ps’x(S \ 2’). EJ

¡ it lcua ~5 ¿>1>1icar la mmoc.:ion ticu nuímiitut’c tic Miluor generalizatít> a. It s gén ncum ¡ c s tic EJ
1 mi1 mcUSí ¡¡ turlit:ics tutumí si¡Iguulari(lades aislnclas. Sitj cumímíuargo las prt >1 >it,cla.c1es u >tcricutus sc5lc
x.’¿tIc>> m¿ tr¿u varitut Inc les comí>acutas il’I. El sígí u iemíte lenma arregla. <u> c iturta. ¡ Ii ¿ ¡¡ ¡ur¿ EJ
sit. u> ¿it mcu> ¡

3.1.4. Lema. Seo. (2, 0) c (13i±> O) un germen <le hzpcrsuperfzeu.e con. ur.n punto síu EJaislado . Existe una hipeus’u¡x.ur’ puoqcetrva 2 dc ¡pu± 1 con. un ‘¿inico punto suaislado (¿. tal que lasunqularídad dc 2 en 9 es analíticamente equ~valcnte a la. .su.nqaía¡’udad

del qermen(2. 0)

Deurrostune¿0v : Sea m = (so. s.,, ) el ideal muaxímna1 dcl a>millo it mt al Gis>>.... —,, } u’
Suij t ¡ ¡g; ¡ u ¡ ¡tus c ¡tic el germímemí (2, 0) esel coi¡j í¡>it.o tic (¿eros ti(u u un fuumíció> ¡ ¿u mu ¡1iticun. .1’~ U ti—

i’z¿umit 1cm cuí Teom’enma.(le K—detem’m>¡ ilmació> ¡ cíe Nl ather. ver [Nlatímer] TI ieot’cumii 3.5 y TI it o> t mii EJ
9.2. c tun¡ o ( Z. O) ti ene u mmi pu mito sing¡iJar aislado exsteun ciitei’c> ¡ rl tu nc ® qi iíu

todo ti > í y ¡mra todo g E 13 {
2o. . . . 1,, jI <‘omí ./ — g G uit existe un caimibio ¿1 nalítí EJ

etmoi’<l e>madas tE (13” + O) —* (13>1+>, 0) co>> q = ./ 0 ~b.Así. desdeel pui>¡tc) cíe vista tIc 1 c
tudio am>alít.ico. y íuor tanto topológíco(le (2.0), podemossupomíercjuitu ~fcus ¡iii olii>o>>>io
cíegrado ti suificiemítemnentegramíde.simm mimAs que tomnar como g cl juolimiomimio clcu Taylom (le EJ
/‘ cíe ciclen ti. Sea E. el lmommmogem>eizadodcu 1. es decir

y
.F(zo,....z,..¿¡‘) = un’~’ f(i=2, . . . , u’W 713

Sea 9 := (0 : . . . : O : 1). Sea 1’ el espacioproyectivo formadopor todoslos polimiomumios
homímogémicosdegrado s. Se ~uommsidem’ael siubeomíjuimitoA c P formmmadottudos los juohmmcumíímos EJ
P(zí>. . . . z,,, iv) liomogémícosde gradoti talesqueel el polinomio (ltu Ta.ylor cíe P cíeurden
í tumí el lunuto 9 t:oimmcide con el polimionmio de Taylor de E de orden 1 cmi el punto 9 El
comíjumíto A es umí subespacioproyectivo limícal cíe 7’ y por tanto define ummí sistetnalítícal EJ

u’
a



3.1. Numerode Milnor generalizado 61

11 de L := O~.±i(ti), el fibrado lineal asociadoa las hipersumperficiesde grado ti en PI+m.
El punto Q espuntobasede estesistemalineal yaquees un cerode todoslos polinomios
de A. SeaQt # Q, veamosqueexiste un polinomio P de A queno se anula en Qi. Se
considera&¡ el honmogeneizadode grado s del polinomio de Taylor de f hastaorden í
en el punto Q. Se puedeconsiderarel polinomio P = F<, +It(zo,... , z

21), dondeIt es un
polinonmio homogéneode grado ti tal que It(Q1) # F=¡(Qm).
Usandoel teoremade Bertimmi, [C-H] pág. 137, el elementogenérico2’ de este sistema
limmeal es liso fueradel puntobaseQ. Deestemodo,estahipersuperficiegenérica2 cumple
las hipótesisdel lema. LI

El siguienteteoremumade Lojasiewicz, [L], nos va a permitir demostrarel próximo lema.

3.1.5. Teorema.[L]. Sea X un espacio analítico complejo y sea A un subeo njunto analítico
de X. Existeuna triangulaciónde X~ en la cual apareceA como el soportede un subcom-
plejo. En particular, existe un entorno abierto U de A tal que U y U se pueden retraer

sobre A.

Sea2 c IPn+m unahipersuperficiede las obtenidasen el Lema de 3.1.4. Seair : IP~~>
4 —+

IP21±íla explosiónde ~fl±l con centroel puntoQ; sea2’ la transformadaestrictade 2’ y sea
E := ir’(Q) ~ IP” el divisor excepcional.Obsérveseque E> 1/rl E. Por otro ladocomo
2 tiene sólo comopunto singularaisladoa Q, las singularidadesde 2 estámien 2 rl E.

3.1.6. Lema. En las anteriores condiciones se verifica la siguiente igualdad:

(3.1) x(Z) — x(Z) = x(D) — 1 = X(Lired) 1

Demostración: Seairk-’(z) : ic’(2) .‘ 2’ el morfismo ir restringidoa la imagen inversa
de 2. Usandoel teoremaanteriorsepuedeelegir unatriangulaciónde 2 de modo que Q
seaumm subeomplejode la triamigulación. De igual mnanerase puedetriamugular2 de modo
que 2 rl E seaun subeomplejode la triangulación. SeanS~ := {2 \ Q} y S~ := {Q}. El
mnorfisnmo 1rk-I(s

0) : ~—m(S0) 5~ esbiholomorfo con lo que es una fibración topológica
y W¡r—i ~ : E . Sm tammmbién estopológicamentetrivial ya que esunaaplicaciómísobreun
punto. Portanto se tiene que

x0< (2)) = x(E) x(Q) + x(Z — Q) x(E) + x(Z) — 1.

Además,
= xCZ) + x(E) — x(Z rl E).

Como2 rl E es el cono tangenteLi, entonces

x(Z) — x(Z) = x(Li) — 1 = XCDred) — 1.

LI

Aplicando el lemna anterior a la propiedad4 del númerode Milumor generalizadose
tiene

(3.2)p(
2) = ¡42,0) + (—1)~~’(x(Li) — 1) — (d í)W + (—1)”~> — (~1)n+mIt(n,d),
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donde It(n, d) = y. + 1 + (i—d)”~> — es la característicade Euler-Poincaréde una lmmpersim-a
perficie lisa de gradod en EJPrimera fórmula. Simuplificando (3.2) se obtiemme la primera fórmula que reía-
cionael númnerode Milnor del germnen(2, 0) comm el númerode Milnor gemieralizadode la
transfornmada.estricta.de 2 EJ
(3.3) ¡«2,0) = (d — i)fl±i + (—lr(x(Li) — It(n, d)) + ¡<(2),

3.1.7. Observación. Em el casoque el cono tangemíteLi tengasólo singularidadesams- EJ
ladas,se recuperala fórmnula del Teorenmade 2.1.19del capítuloamíterior:

(3.4) ¡¡(2,0) = (d — 1)’>~> + ¡¡(Li) + p(Z). EJ
3.2 Singularidades transversas EJ
Seaf : (C~,o) —* (13, 0) immm germnemmde fummmción aíí¿> lítica, y sea.(1< 0) ci germemíde suíerficie EJ(1/O) := (.1>(O), O). Sea./ = h¡+.%k—i— .1 desarrollodel couíto simia. <le cornpommemítcs
liomímogéncas. Sea la factorizaciómíen commmponentesirreducibles<le fa emm lO [u;,y, z] , fa =
1>”> . . . ~qr Paracada polimmommmio imomímogéneo It cíe lO [r, y, z] , se seguirádetíotammdc íuom EJ
2 (It) C IP2 la. curva. plamm¡~ l>royectiva, reducidao mmo, definida por 1>.. Se c:o¡msidera>¡ las
sigumictitescurvas í >royettivas iuiamias:

0>1 := Z(It<), 71 1=

D := 2(/;,) = q> 0>, +... + q,.C~, el proyectiviztido<leí <‘emmo tamugemíte<le 11 en O. EJ
= O> + ... + C~, la. curvaD reducida,

tiomide i e { 1,... , IJ. Sea.d
1 ci grado (le la c:umrva 0>, y p := d¡ + ... + d~ ci gra<lo de la EJ

cuirva Lirca.

3.2.1. Definición. La. singularidad <le superficie ammterior (1”, 0) se llama, transversasi EJ
verifica. las sigimiemítes <los condiciomues:

(i) La immtersecciómu(le Sinq(Dr~a) y 71 es ~‘ac¡a. EJ
(u) Para to(la. conípomienteirreducible ~ cíe Li tal que q~ > 1, las curva.s Q y 71 sc’

intersecancii. exactamente.d1 . (d + le) puntos distintos, i.e. amubasclmrvas somí

EJtransversas.

El propósito de esta secciónes demnostrargime todos los gérunenes<le suuíuerficies (11 0)
transversasson sumíuerficiesbivalentes,cíe hecímo topológicamenteequivalemítesal gerínemm EJ
de superficiedefimmido por los ceros de la funciómm analíticaf = fa + fa±k.

En el Teorema(le 3.2.2 se demnostraráque una singularidadtransversa,es aislada

EJSeguidaníemítelos Teoremna.sde 3.2.3 y (le 3.2.9 dami los númmmerosde Milnor del germuen
(YO) y desu secciómíplanagenérica.Por último, en el Corolariode 3.2.10se muestraguíe
(Y O) es bivalentey que su tipo topoógicoestádeternminadopor el (d + k)-jet de f. EJ

u’
a
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Lascondiciones(i) y (u) de ladefinicióndesingularidadtransversasonunagemmeralizan
de modonatural la condición (sc) de la fórmulade Yomdin del capítuloanterior. En este
sentido,la fórmula.parael númerode Milnor del Teoremade 3.2.3generalizala obtenida
en el casode Yomdin.

3.2.2. Teorema. Supongamos que (y, O) es transversa, entonces el germen de superficie

(11, 0) tiene una punto singular aislado en O.

Demostración: Sea mu : (C3, E) —~ (lO3, O) la transformacióncuadráticade (133,0) con
centroel origen. SeaE := mrm(0) ~ IP2 el divisor excepcionalde ir y sea (1/, Li) la
transfornma.daestricta,de (YO). Ya se havisto en el capítulo anteriorde la metuoriaque
si Sin g(Li) esvacíoentonces(11, 0) esunasuperficiecon singularidadaislada.
Supomigamospuesque existeun punto P que seasingularparaLi. Se eligen coordenadas
demodo que la direccióntangentede V que secorrespondecon P sea (¿y, y, z) = (0,0,1).
En estecasolas ecuacioneslocalesde mr sonz = ¿Emzm, y = yuz

1,z = z1. La ecuaciónde V
en un entornode P = (0,0,0) es

O = fQvt,yi,zi)=zidfQnizi,yizm,zí)
= f<zQcm,yt,1) +4 (fd-tk(xm,ym,1) +zg(xi,ym,zt))

donde faCt>, Yi, 1) es una ecuaciónaUn de Li y z1 = O esuna ecuaciónlocal del divisor
excepcionalE. La ecuaciónde V va a dependerde la clasede singularidadque tengaLi
del siguientemodo:

(i) Si P E Sing(Li,,ed)entonces,porhipótesis,fa±k(0,0,1)esno nulo y localmentedefine
unaunidaden el anillo de seriesC{~i,ym, zi}. Seau(xm,ym,zí) unaraíz k—ésimade
esaunidad. Si serealizael siguiemitecatnbioanalítico de coordenadas¿~ = X~, ~}=

2 = zmv., P tiene coordenadas(0,0,0) y una ecuaciónlocal de y en un entorno
de P es

fd(t’Ñ,l) + 2k =0,

<londe fa(¿E,y, 1) = O esuna ecuactonlocal de Li en P. Ademnas, la nuevaecuación
local de E es 2 = O y si ahorasecalculanlas singularidadesde V en un emutornode
P se ve quedebenestarcontenidasen E.

(u) Paracadai E {1,... r} con q1 > 1, seaP E 0< un punto tal que P es un punto
liso de 0< y no estáen la intersecciónde las curvasq y 71. En estascondiciommesy
u.ísandolos mismosargumentosque en (i), existeun cambio local decoordenadastal
que la ecuaciónlocal de 11 en un entornode P es

~qi+ = o,

donde~ = O es una ecuaciónlocal pa.rael germen(le 0< en P y E es 2 = O. Por
tanto la.s singularidadesde 11 en un entornode P estámmcontenidasen E.

(iii) Finalmente,seaP umí pumuto en la intersecciónde 0< y 71. Por luipótesisla intersección
es transversal,se puedeelegir de nuevoun sistemalocal de parámetrostal que la
ecuaciómi local de 11 enun entornode P sea

~qi+ = O,
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J
donde~ = O es una ecuaciónlocal del germende O, en P. ~ = O es una ecuación
local del germende 71 en P y E tieneporecuacionz = O. Basta.calcula.rel jacobiano
de la función analíticaanteriorparadarsecuenta.que la singularidadesde 1/ cii un

entornode É estáncontenidasen E.

Estocommciuyela demostraciómídel teoremna. E J
Cumalqimiercurvaproyectivaplanareducidasólo tiene pumutossimíguuíaresaisladosy por J

tanto cl númerode Milnor generalizado¡«0>) es igual a. la. stiuuma. de los núumíeros<le Mil—
mior cíe la curva 0> en sus puntos singulares,ver la. propiedad1 del númímero de Milmuor Jgemieralizado

/1(0>) >3 pjC,P) = >3 ¡<GP).

Simm emímbargo,si por e~emtmploO PcSiag(C) PEC u’
esla curva de IP2 definida. coimio el c¿ommjumuto <le cci os <leí

íuulinoníiohomogéneodegrado6, (zx2 +y3)2, entoncesusandola propiedad4 de] número

citu Milmior gemíeralizadosetiene que u’
‘¡(0>) — ,<c%j = (—1)2(x(C)—

y comola. característicade Enler-Poimícaréde jimia curcalisa tlcu g¡’ado scuis es 18 y la. x(C,,a)
es 2. se tiemie que ¡40>) = 20.
Paralas simígularidadesdc superficiestramisversas,en el sigulemite tcucurcmmía.sc ca.lt mi la. su>
imuimnero de Milnor y se le relacionacon d, p, le, v(Lirea).

3.2.3. Teorema. Si el qermende superficie(1/. 0) es tu’o.nsiu.rs o entonces’ el nuvrncuv de
Allínor dc (1/ 0) es igual a

¡‘(Y O) = (d — 1~ + le . (¡4Lired) + (d — p)(2d — 3 + p)) + le2 . (d — p). u’
3.2.4. Observacion. Sólo estamosinteresadosen el casocii que existaalgún q

1 > 1. Emi
casocontrario, Li esreducidoy la condición (i) de la definiciómí de singularidadtrammsxersa u’
recuperala condición(sc) de la fórmulade Yomdin del capítuloanteriory la. fórmula para
el númerode Milnor coincidesin másque hacerd = p.
Además,si algúmí q, > 1, la condiciómí (u) implica que 71 es una curva.reducida.

Demostacióndel Teorema. La demostraciónde este Teoremítase haráen cmi x’armas
etapaslascualesvendrámíintroducidascomno lemas. u’
Suíuongamnosprimeroque A: > 1. La demostraciómícuandole = 1 será inmediata,a. ludí tír
(le la demostracióndel casole > 1.

Como el germen(YO) tiemie simígularidadaislada,el Lemíma dc 3.1.4 aseguraque existe
umía superficieproyectivacomupleja1/ de IP

3 tal que 1/ tiemie un úmíico puntosimígularaislado
e y lassingularidadesde 1/ en e y del germen(Y O) son aumalíticamneníteequivalentes u’Sea.mr : P~ —~ IP3 la transformacióncuadráticade IP3 con c¿emmtro en e, sea.1/ la. traus-
forumíadaestrictade 1/ y seaE := mrí(e) el divisor excepcional. Comímo 1/ tiene sólo a e
coniopunto singularaislado, lassingularidadesdc 1/ estáncontenidascii 1/flE. Entonces u’

u’
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Sin g(V) estáformadopor las curvas(>1, talesque Q~ > 1, y por los pumítossingularesde
Dr ea
La primera fórmula, (3.3), del núníerode Milnor de la secciónanteriornosda la igual-
dad:

(3.5) ¡4V) = ¡~(Y O) + (—1V(x(Li) — 1) — (d — 1V + (—i)~ — (—1VIt(2, d),

(lomide ¡í(V) es el imúmnero <[e Milnor generalizado(le 1/ en IP’3.
Ahora, la. t:a.rattcristicade Euler de Li es igual a. la la característica<le Euler (le Lirca y
dependesólo de] gradode DP~d y dc Josnúmeros<le Mihior <le las singularidadesde Dr<~¡

X(Lirea) = p(p — 3) + ¡I.(Lir~d).

Así, la. igumaldací (3.5) esegumivalentea

(3.6) ¡4V,0) = (d— 1V + ,X’(Drcd) — 3d + d2 +

Cálculo de p.(1/). Ahc)ra se quiere a.íulicar la. Prcupiedad9 dcl mmuímmierc clcu Milmior gemí—
curalizadoa la. superficie 1/ G IP3. Sea L el filurado lineal O~<> (1). Cualcíuier polimiomimio
11(umtugtu)etu cle gm’acío 1 que (lefina. Y cla. u mua scc:ci(un glolual u c lcu L. La ~ uerficie 1/ esel
t:omíjunto tIc ceros <le la. secciómí ti = r~ (‘a) O e ~ del fibraclo limical mr~(L) o £ —a clcmcle
E demiota.el fibradcu lineal sobreIP3. asociadocomí el (hivisor excel)cic)mmai (le ir, y e es uuima
Secu(uiómm tic 8.
Neccusitamimosunasecciónholomnorfa global .s’ 6 H0 (IP3, i< (L) O £—d) y i¡m¡a custratifmc¿acmomi
¡tu Wliitmicy S cte j/ talesque el comíjuimito de cerosde s’ debeser liso y trammsvcrsala. cada

cstmatt> tic 8.
La estratificaciónde Whitney adecuada.Para.construirla. estratificaciónde Wliit-
ícuy a.clecu=u.da.lo primeroque sehacees lumia. íuartición(leí lugar simigular tlcu 1/.

Sea. la. siguiemite íua.rticiómi <leí comij ummmto flímito Sing( Li,.~a) . Sea. A, el sim] cculij lumito cíe
S’iu¿q(Lir<a) foruimado í>or los puntos simígumíaresP <le ~ tales gime P luertemiece,exac—
tamímemite. a. 1 (‘tummm]uonemmtesirreduciblesde Drea. De estemímocio temíemímos la. partición (leí

Síng(Li,.~a)= A
1 U... U Ar

domíde los conjuntosA, sondisjuntosdos ¿ <los. Los puntosP e A> secuaracterizamílucir
cl hecho<le guíe existeumía uinica coimiponemiteirreducible~ dc Li,.<!,¡ tal cine P e 01 y pcfl’
tanto ¡‘.( D~.a,P) ¡¿(Ci, P)
Para.cada.í E { 1.. . . 4, seconsiderala. curva.proyectivaplamia reducida.

Cm +. .. + 01+ ... + Gr.

<londe la miotaciómí 01 indica que no seconsidera.la curva 0>,. esdecir comodivisoresdel
planoproyectivosc tiene B~ = Li~~á — 01. Sea.A el subeomijunto<le índices

A={íe{1,... ,r}: tal que q, > 1}.
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Para.cadai e A, sedefinen los siguientescomíjuntos:

Ji.’ := {Pe01, talque PeSíng(01) yP~G.’rlB.’}. EJ
{PeC.’, talque PeB1}.
{Pe 0>1, talque PET}. EJ

51 := C.’\{H1uJ.’uM4.

Nóteseque, como .J.’ C Sing(D~0a),los conjuntosH.’, J< y NI1 son disjuuntos. Ademasse EJtienenlas siguientesidentificaciones:

Ji1, := {Pe 0>1, talque PcA>).

EJ{Pe 0>.’, y existe1>1 tal que Pc A,}.

Finaimnemite,seconsideranlos conjumítos EJ
Reg(V) := V \ Sin q(V),

VV := Sin g(Lirc~) \ U 01.

Vamosa consideraru.u.na. estratificacióndc 1/, en estepunto identificamoslos puntos de
Li comí los pmmntos de 1/ queestáncontemmidosen cl divisor excepcional.Sea8 la sigímíente EJ
partición de 1/. Las componentesde la partición son: una componemite2-dimensmomíal
R.cg(V), las componemítes1-dimensiomíales{S.’}.’EA y las coníponemítes0-dimensionales
{H.’}ieíx, {A1 \ W}»1, {MÓ.’EÁ y W. EJ
3.2.5. Lema. La anterior partición 8 de 1/ es una estratificación de WItitncy

Demostración: La particiónesuna estratificaciónde 1/ ya que cadacomponenteesuna
va.rme<laddiferenciable,a excepciónde los puntos,y se verificala comídición de finitud local
cada.punto de 1/ tiene ini entornoabiertoen W~ el cual cortasólo a. imíma cantidadfinmta
(le componentes.Pa.ra.i)robar el lema sólo miecesítamoslas siguientes<los observaemones EJ

(i) CualquierestratoReg(Ú), ó 5.’, sobre un estrato0-dimemísionalverifica las condi-
cionesde Whitney, ya que sobreestratosde dimensióncero siemprese cuníplenlas EJ
condicionesde Whitney, ver cg. Lemma1.10. [Dimea].

(u) Paraver que el par de estratos(I?eg(V),5.’) verifican las condiciones(a) y (b) de
XVhitney usamnosla. equivalenciaentrecondicionesde Whitney y la. constancia.<le la
sucesión¡í% ver [Teissier1] y [B-S 2]. En nuestrocaso,seaa un pumito de 5.’ cmi IP

3
Existencoordenadaslocales(t ~,2) centradasen a talesque la. ecuaciónlocal dc 1/ EJcmi tui entorno<le o. es

~q

1 +) = o,
y las ecuaciómíeslocales quedescriben5.’ son EJ

= 0. 2 = O.

PodemospensarReg(Ú) como ha familia de (gérmenes)de curvasplanas,dadapor EJ
la ecuaciónlocal ~ + 2k — O, que es topologicanmentetrivial a. lo largo de S.’, y por
tanto verifica. la condición¡0-constante.

EJ
a
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LI

La sección holomorfa adecuada. Hace falta una secciónglobal del fibrado lineal
ir~ (L) 0 ¿d) sobreIP3 que verifique las condicionesde regularidady tra.nsversa.lidadque
buscamos.

3.2.6. Lema. E¿’iste una seccións’ E H0( IP3, ur*(L) ® ¿—d) tal que. si 1/’ es cl cow¡uirto
dc cerosde ti’, entonces1/’ es liso y transversoa cadaestrato cte la anterior e.strat’ificaeuou
8.

Demostración: Demmotcmmmospor V la variedadquasiprovectíva.1/ — {e jI cíe IP3. Sea 6 cl
sistemalineal <le divisores5 degrado1 talesguíe la imniltiplicidací de5 en e es.exactamímente.
d. El úmíico puntobasedeestesistemalineales e. Si serestrimiget aV y scaplica.el Tcorcmmma
dcu Bertimii, ver [Hartshorne], Corolia.ry 10.9, existeummí ecunjunto abierto(tienstu) cíeZariski
ti> <le it>. variedadproyectivaque ¿ defimme, tal que, cadaculcímíemíto 1/> clcu (1<> co> isic lera(lo
comosubesquemna.cerradode 1/, es liso; así. ¼es transversala• 1~.

Por otro lado,seaC
4 la.variedadproyectiva,guíeparaumietrizalas cumrvtus j>la.uias tic gr¿uclo

d. Sea.U el a.biertc (denso)de Zariski de
0d formmía.c[tupor las curvas lisas Ca. trauisversas

a. Li,,,a y talesclac 0>a C w2 \ UIEAMÍ.

Sea.el al)ierto ((lemíso) de Zariski U
1 de la. va.ricu(la.dpmovet’tiva. cí¡ucu ¿ c lcR>¡e. fc un mmaclo í >cur

atítíellassuil)erficies 5 talesque el proyectixTiza.(io (leí ecummcu ta.i ¡gemite cíe 5 tu>> e íertcmiece
al aluierto U elegidoammteríormnemmte emm el espa.cic cíe las curvas.
Sc elige ¡¡un superficie Y en la intersecciónde los abiertos ¿4 y Uí . La. si¡perlicie 1’~ tiene
un uimmico plinto simígularaisladoen e. Sea.~i unasecuciom¡<le L tal guucu V~ cus síu co>¡juuuito tic
c:eros. Emítoncesti’ : = w (su) O e~ defineuna secciómí l¡oloiuiorfa global tic! fi bracIt> liumeal

® E—”. Además,el conjumito <le ceros 1/’ cíe ti’ verifica:
(ci) La suiperficie1/’ eslisaya queVi tienesóltu liii luliimtO simigtiltmr cmi e y cuí ~>rOy~ut:ti\iZ¿)tIt)

del c:tnio tangente(le V, emm e es una curva, lisa.
(b) La suuíucrficic 1/’ estransversala cadaestrat(u(i(u 8. Bastatul>servar c 1¡mcu ¿mutesclcu

realizarla transformacióncuadrática.las superficies1/ — {c} Y — {e} son tm’a.¡¡sv’crs¿>sy

iume ambosct~mios tamígemítesen e somm tambiéntransversales.

Esto comnpleta.la. demmmostra.eion. LI

El lemna. anterior, la Propie<la.cl 9 del número cíe Milmior genera.liza.(l(uy el liet¿iic> cíe guíe
sobreel estratoReq(V) cl mmúmero cíe Milnor topologico vale cero. v¡u. gucu sc»> íuumntcus
reguilaresdc 1/, nos daque

jfts1x(S~ >3 pp + >3 +2 >3 /1,- + >3 Pr’(3.7) ¡4V) = ~ \ 1/’) + ¡‘EH, PEMi} ¡=2 ¡‘eA, \lI ¡‘e mv

(londe recordemímosque ftp y fts~ son los númerosde Milnor topologm os en los correspon-
díemitesestratos.
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EJ
3.2.7. Lema. Estratos 1-dimensionales.SeaS1 un estrato 1-dimensionaLde 8. En-
tonces, EJ

x(Sí\V’)=3dí—d~+p(CO—#(HO—#(Jj—dí(2d+k),
donde#(A) denotael cardinal del conjuntofinito A. EJ
Demostración: Seaa un punto de S~, se eligen coordenadaslocales (z,9,2) centradas EJ
enadetal modo que la ecuaciónlocal de Ven un entorno deasear’+t=o,yías
ecuacioneslocalesde $ en un entorno de a seanZ =0, 1=0. Como el par (.Reg(V),S~)
satisfacelas condicionesde Whitney, entoncespor la Propiedad 8 del número de Milnor EJ
generalizadonos da el valor del número de Milnor topológico en esteestrato:

Ps1 = (—1)p~
2~(Qa)= —(qí — 1)(k—1). EJ

Por otro lado, para calcular la característica de Enler-Poincaré se puede ver el conjunto
S

1 \ 11’ sumergido en ¡>2 Por hipótesis,la intersecciónde C1 y VI son d1• d puntos. Así, EJ«S~\ 1”) = x(Sí) — d. Observar que, para todo i E A, el cardinal del conjunto M1
es#d + k). Para finalizar la demostracióndel lema, bastasubstituir en la fórmula de la
característica de Euler-Poincaré de C1,

x(Sí\V’)=x(Sí)—dí.d=x(CO—#(HO—#(JO—ddd+k)—<4d.

o EJ
EJ

Estratos O-dimensionales.Recordemoslas ecuacioneslocalesde V’ en los puntos que
secorrespondena losestratos0-dimensionales,ver el Teoremade 3.2.2. EJ

1. Si P E W ó P E {A1 \ W}¡>1, entoncesuna ecuaciónlocal de VI en un entorno de
Ées 14g) +2k =0,

(3.8)

donde h =0 esuna ecuacióndel germende Den P. EJ
2. Si P e H1, entoncesuna ecuaciónlocal de 1/’ en un entorno de 1’ es

(3.9) (h(z, ~p))~í +? = o, EJ
donde 1¿ = O esuna ecuacióndel germende C1 en R

3. SiPeMí1,unaecuaciónlocaldeV’enunentornodePes

(3.10) EJ
dondex = O esuna ecuacióndel germende C~ en P.

EJ
EJ
u
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En todos los casos,es necesariocalcularel númerode Milnor topológico del gernmende
superficie (S,O) definido por una funciónanalíticadel tipo f(u,v,w) = u?’ + h(u,v). Sea
(O, O) el (germende) curvadefinido por h(u, y) = O.

3.2.8. Lema. Con las notacionesanteriores,el númerode Milnor topológicodcl germen

de superficie(S, O) es (k — 1) vecesel númerode Milnor topológico de (O, O).

Demostración: Seala función analítica¡(u, ‘u, za) = u; + h(y, z). Se consideralas fibra-
cionesde Milnor asociadasa las funcionesf, f y h. Se puedeelegir el mismo 6 y e para
las tres fibraciones. Denotemospor F1 la fibra de Milnor en el O asociadaa f, íuor E1 la

fibra de Mílnor en cl O asociadaa ¡ y por Eh la fibra de Milnor en el O asociadaa It, es
decir,

= {(u, y, za) : u? + h}u, mm) = 6, II (u, ‘u, u)) I< e},

= {(x,y) : h(z,y)= S,[ (x,y) [1<e)>
La aplicación 7t : Ff Pp <u, ‘u, za) = (u, ‘u, za) es una aplicaciónrecubridoray por
tanto, sepuedever Ff como una cubiertacíclica de k-hojas de ranmificada. El lugar
<le ramifieaciómmde la cubiertaesPh.

Comocl lugarcje cerosde la funciónanalíticaf esun germendc superticelisa., la fibra
cíe Milmior E1 esconuractible,ver [Milnor]; por tanto, x(F1) = 1.

Para cubiertasramificadasse tiene que la. característicade Euler-Poimmcaréverifica la
sigumiemítepropiedad,ver e.g. [Viro],

X(Ff) = kx(F1) — (k — 1)x(F,,) = lo — (lo — l)x(F~).

Se conchmycque

idS~ O) = (—1)
2(x(FJ)— 1) = (lo — 1)(1 — x(F¡,)) = (lo — i)~4C, O).

LI

Concl lemmmaprevioscpuededar la siguientedescripciómmdelnúmero(le Milmior generalizado
en los puntoscorrespondientesa estratos0-dimnensionales:

(i) Por (3.8), si P E V( los cerosdc la función h definenel germende D en E. Como D
tiene un punto singularaisladoen P, ya que P esun punto de W, entommces

(3.11) ftp = (lo — 1)P4Drcd, E).

(u) Igualmente,por (3.8), si P E {A
1 \ VV}1>1, la función h da tanibién una ecuación

local de D en E. Sin embargo,ahoraIt no esreducidaya que E E 01. Emmtonces

(3.12) ftp = (lo — 1)(1 — x(Fh)).
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(iii) Si P E H~, la función h esgqi, dondela ecuacióng = O esuna ecuaciónlocal de C

en P, ver (3.9). Por tanto ftp (lo — 1)(1 x(Fhb. Ademásenestecaso,Ph es una EJcubiertade q, hojasde E9 sin ramificación. Así, ftp = (lo 1)(1 — q1x(F9)). Corno
01 es un germende curvaplanareducida,setiene que xC~%) = 1 — ¡‘(01, P) y que

ftt (lo— l)(1 — q~ + qqí(01,P)), EJ
De estemodo,para cadai c A,

(3.13) >3 ftp = (1 — g1)(k — l)#(H) + (lo — 1k >3 ¡‘(01 P). EJ
PeU~ PeA1CC½

(iv) Si Re M~, la función It es Ay, ver (3.10), y se sabe que en este casoque la EJ
característicadeEuler-Poincaréde Eh escero,bastaaplicar la fórmula del Corolarmo
de 1.3.10del primer capítulo. Entoncesftp = (qj — 1), y

EJ(3.14) >3 (q~ — 1) (qi — 1)#(A’f~) = (cp — l)(d + lo)d~.

La igualdad a demostrar. Despuésdel Lema de 3.2.7, las identidades(3.11), (3 12), EJ
(3.13) y (3.14), la igualdad (3.6) se puedeescribirde la siguientemanera:

¡ijVO) = (d—1)
3+3pp2±/I(Dred)—3d+d2±(d+k)>3(qi—1)di EJ

iCA

d~lo)}+ (lo —1)>3 {—(q
1 — 1)(3d1 — d~? + p(C~) #CJ~) — 2dd1 —

4CA

>3 g(D~á,P)+ (lo— 1)Z{ s4¿ } +(lo— 1) EJ
(3.15) + (k—l)>3q, >3 EJ

2eA PeA1nC~ 3
dondeh~ esla función analíticaque define el germende curvaD en E y ~hp es la fibra
de Milnor en P. 4
El lado derechode la igualdad(3.15), se puedever un polinomio de grado2 en lo. Cal-
culemoslos coeficientesde dicho polinomio. EJ
Coeficientede lo

2. Estecoeficientees inmediatodecalcularya quesimplementee~

>3 —(q
1 — 1)(—-d~) ~(q¡ — l)d1 = d — p. EJ

CA ¡=1

Término independiente. Paraque severifique la fórmula del teoremael térmmnomu- EJ
dependiemitedebeser igual a (d — í)~. De estemodo, es suficiente probar la siguiemite
igualdad: EJ

O=3p—p
2+ >3 p(Dr,~j,P)+ >1 g(D~

04,P)+ >3 Pt(Dred,Pfl3d+d
2

PcÁi\W 2<¡<r EJ

EJ
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+>3(qi—1)(3di—d~—ddi)+Z(qi—1)( >3
iSA isA PeAmflC,

— >3(qi — 1)#(J~)

iSA
->3

¡=2
>3

PeA,\14’
(1 — x(Ph~))— >3 /i(Dre~j, P)

P& W
—>3Qt >3 ¡401,P).

teA PeA
1nC1

Las siguientesdos igualdadesimimediatas

3p—p
2—3d+d2+>3(q~—1)(3d~—d~—ddi)=—2>3

iSA 1 =t’(j=r

d
1d~—~q~d~+dp,

i=i

/J~(Dred, P) + >3(tj, — 1)
iSA

>3
PcA,OC.

í401,P)—>3q, >3
¡CA PCA,OC,

í401,P) = O,

las sustituimosen la igualdadanteriory sólo esnecesarioprobarque

O = —2 >3 d~d1—>3q¡c4+dp+
i=1

¡¿(O,,
(A1~w)nc~
2<i<r

>3 (tt(Dre<¡, P) — 1 + x(1Ñ~))
PEA¡ \
2<l<r

— >3(q¡ —

¡EA

Es imíteresante,en estepumíto. calcular los cardinalesde los conjuntos .J~ cmi función de
imívariantesglobalesde la curva D~~d y de sus componentes. Paraello se realizanlos
sigumiemites calculos:

El cardinal de Jj Las curvas B2 y 01 no tienen comímpomiemítesen común,tiemíen grados
p — d1 y d~, por lo que el Teoremade Bézoutgarantizaqume

(p — d3p¡ = >3 (01,Bi)p.
PS0IiB~

Ademímás,aplicandoel Lema de 1.2.11 del prinmercapítuloa esteparde gérmemíesdecurvas

lulaimas reducidas,el mmúnmero de Milnor verifica que

t4Dred, P) = g(O + B,, P) = g(01, P) + jt(B,, P) + 2(01,B1)~ — 1.

Tomnamídola sumaen todos los pumítos posiblesde la intersecciónde 01 y B~, esdeciren
todos los puntosde J~, setiene que

#(J0= >3 ,i401,P)+
PcC~nB~

>3 gz(B,,P) + 2d¡(p— d~) —

PeC,nB~

ParacadaP e 01 fl B~, en particularP es un punto singular de Dred, existe un único 1,
eonle {2,... ,r}, talquePcA¡,yportanto

= >3 {g(01, P) + jt(B~, P) + l4Dred, P)} + 2d¡(p — di).

¡401~P) + >3
PE{A,\W}flc~

2=l=r

p(C,, P))

>3
PCA, \VV

(3.16)

tEA

>3
PEC,OB.

PEG1flA1
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Debido a que P es un punto de 01 y de A1, existen, exactamente,1 — 1 componentes
irreduciblesdistintasde ~ a las que denotaremospor 012,’ . . , ~,, todasdistintas de
01, talesque P e Q fl 012 fl . . . fl Ci,. Por tantoel númerode Milnor del germende curva
piaría reducida012 +... + C~, en P viene dadopor

,4012±...+C,P)=>3g(C~1,P)±2
y=2

EJ>3 (C~4,CQp—(l—2).
2=j<n=1

Estaúltima igualdadnosda los númerosde Miluor 1í(B~, P). Portanto el cardinalde J
se puedeescribircomo

-s->3p(01 ,P)-l-2 >3 (011,C¡~)p—
2=j<n<l

(3.17) + 2d¿(p—dO,

donde, en el segundogran sumatorio, los puntos P son tomadosde los puntos E que
verificanquePe01flA¿yPE01flC~2fl...flC~~

Sustituyendoen (3.16) la expresión(3.17) parael cardinal de .J~, sedebedemostrarla
siguienteigualdad:

O=>3(q
EA

-1) >3
¡ PCc¿nct2n nc~1

PCc,flA¡ 2=l=r

(1 — 2) + /ijDr0d, P) — >3 ji(C~1, P) — 2
j=2

>3
(CC))

2=j<n=l

u]~d1 —>3q~d~ +dp— >3(qi —

¡=1 i=1

1)2d~(p— d~)

(3.18) + >3 (¡<Dre4, P) — 1 +

PCA> \W
2’CI<r

El siguientetérmino de la igualdadanterior

>3(q—1) >3
,EA Pcc,nO~2n...nc~,

PEC~flA> ;2~U<r

se puedeescribirde la siguientemanera,

—2>3>3
PcC~ o nC> 2=j<n=l

PCA> 2=1=,

(qí,-l-’’+fl+’+q1,2 + +q~, —(1—2))(Cu,C~úp

— >13 >3(q1+’.-l-~++qi, —(l—1))g(01~,P)
PEC O1 ~ 11
Pca> 2=><r

{(qji + . + qj> — í)(l — 2 + [¡(Dred, P))}
Pcc~1n nc>

PEA¡ ;2=I<r

72

EJ
EJ
EJ
EJ

#(J1)

EJ
(1 — 2) — ¡r(D~04, P) } EJ

EJ

EJ

-2>3
1=<j=r

EJ
EJ
EJ

(1 — 2) + 1i(D~~4, P)

EJ

—>3u(Cu,P) —2 >3 (01~~01~½
2=j<n<l

EJ} EJ

(3.19)

EJ
EJ

EJ
EJ
EJ
EJ
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dommde la notación ... + ~j +~ significa que en la sumano apareceel sumandoqj¡.
En estosúltimos sumandos,paracadaP 6 01, fl. . . fl 01>, sepuedecalcularel númerode
Miluor de Dred en P en función de los númerosde Milnor de las commmponentes01, en P
y de las multiplicidadesde intersecciónentre ellas,usandode nuevola fórmula.del Lema
de 1.3.10del primer capítulo:

(3.20) !t(D~6d, P) = >3/40¡j, P) + 2 >3 (C11, 01~)~ — (1— 1).
j=i ><j<n=l

Por otro lado,se tienela siguienteigualdadnumérica,

r r

(3.21) 2 >3 d¡d}+3q¡d~—dp=—>3dí(q,.—1)(p—d~).

Suistituyendo(3.19), (3.20) y (3.21) en (3.18), es suficienteprobar que

r
dp— >3

1=t<j<r t=i

nfl2,> {>3 q,, ¡¡(O,,, P) + 2 >3 (q¡. + q~ —2) (Ci, C>) ¡‘ }Pee,> l<j<n<I
PCA>

(3.22) + >3
Pec~>n..n%
PCA> 2<t=r

Para.cadaP 6 01> fl ... fl 01>, la ecuacióndel germen(le D cm> P es It
7’> ¡1’í — O.

ti 1;

Por tanto ¡Lp = ¡~?“ .. . ¡~?I Evidentementeestadescomposiciónno tiene por ~meseren
componentes irreducibles,pero seguro que es una descomposiciónadecuiada.de /í~ a la
cual se le puedeaplicar el Corolario de 1.3.10 del primer capítulo. Así, la. característica
(le Fuler-Poincaréde la fibra de Miluor de h~ es

= — ( >3 (q~ + qí,,)(C¡~,01jp — (qt, + + c7z,) + >3 QíÁL(Ct.P)).
=i<n=1 1=>

De nuevo, el Teoremade Bézoutgarantiza que

>3 (00,C~t~ = d
1,d1~.

PECj~fl.’.flCj>

PCA> 2=i=r

Estasdosúltimasobservacionesreducenla igualdad(3.22) a la siguienteidentidadtrivial,

7’

dp— >3 d~d~—>3q>d~ >3 (q~+q~—2)d~d~.
i=j.tzn<r >=> >=i<n=r

Con estohemosprobadoque el término independienteen (3.3) es (d — i)~.
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4Coeficiente de lo. Los cálculosparaobtenerestecoeficientevan a serbastantesimmmilares
a los anteriores.El coeficienteque buscamnossimplificar esel siguiente,

>3 {—(q¡ — 1)(3d~ — d~ + g(01) — #GJ~) — 2dd~ — d1 + d¡)}
¡CA

4
(3.23+Z{ >3

PC A¡\W
(1— x(Php))} + >3 >4

3 PS U’

Drcd,P) +>jq¡
teA {

Usandolas identidadesde (3.17) y (3.19), el coeficientede lo es

>3
PCSiríy(Dred)

Ít(D~Cd, P) + >3(q1 — 1)(2d¡p — d~ — 3d~ + 2dA)
¡=2

+ >3
¡‘CA> ;2=l=~’

{1 — x(P’>~) — (q¡, + . . . + rp> — l)(l — 2 + g(Dr6d, P))}

—2>3 >3 (q>+’.+~?±+tI7?+...±q~—(l—2))(CÍ1,Ci,jp
Pcciirt...nc.¿> 2=j<n’<i

¡‘CA> 2<1<,

(3.24) ->3
Pee.>n nc»

¡‘CA> 2<1<,’

Sustituyemmdoen (3.24) las característicasdeEuler-Poincaréde las fibrasdeMilnor Ph>. por
el valor obtenidoen el Corolariode 1.3.10 del primercapítulo,setieneque el coeficiemmte
de lo es igual a

/4Dr~d, P) + >3(q~ — 1)(2d~p — d~ — 3d~ + 2dA)
¡=2

->3
PEc¡>n..nc¡, m=jot=I

PEA¡ ;2=><r

>3 (ci., +q>,, —2)(C11,01~)p.

>3
1<i’cj=r

d~d~ + >3 q~d~ — dp,,= m

si sesustituyeestevalor cmi (3.25) y sesimplifica, el coeficientede lo quedaigual a

>3
I’CSmg( ¡)rcá)

tL(D~~d, P) + 3ji — 3d + 2d
2 — p2 — pá.

74

>3
PEAiOC,

EJi’(01~ P)}

S.J

EJ
4
EJ
EJ
EJ

>3
PES/ng( fl,~ed)

(3.25)

4
EJ

Y como

.1
4

PCcI~n...nc¡, m=jot<i
PCA> ;2=>S.’

4
EJ
EJ
4

EJ
si
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Esto finaliza la demostraciónen el casolo > 1.

¿ Quéocurresi lo = 1? La demostraciónesidénticaal caso A: > 1. Se tomala misuma
estratificaciónque aa~tesy la secciónse elige del mismo muodo. Observarque estosdos
hechosno dependendel valor de lo. Si se miran las ecuacioneslocalesde (3.2.7), (3.8),
(3.9) y (3.10) los únicospuntossingularesson los que secorrespondena los estratos~
me, a los puntos de intersecciónde 01 con T. La. ecimaemomílocal de V en un punto P de

es la de (3.10), esdecir
~qi+ ~ — o,

donde~ = O es la ecuaciónlocal de O, en E, x’ ~ = O es la ecumaemonde T cmi E. El númmmero
deMilnor de V encualquierade estospuntosesq1 —1. Comimo. porhipótesis.la immtersección
de 01 y T son,exactamente,d4d+ 1) puntos,setiene que (3.7) sc reducea la siguiente
expresión,

¡4V) = >3 >3 J½= >3(qí — 1)d1(d+1) = (d±l)(d—p).
¡CA ¡‘EM1 q~>I

Finalmemmte,si sesustituyeestoen 3.6, seobtieneel valor del mmuimmmero <le Milnor <le (VIO)
parael casolo = 1,

¡4V, 0) = (d — + X(D7’~d) — 3d + cf + (d + 1)(d — p)

— (d — i~ + (X(Drm) — 3d + cf + cf — pd) + (ci — p) m

El siguiente teoremada el númerode Milmmor <le una seccióníul~umma. genérica,cíe bus
superficiestransversas.El resultadodel teoremaesmás generaly la demnostrach5mmestá
basadaemm la fórmuladeYomdin parael casode curvas,ver el Ej cmiii ulo (le 2.3.2 (leí eaíuítulo
anterior.

3.2.9. Teorema. Sea 1 : (C
3, 0) —~ (Q O) un germende función anahtzea tal que

(y. O) := (f> (0), 0) es un germen cíe superficie con síiu¡uíai’ídad c¿islada. Sea j’ —

fd + fd+k + . . el desarrollo de f corno suma de componenteshornoqeneas. Sí las cuivas
planas proyectivasZ(fá) y Z(fa+k) no tienennmqunaconuponenteen comunentoncesel
númerode Milnor de una secciónplana genéricade (YO) es

dondep esel grado de la curva reducida D,’~d.

Demostración: Sea la factorizaciónen componentesirreduciblesde fi’ en U ~. y,
fa = h7> . . . l4~. Se consideranlas curvasproyectivasplanas:

01 := Z(ItO, T := Z(fd±p).
D : Z(fa) = qmCm + ... + q,’01~

donde i e {1,... , r}. Sead
1 el grado de la curva01, así, p := d1 + ... + d7’.
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Se puedesuponerque D no es reducido,ya que en casocontrario la fórmula ya ha

sido demostradaemí el Lemmmade 2.1.18del capítuloanterior. EJSeaU0 el abierto (denso)deZariski, de la grassmanianade planosde U
3 que pasanporel

origen, formadopor los planosH talesqueel númerode Milnor de (V fl H, O) enel ormgen
es mínimno. Se puedepensarindistintamenteen planosde C~ que pasanpor el origen o EJen rectasde IP2
Sea Um el abierto (denso)de Zariski fornmado por las rectasde IP2 que cortande modo
transversoa la curva reducidaDrca±Trea,esteabiertoexistepor queD,’~

4 y T~ no tienen EJ
ningunacomponenteen comun.
SeaH E Uo fl U1, medianteun cambiohomogéneode coordenadasse puedesimponerque
H = {z = O}. En estascondiciones,la ecuacióndel germen(Vn H, O) es EJ

f~(x,y,O)+fá±k(x,y,O)+... O.

Comno f¡(x, y, O) y fa+k(x,y, O) sonpolinomioshomogéneosde dosvariablesadmitenuna EJ
factorizaciónen productode polinomioshomogéneosde gradouno. Por tanto, podemos
escribirambospolinomiosde la siguientemanera EJ

s

Íd =

1=1 EJ
fa±k = 171 (a1~ + bgy)~~

j=1 EJ
Además,como la intersecciónde H con D~0a + Tred es transversal,entoncesningunaraíz
de f~(’, y, O) puedeserraíz de fa±k(x, y, O). Paraconcluir la demostracióndel Teorema EJ
bastaaplicarel Ejemplo de 2.3.2 del capítuloanterior. LI

El siguientecorolario esconsecuenciainmediatadequeel númerode Milnor sólo depende
de D y de lo.

3.2.10. Corolario. Todasingularidad de superficie (y, O) c (U
3, O) transversa,definída EJ

por una función analítica f = f~¡ + fd+k + . .. , tiene el mismo tipo topológico que la
srngularidaddefinida por los cerosde f = fd + fd+k. Es decir, el ordende C0-suflezenema EJ
de una singularidadtransversaesd±k.O lo que es lo mismo,toda singularidadtransversa
es bivalente.

Demostración: Sea1 = {t e U : ¡t¡ < c} un entorno abierto del origen en U que EJ
contengaal 1. Consideramosla deformaciónF(w, y, z, t) = f~ + fd+k + tg(x,y, z), donde
g es la sumnade componentesde grado mayor que d + lo. Por los Teoremasde 3.2.3 y de a
3.2.9, la deformacióntienela sucesión¡.É commstante,lo cualimplica que el tipo topologmeo
de cadafibra es constante,ver [Teissier1]. LI EJ

EJ
EJ
EJ
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3.3 Fórmulas de comparación

Se Ima. demostradoen Ja secciómmanteriorque las simmgularidadesde superficiestramisversas
somm singularidadesbivalentes. Estas singularidadesaparecenconmo una. generalización
imatural de las simigimíaridadesque verifican la condieiómm (*) de la fórmula <le Yoíndin. La
generalizaciónes tan natural que la fórnmula <leí número de Miluor de las primeras se
especializacmi la fórmulapara el númerode Milímor de las últimas. Por otro lado, ya se
observóenel Teoremade 2.4.7del anteriorcapítuloqume,cuandoel proyectivizado<leí comio
tangenteera reducido,la fórmula del núnmero<le Milimor (le las singularidadesbivalentes
generalizala fórmnula para. el númerode Milmior <le las singularidadesque ~‘erificauila
comídición (*) de la fórmulade Yomdin.

El objetivo ahora.esestudiarsi existeuna fórmula para el umúmímerode Miluor de las
simigularidadesl)iva.lentesque mmo tengancono tamigemitereducido, y ver si clielia. fórmula
“eneraliza la. obtenidaen la secciónamíterior.

Primnerose recuerdanlas defimmicionesda.<lase» la. última. secciómí<leí ea¡>ítu~mlo ammterior.

Definición. Un germende funciónanalíticaf E U { z<1 - z,,} es bivalentesi el desarrollo
<le / comosumade sus componenteshomogémmeastienesólo dos compoimemitesno iii mías,
es <lecir f = f,¡ + fr¡+¡~.

Definición. Umm germende hipersuperficie(Y O) G (U?±¡ , O) comí simigumiaridadaisladade—
fume unu>. .si’nqulcvr’idad bivalentesi existeun germmmcm¡ cíe fumnciómt amialítica .1 E U { z,~, ..., z,,1
1 uivalente tal que el germende hipersuperficie(f (e), O) tiene uumma singuuiam’idaclaisladay

(1¼(J) estopotógicamenteequivalentea (f>(O), O).

Se (:ontimiua demiotandopor D C IP” a.l provectivizado(leí commo tangemíte,es <leen al
comíjuumíto<le ceroscíe Íd y por T c IP” al comijuntode cercusde .fd+k. Aclemumás, ci> el Teoreuíma.
(le 2.4.4 del capítuloanteriorsecaracterizamílas simmgumlaridadesde suiluerficies biva.lemmtes:

El lii qar dc ceros (1/,0) c (U
3, O) de un germen<le funeron analztzcc¡bivalente, tic-nc

sinqula’r’íciad aislada si y sólo si cl conjuntoproycctz’uo Sing(D) ri Sinq(T) es’ vacio.

Paracalcularel númerodeMilnor deuna singularidadbivalenteseiuumedeJ)roce(lerdel
mismomodo que en la secciónanterior. En primícipio, la. únicadiferemmciaseencontrarma
cii los estratosO—<limnensionalesde la estratificaciómí(le Whitmmey. Para.cada ¡uuníto P <tel
conotangentetal que P E Sing(D) fl T la ecuaciómílocal de V en uumm entormiode P es (le
la fornía

g(t n) + t~ = O.

Sin embargo.mio estáclaro que se puedacalcular de modo trivial la. característica<le
Euler-Poincaréde la fibra deMilnor en el origende la fumíción analficag(y.~)+ ~k

4 Por
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estarazómi se necesitaotra aproximnacióndistinta al problema.

La ideaescompararel númerode Milnor deuna singularidadbivalentecualquieracon

EJel númerode Milnor de una singularidadbivalenteespecial:unasingularidadtransversa
Esta idea se puedeponer en prática en el caso lo = 1 graciasa un resultadode M O
Soaresy Pi. Giblin, ver [5-O]. Soaresy Giblin obtienenuna fórmula (le comparaemon 4entrelos númerosde Milnor de dossuperficiesbivalentesdel tipo ¡ = Íd + fá±u,pero no
sabencalcular,emm el casogeneral,estosnúmerosde Miluor.

Soaresy Giblin estudiansuperficiesV de IP3 definidasporpolinomioshomogéneosdcl 4
tipo fd(x,y, z) ‘‘u’ + fc¡+m(x,y,z). Denotemospor D, respectivamnentepor T, a la curva
pIaría proyectivadefinidapor fd, respectivamentepor St La superficieproyectivay EJ
sólo tiene singularidadesaisladassi y sólo si Sing(D)y Sing(T) tienenintersecciónvacía,
para una demmrostraciónver ES-Gj ó el Lernade 3.3.4 deestasecemon.

4De estemodo, si se suponeque Sing(D) y Sing(T) tienen intersecciónvacía, la super-ficie y tiene en el punto e := Qn : y : z : za) = (O : O : O : 1) un punto singular
aislado. Porconstrumeción,el germemm(1/, e) defineunasingularidadde superficiebivalente

EJRecíprocamente,si f = Íd + .f<¡H~ es un germende función analíticabivalentetal que
su lugar de cerosdefineun germemrde superficiecon singularidadaislada,i.e. Sing(D) y
Sing(T) tienenintersecciónvacía,entoncesla superficieV de IP3 definidapor elpolinonno

EJy, z) . za + fd±1@r,y, z) tiene singularidadesaisladas.
Soaresy Giblin, en Theoremmm3.1 de [S-G],dan una “fórmula de comparación”de los

númerosde Milnor enel punto e <le dossuperficiesV y V’ consingularidadesaisladaslas 4
curalesestánrelacionadasdel siguientemodo:

V={(rc:y: z:’w) EF3: fdQn,y,=).’w+fá±m(x,y,z)0}, 4
= {(x : y : z : za) e : ft(x, y, z) . za + gd~r(x,y, z) = 01.

Ambastienenel mismno conotangente,D, enel purutoe. DenotemosporT’ := Z(gd±m),por 4
A := Sinq(D)flT y por A’ := Sing(D) mT’. Se tienela siguientefórmula de comparación,
[S-G]Tlreorem 3.1. 4
3.3.1. Teorema. [S-G].

p(V’, e) — g(V,e) = >3 ((D, T’)
01 — 1) — >3 ((D, T)a — 1) . EJ

ricA

Con esteresultadose puededar una.fórmulaparacalcularel númerode Milmmor dede una

EJsingularidadde superficiebivalentequetenga lo = 1.

3.3.2. Teorema. Sea(Y O) c (U
3, O) un gérmende superficiedefinidopor una ecuauon adel tipo f,í(x,y, z) + fd+r(x, y. z) = O. Supongamosque los conjuntosSing(D) y Sinq(T)tienenintersecczonvacía, entoncescl númerodc Milnor de V en O es

[¡(YO) = (ci— ij +/i4D~Cd) + (d—p)(d+p— 3) + >3 ((D,T)~ —1). 4
PESIng(D)rflT

EJ
4
si
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3.3.3. Observación. Si sesustituyela característicadeEuler-Poincaréde la curvaD7’~d

por ¡L(Drcd) +
3p — p2, la fórmula del teoremaesequivalemitea la siguientefórmnula.

g(YO) = (d—lV+x(D)+d2—3d+ >3 ((D,T)p— 1).
PES¡ng(D)flT

Demostración: Seala descomposicióndel cono tangenteD en comnponentesirreducibles,
cadaunacon su multiplicidad. D = qiCi +.. . + q

7’C,’, sead1 := deg01 y p := di + ... + d,’.
SeaT’C IP

2 umiacurvareducidadefinidapor un polimmomio hommmogéneoci<4m degradod+ 1,

cíe muodo que:

(a) los pumítosde Sing(D
7’~d) no seanpuntoscíe la curvaT’ y

(b) la. curva T’ corte a cadacomponente01 de D umúltiple, i.e. qj > 1, cm> d~(d + 1)

puntos distimítos.

La existenciade T’ estágarantizadaya que las anteriorescommdieiommes(a) y (b) smi commdi-
ciomíes que definenmmn abierto(denso)de Zariski <leí espaciode las curvasplamuas<le grado
<1+1.
Seamí V y V’ lassiguientessuperficiesde IP

3,

{(x : y: z : w) EF3: fúQr,y,z) .w+qa~mQc,y,z)= O>,

V = {(x : y : z : za) E IP3 : fdúr, y,z) W + f¡±,(u:, y, z) = 0>.

Ambas superficiestienemí sólo singularidadesaisladas. En efecto, íor umn lado se esta
siul)oniemmdoque Sirig(D) y Sing(T) tiemuemí iuiterseccuomívacía y í~r otro, la. cleccic’uuu <le
T’ garantiza que Sing(D) y Sing(T’) mio se intersecamí.Se Iuum(~dc ulsar el Tecureuuí=u.3.5 <le
Soaresy Oiblin, paracomnpararsusnumeros(le N4ilnor cmi (O : O : O : 1).
Parala superficie V’, como Sing(D

7’0,¡) y T
t no tiemmemm intersecciónsetiene <lime

>3 ((D. T’)<>’ — 1) = >3 >3 (Jiz}017,T’) — 1).

o’CSing(D)flT’ tu» J’EG¿OT’

A<lemmmás, commmo 01 y T’ se imitersecan (le mnoclo tra.mmsversal,el sLimnancl(u dc la clereeha.cíe la
amíteriorigualdades igual a

>3 >3 (q,.— 1) = >3p~(d+l)(q¡—1) = (d+1)(d—p),
t¡

1>mP6c0-uT’ qj>i

Ahora bastaaplicarla fórmulade comparaciónparafimmalizar la demmmostra.eióndel teorema.
LI

Fórmula de comparación para el caso lo> 1. Seanlas superficies V de IP
3 definidas

conmo conjuntode cerosde polinomios Imomogéneosdel tipo fd(u. y, z) . ,
01k + fc~+p(x, y, z).

Los puntos singularesde una superficie 1/ de estetipo son los puntos que anulen las
smguientesecuacmOuies
(3.26) wkgrad(f)

+ grad(fd±k) = O

k?nklfd = O
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donde la primeraecuaciónson, en realidadtres ecuaciomies,ya que seestáconsiderando
el vectorgradientegrad(h) (It,, ~¼,Itt). EJ3.3.4. Lema. La superficieV tiene singularidadesaisladas si y solamentesi la curva
píana T es reduciday los conjuntosSing(D) y Sing(T) tienen intersecciónvacía.

Demostración: El hechode que T seauna curvareducidaesmmecesarioya quie si existe
una componentemúltiple L deT, paratodopuntoP de la curvaL. los puntosde la forma
(P : O) anulanlas ecuacionesde (3.26),siendotoda la curvaL singular.
Por otro lado, si existe P = (lo y~ : zg) e Sing(D) fl Sing(T), entoncesla rectaL~,
definida por los puntos de la fornía (lo : No : ½: za), estáen V y amiula las ecuacionesde
(3.26). EJ

Veamosque las condicionesdel lemna somm suficiemítes.Evidentemente,el puntoe = (O

O : O 1) esun puntosingularde V. Seaa otro punto singularde Xi Comoa es distinto de EJ
e, las coordenadashomogéneasí, y,z de a no son todascero, por tanto definenun punto
P = (1 : y : z) del planoproyectivo. Así, se puedea como (P : za). Como a es un punto
singular de V debeanularla última ecuaciónde (3.26), por lo que debeverificar una de
los dos condicionessiguientes(no exeluyentes):

(i) La coordenadade za es cero. En estecaso grad(fa±k)(P) debesercero,por lo que,
P debeser un punto singular de T. Como T es unacurva plamíareducidasólo tiene
un númerofinito de puntossingulares.Sólo existenpuesun númerofinito depuntos
singularesa de Xi con la coordenadaza igual a cero, tantoscomo puntos singulares EJ
tiene la curvaplanaT.

(u) El punto P es un íuunto de D. En estecaso,debidoa cómoesla ecuaciónquedefine
Xi, el punto P debeser tambiénuin puntode T. Es más,comoa verifica las ecuaciones
de (3.26), si P es un punto singular de la curvaD, entoncesP es un punto singular
de la curva T. Ahora bien, por hipótesis no existenpuntos en la intersecciónde
los conjuntossingularesde D y de T, por tanto no existe ningún punto singular
a — (P : za) de 1/ tal que P seapunto singularde D.
De estemodo,seaP un punto liso de D. Si P es un puntosingularde T, entoncesla
coordenadaw de a debeserceroya quea es un punto singular de Xi y debe verificar
las ecuacionesde (3.26). Estospuntosya los hemosconsideradoen (i), dondeseha
visto quesólo existenun númerofinito.
La únicaposibilidadque quedapor tratares que P seaun punto liso de D y seaun
pumuto liso deT.
Primero veamosque existenun númerofinito de puntos en la intersecciónde las EJ
curvasproyectivasD y T. En efecto,si D y T tienenunacomponenteC en commmun.
la hipótesisdequerio existanpuntossingularesdeambascurvasencomún,noslleva
a la conclusiónde que D C y de que T — C, cosaqueno es posibleya que el
gradode D esd y el de T es d + lo. Por tanto, el Teoremade Bézoutgarantizaque
la intersecciónde ambascurvasesun númerofinito de puntos.
El punto singular a = (P : za) de Xi con el que se estátratantotiene corno punto
P un punto de la intersecciónde D y de T que esliso paraambascurvas. Veammíos
que paracadapunto P en estascondicionesexisten,a lo más,un conjunto finito de

EJ
EJ
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valoresparala coordenadaza, talesque, a = (P : za) aumulalas ecuacionesde (3.26).
Como la coordenada.za es no miula, bastaencontrar,si existe,el ujimico valor A E U

mio nulo tal que,
¿Ud —I (P)= (P).

(3.27) (d.f¡ ___ ¿Ud ~ 0.fd-I-k Ofd+k Ofd+k~

Aj-~p óy’oz) k Daz 0< Oz)
El valor de A esumimeo ya que paraP fijo se íuuedepensaren A como la comistante
de proporciommalidadentredosvectores.grad(fd(P)) y grad(f,ak(P)).que es única.
Paraeste A E U mío mmulo. existeím, exactamente,A: valoresdistimítos de za. mimio por
cada.raíz lo—ésimade A. talesque, a = (P : za) anulalas ecuacionescíe (3.26).

La demnostraciómíde q ume Xi tiemie simmguilarida<lesaisladasfiuializa aqumí, ya cj uie. uani ca<la.

luuumíto P en la intersecciónde D y de T. existen,a lo más, A: puntos singularesdistintos
cíe Xi. LI

Caracterización de los puntos singulares de Xi. Se gimiere ciar uu¡mu. c:am’acterizaeiómí
le los í ~ bks pu ~1tos P de Xi q m ve¡’¡fmqitemí la commciiciómi (3.27) a¡ ¡tenor. Se saljcm ¡e somí

íuummitos P cíe la immtersecciómi de D y de T y gime son lisos í uai’a a¡nims cli rvas. ¿‘ Pani. c íuué
numt<usP <le 1¡ (le estetil)() scl)u>C(lC asegurarque existeel A amitenior Y La respuestaes:

3.3.5. Lerna. A existe si y sólo si D y T tienenla msma¡‘ceta ta¡ujenteen P.

D<’n,o.stroc¡ón: Mediaimte un ca.inbku(le co(urdemmaciashomnogémico.se utuedesiuíucunerguíe
las coou’clemmadasde P 50]) (0 : O 1), y las de a son (0 0 1 2 ‘¡u»). e>)]) ‘tfl

0 II>) 1]u)1O. Una
e> uiacmcumi afluí cíe Xi e>> el al)ierto U = r \ { z = O} es

fdí, y, l)zak + Ñ+k(x, y, 1) = O.

El puumuto P es liso para D. por lo cíue f,¡Qn, y, 1) = cia: + ~3y+ It(x. ;¡i). dunde Ii (x. q) esla
sumumia <le los mmíommoníios(le j,~ (le gradoímmayor ó igual qume dos.
El pinito P tambiénes liso paraT, igualmente,.h±d:r,1/. 1) = yr + hq + qQn. q). demude
qQ>:. 1/) es la. suma.de los inoimonmios <le .fd+k de gradomayor 6 igumal que <los.
De estemodo. la ecuaciónafítí de Xi cmi a es

H(x,y, za) := (cia: + (Jy + ItQr, ~))717k + yí + ty + qQ>:. ;¡j) = 0.

a = es un si si el jacol)iaum<> de .11 seaumulaciiEl plinto (0, 0, iv) plinto simígularde 1/ y sólo
(0,0, ¿u). La. derivada.parcial de P respectode za siemupreseamnula ya ciume P es umím pummmto
(le D. Bastapuescon que seanulenlas otrasdosderivadasparciales:

o=~JL(O. O, za)=azaL’+y

OH
O = —(0,0. za) = + 6ay
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EJ
Estasigualdadessonequivalentesa que

EJa ¡3’

Por últinio, (a : ¡3) = (—y : —3) si y sólo si las curvasD y T tienenla mismatangenteen ael pmmto P. LI

Con ci lema anteriorsehademostradola siguienteafirmación: 4
Los puntossingularesde Xi somm:

lEí punto e = (0:0:0:1), 4
2. Los puntos(Yo : Yo : ½: O), donde P0 = (Yo : Yo 2 ½)E Sing(T).

3. Paracada9 = (Yo : Yo : %) que sea punto liso de D, punto liso de T y tal que EJ
(D, T)Q > 1, setienen lo puntos singularesde Xi Cadauno de ellos esde la foruma
(9 : za0), dondeza0 es unaraízlo-ésimadel único númeroA e U, no nulo, queverífica a
la siguienterelación

Agrad(fd)(Q)+ grad(JÁ~k)(Q)= 0.

Emm los tres lemassígumentessecalculanlos numneros(le Mmlnor de Xi en todos los puntos
singularesexceptoen el punto e.

3.3.6. Lema. Para cada P = Qn : y : z) e Síng(T) y P ~ D, el númerode Miínor de 4
Xi en P := Qn : y : z : 0) es igual a

¡‘(Y P) = (lo — 1)¡4T,P). EJ
Demostración: Sea P = Qn 2 y : z) e Sing(T) y P « D. Se eligen coordenadas

EJproyectivasen IP
2 de nmodo que P = (0 : 0 : 1). De estemodo una ecuaciónafín de Xi en

Res

fdQn,y, i)~,k + fd+k(Y,Y, 1) = 0. EJ
Paracalcularel númerode Milnor (le Xi cmi P bastaestudiarla ecuaciónque defineXi emm
el anillo de seriesconvergentescentradasen el l)ummto P. En estacarta afín, el punto P
tiene eoordemíadas(0,0,0). El anillo de seriesconvergentesque buscammmoses U{x, y, za} EJ
Bu esteanillo, el polinomio [¡Qn,y, 1) es umía unidadya que P no es un punto <le D y
por tanto fd(O, 0,1) # 0. De imecho, fd es una unidad del anillo de seriesU{x, ‘q} Sea

EJuQn,y) e C{;r, y} el elementoinversode .f
t¡Qn, y, 1). La ecuacióndel germende Xi en P es

de la forma
+ fá±kQn,y, 1>aQn, y) = 0.

EJPor tantoel númerode Miluor de Xi enP es

¡‘(Xi, P) = (lo — 1)[¡(T, P). 4
LI

4
EJ
J
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3.3.7. Lema. Para cada P = (1 : y: z) E D n S’ng(T), el número de MI/nor de Xi en
P := (a: : y : z 2 0) esigual a

¡‘(1< P) = (lo — 1)~T, P) + lo((D, T)~ — 1).

Demostración: SeaP = (a: 2 y 2 z) un punto liso de la curva D y singular de la curva
T. De nuevose puedenelegir coordenadasproyectivastalesque P = (0 2 O : 1). Así, la
ecuacuonafín de y emm el abiertoLI = IP

3 \ {z = 01 es

fdQn, y, 1)zak + fd+p Qn, y, 1) = O.

El pumntoP tiemie (:oor<lelladasafines(0, 0,0). Paracalcularel númerode Milmmor de Xi en
Pse]~uiscamafumnejónanalíticaadecuadaqumc’ <¡dinae] germende Xi en P. Comola curva
julaijia. D es lisa cm> P, existeun cambio amialítico <le ecuordenadasIt> : (U2, O) ,‘ (U2. 0),
/¿

1Qz,:0 = (:n,y), tal que .f,(Iti(tj), 1) = a:.
Sea pQit :iJ) := i¼÷p(h¡ (:T’, ñ), 1) y seas > 1 la. muuuitiplicidad de intersecció»de D y T en
P,i.e. s = (D. flp. Así. ¡40. j) = e j~ + . . . términosde mnayorgrado.cE U — {OJ. Por
cl teoremna.cíe Preparacióuide Weierstrass

pQr,y) = vQ7’,j) (jS + xbm(x)y
8 + . . . + z¼—iQi~h7+ 5~b~Qn’)),

demude‘u (0, 0) ~ O y ¼(0) = O, va qime P E Ssuq (T)
Comucu ‘u (ñX i7) es umuma ¡¡mmicbu1 en U{z, ‘i7} sea uQY,i7) umíma raíz s—ésimnade ‘~Qn, u. Se puede
veatizar iii> mmiicmv<u caumil)iO amualítico de coordemiadas½2 (U2, O) . (U2, O), It

9 (:1’¡. ji) =

(:7. ñ) que esel ¡míversodci s¡g’wemmtecambioanalítico ctecoordenadas

= a:
Vi = ñu(QT,Ú)

<le nuodcu ciume [¡(It1 o ¡¿2(1!, j1), 1) = ®, y

:¡o h=W~m)= fd+k(hi o h2QT>,yi). 1) = ñ~ + tg(Ij,ñt),

q (0.0) = 0.ya. qume P c Siuq(T).
Sea el cambio amíalítico <le coordenadasIr : (Ci, O) (U

3, O), Qz>. N2, ‘iD) —. Qn, :v~
clefimiido comno

h(X¡~
2~ W) = (It> O h2Qn>,y’),’w).

Comuo sólo sc han hechocamnbiosanalíticosP sigue siendo cl (0,0,0) y la ecuacióndel
germuenXi en un entorno(le estepunto es

(fdl~(t,jm,’~D) = ta?’ +~ñ; +~gQrmú7>) = O,

dondeñQni, j’) = g + t.qQTm,ji) es una fummción analíticacuyo conjuntode cerosdefine
el germende curvaT en P. por tanto g(O,O) = O.

Paraimo comimphicarla escrituira.a partir de ahoraseescribiránlas coordenadas(t~ m,
conio (a:, y, za).
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Para calcular el número de Miluor de Xi en .P hay que calcular la dimensión, como
U—espaciovectorial,de ~ ‘~ Las derivadasíuarcialesde pQn,y,za) son:

p~Qr,y, za)

y, za)

y, za)

= jc ±gQn,Y)+xg~Qr,y),

= zg~Qn,y)+sy~1,

= loxzaki,

Por tanto,

¡i(Xi, P) = dinic (u?’
y,za}

+g(x,y)±xg~Qr,y),wg~(x,y)+sys~m,xwk.>)’

Portanto, el númerodeMilnor esla sumade lasdimnensionescomoU—espaciosvectoriales
de

y, za}
dime (u?’ +gQn,Y) + wq~(x,y),zg~Qr,y)+ sys—m,x)

+dimc U{=n,y,za}

(u?’ + g(x,y) + xg~Qn,y), zg~Qn,y) + sySl,zak¿)

El primer U—espaciovectorialtiene la misma dimensiónque

U{y, za}

y como gQn.y) es un gerníenno unidad en U{y, za)> la dinmensión de
vectorial es lo(s — 1).
Porotro lado, el segummdoU—espaciovectorial tiemie como dimensión

esteU—espacio

(lo — 1) dimc
U{z,y}

(gQn,Y) + xg~Qn,Y), xg~,Qn,y) + sys—m)

Parafinalizar, bastaobservarquelas funcionesanalíticasque definenel cocienteanterior
son, precisamente,~ y ~,. Por tanto, estaúltimnadinmensiónes igual a (lo — 1)¡4T,P). LI

3.3.8. Lema. Para cadaP = (a: : y : z) e D fl T. tal queP es ‘un punto liso de ambas
curvasy tal que (D, T)~ > 1, cl númerode Milnor de Xi en := (xw’y 2 Z 2 za

1) es igual
a

p(Xi,P’) = (D,T)~ —1,

dondeza~ cumple la igualdadza~grad(fd)(P)+ grad(ft±k)(P) 0.

Demostración: SeaP un punto del planoproyectivo que se encuentreen las hipótesis
del lema. Se eligen otra vez coordenadasproyectivasde modo que P (0 : 0 2 1).

J

J

j

J

j

J
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El punto F1, singularde Xi, tiene coordenadashomogéneasP~ 2= (0 : 0 : 1 : uní), domude
wt # O. Así la ecuaciónafín de V en el abiertoIP3 \ {z = 0} es

~ = O.

LascoordenadasdePt emí esteabiertoafín somí (0,0,ini). Para.calcularel númnerodeMilnor
de Xi en P1 hay que trabajaren el anillo de seriesconvergemmtesC{z, y, za — za

1}.
Como la curvaplanaDes lisa emí P, existe ¡mmm camnbio amíalítico de coordemmadas(it /7) a
coordenadas(z,y), h1 : (C

2,O) —~ (C2,O), de niodo que fd(hi (it :u)~ 1) = iL SeapQz,’~) 2=

fd+k(hm(t/7), 1) y seas> lía multiplicidad de intersecciónde D y Ten P; Por tanto,
p(O,/7) = c.~+... términosde mayorgrado,e e U—{O}. Porel teoremade Preparaemon
de Weierstrass

P(itY) =‘u(±,fl (~s+.~bQn)Ñ$¡ +... +iUw>Qn)ñ+ffb
8QZ)),

donde‘v(0, O) ~ O. Seael cambioanalíticode coordenadasIt : (U
3, (0,0,i¡~)) : (U3. (0, 0,200)),

definido como It(±,/7,’ú3)= (It> (it ~),
Seap la función analíticaf o It, i.e.

P(it :u~ ii) := (fo h)Qn, /7 in) =
1.~1k + ~>Qn,~

Otro modo deescribirp es

p = vQn,flf¡ + ~ + ‘uQÉ, n)(bi (fl/7S-I + ... + b1 (ff’)ñ + b~Qr)))

Comno P’ es mmmi l)unto singulardel germnemm Xi, las derivadasl)arcia1c25de jí se debenauuumiar
en (O, O, ín¡) . Así,

p±(0,O, w¡) = i40, O)b~(0) + 4,
debesesercero. Portanto u’(O, O)b~(0) = —za~.
A partir de ahoraseescribenlas coordenadas(1, /7, mr) conmo (a:, y, za)
Para.calcularel númerode Milnor se debecalcularel desarrolloe» serie<le potenciascíe
p cmi el pumíto (0,0,1/4)

P(x,Y,za)=p(a:,Y)+x(zaó~+Zlo(lo 1) (k (za — wíY)

Sehaceel cambiode variable? = .x, /7 = y, mD = w — w¡ ímma trabajaren el anillo de series
U{it /7, iD}. Ahora P’ tiene coordenadas(0,0,0)y el germmmcnde Xi en P’ estádadoconmo
los cerosde la función analítica~ defimmida

PQn~Y)+x(za~+Z= •1j.

— PQn~Y)+x(za~+wZ j! ‘u”),



Por hipótesis,za1 es<listinto de 0, por tanto lozaVi tamnbic5nes distimíto de cero.
en el anillo de seriesdepotenciasU{zD}, la serie

k lo(lo—1) ... (k—j+1).za½

”

>3

esuna unidad. Se puedehacerde nuevoel cambio de variablesiguiente

1> = a:.
/7m = Y,

mí = (flolo~)
za

‘1y.

con lo que la ecuaciónque defineal germen(Y P~) es de la forma

PiQni, /7í ‘¿Dm) — p(x1,yi) + z~(u4e+ tuj)

Otro modo <le escribirPu (t. ~ ~¼)es

íi (za~’ + íD> + vQñi,/7í) (b¡Qní)<1 +

Se haobservadoconanterioridadquev(0, O)b.5(0)+~¿¡4 = O. Estoaseguraque lassiguientes
ecuacionesdefinenun último cambioanalítico de variable:

£2 = £1,

N2 = Ni,
= ‘¿sm ±vQnn~m)(bmW)/7t + . .. +bs~~mQTi)/7m+b~QZ~))

Al realizarestecambio analíticode coordenadasla ecuacióndel germímende Xi en es

x2w2 + v(x2,Y2)Y2= O,

y. por tanto, el númerode Milmior de Xi cm es (a — 1).

Con estoslemasprevios se ha calculadoel núnierode Milnor en cadapímnto singular
de Xi, exceptoen el puntoe = (0 2 0 2 0 2 1). Paracalcularloenestepunto senecesitauna
fórniulade comparaciónsinmilar a la del casolo = 1.

Seanlos siguientesconjuntosde W
2

A = Sing(D)flT.

B = DI) Sing(T),

E

C = {c e 1P2: e e Sing(T) y
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Emítonces,
EJ

EJ
4
EJ
EJ

4

EJ

4

4

a
u’

EJ

EJ

EJ

EJ

.1

u’

u’
si
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M = {m E IP
2 : m espunto liso de D y puntoliso de T},

At={mEM: (D,T)m=1},

EvidentementeM esunión disjunta de M~ y de M
2. Obsérvesetambiénque los pumítos

de B sonpuntos lisos de D. Viendo la relaciónque existeentrelos puntos simígulares(le
Xi y los puntosde D y de T se tiene que

#(Síng(Xi)) = 1 + #(B) + #(C) + k

Sea Xi’ ‘e lF~ otra superficie de IP
3 definida como commjummto de ceros <le un íuoliiíommíio

homógeneodel tipo fd(a:, y,
2)~k + gd+k (a:, y, z), de mmmodo que si T’ es la curva plamía

proyectivadefinidapor gd+k, entoncesT’ es reduciday los conjuntosSíng(D)y Sin.q(T’)
no se intersecan.Denotaremospor A’, B’, O’, Al’, M y A’I~ los conjuntosde ½amiálogos
a los definidosanteriormenteparaXi Entoncesseverifica. el siguienteteoremna

3.3.9. Teorema.Fórmula de comparacion.

¡¡(Xi’, e) — ¡«Y e) = k• {ZUD>r)rit — 1) — ~((D, U>, — 1)}

La demnostraciónserásimilar a la realizadapor Soaresy Giblin para.el caso A: = 1.

Demostración:
Una buenaproyección. Seair 2 Xi — {e} —* IP

2 la proyeccióndesdeel pummto e (0
0 2 0 : 1), es decir, irQr 2 y 2 z : za) = (a: : y 2 z). Se denotapor D + T al divisor de IP2
formadopor lascurvasD y T.

(i) ParacadaP E IP2 \ (D + T), la imagenimmversa medianteir <le P son,exactamumente,
A: puntosdistintos, definidospor la ecuación

k _ —f<¡+k(P

)

fd(P)

(u) Paracadapunto P de la curvaplana .0 que mmo esté contenidoen la curva T. no
existeimagen inversamedianteir.

(iii) Paracadapunto P = (xo : Yo : ~)de la curvaT que no pertenezcaa la curva D, la
imageninversamedianteir de P esun único punto, el punto (lo 2 No 2 2 0).

(iv) Paracadaplinto P = (za 2 y<~ : zo) que se encuentreen la intersección<le ambas
curvas, la imageninversamediammteir de P esla rectaque pasapor e, paramnetrizada
de la siguientemanera(a:

0 2 Yo 2 20 2 za).

Sedefineel conjunto Q como la adherenciade ic’(D+T) en Xi. La aplicaciónrestricción
<V\Q : Xi — Q —~ IP

2 \ (D + T) esun recubrimientocíclico de A: hojasmio ramificado,con
lo que

(3.28) x(V—Q) = kx(1P2\(D+T)).
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SeaSiny(V) = {e,p,,... , ~} el conjunto de puntos singularesde 14 SeaV unasuper-
ficie lisade P3 de grado d+k próxima aY Quitando entornoscónicosde lassingularidades ml
de V (ver [Miman) y sustituyéndolospor sus fibras de Mimar F

0, Fj,~ identificadas a la
largo de los bordes OF8, OF,,6 obtenemosun espaciohomeomorfo a V. Así al calcular la
característica de Euler de la homologíasingular se tiene que EJ

r

(3.29) ,4Q) = x(V \ Sing(V)) + x(F6) — x(&Fe) + Bx(F2 — x(OF,,j.

Por un lado, seah la característica de Euler de V, todas las superficies lisas de grado
d + k son homeomorfas. Por otro lado, las variedades OF<,OF,,1 tienen característica de EJEuler igual a cero ya que son3-variedadesdiferenciablescerradas. Si ademássesustituye
los valores de los números de Milnor de V en los puntos singulares, encontradosen los
Lemas de 3.3.6, 3.3.7y 3.3.8, se tiene que EJ

It = X(V\Sin9(V»+I1(VSC)+1+E ((k—1)g(T,b)+Ic((D,T)ó— i))-í-i

(3.30) + ~((k—.í»4T<j+í)+k be»
cGO mEMt

Si A y E son conjuntos algebraicoscomplejos proyectivos que verifiquen que A c E se EJ
lespuede aplicar la dualidad de Lefschetz y la dualidad de Poincaré, ver [Munkres]pág
415-419. 4

Lefschetz Poincaré
Hk(B,A;Z) ~ H’~’~(¡B~ — IAI;Z) ~ H~..~(IBI — IAI;Z).

Seconsiderala temade conjuntosalgebraicosSing(V)c <2 c y, usandolas dualidadesde EJ
Lefschetzy de Poincaré y las sucesionesexactasde homologíade los pares(¾Sing(V)) y
(¾<2) setienequelas característicasde los paresson: x(¾Sing(V)) = x(IV¡—ISing(V)I) EJ
y x(V, <2) = x(IVI —1<21).

También setiene sucesiónexactalarga de homologíade la tema (y, <2, Sing(V)). Por
tanto, severifica. la siguienterelación entre las las característicasde Buler-Poincaré EJ

x(IVl — jSing(V)¡) = x(V Sing(V)) = x(V,<2) + x(Q,Sing(V))

Usandoel resultado de (3.28) ml
xOVI — 1<21) + x(Q~ Sin9(V)) = kx(r \ (D + T)) + x(Q~ Sin.q(V)). EJ

El conjunto <2 está formado por #G4) + #(B) + #(M) rectas proyectivas que se corten

en el punto e y por los puntosdel conjunto EJ
{Po:=(xo:’yo:zo:0)eP

3: P
0ET\D}.

Obsérveseque las rectas y esteconjunto no seintersecan. EJ

EJ

EJ
si
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Como Sing(V) es un conjunto finito de puntos, se puedecalcular la característicade
Luler-Poincarédel par x(Q, Sing(V)) sin más que restar a x(Q) el ilúmuero de puntos
singularesde Y le.

= (#(A) + #(B) + #(M))(xQP’) — 1) + 1

+ x(T\ D) —(1 + #(B) + #dC) + lo#(M1))

— #(A) — (lo — 1)#(M~) + #(M2) — #(C) + ><(T \ D),

Por tanto la ecuación (3.30) nos queda

It — (¡‘(Xi, c)+1) = lo~ x(1P
2 \ (D + T)) — (lo — 1)#(IrIi) + #(M

2) + #(A) + á’(T \ D)

+ >3 {k((D, T),, — 1) + (lo — 1)¡«T. b) + 1}

(3.31) + >3Qc — 1)g(T,e)+ lo >3 (D, T),,,,
cCO InC NL

Cálculo de x< \ (D + Tfl. Seap el gradode ~ sea1 el grado de D + T, es decmr
= ji + d + lo, recordarque T es umía curvareducida.Por tanto,

x(IP
2 \ (D + T)) = 3— 31 + í2 — >3 /¡(Dr<.<i + T, 0).

Busquemosluna expresiónmuás sencillaparaesta.summmma. (le nuimímerosde N’lilmuor.

¡¡(Dr,’,t + Ef) = E
PC Sing( 0red)‘uT

¡«Dred, .P) + E p(T,P)-s- >3
I’CSZflQ(7’)\Dr,r¡ PCI) a<¡O’!’

Desarrollemosde un modo más convenienteel ulítimno sumímatorio(leí la.(lo (1emeclio (le la~
amuteriorigualdad. Paraello se llamaráReg(Drc<¡), respectivaimuenteJ?eq(T),a. los íuuummtos
lisos de D,.~d, respectivamentede T. Comímo Sinq(D) y Sing(T) mío se imuteusecamíentomices

p(D~~d + Ef, P) E
PESing( Drrd)flJky(T)

>3
PCIkQ(Dred)ÑSiUQ(T)

>3
PC!kq(Dr~d)flfleq(7’)

¡t(Drrqi + Ef, P)

IdDr~d + Ef. 0).

Además,comoparadosgérmenesde curvasplanasreducidas(e, O) y (D, O) setiene guie
¡¡jO + D, 0) = ¡¿(O, O) + ¡<D, O) + 2(0, D)

0 — 1, entonces

[¿(Dred+ T,P) — >3. (¡‘(Drecí, P) + 2(D~~,i,T)1< — 1)

PCSiníj(D,~a)OT

+ >3 (¡¿(Ef, P) + 2(D,~,,, Ef)1> — 1)
PcRey(Drer¡ )nSiny(T)

>3
Penen(Drea10Reg(T)flRey(D)

>3
PeReg(D,-ea)flRcg(T)flSing(D)

(2(Dred, Ef)i> — 1)

(2(D~Cd.T)~ — 1).

E
PC Dre.¡fl7’

jí(D~~,1 + Ef. 0)

+

+

>3
f’EDr,.dOT

+

+
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Finalmente,escribiendolos anterioressumandosen función de los conjuntosA, B y M se
tiene

[¿(Dred + Ef, P) — >3 (pt(Dreci, P) + 2(D~~d,Ef)11> — 1)
PCA

+ >3 (/4Ef, 0) + 2(Dred, Ef)p — 1)
PCB

+ >3 (2(Drerj,T)p — 1),
PE M

con lo que la sumade los númerosde NI iluor de la curvaDreá + Ef queda

>3 p.(D~~C~j, 0) +íL(Dr’c4 + Ef)
PCS¡flY(Drcd)

+ 2 >3 (Dred,
PCDredflT

>3 ¡4Ef,P)
PcSing(T)

Ef)~ - (#Q4) + #(B) + #(M)).,

Como D~Úd y Ef no tiemien ningunacomponenteen comnún,(vale el mismoargumentoque
el realizadoanteriormentecon D y Ef), el Teoremade Bézoumt vuelve a calcularla suma
de las multiplicidadesde intersecciónde la igualdadanterior, su valor esp(d + lo). Si se
definera 2= 3 — 3í + í

2 — 2p(d+ lo) — p(D~~d), setiene que la característicaque se busca
vale

Cálculo de x(Ef\ D). En estecasoes inmediatocalcularestacaracterística.Si sedefine
3(d + lo) — (d + lo)2, y seve la definición de los conjuntos>4, B y M se obtieneque

(3.33) xiEf \ D) x(T) — #(D~~a n Ef) s±g(Ef) — (#Q4) + #(B) + #(M)).

Si sesustituyeen (3.31) las dos igualdadesanteriores,(3.32) y (3.33),setiene

It — (g(Xi,e) + 1) lo (m —

1i(Ef) + #(A) + #(B) + #(Mm)+ #(M0)

— (lo — 1)#(Mm) + #(M2)

+5 + g(Ef) — (#CA) + #(B) + #(M1) + #(M0)

±(lo— 1)¡(T) — (lo — l)#(B)

+k
bcB

Simplificando

(3.34)

It— (ps(Xi,e) + 1) = km+s+lo#(A)+lo#(M2)+lo 1 >3QD,Ef)b±

bCB

>3 (D.Ef)4
mcMi

>3
PEED1edIIT

u’

EJ

EJ

4
u’

(3.32)

u’

x(~ \ (13 + T)) = m - ,u(T) + (#(A) + #(B) + #(M)).

u’

u’

EJ

u’

a
u’

+ >3 (1341>)
mCM1

m}
u’

.1

u’

ml

u’

a
si
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Si seusa.el teoremade Bézoutentre las curvas 13 y Ef se tienela igualdad

d(d+k) >3 (D,Ef)p>3(D,Ef)a+>3(D,Ef)t+ >3 (D,Ef),n+ >3 (D,Ef%,.
PCDOT oCA bCB mEtí

1 ,nEM2

Ahora, conmo los puntos de Kl2 son aqimehlosdonde la multiplicidad de imítersecciónentre
las curvas13 y Ef vale 1, el último sumandoesexactamenteel #(M2. Así,

d(d+k)— >3(DJ9>,= >3(D,Efg+ >3 (iD,Ef)m+#QV12).
aCÁ ¿KB mEtí>

Y sustituíyemmdoesteresultadoemm (3.34) seobtiemme que

(3.35) It — (~u(Ye)+ 1) = lo(m.+d(d+ lo)) +s — lo >3((D,Ef)0 — 1).
oE A

Para la otra superficieXi’ del enunciadodel teoremnase tiemie la. mnismna. igumaldad(le (3.35).
Ademímás,tal y comno está.definida Xi’, se tiene que 13 esel mmmismno, el gm’a.do cíe Ef’ es el
mnismhmo qume el de Ef, y It’, s’ y rn.’ coincidencon It, s y m. Parafimializar la. <lemmmostracmon
dcl teorema.sólo tenemnosque restarlas expresiones(3.35) (le Xi y de Xi’.

Ya. seimededaruna fórmulaparacalcularel númmmerode Milmmor dey cmi e. Emí el emmumnciado
del siguuiemmteteoremnaseestánsuponiendola.s miotacionesque se viemíen uisammdo.

3.3.10. Teorema. Sea (Xi, O) c (U
2, O) un germende superficie bivalente definido por

una ecuacióndel tipo .fd(a:, y, z) + fd+k (a:, y, z) = O. Supongamosquelos eonyuntosproyen-
tivos Síny(D) y Sin.g(Ef) tienen interseccionvacía, entoncesel numerode Mzínor <le V
<‘u O es

1¡jV 0) = (d —12 + lo {IíQDrea) + (d— p)(d+p —3) + — 1)).

<9 equivalentemente:

¡<YO) = (d— 1)3+k{x(D)+d2~3d+ >3 ((D.~b~— 1)

Demostración: Sea.la descomposicióndel commo tangenteemí conípomíemítesirreduicibles,
cadauuna con su mnultiplicidad, 13 = quOm +... + qrOr. Sead~ el gradode O~.

Si D es una curva planareducidala fórmula del teoremaya se ha. demostradoen el
Teoremade 2.4.6 del capítuloanterior.

Supongamosque 13 no es reducido. La hipótesis de que los conjumítosSinq(D) y
Sing(Ef) tenganintersecciónvacíahacenecesarioque Ef seaunacurva.1)lanareducida. Se
elige otra curva reducidaEf’ G IP

2 definida por un polinomio honmogéimeogd±kde grado
d + lo. de modo que ningúmm puntode Sing(D~~d) estécontenidoemi la. curva. Ef’ y tal que
Ef’ corte a. cadacomponenteO~, que tengaq

1 > 1, en d4d+ lo) pumítos(histimmtos.
La. existenciade Ef’ estágaramítizadaya quelas anteriorescondicionessoncondicionesque
(lefimmeim un abierto (denso)de Zariski del espaciode las curvasplanascíe gradod + lo.
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Seanlas superficiesde IP3

Xi’ 2={(a::y:z2w)cIPB:fa(a:.y,z).wk +9d±k(X,y,Z)0}.

Xi = {Qr 2 y 2 Z 2 za) e : fd(a:, y,z) . vi + fd±k(a:,y,z) =

Ambascumplenlas condicionesdel teoremaanterior, por lo que sepuedencompararsus
númerosde Miluor en (0 2 0 2 0 : 1). Parala superficieXi’ setiene

>3
<VES ny(D)flI’

>3 >3 {(CÍ’tEf’)p—1}
q,>m PEO ÑT’

ya queSin9(Dred) y Ef’ no tienenintersección.Ademnás,comno6 y Ef’ tienenintersección
trammsversal,la última igualdades equivalentea

>3>3(q
q,>mPCO,ÑT’

—1)= >3p(d+lo)(q
1—l) =(d±k)(d—p),

qj>m

dondep es el gradodel cono tangentereducido,esdecir p = d1 + ... + dr. Ahora basta.
aplica.rla fórmulade comparaciónparafinalizar la demostracióndel teorema. U
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