UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
DEPARTAMENTO DE ALGEBRA

ESCISION DE FIBRADOS EN G(1,4) Y SUS
VARIEDADES

Beatriz Grana Otero

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS
NOVIEMBRE 2002



DEPARTAMENTO DE ALGEBRA
FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

Memoria presentada para aspirar

al grado de doctor en Matematicas

ESCISION DE FIBRADOS EN G(1,4) Y SUS VARIEDADES

Fecha: Noviembre 2002

Director de la tesis doctoral Dn. Enrique Arrondo Esteban

11



Para mis padres y mi hermano.

111



v



Abstract.

La memoria se divide en dos partes diferenciadas. En la primera, correspondiente al
capitulo uno, se clasifican los fibrados sin cohomologia intermedia de la Grassmanniana
G(1,4) de las rectas de P*. A diferencia de lo que ocurre en la Grassmanniana de rectas
de P, se obtienen familias infinitas de fibrados. Como caso particular de la clasificacion
se caracterizan cohomoldgicamente las sumas directas de fibrados triviales y fibrados

universales de la Grassmanniana, Q, Sy S8 (y sus twists).

La segunda parte, dividida en dos capitulos (2 y 3), consiste en la clasificacion
de las subvariedades lisas Y de dimension tres de G(1,4), llamadas congruencias, que
ademas verifican que el fibrado universal cociente, Q, restringido a ellas escinde en suma
directa de fibrados lineales. La clasificacién se hace interpretando geométricamente
tanto el significado que tiene esta escision, como el del niimero de secciones globales

independientes que tienen los correspondientes fibrados lineales.
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Introduccion.

El estudio de las subvariedades de Grassmannianas, especialmente de rectas, ha sido
un argumento ya tratado desde hace tiempo por gedmetras clasicos como Castelnuovo,
Fano, Kummer, Segre, Severi, Veronese y muchos otros. En términos modernos, este
estudio se puede retomar a partir de la teoria de fibrados vectoriales sobre variedades,
ya que dar un morfismo de una variedad a una Grassmanniana es esencialmente equi-
valente a dar un fibrado vectorial sobre esa variedad (que a posteriori seré el pull-back
del fibrado universal cociente de la Grassmanniana). Este doble diccionario permite

obtener y pasar resultados de cada uno de estos dos campos al otro.

El caso mas conocido y estudiado es el de los fibrados lineales. En este caso, es
esencialmente equivalente dar un morfismo de una variedad a un espacio proyectivo
(el ejemplo més trivial de Grassmanniana) a dar un fibrado lineal sobre la variedad, y
este fibrado resulta ser el pull-back del fibrado lineal hiperplano del espacio proyectivo.
Este fibrado hiperplano se puede caracterizar cohomolégicamente mediante el teorema
de Horrocks [Hor64|: es, salvo producto tensorial por un fibrado lineal, el unico fibra-
do vectorial (a priori de rango arbitrario) indescomponible que no tiene cohomologia
intermedia. O dicho de otro modo, un fibrado vectorial sobre un espacio proyectivo no
tiene cohomologia intermedia si y sélo si escinde completamente como suma directa de

fibrados lineales.

Es claro que si consideramos Grassmannianas no triviales, los fibrados universales
no se pueden caracterizar como los tinicos fibrados indescomponibles (modulo produc-
to tensorial por un fibrado lineal) sin cohomologia intermedia. Por ejemplo, el primer
caso no trivial seria G(1,3) (que se puede identificar con una cuadrica lisa de dimen-
sion cuatro), y en este caso Knorrer [Kn87| y Sols (en un trabajo sin publicar) han
demostrado independientemente que los tinicos fibrados universales indescomponibles
sin cohomologia intermedia son (salvo producto tensorial con fibrados lineales) el fi-
brado hiperplano o alguno de los dos fibrados universales (o, desde el punto de vista

de la cuadrica, los fibrados espinores). El hecho de que se obtenga un niimero finito de



posibles fibrados es excepcional, ya que Buchweitz, Greuel y Schreyer [BGS87| han de-
mostrado que las tinicas hipersuperficies lisas para las que los fibrados sin cohomologia

intermedia son un nimero finito (en el sentido anterior) son las cuadricas.

En efecto, cuando se considera G(1,4), la Grassmanniana de la que nos ocuparemos
en esta memoria, se observa que existen familias continuas de fibrados sin cohomologia
intermedia. Lo que si existe, no s6lo en cualquier Grassmanniana sino también en
cualquier cuadrica lisa, es un criterio cohomologico debido a Ottaviani [Ott89], [Ott87]
que caracteriza los fibrados vectoriales que escinden completamente como suma directa
de fibrados lineales. Por supuesto, parte de la caracterizaciéon cohomologica de estos
fibrados consiste en que no tengan cohomologia intermedia. Entonces, la idea que
aplicaremos en el caso concreto de G(1,4), consiste en ir quitando una a una cada una de
las demas condiciones del teorema de Ottaviani y ver qué nuevos fibrados van saliendo
en cada caso. De este modo, obtendremos una caracterizacion cohomologica de los
fibrados universales, y més en general una descripcion de los fibrados sin cohomologia

intermedia de G(1,4) [AG99]. A todo esto dedicamos el capitulo 1 de la memoria.

Si volvemos a la interpretacion de fibrados vectoriales sobre variedades como morfis-
mos de dichas variedades a una Grassmanniana surge un problema interesante, que es
el de relacionar la posible estabilidad del fibrado con “el tamano” de la Grassmanniana
en la que se sumerge la variedad. Una conjetura precisa para el caso de superficies y
fibrados de rango dos se debe a Dolgachev y Reider [DR91]: si un fibrado de rango dos
sobre una superficie da una inmersion de la misma en G(1, 3), entonces dicho fibrado es
semiestable, a no ser que la imagen esté contenida en un hiperplano. Dicha conjetura
demostraria, por el teorema de Bogomolov, otra conjetura, segtn la cual toda superficie
lisa de G(1,3) de bigrado (a,b) verifica que a < 3b (y dualmente b < 3a). Un paso en
la direccion de la conjetura de Dolgachev y Reider es el resultado de Arrondo y Sols
[AS92| en que se caracterizan las superficies lisas de G(1,3) para las cuales la restric-
cion del fibrado universal cociente de rango dos escinde en suma directa de fibrados

lineales (en cierto modo, el caso més extremo de inestabilidad de fibrados).

En esta memoria obtendremos el resultado anilogo para subvariedades lisas de di-

mension tres de G(1,4) (estas variedades, estudiadas también por los clasicos, han sido



objeto de atencion reciente por parte de mateméaticos como Alzati, Arrondo, Bertolini,
De Poi y Turrini). Es decir, clasificamos cudles de estas variedades verifican que su fi-
brado universal cociente de rango dos escinde en suma de dos fibrados lineales (el caso
de la escision del subfibrado universal de rango tres ha sido ya estudiado por Arrondo
[Arr98b]).

Laidea para la clasificacion sigue la hecha para superficies de G(1, 3). Alli se discutia
segtin la dimension del espacio de secciones de cada uno de los sumandos del fibrado
universal. Si tienen pocas secciones, entonces hay una recta que corta a todas las
rectas de la superficie, y las superficies con una recta asi estan clasificadas [AG93|. Si
en cambio tienen muchas secciones, el fibrado universal tiene muchas secciones, con lo
que la superficie viene proyectada de una Grassmanniana superior, y de nuevo tales
superficies estan clasificadas.

En el caso de G(1,4), la situacion es bastante mas complicada, porque solo estan
clasificadas las tres-variedades de G(1,4) proyectadas desde G(1,7) [Arr99|, pero no
las que vienen de Grassmannianas menores (y su clasificacion tampoco parece sencilla,
ya que aparecen numerosos ejemplos de variedades proyectadas desde G(1,5)). La
estrategia entonces es usar que si los sumandos del fibrado universal tienen muchas
secciones, pero no demasiadas, entonces la tres-variedad viene proyectada desde una
Grassmanniana no muy grande, pero con la propiedad de que todas las rectas cortan
a espacios lineales de dimension muy pequena. Las variedades con estas propiedades
ya si se pueden clasificar.

Toda esta clasificacion se desarrolla en los capitulos 2 y 3 de la memoria. EI motivo
de partir en dos capitulos es el siguiente: a la hora de ir analizando y clasificando todos
los posibles casos, (lo que se hace en el capitulo 2) se obtiene una gran cantidad de
posibilidades numeéricas, que en su mayor parte hay que ir excluyendo caso a caso.
Para evitar entonces una demostracion demasiado engorrosa, hemos intercalado en el
capitulo 2 una lista de variedades que irdan apareciendo en la clasificacion del capitulo
3, estudiando para cada una de ellas si verifican las condiciones de las clasificaciones

en que vayan apareciendo.






Preliminares.

0.1. Notaciones.

Se fijan aqui las notaciones mas frecuentes que se usan a lo largo de la memoria.

Dado un espacio vectorial V' de dimension N + 1 sobre el cuerpo de los niimeros
complejos C, se denota por P(V) = PV al espacio proyectivo de todos los hiperplanos
de V (el espacio de todas las rectas del dual V*). Se llama G(k, N) a la variedad
Grassmanniana de las subvariedades lineales de dimension k en PV (que también se
llamaran k-planos). Existe una identificacion natural de ésta con el conjunto de los

espacios lineales de dimension k£ 4+ 1 de V*, o los cocientes de dimension k£ + 1 de V.

Sea F un fibrado vectorial sobre X, se denotara por
i- HY(X,F) o simplemente H'(F) al grupo de cohomologia de F sobre X y por
h'(F) a la dimension de éste como espacio vectorial sobre C. Abusando del len-

guaje se dird que F tiene m secciones cuando h'(F) = m,

ii.- R'p,F al i-ésimo, (de orden i) functor imagen directa superior por el morfismo p

de fibrados,
iii.- S'F al producto simétrico [-ésimo de F,
iv.- /\l F al producto exterior [-ésimo de F.
Nota. Se utilizara * para el dual de los espacios vectoriales y v para el dual de los
fibrados vectoriales.
Dada una subvariedad Y de X se denotard por

i.- Zy x o simplemente Zy al haz de ideales de la subvariedad Y en X,
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ii- A(X) = @"* A/(X) al Anillo de Chow de X, donde A*(X) es el grupo libre

abeliano de subvariedades de codimension ¢ de X, modulo equivalencia racional,

iii.- [Y] a la clase de equivalencia de Y dentro de A(X).

Definicién 0.1.1. Un scroll en r-planos sobre una variedad X es una subvariedad de
PN isomorfa a un fibrado proyectivo P(F) donde F es un fibrado vectorial sobre X
rango k + 1 y de manera que todas las fibras del morfismo de estructura P(F) — X

tengan grado uno en PV,

Nota. A lo largo de la memoria se utilizard la convenciéon usual de intercambiar li-
bremente las conceptos de fibrado vectorial sobre una variedad proyectiva y su haz

localmente libre asociado.

0.2. Algunos resultados generales.

Se enuncia a continuacién algunos resultados generales de geometria algebraica y
otros especificos que se utilizaran posteriormente a lo largo de la memoria repetidas

veces.

Lugar de degeneracion de secciones. Se recuerda la siguiente construccion de
subvariedades de una variedad proyectiva X (se pueden encontrar més detalles por
ejemplo en ([Ful84|)). Sea F un haz localmente libre de rango k sobre X, generado por
sus secciones globales, y s1, So, ..., S, M secciones generales con m < k. Estas definen
un morfismo OF — F, y su lugar de dependencia es el lugar Y donde el morfismo
tiene rango a lo mas m — 1. La formula de Porteous (o mas concretamente el caso

particular que es el que se utilizard) asegura lo siguiente:
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Foérmula de Porteus-Giambelli(Caso particular) 0.2.1. Si F estd generado por
sus secciones globales, el lugar de dependencia 'Y de m secciones generales, o es vacio,

o tiene la codimension esperada, es decir k —m + 1 y su clase en AF="T1(X) es
Y] = crmy1(F).

Ademas el lugar singular de'Y es el lugar en el cual el morfismo anterior tiene rango a
lo mds m—2. Tiene la codimension esperada, 2(k—m+1), y su clase en A2F=m+2)(X)

puede ser expresada como
[SingY] = cxms2(F)? = ckmys(F)ckmir (F).

(en todo lo anterior, si la codimensidon esperada es mayor estrictamente que la dimen-

sion de X, entonces Y es el conjunto vacio).

El método mas efectivo para trabajar con clases de Chern es el llamado “Principio de
Escision” ([Ful84], Obs. 3.2.3). Se enuncia en esta memoria, tras la siguiente proposicion

(|[Ful84|,“Splitting construction”, pag. 51):

Proposicién 0.2.2. Sea & un fibrado vectorial sobre una variedad proyectiva X, enton-
ces eziste una variedad X' y un morfismo f: X' — X tal que f*: A(X) — A(X')
es inyectiva, y £ = f*(E) tiene una filtracion por subfibrados tal que el cociente de

cada dos subfibrados consecutivos es un fibrado lineal.

Principio de Escisién 0.2.3. Supongase que se quiere probar un formula universal
que involucra las clases de Chern de un nimero finito de fibrados vectoriales relacio-
nados entre si. St la formula es cierta para cualquier fibrado vectorial que admite una
filtracion como en 0.2.2 y ademds se preserva haciendo pull-back por un morfismo como

en 0.2.2, entonces la formula es cierta en general.



Observacion 0.2.4. El polinomio de Chern es aditivo para sucesiones exactas. Enton-
ces el polinomio de Chern de un fibrado que admita una filtracién como el enunciado
anterior, es el de la suma directa de los fibrados lineales que aparecen como cocientes
de dicha filtracion. Por tanto, si existen unas formulas validas para fibrados vectoriales
escindidos, el principio de escision asegura que éstas son también validas para fibrados
vectoriales cualesquiera. Es decir, para calcular clases de Chern de fibrados basta co-
nocer su calculo para fibrados vectoriales escindidos, como mostraremos ahora en un

ejemplo.

Sea &£ un fibrado vectorial de rango r sobre una variedad proyectiva X que escinde
en suma directa de r fibrados lineales, O(a;),- - ,O(a,). Entonces el polinomio de

Chern de & se puede calcular de la siguiente manera

r

(&) =[] a(0(a)). (0.2.1)

=1

Ademas, si € = O(a) es un fibrado lineal se tiene que

(&) =14c(Oa))t=1+at (0.2.2)

Ejemplo 0.2.5. Sea X variedad proyectiva y sean los £ y F dos fibrados sobre X
de rango 2. Si suponemos que son escindidos, a efectos de clase de Chern podemos
escribir (formalmente) £ = O(ay) ® O(az) y F = O(b1) & O(by) sobre X, aplicando
el principio de escision se pueden calcular las clases de Chern de estos fibrados. La
primera clase de Chern de £ es la clase dentro del anillo de Chow de X del lugar de
dependencia de dos secciones del fibrado, luego ¢;(€) = a1 + ay. La segunda clase de
Chern es el lugar de ceros de una seccién de £, por tanto c3(E) = ay.ae. Escribimos
entonces £ @ F = O(ay + by) @ O(ay + b)) @ O(az + by) @ O(ay + by) y se puede asi

calcular

Cl<(€ & ]:) = 01<O<(11 + bl) ) O(Cbl + bg) ) O(CLQ + bl) () O(a2 + b2))
= 2(a1 4+ az) +2(by + b2) =2¢1(E) + 2¢1(F) = rg(F)er(€) +rg(E)cr (F)
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(E®F)

c2(O(ar +b1) ® O(ar + b2) @ O(az + by) ® O(az + by))

= (a1 +b1)(ag +b1) + (a1 + b1) (a1 + ba) + (a1 + by)(az + be) +
+ (ag +b1)(a; + ba) + (az + b1)(az + be) + (ay + ba)(as + bs)
202(E) + c1(E)* + c1(F)? + 2¢a(F) + 3(c1(E)ea(F)) =

[c1(E) + c1(F)]? + c1(E).ci(F) + 2[ea(E) + ca( F)).

que por el principio de escision valen para fibrados £, F arbitrarios.
Analogamente, para calcular la tnica clase de Chern que tiene el fibrado lineal
producto exterior \> € se hara
2

Cl(/\g) = 01(0(a1 + CLQ)) = 01(8)

y del producto simétrico

c1(S*(E)) = |0(2a1) ® O(2az) © O(a; + ay)]

= 3(a1 + a2) = 3¢1(E)
c2(S%(E)) = 2(ay + az)? + dajag = c1(E) + 4ey(€)
c3(S*(E)) = 4daras(ay + ag) = 4c1(E)ei(€).

Asi sucesivamente, el principio de escision permite calcular las clases de Chern
de productos exteriores, de productos tensoriales de fibrados de rangos arbitrarios. Si
escribimos &€ = @,_, O(a;) y F = @;_, O(b;), entonces

a(E®F) =[]+ (ai + b)) (0.2.3)

?:7.]‘

a(N&) =[] @+ +-+a,)) (0.2.4)

1<i <. <ip<r

c(EY) = c_i(&). (0.2.5)
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Para calcular resoluciones de lugares de degeneracion de morfismos entre fibrados
vectoriales se usa el Complejo de Eagon-Northcott (ver [GP82] o [Ott95]), que se

recuerda a continuacion.

Teorema 0.2.6. Complejo de Eagon-Northcott. Sean £ y F dos fibrados vecto-
riales sobre una variedad X, sea rg€ = m y rgF =n conm < n. Sea ¢ : &€ — F
un morfismo de fibrados. Sea Y = D, 1(¢) ={z € X | rg(¢d.) < m — 1} que tiene la

codimension esperada n —m + 1, entonces existe la siguiente resolucion:

0— 5" M — FRSm e — N Fesm2e — ...

0.2.6
o NTMF — det F@detEY — Oy @ det F @ det Y — 0 ( )

donde se usa el isomorfismo candnico \"~ " F = det F @ N FV.

En particular, el caso que se utilizara sobre todo en la memoria es el de subvarie-
dades de codimension 3 que son el lugar de dependencia de secciones de un fibrado

vectorial.

Corolario 0.2.7. En las condiciones del Teorema 0.2.6, supongase que n —m = 2 y

que & = Ox®™, entonces la resolucion se puede escribir de la siquiente manera:

0 — S*(O(=ar(F)™") — (F(=ar(F)) " — \F' — Ox — Oy — 0
(0.2.7)

En cambio, si la subvariedad tiene codimension 2 y es el lugar de dependencia de

secciones de un fibrado vectorial, la resolucién es la siguiente:

Corolario 0.2.8. En las condiciones del Teorema 0.2.6, supongase que n —m =1y

que & = O™ entonces la resolucion se puede escribir de la siguiente manera:

0— O(=c1(F)" — F(=c1(F)) — Ox — Oy — 0 (0.2.8)
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Al final de los preliminares se da un ejemplo que calcula la resolucion de un lugar

de dependencia (ver el Ejemplo 0.4.29).
Corolario 0.2.9. (ver [Oko94])) Supongase que X es una subvariedad de codimension
dos tal que su haz de ideales tiene una resolucion

0—& —F —ZIx—0.

Entonces una resolucion del haz de ideales de la interseccion completa Y de X con el

lugar de ceros de una seccion global s de un fibrado lineal L sobre X es la siguiente
0—ERL —wE@(FRLYH) —FoLlL'!'—TIy —0. (0.2.9)
Este resultado se basa en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 0.2.10. (ver por ejemplo [Rot79] para el caso de mddulos) Sean € y F

haces coherentes sobre una variedad X y sean

0 — PP, — .. . ptp —c—o0
0 — plop o lplp Lr g

dos sucesiones exactas de estos haces. Si existe un morfismo de haces ¢ : € — F,

entonces existen morfismos @; : P, — P/ tales que el diagrama

00— P — Py —---— P — B — & —0
! ! ! ! &
0O— P — P, —-+— P — P — F —0

es conmutativo. Ademds, si ¢ es inyectivo, el haz F/o(E) tiene una resolucion

0—P.— P 18P — - — P &P, — F/p() — 0 (0.2.10)
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Demostracion. del Corolario 0.2.9. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo de su-

cesiones exactas

0— ELY — FL!t — L1 — OxeLt — 0

I I I I

0— £ — F — O — Ox — 0

Oy

Aplicando la construccion de la Proposicion 0.2.10 se obtiene la resolucion del enun-

ciado. O

En [Har77| y en [God64] se pueden encontrar las siguientes proposiciones sobre los

functores Rip,, imagen directa superior.

Proposiciéon 0.2.11. Formula de proyeccion. Sea p : X — Y un morfismo entre
variedades proyectivas y sean F, £ haces coherentes sobre X y sobre'Y respectivamente,

entonces se verifica que

Rip, (F @ p*(€)) = R'p(F) ® &, (0.2.11)

Proposicion 0.2.12. Sea p: X — Y un morfismo entre variedades proyectivas. Sea
F y & haces coherentes de rango m sobre X y rango n+ 1 sobre Y, si X =P(E) con

fibrado inversible Ox (1) y p el morfismo proyeccion, entonces
i.- p(O() 2 SYE) VI>0

ii- p(O) =0 YI<0
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iwi.- R'p,(O()=0 0<i<n y lEZ
.- R"p.(O(1))=0 I>-n—-1

v R'p,(O(1) = p.(O(=1-n—1)) @ (\"T' €)Y W

Se utilizara también el siguiente caso particular del teorema de Grauert que se
demuestra en [Har77| (Cor. IIT 12.9).

Proposiciéon (Grauert) 0.2.13. En las condiciones de la proposicion 0.2.11, supon-

gase que para algun i, se tiene h'(p~'(y), F ) =0 . Entonces R'p.(F) = 0.

)
Los siguientes son casos particulares de la sucesion de Leray.

Proposiciéon 0.2.14. (ver [God6}]) Sea p : X — Y un morfismo entre variedades
proyectivas. Sea F un haz coherente sobre X y supdngase que h'(Y, R"=7p*(F)) = 0
para todo j < i. Entonces

(X, F)=0.

Proposiciéon 0.2.15. Sea p: X — Y un morfismo entre variedades proyectivas. Sea
F un haz coherente sobre X y supdngase que Rip,(F) = 0 para todo i > 0. Entonces

existen isomorfismos naturales para todo v > 0,

(X, F) = h'(Y,p.F).

Proposicion 0.2.16. Formula de Kiinneth. Sean X eY dos variedades proyectivas

y sea el fibrado vectorial
Oxxy(h, k) = pi(Ox(h)) @ p3(Oy (k)
entonces se verifica la siguiente formula:

HY(O(h,k)) = @ H'(pi0x(h)) © H'(p5(Oy (k))) (0.2.12)

i+j=q
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0.3. Preliminares sobre Grassmannianas.

Se dedica también este primer capitulo a dar algunas definiciones béasicas y algu-
nos resultados sobre Grassmannianas que se utilizardn en la memoria. Se introducen
ademas, varios ejemplos que ilustran ideas que de nuevo apareceran en los capitulos

siguientes.

0.3.1. Definiciones y la inmersién de Pliicker.

Notacion 1. Se utilizara la siguiente notacion para un subespacio de dimension & de
PN =P(V):
i.- con una letra mintscula [, si se refiere a este subespacio como un punto de

G(k,N);

ii.- con la correspondiente letra maytscula L, si se le considera como una subvariedad

lineal de PV

iii.- con la correspondiente letra caligrafica £ si se considera el subespacio vectorial
de V* que define;

Y si X es una subvariedad de G(k, N), se denotara:

iv.- con X ala union dentro de PV de los k-planos de una subvariedad X de G(k, N),

es decir
X=JLcp
lex
Si se fijan coordenadas (zg : ... : zy) para PV, o equivalentemente una base
{eg,...,en} de V*, se puede representar un elemento | € G(k, N) por una matriz

(k+1) x (N +1) de rango k + 1, (llamada matriz de Plicker) donde las columnas son

las coordenadas de una base de L.
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Notacion 2. Frecuentemente representaremos un elemento de G(k, N) por su matriz

de Pliicker.

Esta matriz no es unica ya que depende de la base de £ que se tome. Puesto que
tiene rango k + 1 se puede siempre encontrar un menor de orden k+ 1 distinto de cero.
Supongase que este menor es el correspondiente a las primeras k+1 columnas, entonces,
después de multiplicar por una matriz adecuada, (la inversa del menor distinto de cero
formado por las primeras k+ 1 columnas), [ puede venir representado de manera tnica

por una matriz de la forma

1 ... 0 agk+1 ... QoN
(0.3.1)

0 ... 1 Qg k+1 --- QAN

Geométricamente, que [ admita una matriz de Pliicker como en (0.3.1) equivale a
decir que la subvariedad lineal L no corta la subvariedad H = {xg = --- = 2 = 0}, de
codimension k£ + 1. Las filas de la matriz de Pliicker son los puntos interseccion de L
con los subespacios {z1 = -+- =x, = 0},--- ,{zg = -+ = 2,1 = 0}, que forman una

base del espacio de los subespacios lineales de codimension k£ que contienen a H.

Es decir, el conjunto de los k-planos que no cortan a H es un subconjunto abierto
afin de dimension (N — k)(k + 1) de coordenadas (ag g+1, - - -, arn). Se puede recubrir
G(k, N) por subconjuntos abiertos afines de esta clase, lo cual significa que la Grass-
manniana G(k, N) puede ser también vista como una variedad abstracta o esquema de

dimension (N — k)(k + 1) pegando convenientemente estos abiertos afines.

Se puede probar que G(k, N) es una variedad proyectiva, utilizando la inmersion
de Pliicker, que consiste en el morfismo cuya imagen para cada punto [ € G(k, N) (que
se corresponde con el subespacio lineal £ = (v, vy, ...,vx) C V* de dimension (k+ 1))

viene dada por, (tomando para A" V* la base {... e, A--- A Cipi1r---})

k+1

orn: Gk, N) —P(\V)
l = [vg Avp AL A Ul
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donde [vg A vy A ... Avg] es el punto de P(A* V) que corresponde a el vector

vo A vy A ... Avg. Sise toma otra base (v), ... v,) del espacio £, la imagen es la misma,
ya que v A ... Av, =detA vy A ... v, donde A es la matriz del cambio de base, asi
que el morfismo ¢y, n esta bien definido. Ademas, no es dificil ver que ¢, y es inyectiva.
En coordenadas, ¢y y asocia a un espacio definido por una matriz de Pliicker el punto

n+1Y\ _
de IP< k+1) ! cuyas coordenadas son todos los menores de orden k + 1 de la matriz.

o o, , . . k41
Definicién 0.3.1. Las coordenadas homogéneas inducidas en P(A"" V) tras una elec-
cion de coordenadas en PV se llaman coordenadas de Pliicker y se denotan por Dio,orin -
Agig .- Qo

Se tiene que p;, ., =

Akig - Ak

De este modo, el conjunto de k-planos dados por una matriz como (0.3.1) se co-
rresponde con el subconjunto afin {pg; . x # 0} de la imagen, o lo que es lo mismo, la

ecuacion po 1, = 0 representa el conjunto de k-planos que cortan a

77777

{rg=21 ="+ =2, =0}.

Observacion 0.3.2. La Grassmanniana G(k, N) de los k-planos en PV se identifica de
una manera natural por dualidad con la Grassmanniana G(N —k—1, N) del conjunto de
los (N — k — 1)-planos del espacio dual PV". Esta es desde el punto de vista geométrico
la correspondencia que asocia a cada k-plano L de PV, el (N — k — 1)-plano de PV

formado por los hiperplanos que contienen a L.

Entonces, por ejemplo, el dual de la Grassmanniana G(1, 3) es de nuevo una G(1, 3),

porque el dual de una recta en P? es una recta.

Definiciéon 0.3.3. Sea la subvariedad Y C G(k,N), se llamara subvariedad Y* C
G(N —k —1,N) dual de Y como el conjunto de los N — k — 1-planos de PN que

corresponden a los k-planos de Y, (en particular, Y e Y* son isomorfos).
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Nota. Esta nocion de dualidad no tiene que ver con la de variedad dual de una varie-
dad proyectiva X C PV definida como la subvariedad X* C PV" de los hiperplanos
tangentes a X. Esta segunda nocién la usaremos sélo para cuddricas. En ese caso se

especificara que se esta hablando de este tipo de dualidad.

Se puede probar también que el ideal G(k, N) en P(A*™ V) esta generado por cua-
dricas. El método més rapido de obtener estas cuadricas es desarrollando por bloques
de tamanio k + 1 los menores de una matriz con dos filas idénticas (esto se puede hacer
siempre al menos para la Grassmanniana o su dual). Asi, por ejemplo, sea la Grass-
manniana G(1,3) y tomense unas coordenadas en P3. Un punto de la Grassmanniana

es la recta de P representada por la siguiente matriz de Pliicker

Gp,0 Gp,1 Ap2 403

aijp Qi1 ai2 a13

Entonces las seis coordenadas de Pliicker son

Qp,0 0Ap,1 Qp,o0 Ap2 Qp,0 @03
Po,1 = DPo2 = Po3 =

Q1o 04 aio a1z 1o Aa13

Qp,1 Ap2 Gp,1 Ap3 Qo2 Q403
P12 = P13 = P23 =

a11 A12 a1,1 a13 12 Aa13

Desarrollando el determinante nulo de la matriz

Qoo Qp,1 Qo2 o3
Q10 G171 0A12 A13
ap,0 ap,1 Ap2 Gp3

10 G11 0G12 A13

se obtiene la ecuacién homogénea de una cuédrica de P> que es la ecuacion de la imagen
de G(1,3) en P>
Po1P2,3 — Po2P1,3 + Posprz =0
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0.3.2. Calculo de Schubert.

La herramienta béasica para el estudio de las intersecciones en Grassmannianas es
el calculo de Schubert y aqui se recuerdan alguna definiciones y resultados basicos (ver

por ejemplo para mas detalles y/o demostraciones [KL72| o también [Arr96]).

Definicién 0.3.4. Fijada una bandera de k 4 1 subvariedades lineales no vacias de
PV, Hy C Hy C ... C Hy. Se define la variedad de Schubert asociada a esta bandera

como el conjunto

Definicién 0.3.5. La clase de equivalencia de una variedad de Schubert en el anillo de
Chow se llama un ciclo de Schubert y se denota por Q(ay, ..., ), donde a; = dim H;.

Resulta que dim Q(ay, ..., ax) = Zf:o(ai —1).

Definicién 0.3.6. El ciclo especial de Schubert o, de codimension a es el ciclo de

k-planos que cortan al espacio lineal de dimension N — k — a, es decir

0a=QUN—k—a,N—k+1,...,N).

Ejemplo 0.3.7. El ciclo oy es la seccion hiperplana de G(k, N), ya que hemos visto
(después de la Definicion 0.3.1) que la anulacién de una coordenada de Pliicker es el

conjunto de hiperplanos que cortan a un subespacio de dimension N — k — 1.

Se puede ahora establecer el siguiente resultado bien conocido sobre el anillo de
Chow A(G) = @V ED 4i(G) donde G = G(k, N).

Teorema 0.3.8. Para todo i = 0,...,(k+ 1)(N — k), el grupo de Chow A'(G) estd
libremente generado por todos los ciclos de Schubert Q(ay, ..., ) de codimension i,
es decir tales que Z?:o(aj —J)=(N—-k)(k+1)—1
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Acerca de la estructura multiplicativa del anillo de Chow, se establecen a continua-

cion los resultados que se utilizaran a lo largo de la memoria.

Teorema 0.3.9. (Férmula de Pieri) El producto de interseccion de un ciclo de Schu-

bert y un ciclo especial de Schubert estd dado por

Qag,...,n) 00 =>_ QBo, ... Be)-

siendo el sumatorio sobre (; tal que ;1 +1 < 0, < a; y Y. Fi =D a; — a.

Teorema 0.3.10. Si dos ciclos de Schubert tienen dimension complementaria, enton-
ces su interseccion, Q(ag, ..., ax) - Q(0o, ... Ok) es cero a menos que a;+ Brx—; = N para
todo1=0,..., k. En este dltimo caso Qa,...,ar) - QBo,...,0k) = Q20,1,...,k), es

decir la clase de un punto.

Las consecuencias de este tltimo teorema es la ortogonalidad con respecto al pro-
ducto interseccion de las bases para dos dimensiones complementarias. Esto permite
la extension de la nocion de grado a las Grassmannianas, dandole a cada subvariedad
Y € G = G(k,N) de codimension r, su clase [Y] como un elemento del grupo de Chow
A™(G).

Definicién 0.3.11. Se denomina multigrado de Y al conjunto de coeficientes de la clase

[Y] € A"(G) con respecto a las bases dadas por los ciclos de Schubert de codimension

T.
Nota. Por la ortogonalidad anterior, si m es el coeficiente de Q(ap, ..., ax), entonces
m = Qag, ..., ax)QUN — g, ..., N —ap), con lo que se corresponde con el niimero de

k-planos de Y que cortan a una subvariedad de dimensién N —ay,_; en dimension i, con
i € {0,...,k}. Porlo tanto, el multigrado de Y se puede ver también como el conjunto

de nimeros de interseccion de Y con todos los ciclos de Schubert de dimension 7.
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Veamos como es el multigrado para las subvariedades que estudiaremos en la me-

moria.

Definicion 0.3.12. En el caso k = 1, una subvariedad Y de G(1, N) de dimension
N —1 se llama clasicamente congruencia de la Grassmanniana de rectas (k = 1).
Para ellas la dimension coincide con la codimension. En particular, las congruencias

de G(1, 3) son superficies y las de G(1,4) son subvariedades de dimensién tres.

Ejemplo 0.3.13. Considérese el ejemplo concreto de la Grassmanniana de rectas en
P2, G = ((1,3). Esta es una variedad de dimension cuatro, y asi el anillo de Chow
esta dado por A(G) = @?:0 AY(@), donde los generadores de los grupos A*(G) son los

siguientes

ANG) = (9(2,3)
AYG) = ((1,3))
ANG) = (9(0,3),9(1,2))
ANG) = (9(0,2)
AYG) = (Q(0,1)).

Asi A°(G) esta generado por la clase de toda la Grassmanniana G, A'(G) por el ciclo de
Schubert de todas las rectas que cortan a una recta dada, A%(G) por los ciclos Q(0, 3),
es decir las rectas que pasan por un punto, y 2(1,2), es decir las rectas contenidas en
un plano fijo. Finalmente A3(G) esta generado por el ciclo de un haz de rectas, es decir
las rectas contenidas en un plano y que pasan por un punto de este plano y A*(G) por

la clase de un recta.

Definicién 0.3.14. Si p es un punto de P3, y L una recta contenida en el plano II de
P3, a las variedades de Schubert, Q(p,P?) y Q(L,I) cuyas clases son los generadores
del grupo A?*(G), (las congruencias de G(1,3)) se les llama cldsicamente a-plano y

(B-plano respectivamente.
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Todo los grupos de Chow estan generadas por un solo elemento, excepto A%(G).
Asi, una variedad Y C G(1,3) tiene solo un grado, excepto las superficies, las cuales
tienen bigrado. Mas concretamente, si Y es una superficie de G(1,3), se tiene que
Y] = af2(0,3) + bQ(1,2) y del Teorema 0.3.10 resulta que

a = [Y]-9Q(0,3)
b= Y] Q(L,2),

lo cual significa que a es el nimero de rectas de Y que pasan por un punto fijo general,

mientras que b es el nimero de rectas contenidas en un plano general de Y').

Definicién 0.3.15. Sea Y una congruencia de G(1,3) y sea el (a,b) el bigrado de Y,
(es decir, [Y] = af2(0,3) + b€2(1,2)). Clasicamente se llama orden de Y al coeficiente a

y clase de Y al coeficiente b.

Sea d el grado de Y en P° después de la inmersion de Pliicker, entonces d es el
niimero de puntos de interseccién de Y con dos hiperplanos generales, o el producto de
[Y] con la segunda potencia de la seccion hiperplana de G(1, 3). En este caso d = o3-[Y]

y por el cilculo de Schubert

d=1[Y](Q0,3) + Q1,2)) = a+b.

Observacion 0.3.16. Si se toma la Grassmanniana dual de G(1,3), que como se ha
observado mas arriba es de nuevo G(1,3), sea Y una congruencia de bigrado (a,b) y
llamese Y* a su dual. Entonces, ya que en P? los puntos son el dual de los planos, las
rectas que pasan por un punto dado se corresponden con las rectas contenidas en un

plano. Asi el bigrado de Y* es simplemente (a*,b*) = (b, a).

Ejemplo 0.3.17. En el caso de una congruencia Y de G(1,4), se tendra [Y] =
a$2(0,4) 4+ 082(1,3). Como para G(1,3), el bigrado (a,b) se calcula haciendo la in-

terseccion
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el grado (total) de Y en el P? de Pliicker es

d = [Y]-of =[Y] (L 4)+Q2,3) -0y
= [Y]-(2(0,4) +2Q(1,3)) = a + 2b.

Definicion 0.3.18. Sea Y una congruencia de G(1,4) y sea el (a,b) el bigrado de Y,
(es decir, [Y] = af2(0,4) + b2(1,3)). Clasicamente se llama orden de Y al coeficiente
ay clase de Y a b. Es decir, a es el nimero de rectas de Y que pasan por un punto

general de P* y b es el niimero de rectas de Y contenidas en un hiperplano de P*.

Se recuerda también lo siguiente:

Formulas del punto doble. Sea X una variedad lisa. Las subvariedades proyectivas
lisas Y que tienen dimension al menos igual a su codimension no pueden tener inva-
riantes arbitrarios puesto que existen relaciones numéricas entre ellos. El caso limite es
cuando dimension y codimension coinciden, entonces la relaciéon entre sus invariantes
viene dada por cgmy (N) = [Y] (donde N es el fibrado normal de Y en X). Se denomi-
na formula del punto doble. Por ejemplo, cuando la variedad es una Grassmanniana se
da a continuacion la formula para las congruencias de la Grassmanniana G(1,4), que

serd el caso utilizado en la memoria. (Se puede encontrar en [Alz84] y [Arr96]).

Formula del Punto Doble 0.3.19. Sea Y una subvariedad lisa de dimension tres

de G(1,4) entonces la relacion que da la formula del punto doble entre los invariantes

de Y es:
a® +b* = 3a+5b+ 6(21 — 2) + (295 — 2) — 60x(Os) + 10Kz + K3 + 48x(Oy) — x(Y)
donde:

.- a es el orden de la congruencia Y y b su clase,

1.- S es la superficie obtenida haciendo la interseccion de 'Y con un hiperplano ge-

neral,
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iii.- xX(Y) es la caracteristica topoldgica de Euler-Poincaré de'Y

iv.- 7 es el género seccional de'Y (el género de la curva obtenida al hacer la inter-

seccion de Y con dos hiperplanos de P?),

v.- gy es el género de la curva obtenida al cortar Y con un €2(2,3) general.

Observacion 0.3.20. El género g, esta relacionado con el género seccional 7. En efecto,
A%(G(1,4)) esta generado por Q(1,4) y Q(2,3) y podemos considerar la interseccion
de Y con un representante de cualquiera de estas clases (rectas que cortan a una recta
dada en el primer caso, rectas contenidas en un hiperplano en el segundo). En el primer

caso, se obtiene una curva de grado
Y]-Q(1,4) - 01 = (a2(0,4) + b2(1,3)) - (€2(0,4) + 2(1,3)) = a+ .
En el segundo caso, la curva tendra grado
[Y]-Q(2,3) - 01 = (a£2(0,4) + b2(1,3)) - Q(1,3) = b.

Se denotaran estas curvas respectivamente Cy,, v C, ¥ POT guip V gp SUS Tespectivos

géneros.

La relacion de g, ¥y gp con m se obtiene al tomar dos secciones hiperplanas es-
peciales de la forma Q(II,P*) y Q(IT',P*), donde IT y IT" son dos planos generales que
se cortan a lo largo de una recta L y por tanto que estan contenidos en un hiperpla-
no H C P* Entonces, Q(II,P*) N Q(IT', P*) = Q(L,P*) U Q(I1, H). Luego al hacer la
interseccion de Y con estos dos hiperplanos se obtiene la unién de dos curvas Cyip v
Cy, obtenidas al intersecar Y respectivamente con (L, P*) y Q(TI, H). La interseccion
de estas dos curvas es Y N Q(L,PY N QUL H) = Y NQ(L, H), es decir exactamente
b puntos (por definicion de b). Asi, la situacion es que un curva seccional de género 7
puede obtenerse como la uniéon de dos curvas de géneros g,1p y gp que se cortan en b

puntos. Es esta situacion se tiene que m = g,4p +g» +0 — 1.
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Las siguientes nociones son también importantes:

Definicion 0.3.21. Sea Y una congruencia de G(1, N) y p un punto de PV. Clésica-
mente se dice que p es un punto fundamental para Y si existe un nimero infinito de

rectas de Y que pasan por p.

Definicion 0.3.22. Siguiendo la notacion utilizada en [ABT94| se dird que una curva

C € PN es una curva fundamental si corta a todas las rectas de Y.

Observacion 0.3.23. Si N = 3, una curva C' es fundamental si y sélo si estd formada
por puntos fundamentales, pero si N > 3 hay que imponer que por cada punto de C

pase una familia de dimension N — 2 de rectas de Y.

Ejemplo 0.3.24. Témese un plano I C P3, una conica C' C II y una recta L que no se
interseca con C. La familia de rectas que unen C'y L es una congruencia Y C G(1,3)

y C'y L son curvas fundamentales para Y. El bigrado de Y es (2, 2).

En efecto, si se toma un punto general p € P?, el plano I, = (p, L) interseca a II
en una recta y por tanto a la conica C' en dos puntos pq, ps. Las rectas ny = (p,p1) y
ny = (p, p2) intersecan a C'y ya que estan contenidas en II,, cortan ademas a la recta
L. De modo que n; y ny dan lugar a dos puntos de la congruencia Y y es claro que
son los tinicos en el a-plano definido por p. Se ha encontrado entonces que el orden de
Y es a = 2. Para calcular la clase b se tiene que encontrar el nimero de rectas de Y
contenidas en un plano fijo Il general. Pero ya que Ilj interseca a L en un punto q y
a C en dos puntos p; y ps, resulta que existen dos rectas (q,p1) v (¢, p2) de Y dentro
de Iy, que claramente son las tnicas. Asi la clase de Y es b = 2. Entonces el bigrado
de Y es (a,b) = (2,2).

El bigrado se puede también calcular observando que la congruencia Y es la in-
terseccion de la familia de rectas que cortan a L, cuya clase es el ciclo de Schubert
Q(1,3), vy la familia de rectas que cortan a C, cuya clase es 2€(1,3). De modo que
[Y]=20(1,3)% = 2(Q(0, 3) + Q(1, 2)).
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Si se toma la congruencia dual (la cual tiene de nuevo bigrado (2,2)), se puede
describir como la familia de rectas que cortan un recta M (dual de L) y tangentes a
un cono cuadrético Q C P? (por dualidad, los puntos de una cénica C' corresponden a

los planos tangentes a un cono cuadratico).

Ejemplo 0.3.25. Se puede especializar el ejemplo anterior al caso en que L interseca
a C' en un punto p. Si se consideran las rectas que unen L y C todavia se obtiene una
congruencia de bigrado (2,2), pero ésta es claramente reducible. De hecho existe dos
componentes irreducibles: el a-plano Q(p, P?) (las rectas que pasan por p), y la clausura
del conjunto de las rectas que cortan a L y a C en un par de puntos distintos y diferentes

de p. Por tanto la congruencia Y de bigrado (1, 2) es esta segunda componente.

Se puede describir la congruencia dual Y* (que ahora tiene bigrado (2,1)) de la
siguiente manera. Témese un cono cuadrético @ C P3 (dual de C) y una recta M
(dual de L) tangente a @, (es decir contenida en un plano I tangente a ()) y que no
pase por el vértice de (). Entonces tomese la familia de rectas tangentes a () y que
cortan a M. Como antes, se puede eliminar el S-plano de las rectas contenidas en II
(el cual es el dual del a-plano Q(p,P?)) y la clausura del conjunto de rectas que cortan

a Qy a L y que no estan contenidas en II es la congruencia Y*.

0.3.3. Los fibrados universales.

Considérese el siguiente diagrama de incidencia

I
AN
PN G(k, N),

donde I es la variedad de incidencia I = {(z,1) € PY x G(k,N) | x € L}. Entonces,

de la sucesién exacta de Euler

(0.3.2)

0—>QPN(1> —>V®OPN —>OPN(1> —>0
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si se hace el pull-back mediante el morfismo p y luego el push-forward mediante ¢, se

obtiene la llamada sucesion exacta universal de G(k, N)

0—S — V0 ——Q—0, (0.3.3)

donde los fibrados
SY = q.p"(Qen (1)), (0.3.4)
Q = ¢.p"(Opn (1)), (0.3.5)

se denominan los subfibrado universal de rango N — k 'y fibrado cociente universal de
rango k + 1 respectivamente. También se puede ver el fibrado vectorial @ como el dual
del fibrado tautologico cuya fibra sobre un punto [ € G(k, N) es el espacio vectorial
L C V* correspondiente a [. Es decir, Q" = {(v,£) € V* x G(k,N) | v € L}. Usando
dualidad, de la identidad (0.3.5) se puede probar la siguiente proposicion.

Proposicién 0.3.26. Ezisten identificaciones naturales
H(G(k,N),Q) =V y HG(k,N),S)=V"

mientras que H'(G(k,N),Q) = 0 y H(G(k,N),S) = 0 para todo i > 0. Bajo las
identificaciones anteriores, s secciones independientes de Q se corresponden con un
subespacio lineal A C PN de codimension s. Si s < k + 1, el lugar de dependencia de
las secciones es justamente el conjunto de k-planos que cortan a A en dimension al
menos k—s+1. Andlogamente, r+1 secciones independientes de S se corresponden con
un subespacio lineal B C PN de dimensionr. Sir+1 < N —k, el lugar de dependencia

de estas secciones es el conjunto de k-planos que cortan a B.

Si en la proposicion anterior se toma el caso particular s =k+1yr+1= N —k se
obtiene el mismo lugar de dependencia. En concreto, usando el Ejemplo 0.3.7, se tiene

el siguiente corolario:
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Corolario 0.3.27. El conjunto de k-planos que cortan a un (N — k — 1)-plano fijo es
el lugar de dependencia de k+1 secciones de Q, o N —k secciones de S. En particular
se tiene la identificacion de los fibrados inversibles /\kJrl Q = /\N_kS (que se puede

deducir también de la sucesion universal (0.3.3)) y en ambos casos son isomorfos a

Oc(1).

Observacion 0.3.28. Con esta notacion, dado que el fibrado cotangente de G(k, N) es
Hom(Q,S") se sigue que el fibrado canonico de G(k, N) es wg = Og(—N —1).

Corolario 0.3.29. FEl lugar de dependencia de N — k — a + 1 secciones de S es la
familia de k-planos que cortan a un espacio lineal de dimension (N — k — a), es decir
QN —-—k—a,N—k+1,...,N) =0,. De la Férmula de Porteous-Giambelli 0.2 resul-

ta que o, es la clase de Chern c,(S).

Aplicando la Proposicion 0.3.26 al caso s = 1y r = 0 se tiene el siguiente corolario:

Corolario 0.3.30. Dar una seccion (salvo multiplicacion por constantes) no nula de
Q es lo mismo que dar un hiperplano de PV. Y dar una seccion de S es lo mismo que
dar un punto de PV. Ademds el lugar de ceros de un seccion de Q es el conjunto de
k-planos contenidos en el correspondiente hiperplano, y el lugar de ceros de una seccion

de S es el conjunto de k-planos que pasan por el punto dado.

Ejemplo 0.3.31. Sea Y C G(1, N) una superficie. Entonces
[Y] = af(0,3) + bQ(1,2) € A2N=4@),

donde a = [Y] - Q(N — 3, N) es el ntimero de rectas de Y que cortan un P¥~3 general
yb=1[Y]-Q(N —2,N—1) es el nimero de rectas contenidas en un hiperplano general

de PV y que cortan a un PY=2 del hiperplano.



28

El ciclo de Schubert Q(N —3, N) = o5 es el lugar de dependencia de N —2 secciones
del fibrado vectorial S de rango N — 1. Por tanto, la interseccion de Y con Q(N —3, N)

es el lugar de dependencia de N — 2 secciones de S,

a=cyS, ) (0.3.6)

Analogamente, el ciclo de Schubert Q(N — 2, N — 1) es ¢2(Q) (que se corresponde

con el lugar de ceros de una seccion de Q), luego

b:cg(Q‘Y).

Por otra parte, de (0.3.3) o del Ejemplo 0.3.13 se tiene que a+b =d = ¢;(Q
a= CQ(S‘Y> = cl(Q‘Y)2 — CQ(Q‘Y).

)7 luego

Ejemplo 0.3.32. Sea Y C G(1, N) una variedad de dimension tres, anilogamente al
Ejemplo anterior, [Y] = aQ2(0,4) + bQ(1,3) € A2N=3(G), donde a = [Y] - Q(N — 4, N)
es el ntimero de rectas de Y que cortan un PV~ general y b = [Y] - Q(N — 3, N — 1)
es el nimero de rectas contenidas en un hiperplano general de PV y que cortan a un
PN=3 del hiperplano.

El ciclo de Schubert Q(N — 4, N) = o3 es el lugar de ceros de N — 3 secciones del

fibrado vectorial S de rango N — 1. Por tanto,

a=c3(S,) (0.3.7)

Anéalogamente, el ciclo de Schubert Q(N — 3, N — 1) se puede ver como el producto
del ciclo de Schubert Q(N —2, N —1) = ¢3(Q) (que se corresponde con el lugar de ceros
de una seccion de Q), con el ciclo especial de Schubert oy = Q(N — 2, N) = ¢,(Q),

(que es el lugar de dependencia de dos secciones de Q). Luego se tiene la relacion

b= Cz(Q\Y)Cl(QIY)
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Otra manera equivalente de calcular el coeficiente b es la siguiente. El ciclo de
Schubert Q(N — 3, N — 1) también se puede ver como el lugar de ceros de una seccion
del fibrado vectorial Q@ ® Og(1,n)(1) de rango tres, (es decir, la seccién hiperplana del

lugar de ceros de una seccion de Q). Asi, Q(N —3, N —1) es por la formula de Porteous

b=c3(Q,, ®Ocum(l),) = (9, )ei(Q,, )

ly

Por otra parte, de (0.3.3) se tiene que c3(S) = ¢1(Q)* — 2¢2(Q)c1(Q), por lo que

a=c(Q,) —20(Q,)a(Q,) =c(Q,) —2b

ly

Observacion 0.3.33. Témese un hiperplano H = PN~! PV, Se tiene una inclusiéon
G(k,H) = G(k,N — 1) C G(k, N), que identifica la variedad de Schubert Q(N —2, H)
con G(k,H). Se denota por S, Q vy S, Q los fibrados universales de G(k, N) y de
G(k, N —1) respectivamente. Del hecho que Qpn (1) |pv-1 = Qpn-1(1) & Opn-1, mientras
Opn (1)|pyv-1 = Opn-1(1), y de (0.3.4) y de (0.3.5) se sigue que

S‘G(k,N—l) = 36BC)G(k,Nfl)y (038)
Q‘G(k,N—l) = Q. (0.3.9)

Dualmente, si p € PV y se identifica el ciclo de Schubert de los k-planos que pasan por

pcon G(k—1,N —1)

Q|G(k71,N—1) = @@OG(kfl,N—l)a (0310)

SlG(k—l,Nfl) S. (0.3.11)

donde Q y S son ahora los fibrados universales de G(k — 1, N — 1).
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0.4. Morfismos a Grassmannianas.

0.4.1. Generalidades.

Se recuerdan aqui algunas propiedades sobre morfismos a Grassmannianas, que de

hecho caracterizan la Grassmanniana como un objeto universal.

Proposicién 0.4.1. Sea X variedad algebraica. Se verifica que dar un morfismo

v : X — G(k, N) es equivalente a dar un haz localmente libre £ sobre X de rango k+1
y un epimorfismo ¢ : V® Ox — &, donde V' es un espacio vectorial de dimension
N + 1. Ademds ¢ es el pull-back por ¢ del epimorfismo universal m: V @ Og — Q
que aparece en (0.3.3).

La idea geométrica es que por un punto x € X, se tiene un epimorfismo
¢ 1V — &, lo que define un punto I, = p(z) € G(k,N) tal que £, = &;. En

particular, si ¢ es una inmersion, entonces £ es justamente la restriccion de Q a X.

Se destaca que, puesto que la inmersion de Pliicker de G(k, N) en P( /\kJrl V) esta
dada por el fibrado lineal A*™ Q, si se toma el morfismo A" ¢ : AF'V — AP E

se obtiene la inmersiéon de Pliicker de la variedad X.

Observacion 0.4.2. Cuando se tiene un morfismo ¢ : X — G(k,N) dado por un
fibrado vectorial el cual es la suma directa de k£ + 1 fibrados lineales, es facil dar una

descripcion de X en G(k, N).

En efecto, dado un fibrado & = Ly @ --- @ L, descomponible de rango k£ + 1 y
generado por sus secciones globales, se verifica que cada fibrado lineal £; esta también
generado por sus secciones globales, luego define un morfismo ¢; : X — P™, donde
n; = hO(X, L;) — 1. Llamese X; a la imagen de X por ;. Se tienen por tanto dentro
de PV (donde N = (3_,n;) + 1), k + 1 espacios lineales P™ en posicion general y en
cada uno de ellos variedades X; y una correspondencia (no necesariamente aplicacion)

entre sus puntos. Cada vez que se toma un punto z € X, su imagen en G(k,N) es
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simplemente el k-plano expandido por la imagen de x por los morfismos ;, es decir

p(x) = (po(@), .., (@),

Obsérvese que el morfismo ¢ puede ser una inmersion a pesar de que alguno de los
morfismos y; no sea inyectivo. Por ejemplo, si se toma el fibrado vectorial de rango dos
E=0x® L, donde L es un fibrado muy amplio, se obtiene una inmersion de X en la
Grassmanniana G(1, N), donde N = h°(X, £). De hecho, el sumando Ox manda X a
un punto p € PV, mientras que £ da una inmersion de X en PVY~! y asi las rectas de
la imagen de X son una familia de rectas de un cono sobre la imagen de X en PN-1 |

con vértice p.

Més en general, si se toma el fibrado vectorial £ = Ox® ™' @ L, @ L1, donde
i+j+2 = k+1, se obtiene el conjunto de k-planos de un cono con vértice P(Ox 1) =

P’ de dimension i.

Ejemplo 0.4.3. Por ejemplo, sea Y = P™ x P"2 general. La inmersion definida por el
fibrado Opniwpra (1,0) @ Opni«pre (0, 1) sumerge la variedad Y en una Grassmanniana
G(1,N), donde N = ny + ny + 1. La manera de ver esto, siguiendo la notacion de
la ecuacion (0.4.2) de la Observacion 0.4.2 es considerar que el primer sumando del
fibrado es la proyecciéon de Y sobre P™ identificado con una subvariedad lineal de PV
y el segundo sumando es la proyecciéon de Y sobre un P™2 de PV disjunto con el P™

anterior. Asi, las rectas de Y son las definidas por un punto de P y un punto de P"2.

Se dan a continuacién las ideas basicas sobre las proyecciones en Grassmannianas.

Definicién 0.4.4. Considérese la proyeccion lineal 7y : PV — PN="=! de centro
H = Pr C PV. Sise toma un k-plano [ € G(k, N) que no corte el centro de proyeccion
H, entonces su imagen por g es de nuevo un k-plano I’ € G(k, N —r — 1). Se tiene
entonces un morfismo racional de G(k, N) en G(k, N —r—1) que no esté definido sobre
la variedad de Schubert de los k-planos que cortan a H. Se utilizara la misma notacion

my para esta proyeccion en las Grassmannianas.
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Existe relacion entre las proyecciones desde G(1, V) a una Grassmanniana de rectas
de dimension menor y las proyecciones en el espacio proyectivo después de la inmersion

de Pliicker. Se verifica lo siguiente:

Proposicién 0.4.5. La proyeccion my : G(1, N) — G(1, N —r—1) con centro H = P"

es la restriccion a G(1, N) de la proyeccion

N24N-2 (N=r)(N=—r=1) 4
2 2 -

WKHZ]P) 7>]P’

(2N—r)(r+1)
roges)

con centro Ky = (Q(H,PY)) = P

Demostracion. Tomense coordenadas homogéneas (zo : 21 : ... : xy) en el espacio
proyectivo PV, para que H = {x,41 = Ty = ... = oy = 0} 2 P" C PV, es decir
1 00 --- 0
H = ,
0 10 0
y considérese la proyeccion py, : PV — PNl = {3y = 2y = ... = 2, = 0}. To-
N24N—2

mese las dos inmersiones de Pliicker de G(1,N) en P~ 2 y de G(1, N —r —1) en

(N—r)(N—r—l)_l .
P P . Denotamos con [ € G(1, N) al punto correspondiente a

ag a; ay ... a
I_ 0 a1 G N 7
b(] bl bg ce bN
de una recta general de PV que no interseca el centro de proyecciéon H. Las coordenadas

N24N_2 ~ A X
de [ dentro de P~ 2 son los menores de tamano 2 x 2 de la matriz anterior. Entonces

l=(...:pj:...),es decir

0 Po1 ' DonN
—Po,z1 0 o PiN

—pon —pin - 0
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donde ponemos p; ; = a;b; — a;b;. La imagen de [ por 7y es la interseccion de PN—1
con el P2 que expanden H y L. Tenemos que
( )
1 0 0 0
(H, L) = 0 --- 1 0O --- 0
ap -+ ar Qg1 0 AN
\ b0 o b b o by )
y entonces, cuando lo intersecamos con PV "1 = {zo =21 = ... =z, = 0} obtenemos
la recta
0 --- 0 a e a
Wh(l) _ r+1 N :
0 -+ 0 byyy - by

correspondiente a la matriz antisimétrica

0 --- 0 0 0 e 0 0
0 --- 0 0 0 e 0 0
0 --- 0 0 DPryipr+2 "7 Pr41,N-1 Dr+1,N
0 - 0 —Pri1rio 0 “tt Pr42,N-1  DPry2nN
0 -+ 0 —pryin-—1 —DPrizN-1 - 0 PN-1N
0 -+ 0 —pran —Pr4+2,N ' —DN-1,N 0

Asi, cuando proyectamos desde H, simplemente estamos olvidandonos de las primeras

% coordenadas. Ademas, se puede ver facilmente que Ky, el espacio que genera

2 _
Q(H,PY) en P*—5  esta dado por

2N —7)(r+1
o N

(2N—7r)(r+1)

5 coordenadas, simplemente

y entonces cuando nos olvidamos de las primeras

(2N—=r)(r+1) _
estamos proyectando desde Ky = P 2 L

0



34

Interesara estudiar como se comportan las subvariedades de G(k, N) respecto a
estas proyecciones. Lo mismo que para el espacio proyectivo (k = 0), se verifica lo

siguiente:

Proposicién 0.4.6. Dado X C G(k,N) considérese el morfismo
o:V®0O0x — Q‘X

restriccion del universal en G(k, N). Sea el morfismo asociado sobre las secciones glo-
bales

. ~ 170 0
¢:V=H(Gk,N) Q) — H(X, Q‘X).
Entonces se verifica:

i.- el morfismo ¢ es inyectivo si y sélo si X no estd contenida en G(k, N —1);

1.~ el morfismo ¢ es sobreyectivo si y solo st X no es proyeccion isomorfa de ninguna

subvariedad no degenerada de G(k, N + 1).

Generalizando también las nociones proyectivas, definimos lo siguiente:

Definicién 0.4.7. Diremos que X es no degenerada si no esta contenida en ningin

G(k,N —1); es decir, si X = [J,.x L C P no esta contenida en ningin hiperplano.

Definicién 0.4.8. Diremos que X es linealmente normal si no es la proyeccion de

ninguna subvariedad no degenerada de G(k, N + 1).

Un criterio para saber si una subvariedad X C G(k, N) es linealmente normal es el

siguiente.

Proposiciéon 0.4.9. Una subvariedad X de un Grassmanniana G(k,N) no es pro-
yeccion isomorfa de ninguna subvariedad no degenerada de G(k, N + 1) si y sdlo si
h'(Zx ® Q) = 0. Ademds es no degenerada si y solo si h®(Zx ® Q) = 0. En este dltimo
caso se tiene que h°(Q, ) = h°(Q) + h'(Ix ® Q).
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Demostracion. De la sucesion exacta
0 — Zx — Ogm,n) — Ox — 0,
tensorizando por Q y tomando cohomologia se obtiene
0— HY(G,Ix ® Q) — H°(G,Q) — H'(X,Q, ) — H'(G,Ix ® Q) — 0

de donde se deduce que X no es proyeccion isomorfa de ninguna subvariedad no dege-
nerada de G(k, N + 1) si y solo si h'(Zy ® Q) = 0. Analogamente para el caso de no

degeneracion. O

Se centra la atencién ahora en proyecciones de Grassmannianas de rectas, que
es el caso que se estudiara en la memoria y se resume brevemente la herramienta
fundamental para el estudio de proyecciones de subvariedades proyectivas, (ver [Uga01],
|[Uga02].

Sea X C G(1,N) una subvariedad no degenerada de dimensiéon n, y p € P un
punto de manera que X NQ(p,PY) = (). Se puede ver facilmente que Iy, € X, tienen

la misma imagen por 7, si y s6lo si ambos pertenecen a un plano que ademés contiene

a p.

Mas en general, sea la variedad de incidencia Iy = {({,7) € X x G(2,N) | L C I1}
y el siguiente diagrama
(0.4.1)

Iy
X G(2,N

).

Definicién 0.4.10. Se dice que II es un plano malo de X, si p,' () tiene longitud
al menos 2. Es decir, sea la subvariedad de G(2, N) que parametriza todos los planos
I C P¥ tales que el plano Q(1,I1) C G(1, N)-definido por todas las rectas en el plano
II C PV- corta a X en un esquema de longitud mayor o igual a dos. Se llama, familia de
planos malos a la subvariedad X(X) = {m € G(2, N) | long(p; (7)) > 2} C G(2, N).
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El resultado central es el siguiente:

Proposiciéon 0.4.11. Sea X C G(1,N) una subvariedad, no degenerada de dimen-
sion n, tal que X N Q(p,PN) = 0. Entonces la proyeccion m, restringida a X es un
isomorfismo si y solo si p ¢ 11 para todo 11 € X(X). Por tanto, X es proyectable
isomdrficamente de G(1,N) a G(1, N — 1) desde algin punto si y sélo si

Y X = {q € PV tales que q € 11 para algin plano 11 € X(X)} c PV

tiene a lo mds dimension igual a N — 1.

Nota 0.4.12. La hipotesis de que X N Q(p,PY) = () es necesaria para garantizar que
el morfismo m, esté definido. De hecho, un primera diferencia con el caso del espacio
proyectivo es que cuando se proyecta X C PV, los puntos para los que la proyecciéon
no esta definida son simplemente los puntos de X ya que esta trivialmente contenida
en su variedad secante SX. Por el contrario, cuando se tiene una subvariedad X de un
Grassmanniana de rectas en PV, la proyeccion 7, no estd definida en los puntos p € X,
la unién de la rectas de X dentro de PV. Pero en general X no esta contenida en ©.X.
Asi que se tiene que imponer una hipotesis extra X N Q(p, PY) = 0 en la Proposicion
0.4.11.

Observacion 0.4.13. Si la subvariedad X es proyectable isomorficamente de G(1, N) a
G(1,n) desde una subvariedad lineal A de dimension N —n —1 > 0 de PV, como antes

se tiene que
Y X = {q € PV tales que ¢ € Il para algin plano II € ¥(X)} c PV

tiene a lo mas dimension igual a n. Pero ahora la condicién necesaria y suficiente
requiere mas restricciones, que no se utilizaran en esta memoria. Para mas detalle ver

por ejemplo [Uga0l] y [Uga02].

Por tanto, una condicion necesaria para que una subvariedad de G(1, N) sea proyec-
table es que la uniéon de sus planos malos sea una variedad “pequena”. En este sentido

el siguiente resultado sera muy ntil.
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Teorema (Rogora-Segre) 0.4.14. Sea Y C PV una variedad de dimension n que
0 bien contiene al menos una familia de rectas de dimension (2n — 3), o bien cuando
n > 4, una familia de dimension (n — 1) de (n — 2)-planos. Entonces se verifica una

de las siquientes afirmaciones:
i.- Y es un subespacio lineal de dimension n;

ii.- Y contiene una familia de dimension uno de (n — 1)-planos y un punto general

y €Y estd contenido en un tinico P"~1 de la familia;

ii.- Y es una hipercuddrica de P"T1.

Este es un caso particular de un resultado general de B. Segre (ver [Seg48|). El caso
de las rectas ha sido vuelto a probar recientemente por Rogora ([Rog94| ), mientras que
el caso de los (n — 2)-planos puede ser deducido del resultado de Rogora observando
que el hecho de que contenga muchos (n — 2)-planos implica que la variedad posee

muchas rectas (ver por ejemplo [Arr98b]).

Mas concretamente, el caso mas utilizado en la memoria es n = 4, que podemos

demostrar directamente. Primero se vera un lema demostrado en [AS92].

Lema 0.4.15. Una variedad proyectiva X irreducible de dimension tres que contiene

una familia F de dimension dos de planos es un P3.

Demostracion. Para ver que X es lineal hay que ver que dos puntos cualesquiera de
X estan unidos por una recta contenida en X. Sean por tanto, x e y dos puntos de X.

La subfamilia de planos que pasan por x tiene al menos dimensiéon uno.

En efecto, sea el diagrama,

/v N\



38

donde I = {(p,II) : p € 1} es la variedad de incidencia de X x F. La fibra de ¢ tiene
dimension dos en cada plano de la familia F, formada por los puntos del plano. Como
F tiene dimension dos, [ tiene dimension cuatro, y como X tiene dimension tres, la

fibra general de p ha de tener al menos dimensién uno.

Por tanto la subfamilia de F de los planos que pasan por x recubre necesariamente
a X. Asi, debe existir uno de estos planos que también contenga a y. En particular, X

contiene la recta que une x e y, de modo que X es lineal, luego es un P3. O

Lema 0.4.16. Una variedad proyectiva de dimension cuatro X que contiene una fa-
milia F de dimension cuatro de planos o bien es un P* o bien contiene una familia de
dimension uno de 3-planos. En este ltimo caso, los planos son los de los 3-planos de

la familia.

Demostracion. Como antes, sean x e y dos puntos de X. Con un diagrama de incidencia
como el anterior, se demuestra que por z pasa una subfamilia de F que tiene al menos

dimension dos. Existen ahora dos posibilidades:

i.- La unio6n de los planos por = tiene dimensiéon cuatro, luego cubre todo X. En
consecuencia existe al menos un plano de F que pasa también por y y ello significa
que X contiene la recta que une x e y. Es decir X es un espacio lineal de dimension
4.

#.- Si la unién de los planos por x tiene dimensién tres, por el Lema 0.4.15 es un P?
y entonces X contiene una familia infinita de 3-planos. Ademas, razonando como

en Lema 0.4.15, esta familia tiene dimensién uno.
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0.4.2. Ejemplos.

Ejemplo 0.4.17. Se vera ahora un ejemplo de una variedad Y de dimension n que se

puede proyectar de G(1,2n + 1) a G(1,n+ 1) (ver [Arr99]).

Sea Y = P" sumergida en G(1,2n+1) por el fibrado vectorial Opr (1)@ Opn(1). Geo-
métricamente equivale (ver Observacion 0.4.2) a tener dos espacios lineales disjuntos
H, y H, de dimensién n de P?"*! y un isomorfismo entre ellos. Entonces la variedad
Y es la familia de rectas que unen un punto de H; con su correspondiente en Hsy por

el isomorfismo.

En otras palabras, se puede tomar la inmersion de Segre P! x P* — P27+ y si se
llama X a la imagen de este morfismo. Existe una familia de dimensién uno de espacios
proyectivos P" dentro de X y una familia de dimension n de rectas transversales a éstos.

Esta familia de rectas es la variedad Y C G(1,2n + 1).

Fijando coordenadas sobre P?"*! de manera que se puedan escribir las ecuaciones
de H1:{$1:$3:...:Jf2n+1 :0} yd€ HQZ{ZL‘OZZEQ...:IQHZO}. Entonces la

inmersion de P en G(1,2n + 1) que puede ser dada de la siguiente manera

’ t)H<t00t10... tn()>
0y---9ln )

0 to O ¢t ... 0 t,

donde (tg : ... : t,) son las coordenadas homogéneas de P™. Toémese la proyeccion desde

P27+l o P+l definida por
(ot o Topy1) = (Lo i @1+ X2t o0 Topq + Top & Topt1)-

Esta proyeccion induce una proyeccion de G(1,2n + 1) sobre G(1,n + 1) que permite

describir el nuevo morfismo de P en G(1,n + 1) como

’ L) to t1... tn O
05+ ln .
0 to... ta1 tn

Ya que los menores de esta matriz forma una base del espacio de los polinomios ho-

mogéneos de grado dos, cuando se compone el morfismo P* — G(1,n + 1) con la
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n+2

inmersion de Pliicker de G(1,n+1) en p(*2 )_1, se obtiene la inmersién doble de Vero-
nese de P". En particular el primer morfismo debe ser una inmersion y asi la proyeccion

restringida a Y es un isomorfismo.

Definicion 0.4.18. Siguiendo la notacion de [Arr99|, se llamara a la variedad Y defi-

nida més arriba variedad de Veronese de dimension n en la Grassmanniana.

Ejemplo 0.4.19. En particular, para n = 1 se tiene que si se toma una de las familias
de rectas de una cuadrica de P3, la variedad es una curva de G(1,3) que puede ser
proyectada a (i(1,2). La imagen es una cénica en G(1,2) = P?*, asi que se puede ver

como la familia de las rectas tangentes a una conica lisa de P2

Ejemplo 0.4.20. Sea la superficie de Veronese Y C G(1, 3), Q,, es el fibrado vectorial
de rango dos Opz(1) @ Opz(1) y por tanto b = c3(Q, ) = 1. Del Ejemplo 0.3.31
a= CQ(S‘PQ) = cl(Q|P2)2 - CQ(QW) = 3. De modo que la superficie de Veronese tiene
bigrado (3,1).

Ejemplo 0.4.21. Sea ahora la variedad de Veronese de dimension tresen Y C G(1,4).
El fibrado cociente universal Q restringido a Y es Q= Ops(1) ® Ops(1). Del Ejemplo
0.3.32, se sigue que b = 2(Q, )ci(Q,,)) =2y a =c3(S,) = a(Q, ) —2c1(Q,, ) -
c2(Q,,) =8 —4=4. Asi Y tiene bigrado (4,2).

El interés de las variedades del Ejemplo 0.4.17 viene del siguiente resultado 0.4.23,
sobre la caracterizacion de la variedad de Veronese demostrado en [Arr99|. Primero

son necesarias las siguientes definiciones:

Sea X una subvariedad de dimension n de la Grassmanniana G(k, N), se dan las

siguientes definiciones:
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Definiciéon 0.4.22. X es no compresible si dim X = n + k, es decir si X tiene la
dimension esperada. (Ver ([Arr99]). Esto significa que la proyeccion de la variedad de
incidencia

Ix ={(l,p) e X xP" |pc L}

sobre PV es genéricamente finita sobre su imagen.

Teorema (Arrondo) 0.4.23. Sea X una subvariedad irreducible incompresible de
dimension n de G(1,n + 1) que es proyeccion isomdrficamente de una variedad tri-
dimensional no degenerada X' en G(1,N) y supongase que N > 2n + 1. Entonces
N =2n+1 y X es la variedad de Veronese del ejemplo 0.4.21 anterior.

Nota. En el capitulo 3 de la memoria se enuncia de nuevo este teorema pero alli para

el caso en que se utiliza en las demostracion.

Ejemplo 0.4.24. Un ejemplo andlogo al anterior es el siguiente. Sea Y la explosion
de P2 en un punto p de P3 y se considera & = Oy (H — E) ® Oy (H), donde E es el

divisor excepcional de la explosiéon y H es la seccién hiperplana de P3.

Como & esta generado por sus secciones globales y
WY€) = h*(O(H — E)) + h(O(E)) =3 +4 =T,

se tiene un morfismo Y —-G(1,6). De hecho, el morfismo definido por el fibrado es-
cindido anterior es una inmersiéon. Tomando coordenadas (x¢ : @1 : T3 : x3) en P? tales
que p = (1:0:0:0), el morfismo ¢ se puede describir (abusando de la notacion)

como
Y - G(1,6) — P2

0000
(xo:my a9 x3) 1zl
00 0$0$1$2$3
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donde la ultima inclusion es la inmersion de Pliicker. Los menores de la matriz de
Pliicker dada generan el sistema lineal completo de cuadricas de P? que pasan por p,

por lo que ¢ es una inmersion.

Se toman ahora coordenadas (2o : ...z2) de P correspondientes a las columnas de
la matriz de Pliicker anterior. Asi, Y esta contenida en el conjunto de rectas que cortan

a la subvariedad lineal de dimension tres de P
A={z =2z =2 =0}
definida por el proyectivizado de las secciones globales de O(H ), y al plano
B = {23 =24 = z5 = z5 = 0},
el proyectivizado de la secciones globales de O(H — F). La aplicacién
p1:Y — A,

definida por H no es sino la contraccion del divisor excepcional E de Y a un punto

p' € A (en otras palabras, se puede identificar A con el P? de partida). Y la aplicacion
w9 Y — B,

definida por H — E se puede ver, identificando B con el conjunto de rectas de P? que
pasan por p, como la aplicacién que asocia a cada punto de P? (distinto de p) la recta

generada por él y por p.

En otras palabras, se tiene un isomorfismo entre el conjunto de rectas de A que
pasan por p’ y el plano B, y la variedad Y consiste en el conjunto de rectas que unen

un punto g de A con el punto de B correspondiente a la recta p/q.

El bigrado de Y es (3,2) que se obtiene de la Observacion 0.3.32:

b = (Q,)a(Q,)=(H-E)H)H-E+H)=2
a = (S,)=c(Q,) —2a(Q,) «(Q,)=02H - E)’-2(2)=
= 8H*-FE’—4=7-4=3

ly
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Si, como en el Ejemplo 0.4.17, se considera ahora la proyeccion P® --» P* definida
por (zo :...:26) — (23 : 24 : 25+ 20 : 20+ 21 : 22) se tiene que la imagen de Y en

G(1,4) por esta proyeccion viene dada por

(z' 2)'_) 0 0 Tr1 T2 T3
0+----:%6 .
o T1 T2 I3 0

Los menores de la matriz de Pliicker atin generan el sistema lineal completo de cué-
dricas que pasan por p. Por tanto, esta congruencia es un ejemplo de variedad que se
proyecta isomorficamente de G(1,6) en G(1,4). Cabe destacar que la existencia de esta

congruencia lisa en G(1,4) habia quedado como problema abierto en [ABT9S].

Ejemplo 0.4.25. Tomese de nuevo la congruencia Y’ C G(1,3) de bigrado (2,1) del
Ejemplo 0.3.25, es decir la familia de rectas tangentes a un cono cuadratico Q C P3 y
que cortan una recta fija M (tangente también al cono @)). Como ya se sabe de [AS92],
esta congruencia viene proyectada desde G(1,4), pero damos aqui una descripcion

directa.

En efecto, fijese un plano Il de manera que el vértice ¢ del cono no pertenece al
plano II. Entonces los planos tangentes a () se pueden ver como los planos generados
por ¢ y por las rectas tangentes a la conica C' := I1 N Q. En el Ejemplo 0.4.19 se ha
visto que esta familia de dimension uno de rectas es la imagen de una de las familias
F de rectas de una cuadrica Q' en un P3. Asi, la familia de planos tangentes a @ es la
imagen de los planos de P* generados por el punto ¢ y las rectas de F;. Es decir, es una
de las dos familias de dimension uno de planos contenidos en el cono cuadratico, con
vértice ¢ y base Q'. En particular esto muestra que la superficie Y’ es la proyeccion de
una superficie de G(1,4), en concreto la superficie consistente en las rectas contenidas
en dicha familia de planos y que cortan a una recta fija contenida en uno de ellos y

que no pasa por q.

Veamos atin de otra forma que Y’ proviene de G(1,4). Considérese en P? el cono

cuadratico @) (de partida) de vértice ¢ y la recta M tangente a () en un punto, po.
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Sea IIj el plano tangente de ) que contienen a M (entonces Iy = (g, M)). Se fija II,
un plano tangente a @, diferente de Iy, y se considera §2(q,I1), el haz de rectas en II
que pasan por el vértice q. Cada vez que se toma un punto p € M con p # pg, existe
exactamente un plano tangente a () diferente de II; y que contiene a p. Llamese II, a
este plano. Las rectas de Y que pasan por p son exactamente el haz de rectas (p, IL,),
de dimension uno. Ya que II y II, se cortan en una recta L, del haz (q,1I), si se
asocia al punto p la recta L,, se ha encontrado un isomorfismo o : M — Q(q,II).
Ademaés, por construccion, el plano II, esta generado por p y por o(p). Se recupera asi
la construccion de [AS92] para la congruencia de bigrado (2,1). A cada punto p € M
se le asocia sencillamente el haz de rectas que pasa por p y que esta contenido en el

plano (p,o(p)), y la congruencia Y’ es la uniéon de estos haces.

Asi que de igual modo que en el Ejemplo 0.4.24, esta construccion implica que Y’
es isomorfo a P? explotado en un punto, sumergido por Opz(M — E) & Op2(M). Como
hO(Op2 (M — E) & Op2(M)) = 5, Y’ viene proyectada de G(1,4).

Falta s6lo observar que de hecho el haz de rectas Q(p, II) de la construccion no esta
univocamente determinado, porque se puede escoger cualquier plano tangente al cono
cuadratico, y por tanto existe una familia de dimension uno de tales haces de rectas.

Esto se corresponde con el hecho que no existe un tinico epimorfismo
Oy/(M) D Oy/(M - E) e Oy/(M)

(salvo multiplicacion por una constante), porque dar uno de esos epimorfismos es equi-

valente a dar una seccion del fibrado Oy & Oy/(E), y h°(Y', Oy & Oy+(E)) = 2.

Nota 0.4.26. En particular, las subvariedades X de G(1, N) para las cuales el fibrado
universal Q restringido a X descompone en suma directa de dos fibrados lineales £; y
L5, son las subvariedades de G(1, N), para las cuales cada punto en ellas, es una recta
definida por un punto en una subvariedad de P(H°(L;)) y su correspondiente en otra

subvariedad de P(H%(L5)). Es decir, se puede definir la aplicacion
X = P(H(L1)) x P(H(L,))

(0.4.2)
L o— (01(1),  &1(D))
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de modo que los puntos de X son rectas que unen puntos de dos subespacios lineales
que no se cortan de PV, donde N + 1 = h°(Q, ).

| x

Terminamos esta seccidon de ejemplos con dos generales que nos seran muy ttiles. Si
Y es una congruencia de G(1,4) cuyo fibrado universal escinde Q= £; & L, en suma
de dos fibrados lineales y tiene N + 1 secciones globales, escribimos h°(L£y) =n; + 1y

h%(L3) = ny + 1 como se hizo en la Observacion 0.4.26 anterior.

Ejemplo 0.4.27. Como caso particular del Ejemplo 0.3.31, supéngase que Y C G(1,5)
tiene dimension tres y existen dos planos disjuntos tales que las rectas de Y cortan a
ambos. Entonces Y C P? xP2. En este ejemplo se calcula la relacion entre el bigrado de

Y y los coeficientes de la clase de la congruencia dentro del anillo de Chow A(P? x P2).

Como Y tiene dimension 3, es un divisor en Z = P;% x P52, por lo que se puede

escribir su clase en A*(Z) como
Y], = ahy + [ho, (0.4.3)

donde h; es la seccion hiperplana de P?.

Por otro lado, el morfismo ¢ : P12 x P,2 — G(1,5) esta definido por el fibrado
vectorial de rango dos Q7 = Op 2,p,2(1,0) ® Op 2,p,2(0,1). Y por la Observacion
0.3.32, el bigrado se calcula en funcion de las clases de Chern de Q,  (en particular es

invariante por proyeccion). En concreto:

a = cl(Q‘
b = C1(Q‘

)P —2c1(Q, )ea(Q,, ) = [Y]er(Q, ) — 21 (Q

. Jea(Q,) = a+ 8
ea(Q,) = [V]er(Q,,)ea(Q,,) = a + B

Y |z

Y

Ejemplo 0.4.28. Supongase ahora que Y C G(1,6) de dimension tres y existe un plano
y un P? disjuntos de manera que las rectas de Y cortan a ambos subespacios lineales.

Anélogamente al ejemplo precedente, se calcula aqui la relacion entre el bigrado de Y
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y los coeficientes de su clase dentro del anillo de Chow A(P? x P3). En este caso Y es
un subvariedad de Z = P,? x P;® pero ahora con codimension dos. De modo que su

clase en el anillo de Chow de Z se escribe como
Y], = ahi® + Bhihg + vhs?, (0.4.4)

donde h; es una secciéon hiperplana de P;% y hy la seccion hiperplana de Py

Como en el ejemplo anterior, el bigrado de Y se obtiene de la Observacién 0.3.32,

y se tiene que

ea(Q,) = [V]e(Q,))? —2c1(Q,))ea(Q, ) =a+ B+
b = Cl(Q\Y)C2(Q|Y) = [Y]01<Q\Z)CQ(Q\Z) = ﬁ + 7

Damos para terminar esta seccién un ejemplo de como el Complejo de Eagon-

Northcott (Teorema 0.2.6) permite calcular resoluciones.

Ejemplo 0.4.29. Sea Y la congruencia de G(1,4) definida por ser el lugar de depen-
dencia de tres secciones de Q & S. Se puede aplicar el Corolario 0.2.7 anterior para

obtener la resoluciéon del haz de ideales de Y siguiente :

3 3

0 — (SP0%)(~a(F)) — (F)P(~a(F) — N\F) — A0%) —

— Oy — 0

Considerando ademés la forma bilineal no degenerada

AF) & N(F) — N\F) = 01 (F)),

se tiene que A\*(Q @ S)Y = A*(S & Q) ® O(—c1(S @ Q)). Por tanto, la sucesion de

Eagon-Northcott se puede escribir de la siguiente manera

2

0— 0(-2)* — §(-2)¥ @ Q(-2)* — A\(S®Q(-2) — Iy — 0
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Ahora bien, de la identificacion \*(S @ Q) = S§V(1) & (S ® Q) @ O(1) se sigue que

0 — O(-2)% — §%(-2)® 9™ (-2) — SY(-1) @
® S®Q)(-2)d0(-1) —Zy — 0

es una resoluciéon de Zy-.






Capitulo 1

Fibrados sin cohomologia intermedia
de G(1,4).

En este capitulo se caracterizaran los fibrados vectoriales sobre la Grassmanniana
de rectas en P* que no tienen cohomologia intermedia. Se inicia el capitulo recordando
la regla de Littlewood-Richardson para calcular grupos de cohomologia de fibrados en
Grassmannianas. Se continuara con una secciéon de definiciones de algunos fibrados y
se incluyen las tablas de cohomologias de los fibrados universales de la Grassmanniana,
productos tensoriales de estos y sus twists. Se da a continuaciéon una caracterizacion
cohomologica de los fibrados S y Q, y finalmente se demuestra el teorema principal de
clasificacion de fibrados vectoriales sin cohomologia intermedia de la Grassmanniana

de rectas en P

1.1. Regla de Littlewood-Richardson

Se recuerda en esta seccion un método muy ttil para el calculo de los grupos de
cohomologia de ciertos fibrados, en concreto aquellos que pueden ser puestos como
producto simétrico de potencias exteriores de Q y de S o de sus duales. La referencia

principal es [LR34].

Sea G(k, N) la Grassmanniana de los k-planos de PV, y sean S y Q los fibrados
universales de rango N — k y k + 1 respectivamente, segtin se definieron en la seccién

0.3.3 de los preliminares.

49
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Notacion 3. Se denota por

(a1, apsalbry oo b—)
al producto
k+1 k 1
(s ANQ)@ s \NQ)®..e (S AQV)® ...
N—k 1

L@ (S N\ S) @@ (v A ),

donde (ay,as,...,ak+1) y (b1,b2,...,bn_g) son (k+ 1)y (N — k)-uplas ordenadas con

ay <ag < - < apy b <by<--- <by_yS®es el producto simétrico.

Ejemplo 1.1.1. Los fibrados vectoriales sobre la Grassmanniana G(1,N), Q ® Q y
(52(QY(1))) & A*(QY(1)) son isomorfos, luego

2
220 =~ [(S°QV) e \Q 1002 =
= (072|2a2)27)@(17“2’272’)

De forma analoga se podran obtener todos los fibrados vectoriales que son producto
tensorial de § y de Q que interesan en esta memoria. Obsérvese que se verifica que

(al,...,ak+1|bl,...,bN_k,):(a1+l,...,ak+1+l|bl~|—l,...,bN_k~|—l).

La propiedad fundamental es que un fibrado vectorial asi escrito tiene cohomologia
natural, es decir tiene todos los grupos de cohomologia iguales a cero, salvo si acaso
uno. El método de Littlewood-Richardson consiste precisamente en obtener el orden

del grupo de cohomologia no nulo, calculando ademés su dimension.

Teorema 1.1.2. Si (ay,...,a,41|b1,...,bnv_k) s como en la Notacion 3, sean ¢; =
a;+1i para todoi € {1,....k+1} y ¢jspt1 = b;+j+k+1 para todo j € {1,..., N —k},

entonces se verifica:
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i.- Si en cy,...,cny1 hay dos elementos repetidos, entonces

hi(al, . ,ak+1|b1, . 7bN—k) =0 VieN

i1.- St 1os c1,...,cny1 son todos distintos entre si, sea k el minimo niumero de tras-

posiciones que ordenan ci,...,Cni1 de menor a mayor. Entonces

B¥(ar, - agslbrs - by i) # 0.

iii.- En las condiciones de [ii.—| siendo dy < ... < dyy1 el resultado de ordenar
Cly . yCNy1, Y ST € = di — i para i € {1,...,N + 1}, entonces escribiendo
V = HO(Opn (1)), se tiene que

N+1

Hk(al, C ,&k+1|b1, .. vbN—k) & (Sel( /\ V*)) R...® (S€N+1—6N</\ V*))

Ejemplo 1.1.3. Comprobemos con la regla de Littlewood-Richardson que en G(1,4)
Ext'(Q,8Y) & H'(SV® Q) esta generado por la extension que da la sucesion universal
de la Grassmanniana. Por las consideraciones anteriores, de A\*SY = §(—1) y de Q¥ =
Q(—1) se tiene que SY ® Q¥ =SY(1) @ QV(-1) =X A’S® Q" @ A> Q¥ = (1,20,1,1).

Para calcular su cohomologia aplicamos el método de Littlewood-Richardson

1 2011

+
24356
1 32 45

da la 5-upla (2,4,3,5,6) que necesita una trasposicion para ser ordenada. De modo
quek=1y H(S'® Q") = \°V* = C.
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Ejemplo 1.1.4. Veamos ahora, siempre en G(1,4) que el fibrado (Q¥ ®@ S ® S)(—1)

tiene el primer grupo de cohomologia distinto de cero. En efecto,

2
(Q'@8®8)(-1) = (0(-1)® Q" 5°S) @ (0(-1) @ Q'@ \S),
y utilizando el Método de Littlewood-Richardson 1.1, esto es
(1,2]0,0,2) + (1,2]0,1,1).

Claramente el primer paréntesis tiene todos los grupos de cohomologia igual a cero
pues al sumarle ¢ a cada a; y j + 2 a cada b; sale ay + 2 = 4 = by + 4. Para el segundo

paréntesis,
12011

12 3 45
243 56

se necesita una trasposicion entre el 4 y el 3 para obtener una sucesion ordenada. Luego

tiene cohomologia de orden uno distinta a cero e igual a A\°V* = C.

Es decir, H(Q" ® 528(-1)) =0y HY(QY ® A*S(—1)) = C y por tanto

H(Q'®28®S8(-1))=C

R (Q'®@S®S8(-1))=0

para todo ¢ # 1.

1.2. Definiciones y algunas tablas de cohomologia.

Durante el resto de este capitulo se llamara G a la Grassmanniana de rectas de P*.
Se comienza con la siguiente definicion (que claramente se puede generalizar a cualquier

variedad proyectiva).
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Definicién 1.2.1. Sea F un fibrado vectorial sobre G. Se dice que F no tiene coho-

mologia intermedia si h'(G, F(l)) = 0 para todo i =1,...,5y todo [ € Z.

Se veran a continuacion ejemplos de fibrados sobre G sin cohomologia intermedia,

para demostrar luego que son esencialmente los tinicos.

Es facil concluir a partir de las definiciones o la Regla de Littlewood-Richardson,
que los fibrados universales Q, S, SV, asf como S?Q no tienen cohomologia intermedia.

La potencia simétrica segunda del epimorfismo de la sucesion exacta universal de G
0—8 — V00— Q—0 (1.2.1)

que define los fibrados vectoriales universales Q y S de rango dos y tres respectiva-

mente, induce una sucesion exacta larga (utilizando la identificacion A\*SY 2 S(—1))

0—S(-1) — SV — SV @ Og — S2Q — 0

N\ /
M (1.2.2)

/ N
0 0

donde el fibrado vectorial de rango doce M esta definido como el nticleo correspon-
diente. Una rapida comprobacion demuestra que éste es un fibrado sin cohomologia

intermedia, simplemente observando que al tomar cohomologia en
0— M(l) — S*V®0g(l) — S*Q(l) — 0
para todo 2 <1 < 5, resulta que
H'=(8?Q(1)) — H'(M(1)) — H'(Oa(1))*"

es exacta, y como tanto H™(Og(1)) como H'(S%Q(1)) son cero VI, entonces H ™ (M(1))

también es cero. Para i = 1 (y de hecho para 1 < i < 4) basta tomar cohomologia en

0—8I—1)— 81 — M(l) — 0
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y concluir que H'(M(l)) = 0. La cohomologia M se resume en el Cuadro 1.3.

Por otra parte, tomando la segunda potencia exterior en la sucesion universal dual
se tiene la siguiente sucesion exacta larga de forma natural (que define el fibrado

vectorial de rango siete K como un nicleo):

0— S%2QY — Qe V* — ANV 20 — N°S — 0
N\ /
K (1.2.3)

/ N
0 0

Analogamente a lo hecho para el caso de M, es ahora también inmediato comprobar
que K es un fibrado vectorial sin cohomologia intermedia. Se resume su cohomologia
en el Cuadro 1.4. Ademas, de la sucesion universal, tensorizando con K y tomando
cohomologia, es facil calcular los grupos de cohomologia de Y ® K. El resumen de
estas cohomologias viene dado en el Cuadro 1.6.

En particular, Ext'(S, ) = C® (de hecho es naturalmente isomorfo a V*, como se

verd enseguida) asi que, existen infinitas extensiones no equivalentes
0—K—G—8§—0.

Maés generalmente, para cualesquiera par de ntimeros naturales ¢, j existen extensiones

no triviales, por tanto se da la siguiente definicién

Definicién 1.2.2. Un sumando directo indescomponible de un fibrado vectorial G
como en la sucesion

0—K¥ — G — 8% —0. (1.2.4)

se llamara un fibrado vectorial de tipo (I). Como ni IC, ni S tienen cohomologia inter-

media, tampoco G la tendra, ni ninguno de sus sumandos.
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Ejemplo 1.2.3. Considérese el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas
provenientes de las sucesiones (1.2.3) y del dual de (1.2.2), que define P como un

pull-back:

0 0
1
0 — K — ANV'e0; — S(1) — 0
| T T
0o — K — P — S®V* — 0
T 7
MY _ MY
T T

Ya que Ext'(Og, MY) = 0, se sigue que la sucesion exacta vertical del medio escinde,
y por tanto P =2 MY & OF. Esto muestra que M" es un fibrado vectorial de tipo (I).

La sucesién exacta horizontal del medio

0—K-—-M30;" —SeV*—0 (1.2.5)

es un elemento no trivial de Ext'(S ® V*,K) que proviene de Ext'(SV(1),K) = C. De

aqui se obtiene, aplicando Hom(S, —) a la sucesion (1.2.5), un isomorfismo
Ext'(S,K) & Hom(S,S @ V*) =2 V*
ya que Ext'(S, MY) =0, y por tanto
Ext'(S® V5 K) 2V Ext'(S,K) 2 VeV

y la extension (1.2.5) que vive en Ext'(S ® V* K) se puede ver como un elemento de
Hom(V, V). Ademés, dicho elemento es la identidad en V. En efecto, la extension viene

de la identidad en S ® V* mediante la aplicacion

Hom(S @ V*, S @ V*) — Ext (S ® V*, K),
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pero hay un isomorfismo natural

Hom(V*, V*)—Hom(S @ V*,S @ V*)

que manda la identidad a la identidad.

Anélogamente, se puede observar que Ext' (Y, ) = V, luego también hay infinitas

extensiones no equivalentes

00— K—H—KY —0.

Tomando una de dichas extensiones para cada fibrado de tipo (I) se obtiene un dia-

grama

0 0
l l
0 — K% — g — 8% — 0
| l |
0O — H¥Y — ¢ — 8% — 0
l l
(K = (KV)®
| l
0 0

definiendo G’ como un push-forward.
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Del diagrama anterior se tiene una inclusion K — G — G'. cuyo conticleo R
b

aparece en el diagrama

0 0
! !
Ko — o
l l
0 — ¢ — ¢ — (KV)¥ — 0
| l I
0 — 8% — R — (KV)® — 0
! l
0 0

Como Ext!'(KY,S) = 0, la tltima fila del diagrama anterior escinde, luego se tiene una

sucesion exacta del tipo
0— K% — G — S¥g (LK) — 0. (1.2.6)
(en realidad en nuestro caso con [ = 1)

Tenemos por tanto la siguiente generalizacion de los fibrados de tipo (I), que incluye

también a las extensiones en Ext' (K, K).

Definiciéon 1.2.4. Un sumando directo indescomponible de un fibrado vectorial G’
como en 1.2.6 se llamara un fibrado vectorial de tipo (II). Del hecho que ni S, ni K,
ni £ tengan cohomologia intermedia, se sigue que los fibrados de tipo (IT) no tienen

cohomologia intermedia.

Por ultimo, la sucesion exacta corta de la izquierda de (1.2.3) muestra que (1)
estd generado por sus secciones globales. En efecto, tensorizando (1.2.3) con Og(1)

sigue siendo una sucesion exacta

0 — S?QY(1) — Q'@ V* — K(1) — 0
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y puesto que Q = QY(1) esta generado por sus secciones globales, existe un epimorfismo
Oc®@V e V"> Q® V* que compuesto con Q ® V* — K(1) — 0 demuestra que

IC(1) esté generado por sus secciones globales.

Esto da lugar a la siguiente sucesion exacta que define a F(1) como un niucleo,
0—E(1) —VeV'®@0s; — K(1) — 0 (1.2.7)

donde E es un fibrado vectorial de rango 18. El fibrado E(1) tiene los siguientes grupos
de cohomologia distintos de cero: Ext*(K(1), F(1)) (generado por la extension (1.2.7),
Ext'(Q, E(1)), Ext'(KY, E(1)) y Ext!(S, E(1)).

Damos finalmente una definicién general que contiene como caso particular los

fibrado vectoriales de tipo (II) y sus duales:

Definicion 1.2.5. Un fibrado vectorial de tipo (III) serd cualquier sumando directo

indescomponible de una extension (quizas trivial)

0 —s E(U@i D ,C@j D (SV)@k SN g _ S@l D (’CV)EBm D Q@n —0

Ejemplo 1.2.6. De la sucesion (1.2.7) y de la primera sucesion exacta corta de (1.2.3)
se obtiene el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas que definen P como

un pull-back:

0 0
T T
0 — F — VeaV*e®0s-1) — K — 0
I T 1
0 — F — P — QVeV* — 0
T T
520V _ 29V
T T
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Como Ext'(Og(—1),58%2QY) = 0, se sigue que la sucesién exacta corta vertical del

medio escinde y por tanto S?QY(1) es del tipo (III).

Observacion 1.2.7. Es facil ver que los fibrados vectoriales Q,S,SY, K, KV, E son sim-
ples (es decir, los tinicos endomorfismos que poseen son las multiplicaciones por cons-
tantes), indescomponibles y no tienen cohomologia intermedia. Esto implica que en
particular todos los fibrados vectoriales del tipo (III) no tienen cohomologia interme-
dia (de hecho, todos los fibrados vectoriales que aparecen en esta seccion son, salvo
twist, de tipo (III), como se ha observado). El objetivo de esta parte de la memoria es
probar que cualquier fibrado vectorial de G sin cohomologia intermedia se obtiene de

esta manera.

Se termina esta seccion dando explicitamente las tablas de cohomologia de estos
fibrados y algunos twist, que serdn necesarios en la siguiente seccion y también mas

adelante en la memoria.

Cuadro 1.1: Cohomologia del fibrado cociente universal

[f2 1 0 -1 -2 -3 4 -5 -6
?
0 175 40 5 0 0 0 O O O
1 o o0 o0 0 0 0 0 0 O
2 o o0 o0 0 0 0 0 0 O h(Q(1))
3 o o0 o0 0 0 0 0 0 O
4 o o0 o0 0 0 0 0 0 O
5 o o0 o0 0 0 0 0 0 O
6 o o0 o0 0 0 0 0 0 5
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Cuadro 1.2: Cohomologia del subfibrado universal

STl W N~ O,

2 1 0 -1 -2 -3 4 -5 -6 -7
210 45 5 0 0 O O O O O

o o0 o0 o0 0 0 0 0 0 O

o o0 o0 o0 o0 0 0 0 0 0 R (S(1))
o 0 0 o0 0o 0 0 0 0 0

o o0 o0 o0 o0 0 0 0 0 0

o o0 o0 o0 o0 0 0 0 0 0

o 0 0 0 0 0 0 0 10 75

Cuadro 1.3: Cohomologia de M(1)

2 10 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7

O TR W N~ O

330 45

WMD)

o O o o o o
S O O OO
S O O OO

0 0
15 150 735

o O O O O

O O O O o O
O O O O O OO
O O O O oo O
O O O O O O O
O O O O O o O
O O O O O OO

Tabla 1.2.8. Para facilitar la lectura de este capitulo se da a continuaciéon una lista

de los tinicos grupos de cohomologia intermedia distintos de cero de los cinco fibrados

vectoriales descritos méas arriba cuando se tensorizan con Q y con SV:

M (Q®S8Y(-1) =h(S® Q(-5)) =h' (S ® 9(-1)) =
(SY ®8Y(-1)) = (K® Q(-2)) = h*(K®S8Y(-2) =
PHKY @ Q(—4)) = > (KY @ §Y(-4)) = ¥(E® Q(-2)) =
M(E®SY(-2)) =1.
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Cuadro 1.4: Cohomologia de KC(I)

[l 2 10 -1 -2 -3 4 -5 -6 -7
7
0 18 25 0 0 0 0 0 0 O 0
1 0 0o 0 0 0 0 0 0 O 0
2 0 O 0 0 0 O 0 0 O 0 h'(K(1))
3 0 o 0 0 0 0o 0 0 O 0
4 0 0o 0 0 0 0 0 0 O 0
) 0 O 0 0 0 O 0 0 O 0
6 0 0O 0 0 0 O 0 10 95 455

Cuadro 1.5: Cohomologia de S ® SV (1)

[l 2 1 0 -1 -2 -3 4 -5 -6
7
0 o000 o0 1T 0 0 0 0 0 0
1 0 O 0 0 0 O O 0 O ‘
2 0 0 00 0 0 0 0 0 hi(S ® SV(1))
3 o o0 o0 0 0 0 0 0 O
4 0 O 0 0 0 O O 0 O
) 0 O 0 0 0 0 O 0 O
6 0 0O 0 0 0 O 0 1 50

WK®S)=h'(E® Q) =
= R(E2SY)=h(E®S'(1) =5

La mayoria de las igualdades anteriores se pueden obtener unas de otras utilizando
la sucesion exacta universal (1.2.1) o la dualidad de Serre, y teniendo en cuenta que el

fibrado lineal canénico sobre G es wg = Og(—5).
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Cuadro 1.6: Cohomologia de §Y ® K(I)

(12 10 -1 -2 -3 4 -5 -6

225

RI(SY ® K(1))

o O O O O O
o O O o O

S U W N~ O .
O O O o o O

S O OO O O Ot
S OO O O oo
OO OO o o O
O OO R O O O
OO OO o oo

o0 425

Cuadro 1.7: Cohomologia de S ® S(1)
[ 1 o -1 -2 -3 4 -5 -6 -7

(S @ S(1))

O Ul W~ .
cocoocococod
coocococoy
coocococog
coocococog
coocococog
corococodg
coocococog
qoocococodg
Cocococod

1.3. Caracterizacion de los fibrados universales.

Se comienza recordando (particularizando para G(1,4)) la caracterizacion de

Ottaviani de las sumas directas de fibrados lineales en Grassmannianas.

Teorema 1.3.1. (Ottaviani) (|Ott87], [Ott89]) Sea F un fibrado vectorial de G(1,4).
Entonces F es una suma directa de fibrados lineales si y solo si se verifican las siguien-

tes condiciones:

i.- F no tiene cohomologia intermedia
.- h'(F ® Q(l)) = 0 para cualquier i =1,...,5 yl €Z

ii.- HY(F ® 8V(l)) = 0 para cualquier | € Z.
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Cuadro 1.8: Cohomologia de S ® Q(I)

I]1 0 -1 2 -3 -4 -5 -6 -7
1
0 [I75 24 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 h(S @ Q1))
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 1 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 45

Nota 1.3.2. El resultado original de Ottaviani no es como se ha enunciado antes. En
lugar de las condiciones ii.— y iii.—, sus condiciones son (ver [Ott87], Thm. 1 (c) para

k=1 n=4):
b) h(F @ S8(1)) = 0 para cualquier i =2,3,4yl € Z

¢) h'(F ® 8Y(l)) = 0 para cualquier i = 1,2,3 y | € Z.

Existe claramente una equivalencia entre nuestras condiciones ii.—, 77.— y las con-
diciones b) y ¢) del enunciado anterior. Para verlo basta tomar cohomologia en la
sucesion exacta universal (1.2.1) y sus duales tensorizados con F(I), y utilizar que F

no tiene cohomologia intermedia.

La idea para demostrar el teorema principal de este capitulo de la memoria es eli-
minar una a una las seis condiciones cohomolégicas extra que aparecen en i.— y #1t.—
para finalmente caracterizar aquellos fibrados vectoriales sin cohomologia intermedia.
Cada vez que se elimine una condicién, aparecera una nueva familia de fibrados vec-
toriales. La tabla 1.2.8 sugerird qué nuevo fibrado vectorial debe aparecer cada vez.
Se caracterizaran en esta seccion de este capitulo los fibrados vectoriales universales,
eliminando una a una las condiciones del Teorema 1.3.1 que no son satisfechas por

éstos.

La primera condicién que se eliminara serd 7ii.—, que es la inica que Q no satis-

face. Asi, Q deberia estar caracterizado por las condiciones i.— y 7i.— del teorema
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de Ottaviani. Obsérvese que entonces se obtiene un resultado completamente analogo
al teorema de Horrocks, en el que el papel de los fibrados lineales lo juegan ahora
los fibrados lineales y sus productos tensoriales con Q. Se probara este resultado con
detalle, mientras que para los sucesivos se dard una idea de la demostraciéon ya que son
similares a ésta (de hecho, esta primera demostracion tendra una dificultad adicional

al principio que no aparece en las demas demostraciones). El enunciado preciso es:

Teorema 1.3.3. Sea F un fibrado vectorial indescomponible sobre G(1,4). Entonces
F es, salvo un twist con un fibrado lineal, o bien el fibrado lineal trivial, o bien Q si y

solo si se verifican las siguientes condiciones:
i.- F no tiene cohomologia intermedia
ii.- hW'(F @ Q(1)) = 0 para cualquier i =1,...,5 yl € Z.

Demostracion. Sea F un fibrado vectorial que satisface 1.— y i2.—. Se demostrara el
resultado anterior por induccion sobre Y, h'(F ® 8Y(I)) con | € Z. Si esta suma es
cero, entonces se esta en la hipotesis del teorema de Ottaviani 1.3.1, asi que F es una
suma directa de fibrados lineales.

De modo que supongase que h'(F @ §Y(1)) # 0 para algin [ € Z. Cambiando si es
necesario F por un twist, se puede suponer que [ = 0. Entonces existe un elemento no

cero de Ext'(S, F), que genera una extension no trivial

0 —F —P—8S—0. (1.3.1)

Afirmamos en primer lugar que P también verifica las condiciones i.— y iz.—. Clara-
mente P verifica 1.— por verificarla 7 y S. Respecto a la propiedad ii.— , S la verifica
excepto para i = 5, [ = —5, en que h°(S ® Q(—5)) = 1. Basta probar por tanto que
H(P ® Q(—5)) = 0. Para ello, en primer lugar se dualiza y se tensoriza adecuada-
mente las sucesiones exactas 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, y utilizando los isomorfismos naturales

/\2 S=8Y(1)y S?QV = S2Q(—2) se consigue una sucesion exacta larga
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0 — Q(=5) — O0g(—4)* — 0a(-3)""" — Q(-3)" —
— Og(-1)®"® — MY(=1) — 0.

El hecho que F y S (y por tanto también P) satisfagan las condiciones i.—, F también
ii.— y también que h*(S® Q(—3)) = h3(S ® Q(—3)) = 0 implica tensorizando por Py

por S la sucesion anterior y tomando cohomologia, que existe un diagrama conmutativo

H5(P® Q(-5)) — H*’(S® Q(-5))
T T
HY(P@MY(-1) — HYS® MY(-1))
donde los morfismos verticales son isomorfismos provenientes de la sucesién exacta
larga anterior. Ya que lo que se necesita probar es que el morfismo de arriba es cero, es
suficiente probar lo mismo para el morfismo de abajo. Considerando la sucesion dual de
la primera sucesion corta de (1.2.2) (y tensorizar por P(—1) y S(—1)), este morfismo

aparece en un diagrama conmutativo

H(P®SY) — H'(S®S8Y)
| |
HY (P @MV(-1) — HYS® MY(-1)).
La afirmacion se sigue observando que el morfismo vertical de la izquierda es un epi-
morfismo (su contcleo estd en HY(P @ S(—1) @ V*) = HX(P ® QY(-1) ® V*) = 0),
mientras el morfismo superior es cero puesto que la extension (1.3.1) es no trivial y S

es simple.

Es también muy facil comprobar que h'(PRSY(1)) = h'(F®SY (1)) para cualquier
excepto para [ = 0, por el cual h'(P ® §Y) = h'(F ® §Y) — 1. Lo tltimo se sigue de

que la sucesion siguiente es exacta
HPeS') — H(S®SY) — H(FeS') — H(PeSY) — H(S®S8Y) =0,

en la cual, como se ha observado, el primer morfismo es cero y h%(S @ SY) = 1.
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Se puede de esta manera aplicar la hipotesis de induccion a P y concluir que
descompone como suma directa de sumandos de tipo Og(l) v Q(I). Consideramos
finalmente el siguiente diagrama conmutativo que define a P’ como un pull-back (y en

el cual el morfismo vertical derecho es el dual de 1.2.1):

0 0
T T
O — ¥ — P — S§ — 0
I T 1
0 — F — P — 0% — 0
T T
Qv = Qv
T
0

La sucesion exacta horizontal del medio escinde ya que F no tiene cohomologia in-
termedia. La sucesion exacta vertical del medio también escinde, ya que Extl(P, QV)
H3(P ® Q(=5))* = 0. Asi P @ Q" = F & Og*°. El Teorema de Krull-Schmidt (ver
[Ati56]) demuestra que un fibrado tiene una descomposicion tinica en suma fibrados

indescomponible, entonces se sigue el enunciado y esto demuestra el teorema. O

Teorema 1.3.4. Sea F un fibrado vectorial indescomponible sobre G(1,4). Entonces
F es, salvo twist con un fibrado lineal, o bien el fibrado lineal trivial, o bien Q, o bien

S si y solo si las siguientes condiciones se verifican:
i.- F no tiene cohomologia intermedia

.- h'(F @ Q(1)) = 0 para cualquier i =1,2,3,4 yl € Z.

Demostracion. Se demuestra por induccion sobre Y, h*>(F ® Q(1)). El caso cero es
consecuencia inmediata del Teorema 1.3.3. Por tanto supongase que h°(F ® Q(1)) # 0

para algin [, y se puede suponer también sin perdida de generalidad que [ = —5. Asi,
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por la dualidad de Serre, existe un elemento no cero en Ext'(Q, F). Esto produce una

extension no trivial

0—F —P—Q—0. (1.3.2)

Es ahora inmediato (en contraste con la demostracion del Teorema 1.3.3) demostrar
que PV todavia satisface las condiciones i.— y ii.— (esto es porque Q ® Q no tiene
cohomologia intermedia). También, se sigue que h*(P¥ @ Q(1)) = h*(F @ Q(I)) para
cualquier [, excepto para [ = —5 para el cual h°(PY @ Q(-5)) = h*(F @ Q(-5)) — 1
(va que por la dualidad de Serre

RP(PY® Q(-5)=r(P®QY) y I (F®Q(-5)=hr(F'®Q)

y como en el Teorema 1.3.3 se demuestra que h'(P @ QV) = h'(FY ® QY) — 1) Por

tanto, por hipotesis de induccion, PY descompone como suma directa de sumandos de

tipo Og(1), Q1) y S(1).

Se considera ahora el siguiente diagrama conmutativo que define P’ como un pull-
back:

0 0
T T
O — F¥ — P — Q9 — 0
I T T
0 — F — P — 0% — 0
T T
SV = 8§
T T
0

Como en la demostracion del Teorema 1.3.3, la sucesion exacta horizontal del medio
escinde por no tener F cohomologia intermedia. Por tanto, el resultado se seguira si la

sucesion exacta vertical del medio también escinde (ésta es la tnica dificultad que no
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aparecio en el Teorema 1.3.3 y que aparecera en el resto de las demostraciones). Para de-
mostrar esto, estudiamos los sumandos directos de Ext' (P, SY) = H'(PY®S") corres-
pondientes a la descomposicion de P en suma directa. S6lo un sumando del tipo Q C P
(si existe) produce un sumando no nulo Ext'(Q,S") C Ext'(P,SY). Pero entonces la
componente correspondiente del elemento ¢ € Ext'(P,S") definido por la extension
vertical debe ser cero. En efecto, £ es la imagen de la extension universal 1.2.1 bajo el
morfismo 7* : Ext'(Q,SY) — Ext!'(P,S") inducido por la proyeccién 7 : P — Q en
la sucesion 1.3.2. Ya que ésta no escinde y los tnicos endomorfismos de Q son la mul-
tiplicacion por constantes, se sigue que la restriccion de 7 a cualquier sumando directo
Q C P es necesariamente cero. Por tanto la correspondiente componente de £ (obteni-
da como imagen en la composiciéon Ext'(Q, SV)W—*>Ext1(P, SV)LExtl(Q, §Y), donde
i es la inclusion) es cero, ya que i = 0.

0

Finalmente, se demuestra el teorema que caracteriza cohomologicamente los fibra-

dos vectoriales universales de G(1,4).

Teorema 1.3.5. Sea F un fibrado vectorial indescomponible sobre G(1,4). Entonces
F es, salvo tuist con un fibrado lineal, o bien el fibrado trivial, o bien Q, o bien S, o

bien S8 si y sdlo si las siguientes condiciones se verifican:
i.- F no tiene cohomologia intermedia

.- h'(F @ Q(l)) = 0 para cualquier i = 2,3,4 yl € Z.

Demostracion. Se utiliza ahora induccion sobre >, h'(F ® Q(1)), siendo el caso igual
a cero consecuencia inmediata del Teorema 1.3.4. Asi que de nuevo se puede suponer
que h'(F ® Q(—1)) # 0. Por tanto, existe un elemento no cero en Ext'(Q, F), el cual

genera una extension no trivial

0 —F —P—Q—N0.
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Como en el teorema anterior, P todavia satisface las condiciones i.— y 7i.— y ademés
(P ® Q) = h'(F @ Q(l)) para cualquier [, excepto para [ = —1 para el cual
Y (P ® Q(—1)) = hY(F ® Q(—1)) — 1. Asi, por hipotesis de inducciéon, P descompone
como suma directa de sumandos del tipo Og(1), Q(1), S(I) y SV(1).

Finalmente, se considera el siguiente diagrama conmutativo que define a P’ como

un pull-back:

0 0
T T
0O — F — P — Q9 — 0
| T 1
0 — F — P — 0% — 0
T T
SV = &V
T T
0 0

La sucesion exacta horizontal escinde como en los teoremas anteriores, y demostrar
que la sucesion exacta vertical escinde también se hace como en el Teorema 1.3.4
(porque Q no tiene mas endomorfismos que las multiplicaciones por constantes). Esto

permite terminar la demostracion. O

1.4. Fibrados vectoriales sin cohomologia intermedia.

Se continiia aqui la estrategia seguida en la seccion previa. La diferencia ahora es que
no se obtendra un nimero finito de fibrados vectoriales cuando se elimina cualquiera

de las condiciones del Teorema 1.3.5 i7.—.

Teorema 1.4.1. Sea F un fibrado vectorial indescomponible sobre G(1,4). Entonces
F es, salvo twist con un fibrado lineal, o bien el fibrado lineal trivial, o bien Q, S, SV,

0 bien un fibrado vectorial de tipo (1) si y sdlo si las siguientes condiciones se verifican:
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i.- F no tiene cohomologia intermedia
ii.- hW'(F @ Q(l)) = 0 para cualquier i = 3,4 yl € Z.

Demostracion. Se utiliza ahora induccion sobre Y, h*(F ® Q(1)), y como siempre el
caso igual a cero es el teorema previo, en este caso el Teorema 1.3.5. Se puede suponer
por tanto que h*(F @ Q(—2)) # 0. Asi, tomando cohomologia en la sucesion dual de la
universal (1.2.1) tensorizada por F(—1) existe un elemento no cero en Ext'(SV (1), F),

el cual da una extension no trivial
0—F—P—8(1) —0.

Como en las demostraciones de la seccion precedente, P todavia satisface las condicio-
nes i.— y #.— y ademés h*(P ® Q(I)) = h*(F ® Q(l)) para cualquier I, excepto para
[ = —2 en cuyo caso h*(P ® Q(—2)) = h*(F ® Q(—2)) — 1. Luego por hipotesis de
induccion, P descompone como suma directa de sumandos del tipo Og(1), Q(1), S(I),

SY(1) y twists de fibrados vectoriales de tipo (I).

Ahora se considera el siguiente diagrama conmutativo que define P’ con un pull-

back, y en el que la columna derecha es la segunda sucesion exacta corta de (1.2.3):

0 0
T T
0O — F — P — S(1) — 0
I T T
0 — F — P — 0 — 0
T T
K = K
1 T
0 0

La sucesiéon exacta horizontal del medio escinde como en los teorema anteriores,
porque F no tiene cohomologia intermedia. En cuanto a la sucesion exacta vertical

del medio, la principal diferencia ahora con las demostraciones precedentes es que el
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elemento de Ext'(P,K) que define la extensién puede tener componentes no nulas
diferentes de las correspondientes a posibles sumandos SY(1) C P (que como las otras
veces se demuestra que producen una coordenada cero). En efecto, un sumando directo
de tipo (I) (se incluyen aqui los posibles sumandos S C P) podria crear un sumando no
nulo de Ext' (P, K). Descompondremos entonces P = P; @ P, donde P; es una suma,
de fibrados vectoriales de tipo (I) y Py no tiene ningtin sumando de tipo (I). Como
ademas Ext'(P,K) = Ext'(P1,K) @ Ext' (P, K) y la segunda coordenada es cero, se

puede construir el siguiente diagrama conmutativo

0 0
| !
K = K
| !
0O — Py, — P — P — 0
| l l
0O — P, — P — P — 0
|
0

que define a P’ como un pull-back, (pues la columna central del ultimo diagrama es la
imagen de la extension no trivial vertical de la derecha que pertenece a Ext'(Py, ) =
Ext' (P, K)). Por otro lado, como la tltima fila es trivial y su imagen (porque P’ es un
pull-back) es la fila central del diagrama, ésta es también una extension trivial. Asi,
P =Pl ® P,

Por ultimo, de la sucesion exacta

0—K-—P — P —0

que define a Pj, se sigue que este es una suma directa de fibrados vectoriales de tipo (I).
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En efecto, se puede construir el siguiente diagrama conmutativo

0 0
! |

0O — KK — H — K — 0
I l l

0O — K — P — P, — 0
! |

S = 8§ — 0
! |

y yva que H'(KY ® K) = 0, se tiene que P; es también un fibrado de tipo (I). Esto

completa la demostracion. O

Teorema 1.4.2. Sea F un fibrado vectorial indescomponible sobre G(1,4). Entonces
F es, salvo twist con un fibrado lineal, o bien el fibrado lineal trivial, o bien O, o bien
S, o bien §8Y, o bien un fibrado vectorial de tipo (II), o bien el dual de un fibrado

vectorial de tipo (II) si y sdlo si las siguientes condiciones se verifican:
i.- F no tiene cohomologia intermedia
.- H3(F ® Q(l)) = 0 para cualquier | € Z.

Demostracion. Se utiliza induccion sobre Y, h*(F ® Q(1)), y el caso igual a cero es el
Teorema 1.4.1. Se puede suponer entonces que h?(F'®QY(—1)) = kY (F® Q(—4)) # 0.
Asi, tomando cohomologia en la sucesion dual de la universal (1.2.1) tensorizada por
FV existe un elemento no nulo en Ext'(SV(1), F), el cual produce una extensiéon no
trivial

0— F —P—8(1) —0.

Como siempre, el fibrado PV todavia satisface las condiciones i.— y ii.— y ademaés

Y (PY @ Q(l)) = h*(F @ Q(I)) para cualquier [, excepto para [ = —4 en cuyo caso se
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verifica que h*(PY @ Q(—4)) = h*(F ® Q(—4)) — 1. Por hipétesis de induccion, P
(o equivalentemente P) descompone como suma directa de sumandos de tipo Og(1),
Q(l), S(1), 8Y(1) y twists de fibrados vectoriales de tipo (IT) o de sus duales.

Ahora se considera el siguiente diagrama que define a P’ como un pull-back:

0 0
T T
0O — F — P — S§Y(1) — 0
I 1 T
0 — FY — P — 020 .
T 1
K = K
T T
0 0

(donde la columna vertical derecha es de nuevo la segunda sucesion corta de (1.2.3)).

Una vez més, la sucesion exacta horizontal del medio escinde, y la tinica compo-
nente distinta de cero (que corresponde a sumandos directos de P) en el elemento
Extl(P, K) que define la extension vertical del medio puede ser aquella que viene de
los posibles sumandos de tipo (IT) de P (como en las demostraciones precedentes, las
coordenadas correspondientes a posibles factores SY(1) son cero). Y como en la demos-
tracion del Teorema 1.4.1, consideramos S y K" como fibrados vectoriales de tipo (II).
Descomponemos ahora P = P; @ Ps, donde P; es una suma de fibrados vectoriales de
tipo (II) y Py no tiene ningtin sumando de tipo (II). De nuevo como en el Teorema

1.4.1 se obtiene que P’ = P| & P, donde P aparece en una sucesion exacta
0—K-—P — P —0

y también que Pj es por tanto una suma directa de fibrados vectoriales de tipo (II).

Todo ello completa la demostracién. O

Se puede por fin establecer y demostrar el resultado de caracterizacion de fibrados

vectoriales sobre G(1,4) sin cohomologia intermedia.
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Teorema 1.4.3. Un fibrado vectorial indescomponilbe sobre G(1,4) sin cohomologia

es, salvo twist con un fibrado lineal, un fibrado vectorial de tipo (III).

Demostracion. Sea F un fibrado vectorial sobre G(1,4) sin cohomologia intermedia.
Se utiliza una vez mas induccion sobre >, h3(F ® Q(1)), siendo el caso igual a cero el
Teorema 1.4.2. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que h*(F @ Q(—3)) # 0.
Asi, utilizando el dual de las sucesiones exactas (1.2.1) y (1.2.3) y la identificacion
A’ S = S8Y(1), existe un elemento no cero en Ext!(X(1), F), que genera una extension
no trivial

0—F —P—K(1) —0. (1.4.1)

Como siempre, P no tiene cohomologia intermedia y h*(P® Q(l)) = h3(F® Q(l)) para
cualquier [, excepto para [ = —3 para el cual h*(P ® Q(-3)) = h*(F @ Q(-3)) — 1.
Asi, por hipotesis de induccién, P descompone como suma directa de twists de fibrados

vectoriales de tipo (IIT).

Ahora se considera el siguiente diagrama conmutativo que define P’ como un pull-

back, y en el que la columna derecha es la sucesion exacta (1.2.7):

0 0
T T
O — F — P — K1) — 0
| T T
0 — F — P — 0% — 0
T T
EQ) = EQ)
T T
0 0

La sucesion exacta horizontal del medio escinde una vez mas porque F no tiene
cohomologia intermedia. Mientras que para la sucesion exacta vertical del medio, se
descompone P = P; & P,, donde P; es una suma de fibrados vectoriales de tipo (III) y

los sumandos de P, no son de tipo (III), sino twists de fibrados vectoriales de tipo (III)
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por fibrados lineales no triviales. Como en las otras demostraciones de esta seccion, es
suficiente probar que el elemento ¢ € Ext' (P, E(1)) = Ext!(Py, E(1)) @ Ext! (P, E(1))
que corresponde a la extension vertical del medio tiene cero como segunda componente

de esta descomposicion.

La dificultad extra ahora es que, si un sumando H C P, produce un sumando
distinto de cero Ext'(H, E(1)) C Ext'(P,, E(1)), no es necesariamente H = (1), sino
que podria ocurrir, mas en general, que H(—1) sea un fibrado vectorial de tipo (III).
En este caso, H es un sumando directo de un fibrado vectorial G(1) que aparece en

una sucesion exacta

0— B@2)¥ e LM)¥ &8 (1)*™ — g(1) — ST a L' (1)*" & Q1)*" — 0

Por reduccion al absurdo, supéngase que la componente de & en Extl(H ,E(1)) no
es cero. Entonces, al menos un sumando (1) de esta sucesion exacta debe producir

un morfismo distinto de cero
K1) c EQ* e K1)¥ & (8Y(1)** — G(1) — H Cc P — K(1)

(la proyeccion P — K(1) es la dada en 1.4.1). Como los tinicos endomorfismos de K
son la multiplicacion por constantes, esto implica que la proyeccion P — k(1) tiene
una seccion, asi que la extension 1.4.1 ha de ser trivial, lo cual es una contradiccién.

0






Capitulo 2

Ejemplos de congruencias.

En este capitulo se recuerdan las tablas de clasificacion dadas en [ABT98| de las
congruencias de G(1,4) de grado menor o igual que 8 y se explica la construccion
de algunas de ellas (construyendo ademés la tinica que en [ABT98| no se sabia si
existia). Entre ellas estaran todas las que tienen el fibrado universal Q|y escindido
en suma directa de dos fibrados lineales, a cuya clasificacion se dedicaré el capitulo
siguiente. En una primera seccion se recuerdan los resultados generales de clasificacion.
En la segunda, se estudian en detalle los ejemplos que nos interesaran para el capitulo
siguiente. Se termina con una seccion demostrando que solo una congruencia de G(1,4)

con recta fundamental no es linealmente normal.

2.1. Algunos resultados de clasificacién de congruen-

cias de G(1,4).

En primer lugar, en el Cuadro 2.1 se recuerda la clasificacion de las posibles con-
gruencias de G(1,4) de bigrado (a,b) de grado a + 2b < 8 obtenidas en [ABT98|. De
buena parte de los casos se da con una construcciéon explicita. Las construcciones se dan
mediante lugares de dependencia de un morfismo de fibrados vectoriales o mediante la
interseccion de tales lugares con un hiperplano o una hipersuperficie. Los invariantes
de estos ejemplos se han obtenido con la ayuda del programa Schubert ([KS]). Cabe
anadir que la construccion de tipo 15) es nueva, ya que su existencia quedaba sin de-

cidir en [ABT98|. Por tanto, el Cuadro 2.1 de la pagina 79 es ahora una clasificacion

7
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completa.

Recordamos ahora de [ABT94] la clasificacion de congruencias con curva funda-
mental (aunque alli estd hecho para una Grassmanniana de rectas arbitraria, damos

aqui solo el caso n = 4).

Teorema 2.1.1. Las congruencias Y de G(1,4) con curva fundamental C' son:

i.- Si C es una recta, entonces o bien Y es la interseccion en el P de Pliicker de
Q(C,P*) con una hipersuperficie de grado d (en cuyo caso Y tiene bigrado (d,d))
o bien existe un hiperplano H C P* que contiene a C, tal que Y UQ(C, H) es la
interseccion de Q(C,P*) con una hipersuperficie de grado d (y entonces Y tiene

bigrado (d,d —1)).

1.- Y es un scroll en planos sobre C' y entonces o bien C' es una conica, b = 2 y
a=1 (caso 7) del Cuadro 2.1) 0 a = 2 (caso 11) del Cuadro 2.1), o bien C es

una cubica plana con a =b = 3;

1i.- La curva C' es una cibica plana con a =3 y b = 6.

La ultima clasificacion que recordamos es la de congruencias de rectas en P* con
estructura de fibrado en cuadricas y sin curva fundamental. En [ABT00] se clasifican las
congruencias Y de G(1,n) que son fibrados en cuadricas sobre una curva C' de género g.
En concreto, en la Grassmanniana G(1,4) para tales congruencias existe un morfismo
7 :Y — C de manera que la fibra general en un punto de C, Q, = 7~ *(p) tiene grado
dos en el P? de Pliicker. Por tanto, la clase de Q, en G(1,4) es a©(0, 3) + bQ(1,2) con
a + b = 2. A nosotros nos interesarén las congruencias en que a = b = 1, es decir, que
cada @), es una cuadrica dentro de una G(1,3) C G(1,4), y ademéas que C sea racional.
La clasificacion de las congruencias de este tipo se resume en la tabla 2.2 de la pagina
80:

Analizamos ahora algunos de los tipos particulares de congruencias que han apare-
cido en el Cuadro 2.1, centrandonos en las propiedades que nos serviran en el capitulo

siguiente.
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Cuadro 2.1: Congruencias de G(1,4) de grado a +2b < 8

(a,b) | Descripcion Existencia en G(1,4)
1 | (1,0) | p3 Una seccion de S
2) | (0,1) | Cuadrica Seccion hiperplana de una seccion de Q
3) | (1,1) | P! x P2 Seccion hiperplana de dos secciones de S
4) 1(0,2) | Scroll sobre P Dos secciones de Q @ Q
5) | (0,2) | Threefold de Del Pezzo Seccion hipercuadrica de una seccion de
7 Q
6) | (2,1) | Scroll sobre P! Dos secciones de S & O(1)
7) | (1,2) | Scroll sobre P! con coOnica fundamental
8) | (1,2) | Threefold de Del Pezzo Una seccion de O(1)®3
9) | (0,3) | Scroll sobre P! Con curva de planos fundamentales
10) | (0,3) | Variedad de Mukai Seccion hipercibica de una seccion de Q
’ (interseccion completa)
11) | (2,2) | Seroll sobre P! Tres secciones de S & Q (con conica fun-
’ damental)
12) | (2,2) Threefold de Del Pezzo | ver la construccion hecha en el Ejemplo
’ (P(Tp2)) 2.1.10
13) | (2,2) | Fibrado en cuadricas sobre P" Seccion hipercuadrica de dos secciones de
7 S (con recta fundamental)
14) | (1,3) | Fibrado en cuadricas sobre P! SQe(égl(ogn( 11)11perplana de dos secciones de
15) | (3,2) Threefold de Del Pezzo (ex- | Proyeccion desde G(1,6) de Y inmersa
7 plosion de P? en un punto) con O(H) ® O(H — E) (ejemplo 0.4.24)
16) | (3,2) | Fibrado en cuddricas sobre P! Dos secciones de S & O(2) (con recta fun-
damental)
17) | (0,4) | Threefold de Veronese Una seccion de S?2Q
18) | (0,4) | Threefold de Calabi-Yau Seccion hipercuartica de una seccion de
’ Q (interseccion completa)
19) | (2,3) | Fibrado en cuadricas sobre P! Seccion hiperplana de dos secciones de
’ S¥(1)
. Seccion hiperplana de tres secciones de
20 2,3 2
) | (2,3) | Fibrado en rectas sobre P S@0()
21) | (4,2) | Threefold de Veronese Cuatro secciones de S%2
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Cuadro 2.2: Fibrados en cuadricas en G(1,4) con fibra de clase ©(0,3) + €(1,2)

Fibrados en cuadricas en G(1,4) con fibra de clase Q(0,3) + Q(1,2)

(a,b) | g | Descripcion
a) | (1,3) | 0| Tipo 14) del Cuadro 2.1
b) | (1,4) | 0] 0% — (Q@® Og(1))%?
¢) | (2,3) | 0| Tipo 19) del Cuadro 2.1
d) | (2,4) | 0| 052 — N°S @ 0Og(1)

Ejemplo 2.1.2. (Congruencia del tipo 1)). Sea Y una congruencia para la cual existe
un punto p € P* por el que pasan todas las rectas de Y. Por razones de dimension,
es claro que Y es la congruencia de todas las rectas de P* que pasan por p, ya que
Q(p,P) es irreducible y de dimension tres. Por la Proposicion 0.3.26 la congruencia Y

es el lugar de ceros de una seccion global de S y su bigrado es (1, 0).

Cortando cada recta de Y con un hiperplano fijo H C P* que no pase por p, se
obtiene que Y = P?. Ademéas Q= Ops © Ops(1) es el fibrado que da una inmersion

en G(1,4) (ver (0.3.10) en Observacion 0.3.33).

Por tultimo, es tutil demostrar que la congruencia anterior es la tinica de bigrado
(1,0), es decir con clase 2(0,4) en A3(G(1,4)), (ver [ABT98] lema 4.1). En efecto,
dada una congruencia Y’ cuya clase de equivalencia sea [Y'] = Q(0,4), entonces, ya
que 2(0,4)2(2,3) = 0 se sigue que un hiperplano general de P* no contiene rectas
de Y. Dualizando, la congruencia Y’ se convierte en una familia de dimension tres de
planos de P*" de manera que un punto general no estd en ninguno de ellos. Asi, la
union de estos planos esta contenida en una hipersuperficie V' irreducible. Ahora bien,
se trata de una hipersuperficie de P** que contiene una familia de dimension tres de
planos. Por el Lema 0.4.15 se deduce que V es un hiperplano de P**. Volviendo ahora

a dualizar, se sigue el resultado.
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Ejemplo 2.1.3. (Congruencias de tipo 2)) Sea Y la congruencia descrita dentro de
G(1,4) como la seccion hiperplana del lugar de ceros de una seccion del fibrado cociente
universal Q. El lugar de ceros de una seccion de Q es c2(Q) = Q(II, H), conjunto de

rectas contenidas en un hiperplano H C P*, como se vio en la Proposicién 0.3.26.

Por tanto

es decir, Y tiene bigrado (0,1).

Por otro lado, como G(1,3) = Q(I1, H) es un cuadrica de dimension cuatro, Y, que
es una seccion hiperplana suya también es una cuadrica (de dimension tres). Finalmente
de la sucesion

0 — Qo (—1) — Qapy — <, — 0
se obtiene
h(Q,, ) =4
Ejemplo 2.1.4. (Congruencias de tipo 3)) El cuadro 2.1 muestra que el inico ejemplo
de una congruencia Y de grado a + 2b = 3 es la definida por una secciéon hiperplana
del lugar de dependencia de dos secciones de S y se tiene ademéas (ver [ABT98]) que
Y es el conjunto de rectas que unen un punto de una recta L y un punto de un plano

II (siendo L y II disjuntos en P*).

Por la Proposicion 0.3.26, el lugar de dependencia de dos secciones de S es Q(L,P?),
(que por otra parte es el cono del Teorema 2.1.1), y por tanto la clase de equivalencia
de Y es

Q(1,4)01 = 2(0,4) + Q(1,3),

es decir, tiene bigrado (1,1).

Ademas, el fibrado que define la inmersion de Y en una Grassmanniana escinde, ya
que por el Ejemplo 0.4.3, Qs Opiyp2(1,0) & Oprypz2(0, 1).

Esta congruencia es por tanto un ejemplo de congruencia con recta fundamental,

L, de bigrado (1,1) y con fibrado universal escindido y linealmente normal, puesto que

hO(Q‘Y) = 5.
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Ejemplo 2.1.5. (Congruencia del tipo 6)) Por el Cuadro 2.1, la congruencia Y es
un scroll sobre un P! dada por el lugar de dependencia de dos secciones del fibrado
S®O(1), luego bigrado c3(S®O(1)) = 2Q(0,4)+2(1, 3)). Utilizando el caso particular
del Complejo de Eagon-Northcott descrito en el Corolario 0.2.7, se obtiene la resoluciéon

del haz de ideales de Y siguiente
0— O(—2)" — S§(-2)" 0 0(-1)*? — S§(-1)d SY(~1) — Iy — 0

que al tensorizarlo con Q y tomar cohomologia (utilizando las tablas de cohomologia
del capitulo anterior), ya que H'(SY ® Q(—1)) = C, se demuestra que h'(Q®Zy) = 1.
Luego la congruencia Y viene proyectada desde G(1,5) a G(1,4).

Esta es una congruencia proyectada con recta fundamental (recta definida por las
dos secciones de §). Méas precisamente, en [Alz86] la congruencia se describe de la
siguiente manera: Dado un hiperplano H de P* existe una recta distinguida L' y se fija
una correspondencia ¢ entre los puntos de L y los planos que contienen a L' dentro de
H, de modo que para cada punto p de la recta fundamental L el conjunto de las rectas
de Y que pasan por p son las rectas que ademas estan contenidas en el P? generado
por py ¢(p). La variedad Y C G(1,5) que se proyecta a Y tiene la misma descripcion,
pero cambiando L y H por una recta L y un 3-plano H de P° disjuntos entre si. Como
Y esta contenida en el conjunto de rectas de P® que cortan a L y H, y por el Ejemplo
0.4.3 este conjunto es P! x P3 y Qpiyps = Opiyps(1,0) & Opiyps(0,1). Por tanto Q,

también escinde.

En el Teorema 2.2.9 se demostrara que ésta es la tnica congruencia con recta

fundamental no linealmente normal.

Ejemplo 2.1.6. (Congruencia del tipo 7)) La estructura de scroll en planos de esta

congruencia viene dada de la siguiente forma (JABT94)):

Existe una conica fundamental C' y una recta L C P* que no corta al plano II que

contiene a la conica. Fijado un punto g € C se considera el haz de rectas Q(q, II) (que
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esta parametrizado por los puntos de C'). Entonces para cada punto p € C' se considera
la recta L, = (g, p) del haz Q(g,II) que une los puntos ¢ y p, y se considera hiperplano
H, de P* generado por L, y L. Las rectas de la congruencia que pasan por p son todas
las rectas que ademés estéan contenidas en H,, es decir Q(p, H,) = P2 De hecho la
construccion dada en [ABT94] para un scroll en espacios lineales de dimension n — 2
sobre P! (con conica fundamental) en G(1,n) es ésta que hemos indicado, simplemente
cambiando L por un subespacio de codimensiéon 3. En particular, cortando con un
hiperplano de P* que contenga el plano II se obtiene la congruencia lisa de bigrado

(1,2) en G(L,3).

Observacion 2.1.7. Se puede observar igualmente, que la construcciéon hecha para un
n arbitrario en [ABT94], no sélo para los scrolls en planos sobre una cénica fundamen-
tal sino también para el caso del apartado 7i.— del Teorema 2.1.1 con ctibica plana
fundamental y de bigrado (3, 3) y el caso iii.— con ctbica plana del mismo, verifica la
misma propiedad de restriccion. En particular, nos interesara notar que, considerando
de nuevo las rectas de un hiperplano H que contenga a la curva fundamental, se obtiene

la correspondiente congruencia lisa de P? con curva fundamental.

Ejemplo 2.1.8. (Congruencia de tipo 8)) Sea Y la interseccion completa (1,1,1),
es decir el lugar de ceros de una seccion de O(1)®3. Comprobemos que Y es una

congruencia de G(1,4) de bigrado (1,2) y linealmente normal.

El bigrado se calcula tomando la clase de la seccion hiperplana de G(1,4) dentro

del anillo de Chow, o, y haciendo su auto-interseccion tres veces. Como
(01)* = ((1,4) + Q(2,3))0;1 = Q(0,4) + 29Q(1, 3)
se concluye que el bigrado es (1,2).

Para ver que es linealmente normal se utiliza el Complejo de Eagon-Northcott

enunciado en el Corolario 0.2.7, que en el caso de O — O(1)®3 toma la forma

0— O(=3) — O(-2)® — O(-1)® — Iy — 0



84 Capitulo 2. Ejemplos de congruencias.

y que al tensorizar por Q y tomar cohomologia, implica que
HI(Q & IY) = 07

luego Y es linealmente normal.

Ejemplo 2.1.9. (Congruencias del tipo 11)) Sea Y el lugar de dependencia de tres
secciones de Q@ S. Comprobemos que es una congruencia de G(1,4) proyectable desde
G(1,5) de bigrado (2,2), cuyo fibrado universal no escinde, con conica fundamental y

con estructura de scroll en planos sobre dicha conica.

En efecto, en primer lugar esta variedad es una congruencia de bigrado (2, 2), pues
3(S @ Q) =20(0,4) + 2Q(1, 3).

Por otro lado, para ver que viene proyectada de G(1,5), basta ver que hO(Q‘Y) =6
o equivalentemente h'(Q ® Zy') = 1. Como ya hemos visto en el Ejemplo 0.4.29, existe

una resolucién

0— 0%(=2) — (S®Q)(-2) — SY(-1) B (S®Q)(—2) B O(-1) — Ty — 0.
(2.1.1)
que tensorizando por Q, y usando las tablas de cohomologia del capitulo anterior (en

particular que H'(SY ® Q(—1)) = C) se obtiene que
HY (Q®1Iy)=C, (2.1.2)

luego Y viene de G(1,5).

Sera ttil hacer notar también que de (2.1.1) se deduce que h°(Zy (1)) = 1. Esto
implica que no existen dos planos II; y II; que corten a todas las rectas, ya que cada
conjunto de rectas que cortan a un plano definen una seccion hiperplana de G(1,4),

mientras que Y esta sélo contenida en un hiperplano.

Para finalizar, veamos directamente que esta congruencia posee una conica funda-

mental y es un scroll de planos sobre esa curva. (En (JABT94]) estd demostrado que
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la tinica congruencia con estas caracteristicas posee una conica fundamental y es un

scroll en planos, pero aqui se dar& una construccion explicita.)

Sea s = (s1,89,53) : O — Q& S el morfismo cuyo lugar de generacion es Y, y
lldmese sg : O — Qy ss5: O — S a las proyecciones de s a Q y a S . Para cada
seccion de @ @ S, la proyeccion a Q consiste en dar un hiperplano, y la proyeccion a
S en dar un punto de P* y en general no son incidentes. Sea £ C H°(Q & S), que es
el lugar geométrico de las secciones s’ de Q @& S de manera que el punto definido por
(s')g, estd en el hiperplano definido por (s'),. Tomando coordenadas (zg : -+ : x4)
en P*y (ug : --- : uy) sus duales en P**, E (moédulo multiplicacién por constantes) se

puede ver como la cuadrica definida por las ecuaciones
4

(o : Uy Ug i U3 Uyt Tg: Ty T Ty Ty) E u;z; = 0.
i=0

Entonces, ya que
Y ={leG(1,4) :rg(s1),,s2,,53,) <2}

se tiene que

leY & 35’ €< 51,890,853 > 8|, =0, (2.1.3)

por tanto ' € F ya que L contiene el punto definido por s's y esta en el hiperplano
definido por ¢'g.

Reciprocamente, si s’ € E N (sy, $9, s3), todas las rectas que pasan por el punto
correspondiente a §'s y contenidas en el hiperplano definido por s'g estan en (s')g, y

por tanto en Y.

Sea P? la red de secciones de Q@S definida por s. Su interseccién con la cuadrica de
P? (de las secciones de Q & S) definida por E es una conica C, y se tiene un morfismo
IT1:Y — C que asocia a cada [ la seccion s’ descrita arriba. Por otra parte, s define
otra red (que se puede identificar también con P?) de secciones de S, y por tanto un
plano en P* en el que estara la imagen de la conica C, que sera una curva fundamental
de Y. La fibra de II es, como hemos visto, el conjunto de rectas que pasan por un
punto (el correspondiente de C') y contenidas en un hiperplano que pasa por el punto.

Por tanto, II da una estructura de scroll.
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Ejemplo 2.1.10. (Congruencias del tipo 12)) La proyectivizacion del fibrado tangente
al plano proyectivo da una congruencia de bigrado (2,2) que como variedad en P? es
una seccion hiperplana de P? x P2, De hecho, el proyectivizado del fibrado tangente
del P? se puede ver como la variedad de incidencia Y = {(z,L) € P? x P*" : 2 € L},
y la ecuacion de incidencia {(zo : 21 : o ug : up : ug) € P2 x P20 37w = 0}
es un hiperplano de la inmersién de Segre de P? x P?* en PY por medio del fibrado
Opzyp2+(1,1).

La construccion (obtenida en (JABT98])) de esta congruencia es la siguiente: consi-
dérese la congruencia Y’ definida como la seccion hiperplana del lugar de dependencia

de dos secciones de S§Y(1). Como
CQ(S\/<1)).01 = 29(1,4) + 39(1, 3)

Y’ tiene bigrado (2, 3). Se vera ahora que H°(S(1) ® Zy-) # 0. Para ello basta utilizar
la resolucion del haz de ideales Zy+ de Y’, dada por el Corolario 0.2.9. En este caso,
puesto que Y’ es la seccion hiperplana de dos secciones de SY(1), utilizando una vez

mas el Corolario 0.2.9, Zy tiene una resolucion
0— O0*(-1) — 0?38 — S'(1) @ O(1) — Iy:(2) — 0,

de la cual al tensorizar por S(—1) se puede concluir que H°(Zy: @ S(1)) # 0.

Por tanto, Y’ esta contenida en una congruencia X definida por una seccion de
S(1). Como ¢3(S(1)) = 4€(0,4) + 5Q(1, 3), X tiene bigrado (4,5). Por la Proposicion
2.5 de (|Arr98al), la congruencia residual Y de Y’ dentro del lugar de ceros de una
seccion general de S(1) es lisa. Y puesto que X =Y UY” y la clases dentro del anillo
de Chow son aditivas, [X] = [Y] 4 [Y'], se sigue que

Y] = (2,2).

Ademas, de [Arr98al se sigue también que Zy tiene una resolucion que demuestra, al
tensorizar por Q, que h'(Zy ® Q) = 1, luego Y viene de G(1,5). El hecho de que Y sea

P(Tp2) implica que tiene dos estructuras de fibrado en rectas sobre P2. Ademas, cada
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una de estas estructuras produce un plano que corta a todas las rectas de Y (el plano se
obtiene al variar el centro de los haces de rectas que son las fibras sobre P?). Por tanto,
todas las rectas de Y cortan a dos planos I1 y II". Como Y proviene de Y C G(1,5) no
degenerada, II y II' tienen que ser imagen de dos planos II, II’ C P° disjuntos y todas
las rectas de Y cortan a II y II'. Como por el Ejemplo 0.4.3 el conjunto de rectas que
cortan a I y IT" es P2 x P? sumergido en G(1,5) por Opzyp2(1,0) @ Opayp2(0, 1), se

sigue que Q‘Y es escindido.

Obsérvese que P(Tp2) es la seccion hiperplana de P? x P2, pero en el espacio de
Pliicker de G(1,4), este P2 x P? no esta contenido en G(1,4), mientras que en el espacio
de Pliicker de G(1,5), P? x P? si esta G(1,5).

Ejemplo 2.1.11. (Congruencias del tipo 13)) En [ABTO00| se prueba que ésta es la
tinica congruencia de grado seis con estructura de fibrado en cuadricas sobre P!. Tiene
ademés una recta fundamental y es la interseccion de un hipercuadrica de P4 con el
lugar de dependencia de dos secciones de S (ver el cuadro 2.1). Veamos que esta seccion

hipercuadrica es un congruencia de bigrado (2,2) linealmente normal de G(1,4).

En efecto, el bigrado se calcula observando que
c2(8)201 = Q(1,4)2Q(2,4) = 2(22(0,4) + (1, 3))

y por tanto el bigrado de Y es (2,2).

Para ver que es una congruencia linealmente normal se utiliza una vez més la

resolucion dada por el Corolario 0.2.9
0— O(=3) — O(-1)*2? 3 S(-3) — S(-1) @ O(-2) — Iy — 0

de donde se deduce que H'(Q ® Zy) = 0 y por tanto Y es linealmente normal.

Ejemplo 2.1.12. (Congruencias de tipo 14)) Sea Y la seccion hiperplana de dos sec-
ciones de Q@ & O(1). Como

c(Q @ O(1))oy = Q(0,4) + 3Q(1, 3)
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Y es una congruencia de bigrado (1, 3). Ademas por el Corolario 0.2.9, de la resolucion
de la variedad de dimensién cuatro X generada por el lugar de dependencia de dos

secciones de Q & O(1)
0— 0" —Qa0(1) — Ix(2) — 0
se obtiene una resoluciéon de Zy, que es la siguiente:
0— O0(-3)% — 0(-2)P2® Q(-3) D O(-3) — Q(-2) D O(-1)** — Ty, — 0

Tensorizando con Q y tomando cohomologia resulta que H'(Q ® Zy) = 0 y la con-

gruencia es linealmente normal.

Ejemplo 2.1.13. (Congruencias de tipo 16)) Sea Y el lugar de dependencia de dos
secciones de S®O(2). Como el lugar de dependencia de dos secciones de S es Q(L, P1),

para cierta recta L, entonces L es una recta fundamental para Y. Ademés
c3(S®0(2)) =30(0,4) +29(1, 3),
luego Y tiene bigrado (3,2).

Veamos también que es una congruencia linealmente normal. Del Complejo de

Eagon-Northcott se tiene la sucesion exacta siguiente
0— O(=3)% — S(-3)" 0 0(-1)** — S(-1) & SY(-2) — Iy — 0.

Tras tensorizar con Q, se concluye que H'(Q ® Zy) = 0, por lo que en efecto es

linealmente normal.

Ejemplo 2.1.14. Congruencias de tipo 19) Sea Y la seccion hiperplana de dos sec-
ciones de §Y(1). De nuevo por el Corolario 0.2.9, de la resolucion de la variedad de

dimension cuatro X generada por el lugar de dependencia de dos secciones de SV (1)

0— 0% — 8Y(1) — Ix(2) — 0
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se obtiene una resolucién Zy, que es la siguiente:
0— O(=3)" — 0(-2)2 3 8V (-2) — SV (-1) 8 O(-1) — Iy — 0

Tensorizando con Q y tomando cohomologia, puesto que H'(SY ® Q(—1)) = C resulta
que H'(Q ® Ty) = C. De modo que la congruencia Y viene proyectada desde G(1,5)

y de ninguna otra Grassmanniana de rectas de dimensién mayor.

Ejemplo 2.1.15. (Congruencias del tipo 21)) Construyamos por medio de fibrados la
variedad de dimension tres de Veronese que viene proyectada desde G(1,7) que hemos

construido mediante proyecciones en el Ejemplo 0.4.17.

Por [ABT98], Y es el lugar de dependencia de cuatro secciones de S & S. Como
c3(S @ S) =40(0,4) +2Q(1,3)
se demuestra una vez mas que el bigrado de Y es (4, 2).

Por otro lado, sabemos por el Ejemplo 0.4.17 que ésta es una congruencia que se
proyecta isomorficamente desde G(1,7) en G(1,4). Veamos que en efecto h' (Q®Zy) =
3, usando de nuevo el Complejo de Eagon-Northcott

0— 090(=2) — (S®8)*(-2) — A\(S@8)(-2) — Iy — 0.

Tensorizado por Q y utilizando que
2
H'((Q® A\S)(-2)"* = H'((Q®S8Y)(-1))™* = H'((Q" © 8¥))* = C*.

y que H(QV @8 ®S8)(—1)) por el Ejemplo 1.1.4 es C, se sigue que H'(Q ® Zy) = C3.

Ejemplo 2.1.16. (Congruencias fibradas en cuadricas de tipo b)) Sea Y el lugar de

dependencia de dos secciones de Q & O(1)®*. Puesto que

5(Q® O(1)) = Q(0,4) +4Q(1, 3)



90 Capitulo 2. Ejemplos de congruencias.

el bigrado de Y es (1,4). Por el corolario 0.2.7 del Complejo de Eagon-Northcott, se

tiene la sucesion
0— S?0(=3)% — 0% @ (Q® 0(1)¥)(-3) — (/2\ QaO0(1)*)Y — Iy — 0
que es una resolucion de Zy

0— O(=3)%= Q(=3)2 3 0(—=2)* — O(-1) @ Q¥(-1)®* @ O(=2)— Ty— 0

Tensorizando con Q, tomando cohomologia y haciendo unos célculos sencillos resulta

que H'(Q ® Iy') = 0. Por tanto la congruencia es linealmente normal.

Ejemplo 2.1.17. (Congruencias fibradas en cuadricas de tipo d)) Sea Y el lugar de
dependencia de dos secciones de SY(1) @ O(1). Utilizando el Corolario 0.2.7, se tiene

0— (S?0)(=3)" — 0% @ (8¥(1) @ O(1)) ® O(=3)— (A S'(1) ® O(1))"— Zy— 0
que da una resolucion de Zy
0— O(=3)% — 8Y(-2)" 3 0(-2)"* — 8Y(-1) B S(—2) — Iy — 0

Tensorizando con Q y tomando cohomologia como H'(Q ® §¥(—1)) = C, se sigue que
H'(Q ® Zy) = C. Por tanto la congruencia es la proyeccion isomorfa de una variedad
de G(1,5).

2.2. Normalidad lineal de congruencias con recta fun-

damental.

En [ABT94] se da una clasificacion (enunciada en esta memoria en el Teorema 2.1.1)
de cuéles son todas las congruencias en G(1,4) con curva fundamental, es decir, cuyas

rectas cortan siempre una curva dada. Entre éstas, salvo para un nimero finito de
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familias, la curva es una recta. Se dedica esta secciéon a clasificar qué congruencias con
recta fundamental estan proyectadas desde una Grassmanniana de dimension superior.

El resultado sera que la tinica congruencia en estas condiciones es la del Ejemplo 2.1.5.

La demostracion de un teorema que demuestre la unicidad de las congruencias pro-
yectables con recta fundamental necesita varios lemas y proposiciones que se enuncian

y prueban a continuacién.

Proposicién 2.2.1. La variedad de Schubert, T = Q(L,P*), de las rectas de P* que
cortan a una dada L es un cono de base P* x P? (sumergido en P° por la inmersién de

Segre) y vértice el punto correspondiente por la inmersion de Plicker a la recta L. En

particular, Q(L,P*) estd contenida en un P° del P de Pliicker.

Demostracion. Sea I' # | un punto de Q(L,P*). Entonces las rectas correspondientes
de P*, Ly LI/, se cortan, con lo que la recta (I,1') del P? de Pliicker es el haz de rectas
de P* que pasan por L N L' y contenidas en (L, L'). Por tanto, (I,I') C Q(L,P*), con

lo cual Q(L,P*) es un cono de vértice .

Para calcular la base del cono basta cortar I' con una secciéon hiperplana de P?
que no pase por el vértice. Una seccion hiperplana particular de la Grassmanniana es
tomar un plano IT de P* y considerar el conjunto Q(II,P*) de las rectas que cortan el
plano II. Ademas si Il y L no se cortan, entonces Q(II, P*) no pasa por el vértice del
cono. La interseccion Q(L,P*) N Q(IT,P*) es el conjunto de las rectas de P* que cortan
simultaneamente a la recta L y al plano II dado. Por tanto la base del cono se puede
identificar con el conjunto de las rectas formadas al unir un punto arbitrario de L con
un punto arbitrario de II. Pero segiin vimos en el Ejemplo 0.4.3, esto no es sino la
inmersion de P! x P? en G(1,4) mediante el fibrado Op1,p2(1,0) & Opi1,p2(0, 1), y por
tanto, bajo la inmersion de Pliicker es P! x P? sumergido por

2

/\(Op142(1,0) © Op1p2(0,1)) = Opapa(1, 1)

en P, es decir sumergido por la inmersién de Segre. O
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Nota 2.2.2. Obsérvese que el hecho de que I' esté contenido en un P% era conocido a
priori. En efecto, I' esta contenida en el sistema lineal de dimensién dos de hiperplanos
dado por las rectas que cortan a cada uno de los planos que contienen a L. En coor-
denadas, si L = (xg = z; = x5 = 0) entonces (L, P*) es la interseccién de G(1,4) con

el subespacio pg; = po2 = p12 = 0, con lo que quedan ecuaciones

Po1 = Po2 = p12 =0
Po3P14 + Poap1z = 0
Po3D24 + PoaPaz = 0
P13P2a + p1apas = 0

es decir, el cono de vértice (po1 : -+ :pas:p3a) = (0:---:0:1) (el punto L) y base el

subconjunto de po; = poz = p12 = p3s = 0 de ecuaciones rg Pos P13 P2} 1 (que
Posa P14 P24
es la variedad de Segre).

Lema 2.2.3. Sea I el cono de G(1,4) descrito en la proposicidn anterior, entonces

una desingularizacion del cono consiste en el fibrado proyectivo

[ = P(Opiyp2 ® Opiype(—1, —1))
y ademds, el morfismo de Ta G(1,4) viene definido por un fibrado Q. que aparece en

la sucesion exacta
0 — p"(Op1yp2(0,1)) ® OF(E) — Qf — p*(Opiyp2(1,0)) — 0

donde p : I — P! x P? es el morfismo de estructura y O(E) es el fibrado lineal

tautologico cociente de r.

Demostracion. Se observa en primer lugar que la familia de los planos de P* que
contienen la recta L viene dada por el morfismo P? — G(2,4) definido por el fibrado
OpP?@Op2(1), donde Op2%? = H(O1(1))®Op2. Nétese que el tinico cociente canénico
del fibrado es este ultimo sumando (que corresponde a L), mientras que Op2(1) corres-

ponderia a fijar un plano de P* que no contiene a la recta L. Asi, el fibrado universal
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cociente de G(2,4) restringido a P? aparece de forma natural en la extension
0— O]pz(l) —Q — OP2@2 — 0

Por otra parte, para considerar las rectas de los planos que contienen a L, basta tomar
el proyectivizado dual de Q; es decir, X’ = P(Op"? @ Op2(—1)) — P2 Como dado un
plano II, el fibrado universal de rango dos de G(1,1I) es 7;(—1), la aplicacién natural
X' — G(1,4) viene definida por Tx/p2(—1), siendo Ox(1) el fibrado lineal cociente
tautologico y Tx//p2 el tangente relativo. Multiplicando todo por P! = L, se tiene el

siguiente diagrama

X=P' xX
lp \Tx/nﬂ xp2(—1)
P! x P? G(1,4)

donde se puede escribir X = P(Op1,p2®% ® Op1,p2(0, —1)). Los puntos de X se pueden
ver como ternas (p,II, L"), donde p € L, II es un plano que contiene a Ly L' C IL
Se quiere identificar ahora el subconjunto [ de X para el cual p € L. Para ello se

considera el siguiente diagrama de sucesiones exactas horizontales

0
7

0— p"(Opiyp2(—1,0)) — p*(Op 52 ™) —  p(Opxp(1,0)) — 0
7

0— Ox(—l) — p*(0p1xp2®2@0p1xp2(0,1)) — QX — 0
7

OXGBE)

(2.2.1)
La primera sucesion horizontal es la sucesion exacta de Euler para la recta L y la

segunda es la sucesion universal dual del fibrado proyectivo X. El cociente

Ox® — p*(Op1yp2)®? — p*(Op1,p2(1,0))
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define en cada punto (p,II, L') el punto p dentro de L C P4, mientras que el cociente
OX®5 e p*(OPIXPQEBz EB Oplxpz (O, 1)) — QX

define la recta L' C P*. Por tanto, la variedad de incidencia [ consiste en los puntos

para los que el morfismo p*(@ﬁ?ﬁxpg @ Opiyp2(0,1)) — p*(Oprxp2(1,0)) del diagrama

2.2.1 factoriza por Q, — p*(Opixp2(1,0)), es decir, donde el morfismo compuesto

Ox(—=1) — p*(Op1,p2(1,0)) es cero. Por tanto, T es el conjunto de cocientes
P (0°® 0(0,-1)) — Ox(1)
tales que
P (Opixp2(—1,0)) — p*(o[?fxp? ® Op1yp2(0, —1)) — Ox(1)
es cero. Como el contcleo de
P (Op1xp2(—1,0)) — p* (O, 52 © Oz (0, —1))
es p*(Opiyp2(1,0) @ Opiyp2(0,—1)) se tiene que

I'= ]P(O[Plxﬂw(l, 0) @ Op1 p2 (0, —1))

como subfibrado proyectivo de P(O% & O(0 — 1)) = X. Si tensorizamos por

Op1iyp2(—1,0) podemos entonces escribir

I'= ]P)(O]plX]P’? S% O]P’1><]P’2(_17 _1))7

y basta multiplicar por p*(Opi«p2(—1,0)) para obtener el fibrado tautologico Ox(E)
de T. Es decir,

Or(E) = Oy (1) ® p*(Opiyp2(—1,0)).
Por definicion, sobre I' tenemos un epimorfismo Qr — p*(Opixp2(1,0)). Por otra
parte, del diagrama 2.2.1 se deduce que ¢;(Qx) = Ox(1) ® p*(Opixp2(0,1)). Luego
c1(Qx) = O(F) ® O(1,1) y por tanto el nicleo de Qx — p*(O(1,0)) es p*(O(0,1)) ®

Oz(E), con lo que se obtiene la sucesion exacta del enunciado
0 — p"(Op1xp2(0,1)) @ Op(E) — Q. — p*(Opixp2(1,0)) — 0 (2.2.2)

O
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Observacion 2.2.4. Aunque no se necesita, es interesante observar que I" es en realidad

la explosion del cono Q(L,P?) en su vértice y que E es el divisor excepcional de ésta.

Lema 2.2.5. En las condiciones del lema anterior, se verifica que el divisor E de r
consistente en las ternas (p,11, L") con L' = L se obtiene como el lugar de ceros de una

seccion de Ox(E), y ademds
(p*(Oplxlpz(O, 1)) X Of‘(E))hE = O[pnx]pz(—l, O),
(identificando E con P! x P?).

Demostracion. Todo se reduce a observar que el divisor E se obtiene proyectivizando
el cociente Opiyp2(1,1) B Opiypz — Opiypz, ya que Opiyp2 define la contraccion a un
punto, precisamente el vértice del cono. Asi, F = P! x P? = P(Opip2(—1,—1)), y el
fibrado tautologico O(E)|, es Opiyp2(—1,—1) O

Como primer paso para demostrar que todas las congruencias con recta fundamental
de G(1,4) son linealmente normales veamos primeramente que I es linealmente normal.

Esa es la conclusion del siguiente lema.

Lema 2.2.6. En las condiciones del Lema 2.2.3, se verifican las siguientes afirmacio-

nes:

i.- R'p.(p"(Opyp2(0,1)) ® Op(E)) = 0
ii.- HY(T, p*(Op1yp2(0,1)) © Ox(E)) = 0
iii.- KT, Q) =5

Demostracion. Para ver i.— se utiliza la formula de proyeccion (ver Proposicion 0.2.11).
Asi,
Rlp*(p*(Op1Xp2 (0, 1)) Y Of(E)) = Opiyp2(0,1) ® Rlp*(Of(E)).
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Veamos que el factor R'p,(Oz(E))) del anterior fibrado es nulo. En efecto, por el Lema
2.2.3, el fibrado inversible Ox(E) es el fibrado hiperplano relativo de

P(Op1yp2(—1, —1) ® Opaypz) 2T,

por tanto H'(p~!(p, ), Or(E)| 1) = H' (P!, Opi (1)) es cero. Luego la Proposicion
0.2.13 implica que el fibrado R'p.(Oz(E)) es nulo, por lo que se verifica i.—.

Veamos que de esto ultimo se sigue el punto #2.— del enunciado. En efecto, puesto

que se verifica i.—, se sigue de la Proposicion 0.2.15 que

Hl(f,p*(OPleQ (0,1)) ® Of(E>> = Hl(Pl X ]P’27P*(p*(OIP1 «r2(0,1)) ® Or( )
— Hl(Pl X ]P)z’ OPIX]PQ (O, 1) ®p*(OF(E)))

donde la ultima igualdad es de nuevo la formula de proyeccion. Como p,(Ox(E))

Opiyp2(—1,—1) ® Opiyp2, (ver la Proposicion 0.2.12) por tanto
H'(P' x P?, Op1,p2(0,1) ®@ p(Oz(E))) = H (P! x P?, Opp2(—1,0) © Opap2 (0, 1)).

Por tltimo, la féormula de Kiinneth, (ver Proposicion 0.2.16), permite calcular la coho-

mologia anterior
H'(P' x P?, Op1yp2(—1,0) @ Op1yp2(0,1)) =
1(P1 x P? OPIXPQ( 1 0)) D IJI(IP1 x P2 Oplxw(o, 1)) >~
(P!, Opi(—1)) ® H' (P?, Op2) ® H' (P", Op1 (—1)) @ H°(P?, Op2) @
(P!, Op) @ H'(P?, Op2(1)) ® H' (P!, Op) @ H°(P?, Op2(1)) =0

Il 2
T

& H°

Para terminar la demostracion, falta probar el apartado iit.—, que significa que r

es linealmente normal.

La sucesion exacta (2.2.2) obtenida en el Lema 2.2.3 produce la sucesion larga en

cohomologia

0—H(T, p* (Op1 w2 (0, 1)) @ Op(E)) — HY(T, Q_)=H (T, p*(Op1 xp2(1,0)) )= 0
(2.2.3)
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donde hemos usado que, por ii.— H'(p*(O(0,1)) ® O(E)) = 0. Hallamos la dimen-
sion de H O(ﬁ Qs) calculando las dimensiones de los extremos. La de la derecha es

claramente dos, y para la dimension de la izquierda usaremos la sucesiéon exacta
0 — p"(Oprxp2(0,1)) = p"(Op1xp2(0,1)) @O (E) — (p7(Oprxp2(0,1)) © O (E)), — 0.

Como h°(p*Opiyp2(0,1)) = 3, basta ver que h%(p*((Opiyp2(0,1)) ® Or(E)),) = 0.

Ahora bien, por el Lema 2.2.5 se sabe que
(p*(o]plx]pz (0, 1)) & Of‘<E))|E = Oplxp2(—1, O),

luego es inmediato que no tiene secciones. U

Nos centramos ya en las congruencias con recta fundamental

Observacion 2.2.7. Con las mismas notaciones de los lemas precedentes, sea Y la
congruencia con recta fundamental L, es decir Y C I' y sea Y = p L(Y) C I.
En [ABT94] se demuestra que si Y es una congruencia con recta fundamental el
fibrado Of(—?) sobre T' es, o bien Of(f/) = p"(Opriyp (e, ) ® Op(al), o bien
(’)1:(17) = p*(Opiyp2(a + 1, ) ® Op(FE), con a un nimero entero no negativo. Ade-
mas, alli se prueba también que para el primer caso, el bigrado de Y es (a,a) y en
el segundo de bigrado (o + 1, ). Obsérvese que si « es cero, el tnico caso que tiene
sentido es el segundo y resulta la congruencia del Ejemplo 2.1.2. Esta es el conjunto
de rectas que pasan por un punto p, y en realidad es un caso extremo de congruencia
con recta fundamental (en el sentido de que cualquier recta que pase por p es funda-
mental, pues corta a todas las rectas de la congruencia). De todas formas sabemos que
es linealmente normal. Si @ = 1, entonces las congruencias que salen son de bigrados
(1,1) y (2,1). La primera es linealmente normal como se indica en el Ejemplo 2.1.4,
mientras que para la segunda, el Ejemplo 2.1.5 demuestra que viene proyectada desde

G(1,5). Supondremos pues en lo que sigue que o > 2.

Lema 2.2.8. En las condiciones del Lema 2.2.3 y la Observacion 2.2.7, si Y es una

congruencia con recta fundamental L, con o > 2, entonces Hl(f, QF(—?)) =0.
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Demostracion. De la sucesion exacta (2.2.2) del Lema 2.2.3, tensorizada por (’)1:(}7) se

deduce que el lema quedara demostrado si se prueba que

HY(T,p"(Op ) (1,0)(=T)) = 0 (2.2.4)

HY (T, p*(Op14p2(0,1)) © Ox(E) ® p*(Op1yp2)(=Y)) = 0. (2.2.5)

Demostraremos que estos dos grupos de cohomologia son cero dependiendo de cada

uno de los dos casos de (’)1:(57) y usando la Proposicion 0.2.14 y la féormula de proyeccion.
Para (2.2.4), si Of(f) = p*(Opixpz(a, o)) ® Oz (aE), la Proposicion 0.2.14 afirma

que basta demostrar
H (Pl X P2, p.[p* (Opipe (1 — @, —0)) ® Of(—aE)D —0, (2.2.6)

JiC (]Pl X P2, R'p,[p" (Op1p2(1 — 0, —a)) ® Of(—aE)]) —0, (2.2.7)

y si Of(f) = p* (Opryp2 (1 + o, @) ® Oz (E), basta demostrar

Jig <]p>1 x P2, p.[p* (Opipe (—0r, —a)) @ Of(-OzE)]) —0, (2.2.8)
HO (]Pl x P2, R'p,[p" (Op1yp2(—r, —a)) & Of(—aE)D ~0. (2.2.9)

Anélogamente, para (2.2.5) si Of(?) = p*(Opixp2(r, ) ® Oz (al), basta demos-
trar

e (Pl x P2, p,[p" (Op1xp2 (—r, 1 — ) ® Ox((1 — a)E]) ~0 (2.2.10)
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1o ([Pl x P2, Rip.[p* (Opiwpe(—a, 1 — a)) @ Op((1 — a)E]> ~0 (2.2.11)

y si Ox(Y) 2 p*(Opiyp2 (1 + @, @) ® Op(aE) basta demostrar

Jig ([Pl X P2, p.[p* (Opispe(—a — 1,1 — a)) @ Ox((1 — a)E]) ~0 (2.2.12)

HO (Pl X P2, RUp.[p" (Opispe(—a — 1,1 — @) ® On((1 — a)E]) 0. (2.2.13)

Demostramos finalmente, usando la formula de proyeccion (Proposicion 0.2.11) cada
una de las ocho igualdades (2.2.6)-(2.2.13).

Demostracion de (2.2.6):

H! (IPI x P?, p.[p* (Opryp2(l — a, —a)) ® Of(—aE)]) = 0.

Por la formula de proyeccion

pelp" (Opr 2 (1 — @, =) ® Op(—aE)] & Opiyp (1 — @, =) @ p.(Op(—aFE)),
y por la Proposicion 0.2.12 ii.— p.(Op(—aF)) = 0 ya que o > 2.
Demostraciéon de (2.2.7):

1O (B! x B, RUp.[p* (Oppo(1 — 0, —a)) @ Op(~aE)]) = 0.

De nuevo por medio de la féormula de proyeccion, se tiene que:

R'p.[p*(Opxp2) (1 — o, —a) @ O(—aE)] =
= Opyr(l —a,—a))) ® Rip(O(—ak)).
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Usando el apartado v.— de la Proposicion 0.2.12 y por el Lema 2.2.3 se tiene que
R'p.(O(=aE)) = p.Og(a = 2)" @ Op1p(1,1),
y puesto que « > 2, se sigue de la Proposicion 0.2.12 que
pOp(a—=2)" = S7(Opiype(—1,—1) © Opryp2)" =
= Opiype(0—2,0—2) B - D Opiyp2(1,1) & Opiyp2.

Por tanto,

12

R'p.(O(-aE)) = p.Op(a—2)" @ Opipa(1,1) =

= OPIXPQ(O[ — 1,0( — 1) Pb---P OP1XP2<272) ) O]plXPQ(l, 1),

HY(P' x P?, Opryp2(1 — @, —))) @ R'p.(Op(—akF)) =
HO(P' x P?, Op1,p2(0, —1) @ Oprypa(—1,-2) B --- B

I

®O0p1yp2(2 —a,1 —a)) =0
que es cero para todo o > 2, por la formula de Kiinneth (Proposicion 0.2.16).
Demostraciéon de (2.2.8):

H' (Pl x P, p.[p* (Oprp2(—ar, —)) @ Of(—aE)]) = 0.

Como para (2.2.6), de la formula de proyeccion y de la Proposicion 0.2.12 apartado
1. —
Plp* (OI[MXI[DZ(—O[, —a)) ® Ox(—ak)] =0

con lo que no tiene grupo de cohomologia de orden uno.
Demostraciéon de (2.2.9):

H° (pl x P?, R'p.[p* (Oprxp2(—a, —)) @ (%(—aE)]) = 0.
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Como en (2.2.7) por la formula de proyeccion,
R'p.[p* (OplXIpQ(—Oé, —a)) ® O(—ak)] = Opiyp2(—a, —a) ® Rlp, (Of(—aE)).
y por la expresion de R'p,(O(—«akFE)) ya obtenida entonces se sigue que

H(P' x P?, Op1yp2(—a, —))) @ R'p.(Op(—aE)) =
> HYP' x P?, Opyp2(—1,—1) @ Opryp2(—2,—2) B -+ D
@ Opiyp2(l—a,1—a))=0.

Demostracion de (2.2.10):

Jig ([Pl X P2, p. [p* (Opipe(—0, 1 — ) ) ® O(1 — a)E)]) ~0.

De nuevo por la formula de proyeccion se tiene que

PP Opryp2(—, 1 — ) ® Ox(1 — @)E) = Opryp2(—a, 1 — a) @ p, (Of((l — a)E))
y por la Proposicion 0.2.12 7i.— p.(Oz(1 — a)E) = 0 por ser a > 2.
Demostracion de (2.2.11):

HO (Pl x PQ, Rlp*[p* (O]plx]p?(_a’, 1— a)) ® Of(l — Oz)E]) =0.

Como antes por la formula de proyeccion se tiene que
R'p.[p* (Opixpz2(—a,1 — a)) @ Op(1 — @) E] = Opiypz(—a, 1 — ) @ R'p.(Op(1 — ) E)
Usando de nuevo la Proposicion 0.2.12 apartados it.— y v.— se tiene que

R'p.(Or((1 = a)E)) = p.(Op(ar—3))" @ Opiypa(1,1) =
= Safg(Ople(—l, —1) @ Op1yp2)” @ Opryp2(1,1),
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o cero si a = 2. Luego

HO(P' x P?, Opiyp2(—a, 1 — ) @ R'p.((1 — )E))) =
HO(P' x P2, Opyp2 (=2, —1) @ Op1yp2 (=3, -2) @ - @ Opiyp2 (1 —,2 — ) =0

Demostracion de (2.2.12):

H' <P1 X P2, p.[p* (Oprype(—a — 1,1 — ) ® Op(1 — a)E]) — 0.

De nuevo por la formula de proyeccion

pulp* (Oprup2(—a = 1,1 — ) @ Op(1 — a) E] =
= O(-a—1,1-a)®p.(0x(1 —)E)

que es cero por la Proposicion 0.2.12 ii.— si @ > 2. Cabe resaltar que es aqui donde

falla la anulacién para la congruencia del Ejemplo 2.1.5 , ya que si a = 1 se obtiene
Y (P! x P? p.p*Opiyp2(—2,0)) = 1.

Demostraciéon de (2.2.13):

1O (B! x B, RUp.[p* (Opiee(—0 — 1,1 - ) © O (1 — ) F] ) =0.

De la féormula de proyeccion
R'p.[p* (Opixpz(—a—1,1-a)) @O (1= ) E] = Opiyp2(—a—1,1—a)@R'p.((1—a)E))

por la expresion para R'p,(O=((1 — a)E) encontrada en la demostracion de (2.2.11
r

se sigue que (si a > 3)

HO(P' x P Op1yp2(—a — 1,1 — a) @ R'p,((1 — a)E))) =
H(P' x P?, Op1yp2(—3, —1) @ Op1ypo(—4, —2) @ -+ - @ Opryp2(—,2 — ) = 0

O
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Podemos ya demostrar el teorema central de esta seccion
Teorema 2.2.9. Sea Y una congruencia de G(1,4) con recta fundamental L que no

sea la congruencia del Ejemplo 2.1.5. Entonces Y es linealmente normal.

Demostracion. Como Y posee recta fundamental ha de estar contenida en la variedad
de Schubert T' 2 Q(L,PY). Sea Y = p~}(Y) c I. Dado que el morfismo I en G(1,4)

estd definido por el fibrado de rango dos Q_, del diagrama conmutativo

~ ~ Q.

Y ¢ T — G(1,4)
! Lo /

Y c T

se sigue que p*Qy = Qpy. Por tanto H(Y,Q, ) C H(Y,p.p*Q, ) = HO(Y, Qry)- Y

la demostracion se terminara si se prueba que h°(Q_ ) < 5.
De la sucesion exacta corta
0 — Op(=Y) — Op — Of, — 0

tensorizada con Q_ y tomando cohomologfa, se sigue usando el Lema 2.2.8 que se tiene
un epimorfismo

H(Q.) — H(Q..) — 0O, (2.2.14)

y por tanto h°(Qgy) < h°(Qg). Luego por el Lema 2.2.6 se tiene que h°(Qpy) < 5.
[






Capitulo 3

Congruencias con fibrado universal

coclente escindido.

Finalmente, en este tultimo capitulo de la memoria, se da una clasificacién de las
congruencias Y de G(1,4) que tienen el fibrado cociente universal escindido. En la
primera secciéon enunciamos el teorema y dividimos la demostraciéon en casos, depen-
diendo del ntimero de secciones globales independientes de cada uno de los sumandos

del fibrado. Los dos casos mas complicados los trataremos cada uno en una seccion.

3.1. Teorema de clasificacion.

En el caso de congruencias en P?, Arrondo y Sols (ver [AS92| Proposicion 5.7)
clasifican aquéllas cuyo fibrado universal cociente escinde. El resultado preciso (que

necesitamos mas adelante) es el siguiente:

Proposicién 3.1.1. Las tinicas congruencias de G(1,3) con fibrado universal cociente

escindido son:
i.- S =P Qi = Op2 ® Op2(1) y bigrado (1,0).
i.- S =P' xP', Qg =05(1,0)®Os(0,1) y bigrado (1,1).

iti.- S = P? es la explosion del plano en un punto, Qy = Og(L — E) ® Os(L) y
bigrado (2,1).

105
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S =P Q, = Op2(1) ® Op2(1) y bigrado (3,1).

El resultado analogo para P4, a cuya demostracion se dedica este capitulo, es el

teorema siguiente:

Teorema 3.1.2. Teorema de clasificacion. SiY es una congruencia de G(1,4) tal

que la restriccion del fibrado cociente Q descompone, entonces el par (Y, Q|y> es uno

de los siguientes:

1.~

1. -

.-

Vi.-

Y = P3 es la congruencia formada por todas las rectas que pasan por un punto p

de P4, y Q,, = Ops ® Ops(1). El bigrado es (1,0) (ver el Ejemplo 2.1.2).

V2P xP?yQ = Opiyup(l,0) © Op1yp2(0,1). El bigrado es (1,1) (ver el
Ejemplo 2.1.4).

Y = HNP' xP? es una seccion hiperplana de P' x P? y Q = Opi,pa(1, 0)y @
Opixps(0, 1)y El bigrado es (2,1) (ver el Ejemplo 2.1.5).

Y = P(Tp2) es la variedad de incidencia de P? x P?* definida por el fibrado es-
cindido Opszyp2+(1,0) B Opzp2+(0, 1). El bigrado es (2,2) (ver el Ejemplo 2.1.10).

Y = P3 es la explosion de P* en un punto y Q, =Oy(H)®Oy(H — E), donde
H es un hiperplano de P? y E es el divisor excepcional de la explosion. El bigrado

es (3,2) (ver el Ejemplo 0.4.24).

Y 2 P? es la variedad de dimension tres de Veronese y Q= Ops(1) @ Ops(1).
FEl bigrado es (4,2) (ver el Ejemplo 2.1.15).

A partir de ahora, Y denotard una congruencia de G(1,4) cuyo fibrado universal

cociente Q‘Y escinde en suma directa de fibrados lineales y escribiremos Q|y =L ®

L,. Se supondra también que h°(L;) < h°(Ls). Obsérvese que la descomposicion de

Q|Y

implica que todas las rectas de Y cortan a los subespacios de P* determinados

por HY(Ly) y por H°(L;). En particular, si h°(L;) = 1, entonces Y tiene un punto
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fundamental, y como se observo en el Ejemplo 2.1.2, Y debe ser la congruencia del caso
i.— del Teorema 3.1.2. Por tanto, se puede suponer que h°(L;) > 2. Veamos primero

cudles son los posibles valores de h%(Q, ).

Recordamos en primer lugar que cuando la dimensién del primer grupo de cohomo-
logia H O(Q‘Y), es mayor estrictamente que cinco, la congruencia Y no es linealmente

normal en G, sino que proviene de G(1,n) con n = h%(Q}, ) —1 > 4,

Y —=G(1,n) (3.1.1)

.,

G(1,4)

donde la inmersion Y — G(1,n) estd definida por Q, .

Observacion 3.1.3. Si hO(Q‘Y) < 4, entonces Y C G(1,H) para algin hiperplano
H C Py h°(Ly) = h%(Ly) = 2. Por tanto, las rectas de Y cortan dos rectas disjuntas
de H e Y estaria contenida en un variedad de dimension dos, lo que es absurdo. Por

tanto, se tiene siempre que hO(Q‘Y) > 5.

Si hO(Q‘Y) = 5 se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.1.4. Las unicas congruencias Y de G(1,4) que son variedades linealmente
normales y cuyo fibrado universal Q|y escinde son los casos 1.— y it.— del Teorema

3.1.2.

Demostracion. Como se ha indicado, si Y no es la congruencia del caso i.— del Teorema
3.1.2, entonces h°(Ly) = 2y h%(L,y) = 3. Por tanto, la congruencia Y esté contenida

en

Q(L,P*) N QIL, PY),

donde L es una recta y IT un plano de P* disjuntos entre si definidos respectivamente
por H°(L) y H°(L,). Puesto que la codimension de Q(L,P*) es dos y la de Q(II, P*) es

uno, la de su interseccion es tres. Por tanto, por motivos de dimension e irreducibilidad
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ambos conjuntos coinciden. Asi, Y es el conjunto de las rectas de P* que cortan una
recta y un plano disjuntos dentro de P*, luego es la congruencia del Ejemplo 2.1.4.

Exactamente el caso 77.— del Teorema 3.1.2. O

Si por el contrario se tiene que hO(Q‘Y) > 6, entonces se verifica:

Proposicién 3.1.5. Si Y es una congruencia de G(1,4) tal que Q, =Li® Ly con
h2(Q,,) > 6y h°(Ly) = 2 entonces Y es la congruencia del Ejemplo 2.1.5y h°(Q, ) =

ly

6 (por tanto, estamos en el caso iii.— del Teorema 3.1.2).

Demostracion. Como h°(Ly) = 2, la congruencia Y tiene recta fundamental definida
por H°(Ly) y como h°(Q, ) > 6, Y no es linealmente normal. Por el Teorema 2.2.9
la tnica congruencia con recta fundamental no linealmente normal es la del Ejemplo

2.1.5, de modo que se sigue el resultado. 0

Por otra parte, se tiene siempre que hO(Qly) < 8y en el caso en que sea exactamente
hO(Q‘Y) = 8 se tiene justamente el caso vi.— del Teorema 3.1.2, como se deduce del

siguiente teorema demostrado en [Arr99:

Teorema 3.1.6. Sea Y una congruencia de G(1,4) que es proyeccion isomorfa de una
variedad tridimensional Y no degenerada de G(1,7). Entonces Y es la variedad de

Veronese del Ejemplo 2.1.15.

Observacion 3.1.7. Por tanto quedan por estudiar sélo dos casos: hO(Qly) =6y
hO(Ly) = h2(Ly) = 3y B°(Q,,) = 7, h°(Ly) = 4, h%(Ly) = 3. Se dedican las dos
secciones siguientes a estudiar ambos casos, viendo que el primero se da exactamente
para el Ejemplo 2.1.10 (caso iv.— del Teorema 3.1.2), y que el segundo para el Ejemplo

0.4.24 (caso v.— del Teorema 3.1.2).
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3.2. Congruencias proyectables desde G(1,5) sin recta

fundamental.

Para clasificar el caso h°(L;) = h°(Ly) = 3, demostraremos en esta seccion el

siguiente teorema:

Teorema 3.2.1. Sea Y C G(1,4) una congruencia que es proyeccion isomorfa de una
variedad no degenerada Y' C G(1,5) tal que todas las rectas de Y' cortan a dos planos
disjuntos de I1; y Ily de P°. Entonces Y es la congruencia del caso iv.— del Teorema

3.1.2.

Demostracion. El conjunto de rectas de P> que cortan a II; y II, se puede identificar
(ver Ejemplo 0.4.3) con Z = II; x Il sumergido en G(1,5) mediante Q, = O«(1,0) @
0z(0,1). Identificando Y’ con Y, podemos ver Y como divisor de Z. El grupo de Picard,
Pic(Z), de Z esta generado por las clases de las secciones hiperplanas de cada unos de
los planos II; y Il,. Sea h; la secciéon hiperplana de I, y hy la seccion hiperplana de

Iy, entonces la clase de Y en el anillo de Chow A(Z) de Z sera de la forma
[Y]Z = Oéhl + Bhg, (321)

para ciertos 'y ( en Z. Del Ejemplo 0.4.27 se sigue que la relaciéon entre el bigrado

de Y en G(1,5) (que es el mismo que en G(1,4)) y la clase de Y en Z es
a=a+ =0 (3.2.2)

La idea ahora es ver que el hecho de que Y se proyecte a G(1,4) impone fuertes

condiciones numéricas sobre « y sobre .

En efecto, sea p el punto centro de proyeccion de P5 a P* que induce la proyeccion
G(1,5) --» G(1,4). Si p esta en II; para algtin i € {1, 2}, la proyeccion de ese plano es
una recta L de P*. Por tanto en este caso, la proyeccion de Y seria una congruencia
en P con recta fundamental. Ya se ha visto (Teorema 2.2.9) que la tnica congruencia
proyectada con recta fundamental es la del Ejemplo 2.1.5, que no tiene dos planos

fundamentales.
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Por tanto, p no estd ni en II; ni en Il,, y la proyeccion de ambos planos II; y
II, son otros dos planos de P* pero que ahora se cortan en un punto. Sean entonces
pe = (p, Iy N Ila y p1 = (p, IIy N II;. Como (p,I1;) N (p,IIy) tiene dimension uno
y contiene a los dos puntos anteriores py,ps y el centro de proyeccion p, se sigue que
P, p1, D2 son tres puntos alineados (de hecho p; y py se proyectan al mismo punto, al

de interseccion de las imagenes de I1; y Il).

La condicién para que dos rectas L; y Lo de P5 (que no pasen por p) se proyecten
desde p en la misma recta de P4, es que el espacio que generan, (Lj, Lo), sea de di-
mension dos y que contenga a p. En este caso, si los puntos Ly N1IIy, Ly N1l;, Ly N1,
y Lo N1l fueran distintos entonces los dos primeros generarian una recta de II; y los
dos ultimos una recta de Il,, que deberian cortarse por estar contenidas en el plano

(L1, Ly). Como II; y I3 no se cortan, esto es un absurdo.

Por tanto, si L; v Lo se proyecta a la misma recta de P*,

LiNLy C Iy, obien L;NLy,cC Il

Si por ejemplo Ly N Ly C I, entonces el plano (L, Ls) esta generado por p y los
respectivos puntos de interseccion de Ly y Lo con Ily. Por tanto, (L1, Ls) C (p1,I15),
por lo que necesariamente el punto de interseccion de Ly y Ly (que es la interseccion
de Ly y Ly) es p;. De aqui se deduce también que (L;, Lo) N Tly es una recta L que

contiene a ps.

Es decir, todas las rectas de un haz Q(py,II) (resp. Q(po,I1)) donde II es el plano
generado por p; (resp. ps) y una recta de Iy (resp. II;) que pasa por p, (resp. p1) se

proyecta en la misma recta.

En consecuencia, como Y es proyectable, el producto interseccién en Z de Y con
cada uno de los haces anteriores A es a lo mas uno. La clase en Z de un haz de la

forma Q(py,II) es hi®hy, por lo que

1> [Y].h2hy = abdhy + BR2HE = 3.
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Analogamente, la clase de un haz de la forma Q(ps, 1) es hihy?, por lo que
a <1.

Por tanto, de (3.2.2) se obtiene que los posibles bigrados de Y en G(1,4) son, (1,1) o
(2,2).

La tnica congruencia de bigrado (1,1) de G(1,4) es la del Ejemplo 2.1.4, (ver

Cuadro 2.1 en la seccion 2.1). Pero hemos visto que es linealmente normal.

Para bigrado (2, 2), los unicos ejemplos posibles son (ver de nuevo la tabla 2.1 en la
seccion 2.1), el Ejemplo 2.1.9, el 2.1.10 y el 2.1.11. El Ejemplo 2.1.11 lo excluimos por
ser linealmente normal, mientras que el Ejemplo 2.1.9 se excluye porque vimos que no
tenia dos planos que cortaran a todas las rectas. Queda soélo el caso del Ejemplo 2.1.10
(caso iv.— del Teorema 3.1.2), que ya vimos que no es linealmente normal y su fibrado

universal escinde. U

Un modo alternativo para excluir a priori el bigrado (1,1) en la demostracion
anterior es observar que o = 0 (resp. § = 0) implica que por un punto general de II;
(resp. Il3) no pasan rectas de Y, por lo que existiria una curva en Iy (resp. Il,) tal
que por cada punto de ella pasa una familia de dimension 2 de rectas de Y'; es decir, Y
tendria curva fundamental. Esta posibilidad se excluye con el siguiente resultado (que

se utilizara en la siguiente seccion):

Proposicion 3.2.2. Si Y es una congruencia de G(1,4) que posee una curva funda-

mental y cuyo fibrado cociente Q‘Y escinde, entonces la curva es una recta.

Demostracion. Supongase que el fibrado Q ~de Y escinde en suma de dos fibrados
lineales, L1 y Lo, y supéngase también que Y posee una curva fundamental que no
es una recta. Por el teorema de Arrondo, Bertolini, Turrini que enunciamos en el
Teorema 2.1.1, la curva fundamental es plana y los posibles bigrados son (1,2), (2,2),
(3,3) 6 (3,6). Por la Observacion 2.1.7 considerando las rectas de Y contenidas en

un hiperplano general que contenga al plano de la curva fundamental se obtiene una
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superficie lisa S de G(1,3) con curva fundamental y el mismo bigrado que Y. Pero
entonces el fibrado universal de G(1, 3) restringido a S debe escindir, y se puede usar
la clasificacion de [AS92| (que hemos enunciado en la Proposicion 3.1.1). Pero ninguno
de los bigrados de las superficies de tal clasificacion coincide con los anteriores , por lo

que se llega a contradiccion.

Por tanto, la curva fundamental es una recta. O

3.3. Congruencias proyectables desde G(1,6).
En esta seccion estudiamos el caso h°(Q, ) =7 con h%(Ly) =3y h%(Ly) = 4.
Se dedica toda esta seccion a demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.3.1. La tnica congruenciaY de G(1,4) que viene proyectada desde G(1,6)
y cuyo fibrado universal Q, — escinde como L1 & Ly con H(L)) =3y H°(Ly) =4 es

el caso v.— del Teorema 3.1.2.

Puesto que el nimero de secciones globales independientes de @, es siete, Y vendra
de una proyeccion de G(1,6) en G(1,4) definida por una proyeccion P¢ --» P* desde

una recta L.

Notacion 4. Se denotara por I} = P(H"(L;)) de dimension dos y por Ay = P(H?(L,))
de dimension tres, a las dos subvariedades lineales disjuntas de P® que intersecan a

todas las rectas de la imagen de Y en G(1,6).

Proposiciéon 3.3.2. Si Y es una variedad de G(1,6) proyectable a G(1,4) y en las
condiciones de la Notacion 4 anterior, e Y es la variedad de P° union de las rectas de

Y, entonces se verifica:

i.- Y DI y dim(Y N Ay) > 2.
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.- El centro de proyeccion L no corta a Iy.
i11.- El centro de proyeccion L no corta a As.

Demostracion. Para demostrar i.—, usaremos reduccion al absurdo.

Si dim(Y N1I;) fuera cero o dim(Y N Ay) es cero, entonces Y tendria un punto
fundamental y serfa la congruencia del Ejemplo 2.1.2 que es linealmente normal y

proyectable, lo cual es imposible.

Si en cambio Y NII; o Y N A, fuera una curva, la congruencia Y tendria curva
fundamental y fibrado cociente universal escindido. Y por la Proposicion 3.2.2 la curva
fundamental seria una recta. Pero el Teorema 2.2.9 demuestra que una congruencia
de G(1,4) con recta fundamental viene proyectada a lo mas de G(1,5), con lo que

llegamos a una contradiccion.

Para demostrar 7i.— basta observar que el centro de proyeccién no puede cortar a

Y y como por i.— Y D IIy, tampoco corta a II;.

Para demostrar iii.—, se observa que, como L no corta a Y, de i.— se deduce
que corta a Ay a lo méas en un punto. Si L cortara a A, en un punto p, (lo que se
puede dar solo si dim(Y N Ay) = 2), entonces se podria descomponer la proyeccion
G(1,6) --» G(1,4) en dos proyecciones desde un punto (el primero de ellos el punto
p). Asi, la variedad Y seria, tras la primera proyeccion, el conjunto de rectas que unen
puntos de la proyeccion de II; sobre P, que sigue siendo un plano, y la proyeccion
de As que es un plano ahora. Es decir, Y seria una subvariedad de dimension tres de
G(1,5) proyectable a G(1,4) formada por las rectas que cortan dos planos disjuntos.
Pero el Teorema 3.2.1 excluye la existencia de tal variedad, ya que la tinica que existiria
no proviene de G(1,6). O

En nuestras condiciones, Y esta contenida en Z = II; x A, sumergido en G(1,6)
por Oz(1,0) @ Oz(0,1) (ver Ejemplo 0.4.3). Sea hy la clase de la seccion hiperplana
del plano P2, y sea hs la seccién hiperplana de A,, entonces la clase de Y en Z seria

de la forma:
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Y]z = ah + Bhohs + ~vh3, (3.3.1)

donde «, 3y v son niimero enteros. La idea es limitar «, 3, y usar el Ejemplo 0.4.28

para calcular los posibles bigrados.

Lema 3.3.3. Con la notacion de (3.8.1), 3 =0 ¢ 5 =1.

Demostracion. Sea L el centro de la proyeccion P® --» P* que induce la proyeccion
G(1,6) --» G(1,4). Por la Proposicién 3.3.2, dim(Y NAy) > 2y el centro de proyeccion
no corta ni a I} ni a Ay. Asi, II; y Ay se proyectan isomérficamente en P4, y la imagen
de Y tras la proyeccion esta formada por las rectas que cortan siempre dos subespacios
lineales de P* de dimension dos y tres, respectivamente. Sin embargo, estos nuevos

subespacios de P* se cortan en una recta de P*.

Sean las rectas
L2 = <L,A2> N Hl y L3 = <L,H1> N AQ.

(ambas tendréan la misma imagen por la proyeccion, precisamente la interseccion de las
imagenes de II; y Ay). En Z se tiene de forma natural un subconjunto @ = P! x P!
que se corresponde con las rectas de P°® que cortan a Lo y a L3. Su clase en A*(Z) es
hohs? y por construccion se tiene que todas las rectas de () se proyectan a una misma
recta L' de P* (la interseccion de las proyecciones de II; y Ay). Como Y se proyecta
isomorficamente desde L, ha de ocurrir que el producto interseccion de las clases de Y

y de @ en el anillo de Chow de Z, A*(Z) sea menor o igual que uno. Como
1> [V][Q] = (ah3 + Bhahy + 7h3) (hsh3) = B, (3.3.2)

se sigue el resultado. O

Por otro lado, sea p, € II; un punto general y considérese el correspondiente sub-
conjunto (de codimension 2), {pa} X As C Z de las rectas que pasan por py y cortan a
A,. Por la Proposicion 3.3.2 i.—, Y N ({p2} X A) es una curva , que sera de la forma

{p2} x C,,, donde C,, es una curva de A,.
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Lema 3.3.4. La curva C,, general es una recta.

Demostracion. Si Cp, no es una recta, los planos generados por el punto p, y una bise-
cante de la curva C),, C A son planos malos de Y (ver Definicion 0.4.10). Distinguiendo

los casos en que (), es curva plana o no, se tiene:

i.- La curva es plana, entonces las bisecantes a Cj,, generan un plano. Por tanto

sz -union de los planos malos de Y por el punto ps- es un P3.

ii.- La curva no es plana, luego las secantes a C), generan todo el espacio que contiene

ala curva y Y, es un P

De modo que se obtiene de esta manera una familia ¥Y de dimension dos (al variar
po en un abierto de II;) de espacios lineales de dimension tres o cuatro, respectiva-
mente contenidos en la unién de planos malos. Pero la unién de los planos malos de Y
tiene dimension como méaximo 4, pues Y es proyectable. Por el Lema 0.4.16, la tnica
posibilidad es que la unién de los planos malos sea un P*. Pero cada recta de Y esta
contenida en un plano malo, con lo que se tendria que la congruencia Y esta contenida

en una G(1,P*), lo que es absurdo. O

Nota 3.3.5. De ahora en adelante escribiremos r,, en vez de C), para todo p, en II;.

Sea V la familia de rectas r,, de G(1, Ay) al variar ps en un abierto U de II;.

Lema 3.3.6. V tiene dimension dos.

Demostracion. Silafamilia de rectas r,,, de Ay tuviera dimension cero, entonces rp, = r
Vpy v r seria una recta fundamental para Y. Pero el Teorema 2.2.9 demuestra que no

existen congruencias en G(1,4) proyectables desde G(1,6).

El caso en que V tuviera dimension 1 se elimina, en parte, de nuevo mirando la
. ., © .
dimension de los planos malos. En efecto, el morfismo II;—V, que asocia a cada

punto p, la recta r,,, tendria fibra general de dimensién uno. La observacion principal
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es que, fijada r € V' y dados p,, p, € II; tales que r,, = Ty, = 7, entonces todos los
planos generados por ps y ph y un punto ¢ cualquiera de r son planos malos (ya que

las rectas (p2,q) y (ph, q) estan en Y').

En este punto, el razonamiento se termina dependiendo de cémo es la fibra general
de ¢ sobre un elemento r € V, que puede identificarse con una curva C, (plana) de
I1,. Por la observacion anterior, el cono con vértice la recta r y base la variedad de
secantes de C,. es union de planos malos. Si C,. no fuera una recta, tal cono seria lineal
de dimensién 4, en concreto el subespacio generado por la recta r y el plano II;. Como
la unién de planos malos de Y tiene dimension 4, tal subespacio es fijo al variar r, con

lo que Y estaria contenido en una G(1,4), lo que es absurdo.

Si en cambio C, fuera una recta, se tendria que por un punto general de II; pasa
s6lo una recta de la familia {C, },cy . En efecto, si por un punto general ¢ de II; pasaran
dos rectas C, y C, distintas, entonces r = ¢(q) = 1/, lo que es absurdo. Por tanto la
familia {C, },cy tiene que ser un haz de rectas, y en particular V' es una curva racional.
Para cada C,, se tiene que el conjunto de las rectas que cortan a C, y a r (que es
una cuadrica lisa en G(1,6)) esta contenido en Y. Por tanto, Y tendria estructura
de fibrado en cuadricas sobre una curva racional. Por la clasificacion de [ABT00] (ver
Teorema 2.2) la proyeccion de Y a G(1,4) tiene que ser la de una de los Ejemplo 2.1.12,
2.1.16, 2.1.14 0 2.1.17. Pero se ha visto que todas ellas tienen hO(Q‘Y) < 6, con lo que

se llega a una contradiccion.

Tal contradiccion viene de suponer que V tiene dimension uno. Luego V' tiene

dimensién dos. O

Observacion 3.3.7. En la demostracion anterior, del hecho de que la familia {C, },cy
fuera un haz de rectas con base un punto ¢ no se deduce que todas las rectas C,. tengan

la misma imagen r, ya que ¢q no es general y por tanto ¢ puede no estar definida en q.

Lema 3.3.8. Por un punto general de Ay pasa una inica recta de V.
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Demostracion. Supongase que por un punto general ps € A, pasan dos rectas 7,, y
7”;/;'2 correspondientes a puntos py y ph de II;. Entonces las rectas (po, p3) v (ph, p3) son
puntos de Y y generan un plano malo que pasa por ps € A,. Al variar p3 en Ay se
obtiene una familia de dimensién tres de planos malos. Como por un punto general del
Ay pasa s6lo un ntmero finito de planos de esta familia la dimension de la unién de los
planos malos es al menos cinco. Pero como Y es proyectable, la dimension de la union

de los planos malos de Y es menor o igual que cuatro, lo que es imposible. O

Observacion 3.3.9. Puesto que entonces la familia V' es una congruencia de G(1, As) de
orden uno, se puede terminar la demostracion utilizando el resultado de Ran [Ran86|
sobre la clasificacion de las congruencias de orden uno en G(1, 3). Calculando para cada
una de ellas los coeficientes dentro del anillo de Chow y descartando las que tienen 3

mayor que uno se llegaria al resultado del Teorema 3.3.1.

Sin utilizar el resultado de clasificacion de congruencias de G(1,3) de orden uno

también se puede demostrar el teorema 3.3.1 directamente de la siguiente manera:

Lema 3.3.10. Con la notacion 3.3.1, a = 1.

Demostracion. Claramente o = Y. h3, luego geométricamente es el nimero de rectas
de Y que pasan por un punto general de A,. Por la Proposicion 3.3.2, a > 0. Supdngase
que o > 1y sea p € Ay. Como por el Lema 3.3.8 por p pasa una tnica recta r,, para
cierto py € II; de la familia V', se sigue que para todo g en r,,, la recta (ps, ¢) pertenece
a'Y,y en particular, la recta m = (py, p) es un elemento de Y. Como se esté suponiendo
a > 1, existe al menos otra recta de Y que pasa por p. Es decir, existe p’ € II; tal que
m’ = (p/,p) estda en Y. Claramente (m,m’) es un plano malo que pasa por p. Moviendo
ahora p en A, se obtiene una familia de dimension tres de planos malos de Y. Como en
la demostracion del Lema 3.3.8, se llega a una contradiccion con el hecho de que Y es
proyectable a G(1,4) y que por tanto la uniéon de los planos malos tiene a lo méximo

dimensioén 4. O
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Lema 3.3.11. Con la notacion 3.3.1, v = 1.

Demostracion. Del mismo modo que en el caso anterior, v es el nlimero intersecciéon
siguiente

correspondiente al nimero de rectas de Y que pasan por un punto general ps de IIy
y corta a un plano general H de As. Dado p, € Il;, sea r,, su correspondiente recta
de A; de la familia. Tomando H que no contenga a r,,, y escribiendo ¢ = H N 7p,,
entonces (po, ¢) es la tinica recta de Y que pasa por ps y corta a A; en un punto de H.

Por tanto, v = 1. U

De modo que la clase de Y en el anillo de Chow de Z, A*(Z) es

Y]z = hi + Bhahs + h3 (3.3.3)

y donde § € {0,1}.

Por el Ejemplo 0.4.28, a = a+ 3+ vy b= [+, y entonces los posible bigrados
de Y son (a,b) = (2,1) y (a,b) = (3,2).

Y para terminar la demostracion, de la clasificacion de [ABT98] escrita en esta
memoria en el Cuadro 2.1, si Y tiene bigrado (2, 1), es la del Ejemplo 2.1.5. Alli vimos

que viene proyectada solo desde G(1,5), ya que H'(Q®Zy) = C, lo cual no puede ser.

Por tanto Y tiene bigrado (3,2) y de nuevo por el Cuadro 2.1, las posibles con-
gruencias son de tipo 15) y de tipo 16). Esta tltima, tiene recta fundamental, luego
por la Proposicion 2.2.9 se concluye que debe ser linealmente normal (o bien esta de-
mostrado en el Ejemplo 2.1.13) y en consecuencia no esta en nuestras hipotesis. Asi,
la congruencia es de tipo 15), que es el caso iv.— del Teorema 3.1.2, que ya vimos en

el Ejemplo 0.4.24 que viene de G(1,6) y que su fibrado universal descompone.
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