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A.V.R. - Grupo E - Hoja 2 - Los Reales -

Determinad el error en el siguiente razonamiento:

s=y=2=ay=2-yP=ay—-y’=>@+y)(e-y =yl—y =
>zrzt+y=y =>zrc+y=a = 2r=x=>2=1.
=y =y

Probad que no existe ningin nimero racional cuyo cuadrado sea 6, ni ninguno cuyo cuadrado sea 3.

Sean p € Q y « un nimero irracional. Indicad si son o no racionales pa y p + . Haced el mismo estudio cuando p
y a son ambos racionales y cuando son ambos irracionales: jes Q un cuerpo?

Probad que si a € Ry m,n € N, entonces: ™" = a™a" y (a™)" = o™,

Indicacion. Fijado m € N, por induccién sobre n.

Sean a,b € R. Probad que a? +b> =0« a=5b=0.

Sean a,b € R/ 0 < a < b. Probad que a? < ab < b2.

Probad que a,b,c,d € Ry a <b,¢c<d= a+c<b+d. Estudiad si es cierto el resultado andlogo para el producto.
Sea a € R™: probad que g < a.

Sea a € R: probad que a < e Ve >0=a <0.

Sean a,b € R: probad que a —e <bVe >0=a <b.

Sean a,b € R*: probad que a < b« a?> <b*y (a)a>1=a’>>a, (b)) ac R ya<1l=ad?<a.

Determinad los siguientes conjuntos:

(a){zeR/4—x<3-2z}, (b){zecR/2?<3z+4}, (c) Q?ER/i+11:E<O},

(d){IG]R/x2>3I+1}, (6){$€R/1<z2<4}, (f) ATGR/%<$7

(9) {x €R/ 22 +3 < 6}, ) {zeR/ 2 +z>2), (i) {x eR/ 2;:21 < 1}.

1
Probad que z < 0= —x — — > 2.
T

Sean a,b € RT: probad que a < b < a? <b%y (a)a>1=a’>>a, (b)) a e RT ya<1l=ada?<a.
a+b 2<a2—|—b2
2 - 2

Probad que ( Ya,b € R; y que se da la igualdad < a = b.

b
Sean a y b € RT U {0}. Probad que vab < %: la media geométrica es menor o igual que la aritmética.

Consideramos la ecuacién az? + bz + ¢ =0 (en R). Probad (completando cuadrados) que:
(a) Tiene solucién (real) & A = b? — 4ac > 0.
(b) Tiene solucién dnica < A = b? — dac = 0.
(¢) Tiene dos soluciones (reales) < A = b? — 4ac > 0.
Probad la Desigualdad de Bernoulli: x e Ry x > —1= (1 +2)" > 1+ nz Vn € N.
Probad que si z,c € R,

n n—1
" —c"=(x—c) chfk:rkfl =(z—c¢) Z "Rk yn e N
k=1 k=0

*Sean aq,...,ay,,b1,...,b, € R. Probad la Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

" N /2 , 1/2
a1b1—|—...—|—anbn=Zakbk§(Zai) (Zbi) :\/a%+...—|—a%\/b%—|—...+b%.
k=1 k=1 k=1

bj=...=b,=0,0

Y demd da la igualdad ' .
que ademds se da la igualda (:){EISER/ai:sbiVie{l,...n}

Indicacion. Dada la funcién auxiliar F'(t) = Z (ag — tbk)2 =A—-2Bt+Ct?>0con A= Zai, B = Z aby,
k=1 k=1 k=1

n
C= Z b2, estudiad si la ecuacién Cz? — 2Bx + A = 0 tiene raices reales.
k=1



21 *Sean ay,...,an,b1,...,b, € R. Probad la Desigualdad Triangular:

n 1/2
(Z (ax +bk)2> = \/(a1 017+ (a4 b)) <

k=1

n 1/2 n 1/2
<\/a%+...+a%+\/b%+...+b%=(Zai) +<Zb§> :
k=1 k=1

y estudiad cudndo se da la igualdad (emplead el 20).
22 Diremos que una funcién real de variable real f es creciente si z,y € D (f) con z <y = f(z) < f (y).
(a) ;Es creciente la suma de funciones crecientes?
(b) {Es creciente el producto de funciones crecientes?
(c) Si f es creciente e inyectiva, jes creciente su inversa?
23  *;Dénde es inyectiva la funcién f,: R — R | n € N? Determinad sus inversas globales o locales.
T = "
24 Sea a € R: probad que |a| = Va2 y |a®| = |a|”.
25 Sean a,b € R, b # 0. Probad que ’%‘ = m.
26 Probad que:
9 3 1
(a) {x e R/ |2x+3<6}:{x€R/ —2<a:<2}7 (b) {zxeR/ |x—1|<|x|}={x6R/m>2}.
27 Determinad y representad los conjuntos: {z € R/ |2 —1| <3}, {z e R/ |z — 1| < |z + 1]}.
28 Determinad y representad los conjuntos del plano:
(a) }(%y) R’/ |z|=1yl}, (b) E(%y) ER?/ |a| +|y| = 1%7
(0) {(z,9) €R2/ |ay| =2}, () {(z,p) R/ |a| — |y| = 2

29 Probad que: ¢ <1V (z,y) € R\ {(0,0)}, ﬂ

T iz SlTER
22— 327 +1

30 Sea f(x)7277: probad que [f(z)| <82si2 <z <3.
T —
31 Seaa € R: demostrad que x pertenece a todos los e-entornos de a < x = a, es decir:

ﬂ {U,/ U es un e-entorno de a} = ﬂ Ve (a) ={a}.

e>0

32 Demostrad que a,b € R, ya#b= 3 >0,/ V.(a) NV (b) = 0.
33 Encontrad alguna cota superior e inferior, si es posible, de los conjuntos:
222 + 2z + 1 1 2241
A={——— /70 - b) B= 2 3 C=¢q————/0 1.
(a) { 1 J/ <x<2}7 (b) {x—l// <zx<3p, (c) x2_x+5//<<x<
34 Sea A un subconjunto de R, y sea « una cota superior de A. Probad que o € A = o = sup A.

35 Sea A un subconjunto no vacio de R y sea o € R. Probad que « es cota superior de A < se verifica:

Jz

teRyt>a=t¢ A

36 Sea A un subconjunto no vacio de R y sea o € R. Probad que oo = sup A < se verifica:

(1) VneN, a+ % es cota superior de A,y (i) Vn € N, o — % no es cota superior de A.
37 Sean A y B dos subconjuntos no vacios de R que estan acotados superiormente. Probad que A U B estd acotado
superiormente y que sup (A U B) = max {sup 4, sup B}.
38 Sea A un subconjunto no vacio y acotado de R, y sea Ay un subconjunto no vacio de A. Probad que Ay estd
acotado y ademds inf A < inf Ag < sup 4y < sup A.
39 Para Ay B subconjuntos no vacios y acotados de R, A € R, definimos:

A+B={zeR/ z=a+bac AybeB}, MA={zeR/"z=Xa,a€ A}
Probad que: sup (A + B) = sup A 4 sup B; inf (A + B) = inf A + inf B;

si A >0 inf (AA) = Ainf A y sup (AA) = Asup 4;
si A <0 inf (M) = Asup A y sup (AA) = Ainf A.

. Qué sucede si A o B no estd acotado?
40 Demostrad que:Vx e R, In€Z,/ n—-1<z <n.
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