A.V.R. - Grupo E - Hoja 6 - Limites de Funciones -

1 Dado A CR, A# &, demostrad que ¢ es un punto de acumulacién de A < Ve > 0, V. (¢) N A es infinito.

1
2 Emplead lo anterior para demostrar que 0 es el unico punto de acumulacién de < — /" n € N }
n

n o 1
3 Hallad los puntos de acumulacién de A = (0,1)U{2} y B = {(—1) + H/ n € N}.
4 Sea a > 0. Probad empleando la definicién, que ,lirrb fx)y=L= lirrlof (ax) = L.

5 Sean ¢ € R, n € N: demostrad empleando la definicién, que lim z™ = ¢".

r—cC

Indicacion. Yx € R, 2™ — " = (z — ¢) E gh=ten=k,
k=1

n

1
6 Demostrad empleando la definicién, que lim — = =, V¢ > 0.

Tr—c I C
7 Sean ACR, f,g: A— R, beR,y cpunto de acumulacién de A. Demostrad empleando la definicién, que:
(a) 3lim f(z) =L, limg(z) =M =3Ilim (f+g) () =L+ M; lim (f-g)(x)=L- M.
L
(b) Sig(x)#OVzGAyM;éOéEIIimg(x):M.
Demostrad los mismos resultados por el Criterio Secuencial.
8 Sean ACR, fi,...fn: A — R, ¢ punto de acumulacién de A.

SiVk=1,...n, 3lim fy (x) = Li, demostrad por induccién que

3lim (me)) =" Loy 3lim (fi fu) (2) = Ly Lo,
k=1 k=1

En particular, 3lim f (z) = L = VYn € N, 3 lim (f (z))" = L".

9 *Calculad los limites siguientes, para p,q € N:
. aP —aP —pa’~! (z —a) e W —(p+Da+p : P q
(a);lirz z—a)’ - () }flﬂml z—1)° ’ (C)}rlgll l—ap 1—a9)

10 Sean A, BC R/ B C A; ¢ punto de acumulacién de B, f: A — R: demostrad que

3lim f (2) = L= 3lim (f]) (z) = L:

r—c

pero que el reciproco sélo es cierto si Ir >0,/ V. (¢) \ {¢} C B.
11 Demostrad que ﬂalcli% siné eR.
12 Calculad los limites siguientes:
(a) lim\/1—~_72m_3 (b)*limﬁ_\/&—i_\/m

z—4 \/5—2 ’ T—a vVl — g2
13 Sean ACR, f: A — Ry c punto de acumulacién de 4; |f|: A — R

e |f] (@) = If @)

Vr+13 -2z +1
x2 -9 '

,a>0, (c) ling
€Tr—

Demostrad que: 3 lim f (z) = I lim | f| (z) = ’hm f (x)’

14 Demostrad que la funcién exp: R — R posee una inversa In: R (exp) — R que verifica:
x — e x — nzx=y/expy==2x

l+zeR(exp) y2>0=0<In(1+z) <=z

o0 (71)k 72k )
CoOsT = —————— = Re (e"”
2 o~ Re(e)
- (—1)F 2h+1
sinz = kz_o N
(a) estén bien definidas y sin0 = 0, cos0 = 1;
(b) sin (—x) = —sinx, cos (—z) = cosx Vz € R;
(c) *Vx,y € R, sinzcosy + sinycosz =sin (z +y) y coszcosy — sinx siny = cos (x + y);
(d) deducid que (cosz)® + (sinz)® = 1: jdénde toman sus valores ambas funciones?

15 Se definen las funciones, Va € R: . Demostrad que

= Im (e'®)

(e) Vz € [—1,1]\ {0}, ‘smx - 1‘ < |z|, |cosz — 1| < 2%, y Yz € [-1,1], |sinz| < 2|z
x
L . . . sinzx
16 Demostrad que hn%) sinx = 0; hr% cosx = 1; hn}) In(1+4+z)=0; hr% =1.
T— T— T— T— x

Indicacidn. Por las desigualdades de 15 y 14.
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Demostrad que 3f,g: R — R con limite en todos los puntos de R, y un punto ¢ € R/ #lim (go f) (z).

; Qué condiciones tendrian que cumplir f y g para que g o f tenga limite en c?
sin 2z sin ax sin? 2z sin 3z

Calculad: i : i

aleulad: (a) lim —=, () lim ——", a,b>0;  (¢) lim —5—,  (d) lim ==
rzsiz>0 0 siz>0

Sean f, g: R — R dadas por: f(z) = Osix<0’g<x):{xsix<0'

DemostradqueEIlimf( ):()yEIlimg( )=0.

*Demostrad que: hm e’ = €% lim sinz = sinc; hm cosx = cosc, Ve € R.
—C

xr—c —C

Indicacion. Emplead el 16 y las propiedades respecto de la suma de las funciones implicadas.

Sean ACRy f: A— R, yseac€ R un punto de acumulacién de AN (¢, +00). Demostrad que son equivalentes:
(a) 3L = lirn+f(:1:);
(b) (zy),cy sucesion en A/ x, >cVneNyz, = c= f(x,) — L.

Sean ACRy f: A— R, yseac€ R un punto de acumulacién de AN (¢, +00) = B. Demostrad que

5L = lim f(2)  3lim (f]5) () = L.

[L'*)C
Demostrad que 3f,g: R — R y un punto ¢ € R/ 3 lir+n f() = ¢y Jlimg(z) = L € R pero
T—1T00 r—c
A hr—f (9o f)(x). {Qué condiciones tendrian que cumplir f y g para que go f tenga limite en +o00?
r—1T00

Demostrad que, siendo ¢ € RU {—o0, 400},

Jlim f () =+oc0 y 3 lir_sr_l g(x)=LeRU{—00,+00} = Ilim (go f) (x) = L.

r—c

;Por qué ello no contradice el 237
Calculad, si existen:

: : .z +sin’ . 2 (14sin’e
@)t (i), )t LT ) (TR, (@)t T )
Demostrad que lim e* =400, lim e* =0.

r— 400 T— —00

Estudiad la existencia de limites en —oco y 400 para las funciones seno y coseno.
*Demostrad que son equivalentes:

(i) lim f(e)=L, (i) lim f (%) = L, (i) i  (Ja) = L
Demostrad que son equivalentes:
1
* (1) lim f(z)=1L, (i) lim f () =L, (&) lim f(—x)=0L.
T—+00 z—0t x T——00
Estudiad la existencia de limite, de limite por la izquierda y de limite por la derecha en cada uno de los siguientes
casos. Cuando sea posible, calculad dichos h’mites

P —1 Vet +1-—1 1
() T en LpgeN, (v) m n 0, () cos = en 0,

T4z + (z™ — 1) (xm_l—l)-~-(a:m_k+1—1)
@5t ot @ G DT D)

ym, ke N, m>k enl,

. . x sizeQ
() \/» en + oo, (])f(x)_{lxsinR\QenR’

\/7

\/E_xen + 0.

() o en oo, U

Dadas las funmones en R:
(r —3)sinz
-~ sl

5 x>0
() fl@y=4 *7T7 . (i) f(x) =

cos —el/* sz <0

x((si;);)’ (iii) f () = mx;ﬂe*l/wz.

x

(a) Indicad su dominio de definicién D(f), especificando sus puntos de acumulacién.

(b) Estudiad la existencia de limites y limites laterales de f en los puntos de RU {—00, 400} donde tales limites
tengan sentido.
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