Capitulo 4

Integracion de funciones complejas sobre
curvas

4.1. Curvas de clase C'! a trozos en R"

Recordemos que una curva parametrizada de clase C' en R™ es una aplicacién v : [a,b] — R" de
clase C', donde a,b € R, a < b, tal que 7/(t) # 0 para todo ¢ € [a, b]. En particular est4 bien definido (y
es no nulo) el vector tangente 7/ (¢) a la curva -y en cada punto ~(¢) de la misma. Para t = a entenderemos
que existen y son iguales los limites

t) —
o) 1 20

t—at t—a t—at

y que una condicién anéloga se da en t = b.
Se dice que una curva parametrizada v : [a,b] — R™ es equivalente a otra curva parametrizada
o : [e,d] — R" si existe una biyeccién ¢ : [c, d] — [a, b] de clase C' tal que ¢'(t) >0y

o(s) =y(e(s)) paratodo s € [c,d].
Es inmediato comprobar que la relacién
YRo <= +esequivalente a o

es efectivamente una relacién de equivalencia en el conjunto X de las curvas parametrizadas de clase
C' en R". El conjunto cociente X /R es lo que llamaremos el conjunto de las curvas orientadas de clase
C*' en R™. Cada curva orientada I' = [7] de clase C'* puede verse pues como la traza v[a, b] de una
curva parametrizada 7 : [a,b] — R" de clase C' que representa esta clase de equivalencia [v], con la
orientacion inducida por +. Esa misma traza -y[a, b] admite dos orientaciones: una es la dada por -, que
recorre 7y[a, b] empezando en y(a) y terminando en (b), y la otra es la dada por la curva opuesta a ~,
definida por v~ : [a,b] — R",
() =(a+b-1),

que recorre 7[a, b] empezando en y(b) y terminando en y(a). La curva orientada de clase C'! representada
por esta curva opuesta v~ se denotard

I~ =[]

Anélogamente podemos definir curvas de clase C'! a trozos. Diremos que una aplicacién continua
v : [a,b] — R™ es una curva parametrizada de clase C' Latrozossiexistea =ag < a; < ... < apm = b
particién de [a, b] tal que la restriccién de + a cada subintervalo [a;, aj+1], j = 0,1,...,m — 1, define
una curva parametrizada de clase C''. En esta situacién m4s general v admite un tnico vector tangente
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7/(t) en cada punto (t) con ¢ # a; para todo j, mientras que en los puntos 7y (a;) tiene una tangente a
la izquierda y otra tangente a la derecha de y(a;), definidas respectivamente por los vectores

. () —(a; . () —(a;
v-(a;) == lim W y por v4+(a;) := lim () = v(ay)
t—a; — aj t—mj‘ t— aj

)

posiblemente diferentes.
Diremos que una curva parametrizada v : [a, b] — R™ de clase C'! a trozos es equivalente a otra curva
parametrizada o : [c,d] — R™ de clase C 1 a trozos si existen particiones a = ag < a1 < ... < a,, = bde

[a,b]yc=co <1 < ... <cm = dde]c,d] tales que la restriccion v, ,,) €S unacurva parametrizada
@5,

de clase C'! equivalente a la restriccién |, ) bara cadaj = 0,1,...,n — 1. De nuevo es inmediato
jcit
comprobar que la relacién
YRo <= 7 esequivalente a o

es efectivamente una relacién de equivalencia en el conjunto de las curvas parametrizadas de clase C! a
trozos en R™. El conjunto cociente resultante es lo que llamaremos el conjunto de las curvas orientadas
de clase C! a trozos en R™. Dada una curva orientada I' de clase C a trozos representada por una
curva parametrizada v : [a,b] — R", definiremos I'~ como la clase de equivalencia representada por
v (t) =v(a+b—1t),t € [a,b].

Es claro que para cada curva parametrizada v : [a, b] — R" de clase C"! a trozos la funcién |7/ (¢)||
es integrable en [a, b] (al estar bien definida salvo en una cantidad finita ag, a1, ..., a,, de puntos de [a, b,
y ser continua y acotada en [a, b] \ {ao, ..., am }). Se define entonces la longitud de ~y por

b
tong() = [/ (0)at.

Es facil comprobar usando el teorema del cambio de variable que si <y y o son (curvas parametrizadas de
clase C'!) equivalentes entonces long(y) = long(o). También que long(v) = long(y ™). Por tanto, dada
una curva orientada I' de clase C'! a trozos puede definirse

long(T") = long(7).

donde +y es cualquier parametrizacion suya, y se tiene que long(I") = long(I'™).

Una operacién que usaremos con relativa frecuencia es la concatenacion de curvas. SilT'y, ..., I';, son
curvas de clase C'! a trozos en R” tales que el punto final de I'; coincide con el punto inicial de I'; 1,
puede definirse una curva I' que recorre de manera consecutiva las curvas I'y, ..., I'y, y que por abuso de
notacién denotaremos I' = I'y U ... U I'j,,. Una parametrizacién de esta concatenacion I' es la siguiente:
pueden encontrarse parametrizaciones i, ..., v, de I'1, ..., Iy, definidas respectivamente en intervalos
[a1,b1], ..., [am, by de tal manera que b; = a1, y por supuesto v;(b;) = vj+1(aj4+1), y definirse
entonces 7 : [a1, by — R™ por y(t) = v;(t) sit € [a;, bj+1]. La curva I' es entonces la clase de todas
las curvas equivalentes a esta .

Recordemos tres conceptos mds. Se dice que una curva orientada I' de clase C'! a trozos en R™ es:

= una curva cerrada en R” si admite una parametrizacion v : [a, b] — R” tal que y(a) = v(b);
= una curva simple si admite una parametrizacion v : [a, b] — R™ que es inyectiva;

= una curva cerrada simple si admite una parametrizacién v : [a, b] — R™ tal que y(a) = v(b) y la
restriccion de +y al intervalo [a, b) es inyectiva.

En el caso de curvas cerradas puede resultar conveniente manejar otra definicién de curvas parame-
trizadas equivalentes, para evitar situaciones como, por ejemplo, que la circunferencia unidad de R?,
parametrizada de forma que el punto inicial sea (1,0), no sea equivalente a la misma circunferencia
parametrizada de manera que el punto inicial sea otro diferente (por ejemplo (—1,0)). Podemos llamar
curva parametrizada cerrada de clase C'! a trozos a cualquier aplicacién v : S' — R™ de clase C* a
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trozos (donde S! denota la circunferencia unidad)', y definir, en el conjunto de las curvas parametrizadas
de clase C'! a trozos, la relacién

YRo <= J¢:S' — S homeomorfismo C! a trozos que conserva orientacién y tal que o = v o ¢

(diremos que ¢ : S' — S!' es un homeomorfismo C! a trozos si es un homeomorfismo, es de clase
C' a trozos, y su inversa es también de clase C'! a trozos). Puede comprobarse ficilmente que esta
relacion es de equivalencia. El conjunto cociente resultante es lo que llamamos el conjunto de las curvas
orientadas cerradas de clase C' a trozos. También es ficil ver que si dos curvas cerradas C'! a trozos
son equivalentes entonces tienen la misma longitud.?

4.2. Integracion de funciones con valores en R"

Sea A un subconjunto de RY. Diremos que una funcién ¢ : A — R" es integrable si lo son sus
funciones coordenadas respecto de la base candnica de R"™, es decir, si escribiendo ¢ = (¢1, ..., pn) se
tiene que cada ; es integrable en A, para j = 1, ..., n. Llamaremos integral de ¢ en A al vector

[om ([ f)

Teorema 4.1. Si p, 1) : A — R" son funciones integrables, o, 3 € R, se cumple que:
1. La funcién o + (1 es integrable, y [, (oo + ) = a [, o+ B [, ¥

2.\ Lol <[4l

3. Enelcasod =1y A = [a,b] C R se tiene ademds, para cada funcion g : [a,b] — R" de clase
¢
C*, que g(t) = g(a) + [, g'(s)ds.

4. Si A = A1 U Ay, donde A1 N Ay tiene medida cero, entonces fA p= fAl v+ fA2 ®.

Demostracion. (1) es consecuencia directa de la definicion y de la linealidad de la integral de funciones
con valores en R, y (3) se obtiene aplicando el teorema fundamental del cdlculo coordenada a coordena-
da. (4) también es inmediato aplicando el correspondiente resultado conocido coordenada a coordenada.
Para demostrar (2), denotemos

%= (1, ) = (/A%/Ago) - [

Podemos suponer z # 0. Tenemos entonces, usando la linealidad de la integral de funciones con valores
en Ry la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R, que

2_3','1':”1" ; = nx‘* X = ||
] = (2, 2) g J /A o5 (1)t /A ; Joi(t)dt < /A el (@)t = |l /A el

de donde deducimos (2) al dividir por ||z||. O

Es también facil comprobar, usando la propiedad (1), que la definicién de [ 4  no depende de la
base fijada en R".

'Diremos que v : S' — R™ es de clase C'* a trozos si 7 es continua y la aplicacion [0, 271] 3 t — ~(e™*) € R™ es de clase
C* a trozos

*La longitud de una curva cerrada de clase C" a trozos v : S' — R™ puede definirse como long(vy) = f027r | Ly (e™)]|dt.

3Aqui || - || es la norma euclidea en R™. El resultado de (2) es también cierto para cualquier otra norma en R™, pero una
demostracion basada en la misma idea requerirfa usar el teorema de Hahn-Banach.
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4.3. Integracion de funciones complejas sobre curvas en C

Al identificar R? con C, todo lo dicho en la seccién anterior se aplica inmediatamente a funciones
¢ : [a,b] — C. Empleando la notacién ¢(t) = x(t) + iy(t) en lugar de ¢(t) = (z(t),y(t)), una curva
¢ : [a,b] — C es integrable en [a, b], por definicidn, si y s6lo si lo son sus funciones coordenadas z e y;

en este caso definimos . b b
/¢@ﬁ—/x@ﬁﬂfy®#

Puesto que la norma del vector (x(t),y(t)) de R? es igual al médulo del ndimero complejo z(t) =
x(t) + iy(t), la propiedad (2) del teorema de la seccién anterior implica que

b
umds/rﬂMﬁ. @.1)

A continuacién definimos la integral de una funcién compleja sobre una curva de clase C'! a trozos.

Definicion 4.1. Sean f : Q@ C C — C una funcién continua, y v : [a,b] — 2 una curva parametrizada
de clase C'! a trozos. Definimos la integral de f sobre ~y por

Lf:lﬂwmwwmu @2)
lleﬂaw.

Escribiendo f = u + v, v(t) = x(t) + iy(t), obtenemos otra expresién equivalente para la integral

que también denotaremos

b b
/fz/ (U(w(t),y(t))w’(t)—v(ﬂf(t),y(t))y’(t))dtﬂ/ (u(x(®), y()y' (t) + v(x(t), y(1))2' (t)) dt.

Conviene subrayar que el producto que aparece en (4.2) es el producto complejo, no el producto escalar.
Por tanto fﬂ/ f es en general un nimero complejo, y no es la integral del campo vectorial f a lo largo

de la curva + en R? (tal integral serfa siempre un nimero real). También es importante evitar caer en
el error de pensar que | fv fl < fv |f|, lo cual seria absurdo porque el término de la derecha es en
general un nimero complejo, mientras que el de la izquierda es un real positivo. Ni siquiera es cierta
esta desigualdad atn suponiendo que ambos términos son reales, como muestra el ejemplo f(z) = 1/z,
v(t) = €', t € [0,27]. No obstante, la tercera propiedad de fv f de las que enunciamos a continuacién
sirve en la practica como sustituto de dicha desigualdad (que, insistimos, es falsa en general).

Teorema 4.2. Sean f,g : Q@ C C — C funciones continuas, o, € C, y v : [a,b] — Q una curva
parametrizada de clase C' a trozos. Se tiene que:

L [(af+Bg)=al f+B[, g
2. [ f=—/Ff
3.0 S, FIF < sup.eq o | f(2)] long(y).

Demostracion. La propiedad (a) se sigue facilmente de la definicién, mediante un cdlculo directo y el
uso de la linealidad de la integral de funciones con valores reales. La propiedad (b) también se comprueba
muy féacilmente a partir de la definicién y cambio de variable s = a + b — ¢. En cuanto a (c), se obtiene
como sigue:

L A1 = 12 PO (0 < [ 17O Ot = [ 1 () 1 1) e
< f; SUPze[a,b] ’f(Z)’ h/ ( )’dt = SUP;eq[a,b] ‘f ‘ f h/ |dt = SUPzcy[a,b] ’f( )’ 10Hg(7)7

donde en la primera desigualdad hemos usado (4.1). O
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Proposicion 4.3. Sean v : [a,b] — ), o : [c,d] — Q curvas parametrizadas de clase C* a trozos, y
supongamos que vy y o son equivalentes. Entonces, para toda funcion continua f : Q) C C — C se tiene

Alef

Demostracion. Haremos la demostracion en el caso en que v y o son de clase C''; la extensién al caso
general es evidente y queda al cuidado del lector. Sea ¢ : [c,d] — [a, b] biyectiva y de clase C! con
¢'(t) > 0y tal que o(s) = v(¢(s)). Entonces

Lf:lvwmwm=[Uwamww@W@@=lﬁw@W@@:Lﬁ

donde en la segunda igualdad hemos usado el cambio de variable t = ¢(s), y en la tercera igualdad la
Proposicién 2.4. O

En virtud de la proposicién anterior podemos definir, para cada curva orientada I' de clase C'* a trozos
contenida en C, la integral de una funcién continua f : I' — C sobre la curva I" por

Af—Aﬂ

en donde vy es cualquier parametrizacion de I'. Las propiedades (1) — (3) del teorema anterior tienen asi
andlogos obvios para fF f-

También es fécil ver que si I' = I'y U ... U T, es una concatenacién de curvas en C tales que I'j 1
comienza en el punto donde I'; acaba, se tiene

[ﬁzilf

En el caso particular m = 2 y de que I' = I'; U I'2 sea una curva cerrada, tenemos, usando la propiedad

conmutativa de la suma,
[osfo=[s+]1
Fl FQ FQ Fl

Como la concatenacién I'y seguida de I's difiere de la concatenacion I'y seguida de I'y tnicamente en el
punto inicial (que es igual al final) de la curva, la igualdad anterior, combinada con la Proposicion 4.3,
nos dice que la integral de f en una curva cerrada I" depende de la orientacion de esta curva, pero no
de su parametrizacién ni del punto base (es decir el punto inicial o el final, que son el mismo) de dicha
parametrizacién. Es decir, si v, 0 : S — C son equivalentes como curvas cerradas de clase C'! a trozos
(en el sentido de que existe ¢ : S!' — S! homeomorfismo C' a trozos que preserva la orientacién y tal

/ /
Y g

En efecto, si ponemos z = (1), w = o (1), suponemos sin pérdida de generalidad z # w, y denotamos
I'; el subarco de v(S') = o(S') que comienza en z y acaba en w y se recorre en el mismo sentido que
lo hacen vy o,y I's es el subarco que comienza en w y acaba en z y se recorre en el mismo sentido que

vy o, entonces tenemos
Lf=£j+z;hi£f+éj:[j

Vamos a probar a continuacién que cuando una funcién holomorfa f es la derivada de otra, entonces
fv f ni siquiera depende de la propia clase de equivalencia de la curva parametrizada -y, sino s6lo de sus

puntos inicial y final (y que de hecho fv f = 0 cuando y es cerrada).



34 CAPITULO 4. INTEGRACION EN CURVAS DE FUNCIONES COMPLEJAS

Definicion 4.2. Sean (2 un abierto de Cy f : 2 — C. Se dice que una funcién F' : @ — C es una
primitiva de f si F es holomorfaen Qy F' = f.

En un ejercicio del capitulo anterior, como consecuencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
vimos que si §2 es un abierto conexo de C, F' es holomorfa en 2, y F/ = 0, entonces F' es constante. Se
sigue inmediatamente que si una funcién f tiene una primitiva en un abierto conexo {2 de C, entonces
dicha primitiva es tnica salvo constante aditiva.

Teorema 4.4. Si una funcion continua f tiene una primitiva F en Q y T es una curva de clase C' a
trozos en ) que comienza en wy y acaba en wa, entonces

/f:F(U)Q)—F(wl)
r

En particular fF f no depende de la curva T, sino sélamente de sus puntos inicial y final wy y ws.

Demostracion. Hagamos la demostracion en el caso en que I' es de clase C''; 1a extensién al caso general
serd después obvia, y queda como ejercicio para el lector. Si ~y : [a, b] — € es una parametrizacién de I'
tenemos

a

b b b
szlfzéfw@wmmﬁi/F%m»ﬂwzl;ﬁwwnznwm—me»

donde en la cuarta igualdad hemos usado la Proposicién 2.4, y en la quinta el Teorema 4.1(3). 0

Corolario 4.5. Si I' es una curva cerrada en un abierto Q de Cy f :  — C es continua y tiene una
primitiva en 2, entonces
/ f=o.
r

Se deduce del corolario anterior, por ejemplo, que la funcién f(z) = 1/z no tiene primitivas en
D(0,7) \ {0} para ningtn ~ > 0, ya que, si C'(0,r) es la circunferencia de centro 0 y radio r, orientada
positivamente (es decir girando en el sentido contrario a las agujas del reloj) se tiene

1 2w 1 . 2
/ ~dz = / —rie'dt = / idt = 2mi # 0.
c(o,r) # o Tre 0

Concluyamos esta introduccién a la teorfa de integracién de funciones complejas sobre curvas con
un resultado que nos serd muy ttil en el préximo capitulo.

Teorema 4.6 (Derivacion compleja bajo el signo integral). Sean Q2 C C abierto, I" curva orientada de
clase C' a trozos en C (no necesariamente contenida en 1), y ¢ : I' x Q0 — C continua tal que para
cada § € T la funcion z — @(&, z) es holomorfa en ), y la funcion (£, z) +— %gp(f, z) es continua en
I' x Q. Entonces la funcion g : 2 — C definida por

M@=A¢@d%

es holomorfa, con

/ o dp
g (Z) - r a(&z)df

Demostracion. Sean zy € Q,y r > 0 tal que D(z,7) C Q. Para |h| < r, considerando el segmento
S = [20,20 + h] C Q, parametrizado por ejemplo por S,(7) = zo + Th, 7 € [0,1], y aplicando el
teorema anterior, tenemos que

18(,0

Op 9
Oﬁz

©(&, 20 +h) — (&, 20) = 5, 02

1
(&, 2)dz = (&, SK(7))S)(T)dT = /0 gf(f, 20 + Th) hdr
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para cada £ € T". Suponiendo que 7 : [a, b] — 2 es una parametrizacién de I" tenemos entonces

. (Zo+h) _

%13% _%ﬂ)h/ (& 20 + ) — @&, 20)) d§ =

ilzlg%)h ( ; f,zo—l—sh)hds> ¢ = hm/ </ 5 zo—i—sh)ds) "(t)dt =
a(p / / z 890 /

lim t), zo + sh)vy (t)dsdt = lim ——(v(t), z0 + sh)Yy (t)dsdt =

fim [ GOk Wsdi= [ S o(0) 20+ k) 1)

b0y

0p ! — / I e
/[O 1 [a.d] &(7@)7 ZO)’Y (t)det = a2 ( (t)7 ZO)’Y (t)dt — A 5(& Z)df,

a

donde en la cuarta igualdad hemos usado el teorema de Fubini y en la quinta el intercambio de integral y
limite se justifica porque al ser O /02 continua en el compacto I X D(zg, r) es uniformemente continua
en este conjunto y por tanto

Jp dp

1y 99 ’
lim == (v(t), 20 + sh)y'(t) = Z=(7(t), 20)7'(2)
uniformemente en (s, t) € [0, 1] X [a, b]. O

Corolario 4.7. Sean zy € C, r > 0. Para todo z € D(z, 1) se tiene que

/ Ldf = 2mi,
0D(zo,r) §—=z

donde 0D (zg,r) es el borde del disco D(zy, ), orientado positivamente.
Demostracion. La funcion ¢ : 9D(zg,r) x (C\ 0D(zg,r)) — C definida por

1

sﬁ(&z)zf_z

es continua, y su derivada respecto de z es

Oy B
&(gvz) - (5 — 2)27

que es continua en el dominio de . Por el teorema anterior deducimos que la funcién

1
f(Z) B /(9D(zo,r) 5_ zdg

es holomorfa en D(z,r), con

reN 1
/ (Z) a /<9D(zo,r) (f - Z)2d£‘

Pero esta integral es nula para cada z € D(z,r), por ser la integral en una curva cerrada de la funcién
¢+ 1/(¢€ — 2)%, que es continua y tiene una primitiva (a saber, la funcién & + —1/(¢ — 2)) en un
entorno abierto de dicha curva. Puesto que D(zp, ) es un abierto conexo, se sigue que f es constante en

este disco, y como
f(z0) = /
|§—zo0|=r

se concluye que f(z) = 2 para todo z € D(zp, ). O

2

idt = 2mi,
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4.4. Problemas

Problema 4.1. Calcular las integrales f,y f en los siguientes casos:

1. f(2) = 1/z,y v la circunferencia unidad, orientada en el sentido contrario a las agujas del reloj
(orientacién positiva).

2. f(2) = z/(2% + 6), y ~ el tridngulo de vértices 1, i, —i, orientado en el sentido de las agujas del
reloj (orientacién negativa).

3. f(2) =%/(z+6),y el rectangulo de vértices +9 =+ 4, orientado positivamente.

Problema 4.2. Sea I la frontera del conjunto {z + iy : 2,y € R, 2% + y> < 4,2 +y > —2}, orientado
positivamente. Calcular
z
/ dz.
TR +1

Problema 4.3. SeanI'y, ..., T, curvas C'! a trozos tales que el punto final de I'; es igual al punto inicial
de I'j 41, y definamos I' = I'y U ... U T", (recorrida en el orden natural, es decir, I'; antes que Fj+1).

Problema 4.4. Demostrar que si ) es un abierto conexo de R" entonces para todo x,y € 2 existe ~y
curva de clase C'! a trozos que une x con .

Problema 4.5. Demostrar que la curva y del ejercicio anterior puede tomarse siempre de clase C'™° (y
con 7/ (t) # 0 para todo t).

Problema 4.6. Sea v una curva C* a trozos en C, sea I' C C la traza de +, y sea (f,) una sucesién
de funciones continuas f, : I' — C tales que (f,) converge uniformemente en I" a una funcién f.

Demostrar que
lim / fn= / f
n—oo ~ ~

Problema 4.7. Sean () abierto de C, f :  — C continua, 7 : [a,b] —  de clase C', y (7,,) una
sucesion de curvas v, : [a, b] — Q de clase C* tales que lim,, 00 Y (t) = V() y limy, 00 75 (1) = ¥/ (2)
uniformemente en ¢ € [a, b]. Demostrar que

[ =1

Problema 4.8. Sea F' : [0,1] x £ — C una funcién continua, donde 2 es un abierto de C, y sea
7 : [a,b] — Q una curva de clase C'! a trozos. Probar que la funcién ¢ : [0, 1] — C definida por

o(t) = / Flt, 2)dz

es continua.



