Capitulo 9

Integrales sobre caminos

Hasta ahora hemos estudiado integracién de funciones sobre conjuntos
(con volumen) de R™. En este y los préximos capitulos discutiremos la in-
tegracién de funciones sobre caminos y superficies en R? y en R?, y las
relaciones que pueden establecerse entre las diversas clases de integrales
(por ejemplo, entre una integral sobre una superficie y otra sobre un camino
cuando éste es el borde de aquélla, relacion explicada por el teorema de
Stokes). Estos tipos de integrales se utilizan con frecuencia en la fisica y de
hecho su definiciéon se hace mas natural cuando se explicita alguna de las
posibles interpretaciones fisicas. Asi, por ejemplo, la integral de linea (esto
es, de un campo vectorial a lo largo de un camino) puede interpretarse como
el trabajo realizado por una fuerza sobre una particula que recorre dicho
camino.

Comenzaremos este capitulo definiendo la longitud de un camino, y de-
spués estudiaremos las integrales de funciones escalares a lo largo de caminos
(integrales de camino) y las integrales de funciones vectoriales a lo largo de
caminos (integrales de linea). En este capitulo, como en todos los siguientes,
|| - || denotard la norma euclidea en R™.

Recordemos que un camino v en A C R™ es una aplicacién continua de
un intervalo [a,b] de R en A. Se dice en este caso que el camino v une los
puntos p = y(a) y ¢ = y(b). Si v : [a1,b1] — Ay 72 ¢ [az,b)] — A son
dos caminos en A tales que v1(b1) = y2(az2) (es decir, vo comienza donde 4
acaba), se define la concatenacién v = 7 * 2 de 71 y 2 como el camino
v [(Il,bl + by —CLQ} — A,

')’(t): yl(t) site [al,bl];
’yg(t—i—ag — bl) site [bl,bl + by — ag].

Maés en general, si 71, ..., son caminos en A, se puede definir su concate-
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nacion =yj * ... % y, por induccién de manera evidente. A la imagen ([a, b))
de un camino v : [a,b] — A se le llama traza de 7. Si v = 1 % ... x Y es
una concatenacion de varios caminos, es claro que la traza de v es la unién
de las trazas de todos los 7;. Finalmente, si 7 : [a,b] — A es un camino en
A entonces el camino inverso 7 : [a,b] — A definido por

7(0) =(b+a 1)

tiene la misma traza que 7, sélo que la recorre en sentido inverso (7 une ~y(b)
con vy(a)).

Definicién 9.1 Si v : [a,b] — A es un camino, se define la longitud de ~
como

N
0y) =sup{)_(ti) = v(ti1)| ra=to < t1 < ... <ty =b,N € N};
=1

cuando este supremo es finito se dice que v es un camino rectificable, o sim-
plemente que tiene longitud finita. Notese que el supremo se toma respecto
de todas las posibles particiones P = {a =ty < t1 < ... <ty = b} de [a, b].
La longitud de -y es, pues, el supremo de las longitudes de todos los caminos
poligonales que aproximan a .

A continuacién enumeramos algunas propiedades elementales de la lon-
gitud de caminos.

Proposicién 9.2 Si v : [a,b] — A es un camino, entonces

(1) £(y) > ||v(b) —~(a)| (dicho de otra manera, la linea recta es el camino
mas corto entre dos puntos);

(2) Sip:[c,d — [a,b] es una funcion biyectiva, entonces €(y) = £(yop);
(3) Siy =1 %...%7 es concatenacion de varios caminos, entonces

U(y) = Lln) + oo+ L)

(4) El camino inverso 7 satisface que £(7) = £(7);

(5) Si~y es Lipschitz entonces €(7) es finita; en particular, si~y es de clase
C' en todo [a,b] entonces tiene longitud finita.
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(6) Si 7 tiene longitud finita 1, entonces la funcién A : [a,b] — [0,]]
definida por
At) = L(V[a)-

donde Y|[a,q es la restriccion de v a la,t], es mondtona creciente y
continua.

La demostracién de las propiedades (1) a (5) es sencilla y se deja al cuidado
del lector. También es inmediato que la funcién A\ de la propiedad (6) es
creciente. Veamos cémo puede probarse que A es continua en todo pun-
to to € [a,b]. Basta demostrar que los limites laterales de A en tp son
ambos iguales a A(tp). Veamos por ejemplo que ll’mt_>t0+ At) = Ato) (la
demostracién es totalmente andloga cuando se considera el limite por la
izquierda). Puesto que, por la propiedad (3), es A(t) = A(to) + £(V|to,4)>
puede suponerse sin pérdida de generalidad que tg = a. Debemos probar,
por tanto, que lim;_,,+ A(t) = 0 = A(a). Como X es creciente, de lo contrario
tendriamos que
A(t) > e > 0 para todo t > a,

donde ¢ := lim;_,,+ A(t). Al ser y continuo en a, podemos encontrar dy > 0
tal que

() = v(a)]| <

siempre que t —a < . Por otro lado, como A(b) = £(7y) es finita, existe una
particién tg = a < t1 < ... < ty = b de [a, b] tal que

e

—~

3

N
DIt = (-0l = A®) — 1 (%)
j=1

Evidentemente podemos suponer (anadiendo a + &y a esta particién de [a, b]
si fuera necesario) que t; —tg < dp, y por tanto ||v(t1) —y(to)| < e/4, lo que
combinado con (x) nos da

N
>~ ) = (t-0) 2 A0) - .
j=2

pero

N
() = D () = (-,
i=2

luego

g
(e ) = AB) = 5,
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y asi, usando la propiedad (3), obtenemos
€
A(b) = )\(tl) + e('ﬂ[tl,b}) > e+ )\(b) - == )\(b) + -
luego 0 > €, lo que es absurdo. O

Es evidente que dos caminos diferentes pueden tener la misma traza.
Por ejemplo, las curvas a(t) = (cost,sent) y B(t) = (cos(2t),sen (2t)), con
0 <t < 2m, tienen la misma traza, a saber, la circunferencia unidad, pero
mientras el primero la recorre solamente una vez, el segundo lo hace dos
veces ya que viaja el doble de rapido. Por esta razén la longitud de G es
también el doble que la de . Sin embargo, cuando dos caminos con la mis-
ma traza son inyectivos, o cuando son inyectivos salvo en una cantidad finita
de puntos, ambos tienen la misma longitud (ver el ejercicio 9.17); esto es una
consecuencia directa de las propiedades (2) y (3) de la proposicién anterior.
Por lo tanto, la longitud de la traza de una curva es independiente de la
parametrizacién de ésta, siempre que se trate de parametrizaciones inyecti-
vas salvo quizas en una cantidad finita de puntos. Mas adelante volveremos
sobre el concepto de reparametrizacion de un camino. Ahora conviene de-
tenernos para estudiar un modo maés practico de calcular la longitud de un
camino que el de aplicar directamente la definicién 9.1.

Cuando un camino es lo suficientemente regular, su longitud puede cal-
cularse mediante una integral (quizés impropia, o incluso divergente). Un
camino v : [a,b] — R™ se dice que es de clase C! a trozos si su derivada
existe y es continua salvo quizds en una cantidad finita de puntos de [a, b].
En lo que sigue, consideraremos casi exclusivamente caminos de clase C!
a trozos, de modo que los lectores poco pacientes muy bien podrian tomar
la férmula (1) de la siguiente proposiciéon como una definicién y saltarse su
demostracion.

Proposicién 9.3 Sea v : [a,b] — R™ un camino de clase C' a trozos.
Entonces

b
() = / I/ (8) . 1)

Es conveniente observar que no todos los caminos continuos y C! a trozos
tienen longitud finita (ver ejercicio 9.15); por tanto la integral f; I7/(t)]dt
puede ser infinita. Lo que nos dice (1) es que £(v) es finita si y sélo si
/ : |7/ (t)||dt lo es, y en este caso estas dos cantidades valen lo mismo.

Demostracion:
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Caso 1. Consideraremos primero el caso en que 7 es de clase C'! en todo el
intervalo [a, b]. Como este intervalo es compacto, la derivada 7 es uniforme-
mente continua y acotada en [a,b]. En particular ¢ — ||7/(¢)|| es integrable
en [a,b] y f; |7/ (t)||dt es finita. También sabemos que £(y) es finita, puesto
que « es Lipschitz. Por tanto en este caso sélo tenemos que probar que
ly) = f; I/ (t)||dt. Vedmoslo.

Como la derivada de v es continua en el compacto [a, b], sus funciones
componentes ’y{, .., Yh son uniformemente continuas en [a, b], lo que supone
que la funcién

2

@, 3 (818 = | ST ()
j=1

es uniformemente continua en [a, b]", y por tanto, fijado € > 0, existe d; > 0
tal que si 87,5 € [a,b], j =1,....,n,y |s) — s| < 1 entonces

2 2

- I(J . / €
jzzlhj(s W2 - j;]’yj(s)]Q Sm- (2)

Ahora, como ||7/|| es integrable sobre [a, b], por el teorema de Darboux, existe
d2 > 0 tal que, si P = {tp = a < t; < ... <ty = b} es una particién de |[a, b|
en intervalos de longitud menor o igual que do entonces

b N
| / I Oldt — S I eIl — ti1)] < = 3)
a i=1

w| m

Por otro lado, por definicién de £(-y), y teniendo en cuenta que esta longitud
es finita, existe P = {tp = a < t; < ... < tiy = b} particién de [a, b] tal que

N
() = It) = ()l < - @)
i=1

No hay inconveniente en suponer (anadiendo puntos si fuera necesario)
que esta particion P tiene la propiedad de que |t; — t;—1| < ¢, donde
6= min{él, 52}

Por el teorema del valor medio aplicado a cada funcién componente
7v; + la,b] — R del camino 7 en cada intervalo [t;_1,;], sabemos que existe
sz € [ti—1,t;] tal que

v (i) —vi(tio1) = 7}(8?)(@- —ti—1). (5)
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Usando (2) y (5) obtenemos que

N N
S Iyt = vt =Y I )t — tin) | =
=1 i=1

VI
(S

n n

N N
Z 2’73‘(3?)‘2 (ti — ti-1) Z Z”V;(ti—l)\Q (ti —ti—1)| <

N|=

N n ) n
Z Z RACHI N Z 7} (ti1)? (ti —ti—1) <
' j=1 j=1

i=1
€ al €
3@—@%} -1) =3
lo que combinado con (3) y (4) nos da
) / I @llar| < 35 =
Como esto sirve para todo € > 0, deducimos que £(~y f 17/ (t)]|dt.

Caso 2. Ahora consideraremos el caso en que 7y es continua en [a,b] y la
derivada 7/(t) existe y es continua en el intervalo abierto (a,b). En primer
lugar veamos que ¢(7) es finita si y solo si la integral impropia f; I/ (¢)||dt
converge. En efecto, supongamos que esta integral es finita. Como v es con-
tinua, dado € > 0 existe § > O tal que sia <t < s <b,con|t—a| <dy
|b — s| <6, entonces

() =) <e y Iv(s) =)l <&,

y por tanto, para toda particion P = {a =tg < t; < ... < ty = b} de [a, b]
en intervalos de longitud menor o igual que 4, se tendra (aplicando el caso
la~vyen [t,tn—1]) que

N

D Iyt =yt <

i=1

17 (t1) = (@)l +€(ny, )+ () =v(En-1)ll =

I (t1) = (@)l + / T Y ) lds + (b) — AEn-1)]| <

t1

tN—1 b
% + / I/(s) s < 26 + / I/(s) ds,

t1
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y esto implica que £(7y) es finita.
Por otro lado, si £(7) es finita, sabemos que, fijando r € (a,b), la funcién
At [r,b] — [0,!] definida por

At) = L(Vrg),

donde )[4 es la restriccion de v a [r,t], es mondtona creciente y continua.
En particular,

12%“7\[7:15}) =L(Vrp)

y como, por lo anterior, es £(7|j.y) = th IIv(s)||ds, se deduce que

b t
[ 1@ lds =tim [ 17/ (5)llds =i ) = )

Un razonamiento analogo prueba que

s = im [ 1 (5)1ds = ).

Entonces

r b b
€)= Uar) + L) = / I7/(5) ds + / I/(5) ds = / I17/(5) lds.

Esto prueba (1) en el caso en que « es continua en [a,b] y la derivada ~'(t)
existe y es continua en el intervalo abierto (a,b).

Caso 3. Por ultimo, consideremos el caso més general en que v es continua
y de clase C! a trozos. El camino v puede expresarse entonces como concate-
nacién de una cantidad finita de caminos 7; cada uno de los cuales estd en
el caso anterior; es decir, v = 71 * ... * Y, COR Vj = Y|[t;_,,¢,]» Para ciertos
a=1ty <t <..<ty="b,y cada vy; es de clase C'! en el intervalo abierto
(tj—1,tj). Entonces, aplicando las propiedades de la longitud de caminos y
lo ya demostrado, se tiene que

k k tj b
Uy) =) Uvy) = 17 (s)llds = | |7/ (s)llds,
o ; o ;/tj_l o /a o

y asi (1) queda probada en toda su generalidad. O

Retomemos ahora la cuestién de las diferentes parametrizaciones de un
camino.
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Definicién 9.4 Sea « : [a,b] — A C R"™ un camino C! a trozos, y sea
h : [c,d] — [a,b] una biyeccién de clase C''. Entonces, la composicién

B=ach:[cd — A B(t) = a(h(t)),

se dice que es una reparametrizaciéon de «. Es claro que si 8 es reparametrizacién
de o entonces ambos caminos tienen la misma traza e incluso la misma lon-
gitud (propiedad (2) de la proposicién 9.2). Asi, h no es mas que un cambio
de variable que modifica la rapidez con que se recorre el camino. En efecto,
nétese que 3 (t) = o/ (h(t))h'(t), de modo que el vector velocidad de (3 se
multiplica por el factor escalar h/(t). Ademds, como h es una biyeccién C!,
h es o bien estrictamente creciente, o bien o estrictamente decreciente, y la
derivada h/(t) no cambia de signo; en el primer caso se tendrd h(c) = a 'y
h(d) = b, luego B recorre la traza de « en el mismo sentido que lo hace «
(se dice entonces que la reparametrizacion 5 conserva la orientacion); y en
el segundo caso es h(c) = by h(d) = a, luego [ recorre la traza de o en
sentido opuesto al que lo hace a: comienza en «(b) y termina en a(a) (en
este caso se dice que (3 invierte la orientacion).

Cuando un camino « : [a,b] — R"™ es regular (es decir, es de clase
C' y tiene la propiedad de que o/(t) # 0 para todo t), siempre existe una
reparametrizaciéon (3 : [0,]] — R™ de « que conserva la orientacién y que
tiene la agradable propiedad de que

/ I/(s)llds =t
0

para todo t € [0,1], es decir, el pardmetro ¢ coincide con la longitud de la
curva recorrida por (3 desde el instante s = 0 hasta el tiempo s = t. Se dice
entonces que [ estd parametrizado por la longitud de arco. Esta condicién
equivale a decir que 3 recorre la traza de « con rapidez constante igual a 1:

15" @) =1

para todo t € [0,1]. Ver el ejercicio 9.22. La reparametrizacién por la longitud
de arco simplifica muchas veces las demostraciones y se utiliza sistematica-
mente en geometria diferencial de curvas; ver por ejemplo la demostracién
de la desigualdad isoperimétrica en el capitulo sobre el teorema de Green.

A continuacién daremos la definicion de integral de una funcién escalar
f:ACR" — R sobre un camino 7 : [a,b] — A. Las interpretaciones
fisicas de este tipo de integral son variadas. Por ejemplo, supéngase que la
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traza de 7 representa un alambre de densidad variable, y la funcién f(z,y, z)
denota la densidad de masa del alambre en el punto (z,y, z); entonces la
integral fv f serd la masa total del alambre.

Definiciéon 9.5 Sean f : A C R” — R una funcién escalar continua, y
7 : [a,b] — A un camino C! a trozos sobre su dominio. Se define la integral
de f sobre v por

b
[ 1as= [ sl
o a
cuando esta integral existe.

Noétese que si la longitud de v es finita entonces la integral existe siempre.
Por otra parte, cuando f =1 la integral fv fds es precisamente la longitud
de 7.

Ejemplo 9.6 Sean v : [0,27] — R3 la hélice v(t) = (cost,sint,t), y
f(x,y,2) = 2% + y? + 22. Calcular la integral f7 f(z,y, z)ds.

Ejemplo 9.7 Hallar la masa de un alambre que sigue la circunferencia
plana de radio 50 centimetros y centro el origen, y cuya densidad de masa
en cada punto (z,y) de la circunferencia viene dada por la funcién f(z,y) =
22 4 2|y| gramos por centimetro de alambre.

Cuando 7 : [a,b] — R? es una curva plana y z = f(x,y) > 0, puede
interpretarse que f(z,y) es la altura de una valla levantada sobre la curva
~v(t) = (x(t),y(t)); entonces la integral f7 f(z,y)ds representa el area de
dicha valla.

Ejemplo 9.8 Calcular el drea de una valla de base una circunferencia de
radio 10 metros y cuya altura en cada punto es un metro mas que la décima
parte de la distancia al cuadrado de dicho punto a un punto fijo situado
sobre la circunferencia.

Pasamos ahora a definir la integral de un campo wvectorial sobre un
camino. A este tipo de integral se le llama integral de linea. La principal
interpretacion fisica de la integral de linea es la siguiente. Consideremos
F : R?® — R3, un campo de fuerza en el espacio tridimensional y una
particula p (por ejemplo, una carga pequefia inmersa en un campo eléctrico,
0 una masa pequeila en un campo gravitatorio) que esté sujeta a esta fuerza
y se mueve a lo largo de un camino 7 : [a,b] — R? mientras F actiia sobre
ella. Es deseable tener una férmula para el trabajo realizado por el campo F
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sobre la particula p. Si v fuera un trozo de linea recta equivalente a un vec-
tor d y F fuera constante sobre « entonces las leyes elementales de la fisica
nos dicen que el trabajo realizado por F' al mover p sobre d es el producto
escalar

trabajo realizado por F' = F' - d,

es decir, el producto de la intensidad de la fuerza por el desplazamiento en
la direccién de la fuerza. En el caso general en que la curva + no es recta
ni la fuerza F' constante, puede pensarse que la curva se aproxima por una
sucesion de segmentos infinitesimales sobre cada uno de los cuales la fuerza
si es constante, y que sumando los productos de F(y(t)) - 7/(t), es decir,
los trabajos realizados sobre cada uno de esos segmentos infinitesimales que
contienen el punto y(t) y que tienen la direccién de la tangente a -y en ese
punto, v/(t), podemos obtener la fuerza total realizada por F sobre p al
moverla a lo largo de . Esto nos lleva a la siguiente férmula:

b
trabajo realizado por F' = / F(y(t) -+ (t)dt,

que es precisamente la definicion de integral de linea.

Definiciéon 9.9 Sea F: A C R®™ — R", un campo vectorial continuo sobre
la imagen de un camino C! a trozos 7 : [a,b] — A con longitud finita. Se
define la integral de linea de F' sobre v por la formula

A Foas= [  F(0) A (0t

donde F(~(t))-+/(t) denota el producto escalar de F(y(t)) con ~v/(¢). Sin =3
y F = (Fy, F», F3), donde las F; son las funciones componentes de F', otro
modo frecuente de denotar esta integral es

b
dx dy dz
F‘dSZ/F1d$+F2dy+F3dZ=/ (Fi— + Fo— + F3—)dt.
L . A T T

De la expresion Fidx + Fody + Fszdz se dice que es una forma diferencial,
ver el dltimo capitulo para una breve introduccién a la teoria de formas
diferenciales.

Ejemplo 9.10 Si F(z,y,z) = (x,y,2) y v es la hélice y(t) = (cost,sint, t),
0 <t < 2w, calcular la integral de linea fv F' - ds. Calcular también

/ 22de + xydy + dz,

donde o(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (t,12,1), con 0 < t < 1.
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A continuacién veremos que las integrales a lo largo de un camino son
invariantes respecto de reparametrizaciones de dicho camino.

Proposicién 9.11 Sean « : [a,b] — A C R™ un camino C! a trozos, y
B : [c,d] — A una reparametrizacion de . Entonces, para todo campo

escalar f: A — R, es
/fds = / fds,
a B

y para todo campo vectorial F : A — R3, se tiene que, o bien
/F -ds = / F -ds, sif3 conserva la orientacion,
B «

o bien
/F -ds = —/ F -ds, sif invierte la orientacion.
Jé] a

Demostracion: Por hipétesis, existe una biyeccién h : [¢,d] — [a, b] de clase
C' tal que B = ao h, y por la regla de la cadena es

B'(t) = o (h(2))' (),

de modo que

d
/Fﬁz/wwM@»dwmww
Jé] c

Entonces, si h conserva la orientacién, |h/(t)| = h'(t) para todo t, y aplicando
el teorema de cambio de variables s = h(t), obtenemos que

b h(d)
F.-ds= F(a(s))-a/(s)ds = = F(a(s)) - a/(s)ds
A L (a(s)) - o/(s) A@ (a(s)) - o/(s)
d
:/wmwmydwmwmﬁ:/pﬁ.
c B8

Por otra parte, si h invierte la orientacién entonces |h/(¢t)| = —h/(t), y en
este caso es

h(c) d
LﬂﬁzéwFw@»wmhalwmwmrMWMWWﬁ

d
:—/MMM@»MW@M%W:—/Fd&
¢ B
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Por 1ltimo, en el caso de integral de un campo escalar, tanto si h conserva
la orientacion como si la invierte, se tiene que

FBENIB B = flalh®))llo (h@)R @) = fa(r®))]a’ (RO)IR ®)],

de donde, aplicando el teorema de cambio de variables, podemos concluir

que
/a fds = /ﬂ fds.

La proposicién anterior es muy ttil en la practica, pues nos permite usar
cualquier reparametrizacién de un camino para calcular una integral a lo
largo de él.

Ejemplo 9.12 Calcular la integral de linea
/ cos xd + sin ydy,
gl

donde 7 es un camino que recorre la semicircunferencia z? + y? =1, y > 0,
en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Para terminar este capitulo daremos una definicién y algunas obser-
vaciones sobre las curvas simples y las curvas cerradas simples, una clase
de curvas que son particularmente tutiles, entre otras razones porque per-
miten escribir las integrales sobre sus trazas sin hacer referencia a una
parametrizacién concreta, ya que dichas integrales son independientes de
la parametrizacion elegida; de este modo se consigue expresar la teoria de
integrales a lo largo de curvas simples de manera més intrinseca y mas ge-
ométrica.

Definicion 9.13 Se dice que C C R" es una curva simple si C es la traza de
un camino inyectivo, es decir, si existe un camino 7 : [a,b] — R™ inyectivo
tal que v([a,b]) = C. Es decir, una curva simple es la traza de un camino
que no se corta a si mismo. Los puntos p = vy(a) y ¢ = (b) se llaman los
extremos de la curva simple C. Nétese que estos extremos son los mismos
para cualquier reparametrizaciéon a de v, sélo puede cambiar el sentido en
que se recorre C': o bien p es el punto inicial de a y ¢ su punto final, o bien es
al revés. Por tanto, toda curva simple con extremos p y ¢ tiene dos posibles
orientaciones o direcciones: C' puede estar dirigida o bien de p a ¢, o bien
de g a p. La curva C, junto con una de estas dos orientaciones se dice que
es una curva simple orientada.
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Por otra parte, se dice que C C R" es una curva cerrada simple si existe
un camino 7 : [a, b] — R"™ tal que vy([a,b]) = C, v(a) = v(b), y 7y es inyectivo
en el intervalo [a,b). Si 7 satisface la condicién y(a) = ~(b), pero no es
necesariamente inyectivo en [a, b), se dice solamente que C' = v([a, b]) es una
curva cerrada. Como en el caso anterior, hay dos posibles orientaciones para
una curva cerrada simple, dependiendo del sentido en que ésta se recorre. La
curva C, junto con una de estas dos orientaciones se dice que es una curva
cerrada simple orientada.

A propésito de curvas cerradas simples no debemos dejar de recordar
el siguiente resultado fundamental, conocido como teorema de la curva de
Jordan.

Teorema 9.14 (de la curva de Jordan) Sea C' una curva cerrada sim-
ple en el plano R?. Entonces R? \ C tiene evactamente dos componentes
conezxas, una acotada y homeomorfa al interior del circulo unidad, y otra no
acotada (homeomorfa al exterior del circulo unidad).

La demostracién de este teorema, bastante mas dificil de lo que su inocente
enunciado permite suponer, suele hacerse en los cursos de topologia alge-
braica o de geometria diferencial.

Si C' € A C R"™ es una curva simple orientada o una curva cerrada simple
orientada, y F': A — R" es un campos vectorial, puede definirse sin lugar
a ambigiliedades la integral de linea de F' a lo largo de C, fc F - ds; basta
elegir cualquier parametrizacién «v de C' que conserve su orientacién, y poner

/F'dS:/F'dS;
C v

la proposicién 9.11 nos garantiza que f7 F' - ds vale lo mismo para cualquier
parametrizacién v de C' que conserve su orientacién. Andlogamente, si f :
A — R es un campo escalar, se define

/C fds = A fds,

donde ~ es cualquier parametrizacién de C' que conserve su orientacién.
Debe notarse que en todo lo anterior es fundamental el hecho de que las

curvas son simples (es decir, inyectivas salvo quizéds en un punto a lo sumo).

Es posible que dos caminos v y ¢ tengan como imagen la misma curva e

induzcan la misma orientacién sobre ella, y sin embargo [ F-ds # [ F-ds;

o o
por ejemplo, esto sucede para y(t) = (cost,sint,0) y o(t) = (cos 2t, sin 2¢,0),
0 <t < 2mcon F(z,y,2) = (y,0,0). Claramente v y o tienen la misma
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imagen, a saber la circunferencia unidad C', que es una curva cerrada simple,
y la recorren en el mismo sentido, pero mientras que - lo hace solo una vez y
por tanto es una parametrizacién de la curva cerrada simple C, o la recorre
dos veces; en particular o no es inyectiva y no vale como parametrizacion
de la curva cerrada simple C.

Si C' es una curva simple orientada, o una curva cerrada simple orienta-
da, denotaremos por C'~ la misma curva, pero con la orientacién opuesta.
Por otra parte, si C' estd compuesta de varias curvas simples (posiblemente
cerradas) orientadas Cf, ..., Cy, recorridas de forma sucesiva, tales que el
punto final de cada una de ellas es el inicial de la siguiente, denotaremos
C = C + ... + C. Esto equivale a decir que v = 71 * ... * %, donde cada ~;
es una parametrizacién de C;, y v es una parametrizaciéon de C. De hecho,
dados varias curvas (quizds cerradas) simples orientadas C1, ..., Ck, pode-
mos incluso eliminar la restriccién de que el punto inicial de C; sea el inicial
de Cj41, y definir formalmente la suma de curvas

C=C1+..+Cy,

e incluso también la diferencia de curvas como la suma de una con la otra
orientada al revés, es decir

01—02201+C2_.

De este modo, el conjunto de todas las sumas finitas formales de curvas
(posiblemente cerradas) simples orientadas de clase C! incluidas en un sub-
conjunto A C R" genera un grupo, cuyo elemento neutro denotaremos 0. Si
C = Cy+...+ C} es un elemento de este grupoy F : A — R" es un campo
vectorial continuo, se define

/F-ds:/ F~ds+/ F-d8+...—i—/ F-ds,
C Ch C Ck

bien entendido que fo F -ds =0,y asi se tiene también que

/ F‘ds:/ F-ds—/ F -ds.
C1+Cy C1 Ca

Estas definiciéon es coherente con las propiedades de la concatenacién de
caminos y de las integrales a lo largo de caminos: si 7y es un camino C! a
trozos que es concatenacién de caminos de clase C! a trozos contenidos en
A C R”, digamos v = 71 * ... * Y%, entonces

/F-dsz/ F-ds+/ F-ds+...+/ F - ds,
¥ 71 V2 Vi
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para todo campo vectorial F': A — R (ver ejercicios 9.29 y 9.30).

Una de las razones para escribir una curva C' como suma de componentes
curvas C; es la de que a menudo resulta més facil parametrizar dichas com-
ponentes una por una que parametrizar C' directamente. Por ejemplo, si
C es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1) en R?, orientado
segun el orden de dichos vértices, para calcular fo F' - ds es més facil evaluar
fCi F - ds, donde C; es cada segmento del cuadrado, y después sumar estas
cuatro integrales de linea.

Problemas

9.15 Sea v : [0,1] — R? el camino definido por v(t) = (¢, tsen (1/t)) si
t >0,y v(0) = (0,0). Probar que v es continuo y de clase C! a trozos en
[0,1] y de hecho es diferenciable de clase C*° en (0, 1], pero su longitud es
infinita.

9.16 Hacer un dibujo de la traza de los siguientes caminos, y calcular su
longitud:

(a) v(t) = (Rcos2t, Rsin2t), 0 <t <.

(b) v(t) = (Rcost,—Rsint), 0 <t < 2.

(c) v(t) = (Rcost?, Rsint?), 0 <t < /2.

(d) v(t) = (t*t*), -1 <t < 1.

(e) y(t) = (cost,sint,t), 0 <t < 4m.

(f) v(t) = (Rcos2t,Rsin2t), 0 <t < 7.

(g) Y(t) = (e"tcost,etsint), 0 <t < oo (espiral logaritmica).
(h) y(t) = (t3,¢%), —2 <t < 2.

(1) y(t) = (13 —4t, 12 —4), —4 <t < 4.
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9.17 Sean a y § dos caminos que tienen la misma traza. Supongamos que
ambos son inyectivos excepto en una cantidad finita de puntos. Probar que «
y 3 tienen la misma longitud. Indicacion: Suponer primero que tanto o como
( son inyectivos en todo su dominio, y deducir el resultado de la propiedad
(2) de la proposicién 9.3. Para probar el caso mas general, expresar a y
como concatenaciéon de caminos inyectivos y aplicar lo anterior.

9.18 Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C! a trozos. Probar que la
longitud de la gréfica de f sobre [a, b] es

b
/ T+ [/'(0)da.

9.19 Definamos « : [-1,1] — R? por

(—e /1 e VP) it < 0;
a(t) = (0,0) sit=0;
(e V& 1/ sit >0,

ysea B : [-e 1 e7l] — R2 3 = (t,]t|). Probar que a y 3 tienen la mis-
ma traza (a saber, un trozo de la gréfica de la funcién valor absoluto); sin
embargo « es de clase C™ en todo su dominio, mientras que (3 no es difer-
enciable en el origen. No obstante, obsérvese que o/(0) = 0; es decir, o debe
detenerse en t = 0 para poder ser diferenciable en ese punto. Generalizar
este hecho: probar que si «(t) = (z(t),y(t)) es un camino diferenciable y
su traza coincide con la grafica de una funcién f cuyas derivadas laterales
(no necesariamente finitas) son diferentes en un punto xg (y en particular
la funcién no es derivable en ese punto), entonces o/ (t) = 0 para todos los t
tales que z(t) = xg. Por otra parte, si sélo se supone que f no es derivable
en xp, probar que al menos se tiene x'(t) = 0 para todo ¢ con z(t) = xg.

9.20 Sea v : [a,b] — R™ un camino C! tal que 7/(t) # 0 para todo t.
Probar que ||v(t)|| es una constante no nula si y sélo si el vector velocidad
+/(t) es ortogonal al vector posicién «(t) para todo t.

9.21 Un camino « de clase C? tiene la propiedad de que su segunda deriva-
da o'(t) es idénticamente cero. ;Qué puede decirse sobre a?

9.22 Reparametrizacion de curvas por la longitud de arco.
Un camino v : [a,b] — R" se dice que es regular si es de clase C! y tiene
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la propiedad de quey'(t) # 0 para todo t. Se dice que un camino regular ~y
estd parametrizada por la longitud de arco si

t
[ s =t-a

para todo ¢t € [a,b], es decir, el pardmetro ¢ — a coincide con la longitud
de la curva recorrida por v desde el instante s = a hasta el tiempo s = ¢.
Comprobar que 7y esta parametrizado por la longitud de arco si y sélo si

Iy @&l =1

para todo t € [a,b], es decir, el vector velocidad del camino tiene longitud
constante e igual a 1. Después, demostrar que todo camino regular puede
reparametrizarse por la longitud de arco. Es decir, si « : [a,b] — R"™ es un
camino regular, existe otro camino /3 : [0,l]] — R"™ parametrizado por la
longitud de arco tal que o y 3 tienen la misma traza y la misma longitud.
Indicacion: Definase

UZMUZ/Id@W&

entonces, como u'(t) = ||&/(t)|| > 0 para todo t, la funcién v = wu(t) tiene
una inversa diferenciable 4! : [0,1] — [a, b]. Péngase entonces 3 = cou™?,

y compruébese que 3 y « tienen la misma traza, y ||#'(s)|| = 1 para todo s.

9.23 Sea v una curva en el plano cuya expresiéon en coordenadas polares
viene dada por p = p(0), con 01 < 0 < 3. Demostrar que su longitud es

02
awzﬂ VO T (7(6))2de.

1

9.24 Calcular la longitud de la cardioide p = a(1 4 cos#), 0 < 0 < 27.
9.25 En los siguientes casos, calcular la integral de f a lo largo de ~:
(a) f(z,y) =14y; y(t) = (cos®t,sin®t), 0 < t < 37/2.

(b) f(z,y,2) = zyz; y(t) = (cost,sint,3), 0 <t < 27.

() f(z,y,2) =x+y+2; y(t) = (sint,cost,t), 0 <t < 2m.

9.26 En los siguientes casos, calcular la integral del campo F' a lo largo de
la curva 7:
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(a) F(z,y) = (—2%y, zy?); v(t) = (sint,cost), 0 < t

IN

2.

(b) F(z,y,2) = (x,y,2); v(t) = (sint, cost,t), 0 <t

IN

2.

2
(¢) flz,y.2) = (s%,2%); v = {(x,9) : & + §z = L,y > 0}, recorrida en
sentido positivo.

9.27 Calcular:
(a) [, ydz —=zdy; ~(t) = (cost,sint), 0 <t < 2m.

(b) fv r?dx+zydy; v es el cuadrado de vértices (0,0), (0,1), (1,0), (1, 1),
en sentido positivo.

(c) [, sinzdz+cos zdy—(zy)Y3dz;  ~(t) = (cos®t,sin®¢t,t),0 < t < Tm/2.
(d) f7 ydr + (3y? — 2)dy + zdz;  ~(t) = (t,t%,0), 0 <t < 1; siendo n € N.
(e) f7 2zydr + (2 4 2)dy + ydz; 7 es el segmento de (1,0,2) a (3,4,1).

(f) f,y ryde+yzdy+xzdz; v={(z,y,2): 2 +y*+22 =2Rx, 2 = 2,y >
0}.

9.28 Consideramos la fuerza F(z,y,2) = (z,y, 2). Calcular el trabajo re-

alizado al mover una particula sobre la parabola y = 22,z = 0, desde = = 1

hasta z = 2.

9.29 Probar que si v es un camino C! a trozos que es concatenacién de
caminos de clase C! a trozos contenidos en A C R", digamos v = 71 *... ¥ Vg,

entonces
/F-dS:/ F-ds+/ F-ds+...+/ F - ds,
Y T V2 Yk
/deZ/ fds—i—/ fds+...+/ fds,
Y " V2 Vi

para todo campo vectorial F': A — R" y todo campo escalar f: A — R.

9.30 Recordemos que si v : [a,b] — A es un camino en A C R™ entonces
el camino inverso 7 : [a,b] — A se define por

() =~(b+a—1).
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Probar que para todo campo vectorial ' : A — R™ se tiene que

/F-ds:—/F-ds,
v v

mientras que si f : A — R es un campo escalar entonces es

L fds = /7 fds.
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