CALCULO INTEGRAL. HOJA 12.

EL TEOREMA DE GREEN.

1. Definicién. Diremos que una curva C' C R? es reqular a trozos si se puede parametrizar
mediante un camino v que a su vez puede escribirse como concatenacion 7, * ... * v, de una
cantidad finita de caminos v; : [a;,b;] — R? cada uno de los cuales es de clase C' y satisface
que 7;(t) # 0 para todo t € [ay,b;] (en particular, v podrd dejar de ser diferenciable en una
cantidad finita de puntos, pero incluso en estos tendra derivadas laterales).

Diremos que una curva cerrada es simple si no se corta a si misma (exceptuando los puntos
inicial y final de su recorrido, que son el mismo). El teorema de la curva de Jordan dice que
toda curva cerrada simple divide el plano en dos regiones conexas, una acotada y simplemente
conexa (a la que llamaremos region interior a la curva) y otra no acotada (a la que llamaremos

region exterior).

2. Definicién. Si C es una curva cerrada simple regular a trozos en R?, parametrizada por

v(t) = (x(t),y(t)), el vector normal unitario exterior a C' se define por
1
N(t) = (4 (1), (1),

2(1)? +y'(t)

Notese que N es ortogonal al vector tangente o velocidad de la curva, V(t) = (2/(¢),y'(t)).

Consideremos estos vectores sumergidos en R? (con coordenada z = 0). Diremos que C' esté
orientada positivamente si el producto vectorial N x V' (que tiene la direccion del eje z en
este caso) tiene coordenada z positiva (es decir, N x V apunta hacia arriba) para cada t. Esta
definiciéon corresponde intuitivamente a decir que C' se recorre en el sentido contrario al de las
agujas del reloj, o bien que si recorremos C' con la orientacién positiva entonces N apunta hacia
afuera de la region interior a C, y que dicha regiéon interior queda siempre a mano izquierda
segun se va recorriendo C.

Otra posibilidad para definir la orientacién de una curva cerrada simple seria utilizar el

niamero de giros (the winding number); ver el problema 18.

3. Teorema de Green. Sea C una curva cerrada simple regular a trozos, positivamente ori-
entada, en el plano R?, y sea D la unién de la region interior a C' con la propia curva C. Sea
F = (P,Q): D — R? un campo vectorial de clase C''. Entonces se tiene que

0oQ oOP
Pdx + d:/ — — —)dzxdy.
/C Qiy= [ (57 =5 )dudy

Puede consultarse una demostracion de este teorema al final de esta hoja.

4. Integrar el campo F(x,y) = (x,zy) sobre la circunferencia x* + y* = 1 recorrida en sentido

positivo.

5. Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas F'(z,y) = (y + 3z,2y — x) al mover

una particula a lo largo de la elipse 42% + y? = 4.



6. Hallar el valor de la integral
/(5 = zy — y*)dz — 2oy — 2%)dy,
c
donde C es el borde del cuadrado [0, 1] x [0, 1].

Una aplicacion muy importante del teorema de Green es el célculo de areas de recintos
delimitados por curvas cerradas simples mediante una integral de linea sobre el borde de dichas
curvas. Si tenemos un recinto D en el plano cuya frontera es una curva cerrada simple C' = 0D y
queremos calcular su area, nos basta hallar un campo vectorial (P, Q) tal que 0Q/0x—0P/0y =
1 y aplicar entonces la formula de Green para expresar el area de D como la integral de linea
de (P, Q) sobre su borde C. Por ejemplo, podemos tomar P = —y/2, QQ = x/2, de modo que

oQ OP / 1/
a(D) = ldxdy = — — —dxdy = Pdx +Qdy = = | xdy — ydz.
(D) /D y /D((?:v ay) v= Qdy = 5 |y =y

Formulas anéalogas pueden deducirse poniendo (P, Q) = (—v,0), o bien (P,Q) = (0, x). Obte-

nemos asi el siguiente resultado

7. Sea C' una curva cerrada simple regular a trozos, y sea D la region interior a C. Entonces

1
a(D):—/a:dy—ydx:—/yd:L’:/:Udy.
2 Jc c c

8. Hallar el area de la region encerrada por la hipocicloide (astroide) de ecuacion z%/3 +y%/3 =
2/3

su area es

a

9. Utilizar el teorema de Green para calcular fc(y2 + 23)dx + z*dy, donde

1. C es la frontera de [0, 1] x [0, 1], orientado positivamente.

2. C es la frontera del cuadrado de vértices (a, b) con |a| = |b| = 2, orientado negativamente.

10. Calcular [, Pdx 4+ Qdy, donde P(x,y) = ze ™, Qz,y) = —xye ™V +1/(z® + 12,y C
es la frontera del cuadrado de lado 2a determinado por las desigualdades |z| < a e |y| < a,

orientado positivamente.

11. Usar la exprexion para el area encerrada por una curva que proporciona el teorema de
Green para dar otra demostracion de la féormula del area del recinto delimitado por una curva

en coordenadas polares.
12. Calcular el area del trébol de cuatro hojas p = 3sin 26.

13. Si C es una curva cerrada simple regular a trozos en R? parametrizada por v(t) =
(x(t),y(t)), el vector normal unitario exterior a C se define por

N(t) = e (5 (1), —'(1).

2'(t)? +y'(t)

Notese que N es ortogonal al vector tangente o velocidad de la curva, V(t) = (2/(¢),y'(1)).

Consideremos estos vectores sumergidos en R3. Diremos que C est4 orientada positivamente si
el producto vectorial N x V' (que tiene la direccion del eje z en este caso) tiene coordenada

z positiva (es decir, N x V apunta hacia arriba) para cada t. Comprobar que esta definicion



corresponde intuitivamente a decir que C' se recorre en el sentido contrario al de las agujas del
reloj, o bien que si recorremos C' con la orientacion positiva entonces N apunta hacia afuera de
la region interior a C, y que dicha regiéon interior queda siempre a mano izquierda segin se va

recorriendo C.

14. En las mismas hipotesis del teorema de Green, si F' = (P, Q) y definimos

., 0P 0Q
divF = o + 9y

comprobar que el teorema de Green se expresa diciendo que

/ F-Nds:/didexdy,
oD D

donde F' - N denota el campo escalar obtenido del producto escalar del campo F' con el vector
normal unitario N exterior a C. A esta forma del teorema de Green también se le llama teorema

de la divergencia en el plano.

15. Sea A C R? abierto, sea C' una curva cerrada simple regular a trozos, sea D la parte interior
de C, y supongamos que D U C C A. Sean u,v € C?*(A). Denotamos:

O*u  0u ,
Au = 92 + a7 = div(Vu)
ou Ou
Vu=(—,+).
“ (Gx’ 8y)
sea N la normal unitaria exterior en C'. Denotamos % = Vu- N (producto escalar), la derivada

normal de u segin C' (esto no es mas que la derivada direccional de u en la direccion de N).

(a) Demostrar las identidades de Green:

ou
vAu—{—/Vu-Vv:/v—
feaer ] o

/D(vAu—uAv) :/O(“a_N )

(b) Supongamos ahora que u es armonica en D, es decir, Au = 0 en D. Demostrar que si
u se anula en C' entonces u es idénticamente nula en D. Deducir también de (a) que si

tanto « como v son armoénicas en D entonces

/U%_ W2
o ON Jo ON’

16. Sea D un recinto como este:



solo que con n agujeros delimitados por curvas cerradas simples regulares a trozos, en lugar
de solamente tres. Probar la siguiente generalizaciéon del teorema de Green: para todo campo
F = (P,Q) de clase C' en D se tiene que

0Q_ 0Py, L
/D(a:c ay)dxdy /C(deJery) ;/q(deJery)'

Indicacion: descomponer el conjunto D en unién de recintos simplemente conexos a los que se

puede aplicar el teorema de Green; usar inducciéon sobre n.

17. Invariancia de una integral de linea al deformar el camino. Sea F = (P,Q) un campo
vectorial C'! en un conjunto abierto y conexo A del plano R?. Supongamos que dP/dy = 9Q/dx
en todo A. Sean () y Cy dos curvas cerradas simples regulares a trozos dentro de A y que

satisfagan las siguientes condiciones:

1. C5 esté en la region interior a Cf.

2. Los puntos interiores a C; que son exteriores a Cy pertenecen a A.

Probar que entonces se tiene que
/ Pdzx + Qdy = / Pdx + Qdy,
C1 CQ
siempre que ambas curvas se recorran en el mismo sentido. Notese que cuando A es simplemente
conexo (no tiene agujeros) esto implica que fy F' - ds es independiente del camino.

Indicacion: Usar el problema anterior (n = 1).

18. El nimero de giros (the winding number). Sea C' una curva regular a trozos en RZ
parametrizada por y(t) = (x(t),y(t)), a < t < b, . Se define el nimero de giros de 7 con
respecto de un punto p = (g, yo) no situado sobre la curva v como

_ i (x — x0)dy — (y — yo)dz
W(C,p) = /C 207 T (s — 1) dt.

2m
Puede demostrarse que W(C,p) es siempre un numero entero. En el caso en que C sea una

curva cerrada simple, probar que W (C,p) = 0 si p esta en la region exterior a C', mientras que
W(C,p) = 1 si p es interior a C'y esta curva esta orientada positivamente, y W (C,p) = —1
si p es interior a C'y C' esta orientada negativamente. Indicacion: usar el problema anterior,

tomando una de las dos curvas como una circunferencia adecuada.



19. Para (x,y) # (0,0) consideramos p(z,y) = log\/22+ 4>y F = (%‘5,—%). Sea C' una

curva de Jordan regular a trozos, contenida en {(z,y) : 1 < 2% + y? < 25}. Hallar los posibles

valores de la integral de F' a lo largo de C'.

Demostracion del teorema de Green

Tenemos que probar la siguiente igualdad

0Q OP

deJery:/ — — —)dxdy. *
| (G- ¥
A tal fin, observemos que la validez de (*) para todos los campos F = (P, Q) de clase C'! sobre D equivale a la

de las dos féormulas siguientes

OP
—/ —dxdy = / Pdx (19.1)
p 9y oD
/ @dxdy = / Qdy, (19.2)
p Ox oD

también para todos los campos F' = (P, Q) de clase C' en D. En efecto, si estas formulas son vélidas, obtenemos
(*) sin méas que sumarlas. Reciprocamente, si () es cierta podemos obtener 19.1 tomando @ = 0 en (x), y

analogamente 19.2, tomando P = 0 en (x).

Paso 1. La primera parte de la demostracion del teorema de Green consiste en probar 19.1 para una clase
especial de recinto D, que denominaremos recinto de tipo I; un tal recinto sera el limitado por las gréficas de

dos funciones y = f(z), y = g(z), con f < g. Es decir, supondremos en primer lugar que
D={(z,y) eR*:a<az <b f(x) <y < g(a)},

donde f y g son funciones reales de clase C! a trozos. Este recinto D est4 limitado por una curva cerrada simple

C = 9D regular a trozos que puede expresarse como concatenacién de cuatro caminos regulares a trozos:
C=C1+Cy—C35—0Cy,

(como es costumbre, los signos negativos que preceden a un camino denotan que se recorre el camino en sentido
opuesto al especificado); aqui, Cy esta parametrizado por v1(t) = (¢, f(t)), a <t < b; Co lo esté por o (t) = (b, 1),
con f(b) <t < g(b); Csesy3(t) = (¢,9(t)), a <t < b;y Cy viene dado por 4 (t) = (a,t), f(a) <t < g(a). Notese
que, a lo largo de Cy y de Cy4, © = z(t) es constante, luego dz = 0 sobre estos caminos, y las correspondientes

integrales de linea se anularédn, mientras que sobre los restantes caminos es dx = 1. Entonces se tiene que

de:/ Pdx + Pd;v—/ de—/ Pdx =
oD Cl Cz CS C4

/Cl de—/ca Pd — /abP(t,f(t))dt—/abP(t,g(t))dt;

y por otra parte, aplicando el teorema de Fubini y el teorema fundamental del calculo,

opP /b /9@) opP
— | —dzdy=— —dy|dz =
/D ay Y a [ f(x) ay y]

b b b
- [ [Pa.g@) - Pla.sa)]ae = [P f0)ie~ [ Pt g(o)n
a a a
Combinando las igualdades anteriores obtenemos 19.1.

Paso 2. Ahora probaremos 19.2 para otra clase especial de recinto D, que denominaremos recinto de tipo II, el

limitado por las graficas de dos funciones z = ¢(y), * = ¥(y), con ¢ < 9. Es decir, ahora tenemos que

D={(z,y) eR*:c<y<d,p(y) <z <y}



con ¢, ¢ funciones reales de clase C! a trozos. Como antes, D esta limitado por una curva cerrada simple

C = 0D regular a trozos que puede expresarse como concatenaciéon de cuatro caminos regulares a trozos:
C=-C1+Cy+C5—Cy,

donde C; esta parametrizado por v1(t) = (¢(t),t), ¢ <t < d; Cy es y2(t) = (¢,¢), con p(c) < t < P(c); C3 es
v3(t) = (Y(t),1), c <t < d;y Cyqes y(t) = (t,d), con p(d) <t < )(d). Alolargo de Cy y de Cy, y = y(t) es

constante, luego dy = 0 sobre estos caminos, y las correspondientes integrales de linea son cero; para Cy y Cj

/aDQdy/Cleer/CQQder/c Qdy—/ Qdy —

3 Cy
- /C iy + /C iy = - / " Que(t) dt + / " Quie) .

se tiene dy = 1. Entonces,

y por otro lado,

d %(y)
angcdy:/C [/ anx]dy:

D 813 o(y) 81'

d d d
[ 10w, - QUetrlds = [ Qui.na - [ Qe nar
luego, juntando estas igualdades, obtenemos 19.2.

Paso 3. De acuerdo con la observacion que hemos hecho antes y con lo probado en los pasos 1 y 2, la formula de
Green () es valida para toda region D que sea a la vez de tipo I y de tipo II. Todos los circulos, los rectangulos y
los tridngulos constituyen ejemplos de regiones que son de tipo I y IT simultdneamente. Por tanto, el teorema de
Green es valido para todos estos tipos de curvas. También podria probarse, utilizando el teorema del cambio de
variables, que la igualdad (%) es cierta para cualquier region D que sea difeomorfa con un circulo, un rectangulo

o un triangulo.

Paso 4. El siguiente paso consiste en establecer la validez de (%) para toda region D que pueda descomponerse
como unioén finita de regiones simultdneamente de tipo Iy II. Mas precisamente, se prueba () para todo recinto

D c R? de la forma .
D=|JD,
i=1

donde todos los D; son regiones de tipo I y II simultdneamente, con interiores disjuntos dos a dos, y cuyos

bordes, C; = 0D;, estan positivamente orientados, y de forma que se cumplen:

= si una curva C; tiene una parte en comtn con otro camino C; entonces esa parte no es comin a ningin
otro Cy con k # 1, j;

» si C; tiene un trozo en comun con C; entonces C; recorre ese trozo comun en sentido contrario al que lo
hace Cj; y

» si C; tiene un trozo en comin con C' = 0D entonces ambos caminos recorren dicho trozo en el mismo

sentido

(hagase un dibujo aqui).



Podemos aplicar la formula (%) a cada region D, y sumar todas las igualdades correspondientes para obtener

/(?}%_ajdd Z/ @_gdd Z/ Pdx + Qdy.

Pero en esta suma de integrales de linea, las integrales sobre C’l- = 0D; pueden descomponerse a su vez en sumas

que

finitas de integrales sobre curvas simples de dos tipos: o bien son trozos del camino C; comunes a algin otro de
los C, o bien son partes de C' = dD. La suma total de todas las integrales sobre caminos del primero de estos
tipos es igual a cero ya que, al integrar y sumar, cada una de estas curvas se recorre exactamente dos veces,
y con orientaciones opuestas, de modo que la suma de las dos integrales que se hacen sobre cada camino del
primer tipo es cero. Por otro lado, la suma de todas las integrales sobre los caminos del segundo tipo es igual a
la integral del campo (P, Q) sobre C, ya que C puede expresarse como concatenacion de todos los caminos del

segundo tipo. Por consiguiente,

n

> P@+Q@:/)PM+Q@,
i—1 oD

oD;
lo que combinado con las igualdades anteriores nos permite concluir que
/aD Pdz + Qdy = /D(gcj — Z—P)dzdy,
para todo recinto que pueda romperse en una cantidad finita de recintos de tipo I y II simultdneamente. En
particular se obtiene que (x) es valida para toda curva cerrada simple OF que sea poligonal (a saber, concate-
nacion finita de segmentos de recta), ya que la region E interior a una tal curva siempre puede triangularse, es

decir expresarse como una union finita
n
E=T,
i=1
donde los T; son tridngulos (y por tanto regiones de tipo I y II simultdneamente) orientados de modo que si T;

T, tienen un lado comun entonces T; recorre este lado en sentido contrario a como lo hace T; (hagase aqui
J J

otro dibujo).

Paso 5. La ultima parte de la prueba del teorema de Green consiste en aproximar la curva dada C por una curva
cerrada simple poligonal P de modo que la regiéon D interior a P queda dentro del dominio del campo F = (P, Q)
y cuyo area, a(D), es también una buena aproximacion del area de la regiéon interior a C, es decir a(D). Se
aplica entonces el teorema de Green establecido en el paso anterior para curvas cerradas simples poligonales
y se concluye que (*) es aproximadamente vélida para D, mas o menos un cierto error € que a continuacion

haremos tender a cero, obteniendo asi el enunciado del teorema 3.

Sea pues C una curva cerrada simple regular a trozos, y supongamos que esta parametrizada por v : [a, b] —
R2. Fijemos ¢ > 0. Para empezar, debe observarse que, como F es de clase C', existe una extensién de F de
clase C'! a un abierto que contiene a D (seguiremos denotando esta extensién como F'). Como consecuencia de

esto y de la compacidad de D, existe un abierto A que contiene a D y con dist(0A,0D) > 0 y de modo que F’



es Lipschitz y de clase C' en toda la adherencia de A. Definamos

0 OP
M = supf| 92 - So | @) € A+ sl [Pyl : (z.0) € 4} +1

Por otra parte, al ser v concatenacién de caminos C!, es un camino Lipschitz. Por tanto, eligiendo
€ dist(0A, dD) )
Lip(F)Lip(y)?(b —a) + 17 2(Lip(y) + 1)

deducimos que si a = tg < t; < ... < tiy = b es una particion de [a,b] con la propiedad de que t; — t;—1 < d

dp = min{

para todo ¢ = 1,..., N entonces la curva poligonal P que une los puntos v(to), v(t1), ..., v(tn—1), Y(tn) = Y(to)
(en este orden) esta dentro de A. Ademas, como C es cerrada simple, podemos suponer (afiadiendo méas puntos
a la particion de [a, b] si fuera necesario) que la poligonal P asi obtenida es también cerrada simple, y entonces
la region interior a esta poligonal P también queda dentro de A. Por otra parte también tenemos que, para

cualesquiera s; € [0, 1],

e

(F(y(tiz1)),v(t) —v(tiz1)) —

M=

—

(F((1 = si)y(tic1) + siy(ts), v(t) —v(tim1))| <

7

Z [E((1 = si)v(tio1) + siv(ti)) = F(y(E-))|| 7 (8) = y(Eia)l <

>

Lip(F)Lip( )2(t: —tio1)® <

ZLlp JLip(y Lip(F)Lip(’y)Q(b )=

Ahora bien, si o;(t) = (1 — t)y(ti—1) + ty(t;), t € [0,1], es el segmento que une los puntos y(t;—1) y v(t:),

podemos aplicar el teorema del valor medio para integrales para encontrar s; € [0,1] de modo que

0

/ Fods= / (F(os(t)), ol ()t = (F((1 — s:)v(tir) + siv(t)), () — (i)

y por tanto, para esta eleccion de s;, obtenemos

Lr ds—Z / Feds =Y <F<<1—smmfl)+sn<ti>m<ti>—v(tH»,

lo que, combinado con la desigualdad anterior, nos da

N
[ Fds = > F O - 2to)| < (1)
P i=1
y esto vale para toda curva poligonal cerrada simple P que una los puntos y(to),y(t1), ..., 7(tn), siendo a =

to <t <..<tny= byti —t;_1 < dp para todo i.

Por otro lado, aplicando el teorema de Darboux a la integral fv Pdx + Qdy, obtenemos d; > 0, que podemos
suponer menor o igual que dy, tal que, si a =ty < t; < ... < ty = b es particion de [a,b] y |t; — t;—1| < 01 para
todo i =1,..., N, entonces

N

[ Pz Qay = S (PO ()t~ )| < 2
v i=1
cualesquiera que sean los ¢; € [t;_1,1;].
Ademas, fijada una de estas particiones a = to < t; < ... < ty = b de [a,b], como v = 1 * ... x Y

es concatenacion de caminos de clase C!', podemos suponer (afiadiendo puntos, si fuera necesario, a dicha
particion) que ~y es de clase C' en cada intervalo [t;_1,t;]; en particular v es uniformemente diferenciable en
cada intervalo [t;_1,t;] (téngase en cuenta que 7 podria no ser derivable en los extremos del intervalo [t;_1,t;],

pero en todo caso si tiene derivadas laterales en dichos extremos, y las derivadas son continuas), luego existe



d2 > 0, que podemos suponer menor o igual que d1, tal que sit;—1 < s <t <t; y [t —s| <2 entonces
€
1) —7(s) = ()t —8)|| < ————|t — 5.
I(®) = 7() = Ao 5)(E = ) < st =
Podemos entonces anadir todos los puntos necesarios a la particion de [a, b] sobre la que venimos trabajando
para que la nueva particién, que seguiremos denotando a = tg < t1 < ... < ty = b, satisfaga que t; — t;_1 <

02 < 81 < o, y por tanto también que

N
[ Pz Qay = S (6) A )t - i) < (2)
v i=1
a la vez que
, €
A ) _ ) St < T (ti—t )
||'7(tz) ’V(tzfl) 'V+(t%1)(tz tzfl)H = M(b—a) (ti —ti-1);
pero esta tltima desigualdad implica que
N N
Z<F(7(ti71))77/+(ti71)(ti —ti—1)) — Z<F('Y(ti71))u'7(ti) —(ti-1))| <
i=1 =1
M—S (b—a)=¢
Mb-a Y75
lo que junto con (2) permite obtener
N
[ Pz Qay = Yo (FG ) )~ (o) < 2 (3)
v i=1
y que a su vez combinado con (1) nos da
/ Pdzx + Qdy — / Pdx + Qdy’ < 3e, (4)
P C

para toda curva cerrada simple poligonal P que una y(t1),v(t2),....,¥(tn—1), Y(tn) = 7(to), en este orden, y
siempre y cuando 0 < t; —t;_1 < o < 61 paratodoi=1,...,N.

Por otra parte, como 0D = C' tiene medida cero en R? y es compacto, existe una coleccion finita Q1, ..., Q
de cubos abiertos que recubren C' y cuyas areas suman menos que £/M. Definamos U = U?:l Qj. Como U es
abierto y contiene al compacto C', tenemos que la distancia de C' al complementario de U es positiva, es decir,

d(C,R?\ U) > 0. Pongamos ahora
2(Lip(y) + 1)
entonces, afiadiendo puntos si fuera necesario a la particion a = tg < t; < ... < ty de [a, b] sobre la que venimos

53 = ml’n{§1, 62,

trabajando, podemos suponer que t; — t;_1 < d3 para todo i = 1,..., IV, lo cual implica que la poligonal P que
une los puntos y(t1),y(t2),...,7(tn) = v(to) queda dentro del abierto U (en efecto, para todo z del segmento
[v(ti—1),7(t:)], se tiene

Lip(7)d(C,R* \ U)

2
oLip(y) +1) NCEND

d(z,C) < Lip(y)(t; — ti—1) <

luego z € U).
Definamos tambien W = DUU y V = D\ U, que son conjuntos medibles que cumplen que

u(D) = — < (D) = p(U) < u(V) < (D) < p(W) < p(D) + p(U) < (D) + -

Sean entonces D la region interior a la poligonal cerrada simple P que une los puntos v(t1),v(t2),...,v(tn) =

~(to) en este orden. Como P C U, es claro que
VcDcWw,

y entonces



Por consiguiente,

oQ 0P oQ OP
T - T <
/D <ax ay) dedy /D (aw ay) dxdy‘ :

/ 862—813‘ |1p—1D\dxdy§/ M |1p — 1p|dzxdy <
R2 R2
M (a(D\ D) +a(D\ D)) < M (= + =) =22,

dr Oy
M M

0Q OP 0Q 0P

e N < 2.
[, (G -5 e [, (5 - 5y ) o] <= ®)
Finalmente, combinando (4) y (5) y usando que

/ Pdz + Qdy =/ (862 — 6P) dxdy
P p\O0x Oy

(es decir, la formula de Green demostrada ya en el paso 4 para recintos limitados por curvas cerradas simples

es decir

poligonales), deducimos que

P
/ Pdz + Qdy —/ (8@ — 8) dxdy‘ < 5e,
c p\dz Oy

y como esto sirve para todo € > 0 se concluye que

/ Pdx + Qdy = / (8@ — 81)) dxdy,
C D (9x ay

es decir, la formula de Green es valida en el caso general de una curva cerrada simple regular a trozos. [




