CALCULO INTEGRAL. HOJA 13.

INTEGRALES SOBRE SUPERFICIES. TEOREMAS DE STOKES Y GAUSS.

Una superficie es una variedad diferenciable de dimensién dos, que en este curso consideraremos siempre
inmersa en el espacio R?. Una variedad diferenciable S de dimensién dos en R? puede describirse como un
subconjunto S de R? con la propiedad de que todo punto p de S tiene un entorno abierto V en R? tal que SNV
coincide con el conjunto de ceros de una funcién F : V C R?® — R de clase C! tal que DF(q) # 0 para todo
qeVnSs.

En virtud del teorema de la funcién implicita, esto equivale a decir que todo punto p de S tiene un entorno
abierto W en R? tal que SNW puede verse como la grafica de una funcién de clase C!, es decir, SNW es igual,
bien al conjunto de puntos (x,y,2) de R? tales que z = f(z,y) para cierta f de clase C' en W3 = {(z,y) €
R? : (z,y,2) € W para algiin 2}, o bien al conjunto de los (z,y,2) de R3 tales que y = g(z, 2) para cierta g de
clase C* en Wy = {(z,2) € R? : (z,y,2) € W para algiin y}, o bien al conjunto de los (z,y, 2) de R? tales que
x = h(y, z) para cierta h de clase C* en Wy = {(y,z) € R? : (x,y,2) € W para algtn z}. El ejemplo de una
esfera 22 + 32 + 22 = R? en R3 ilustra perfectamente las diversas situaciones.

Otra forma equivalente de definir una variedad diferenciable S de dimensién dos en R? es decir que para cada
punto p de S existen un entorno abierto V en R? y una funcién inyectiva ® : D ¢ R? — R? de clase C! tal que
SNV =®(D),yquesi ¥:ACR? - R3 es otra funciéon con esta propiedad, entonces ¥~ o ®: D — A es un
difeomorfismo de clase C*.

A su vez esto equivale a decir que para todo punto p € S existen un entorno abierto V en R? y una aplicacion
inyectiva ® : D C R? — R? tal que su derivada D®(u,v) tiene rango 2 para todo (u,v) € D,y ®(D)=SNV.

Recordemos también que el plano tangente 7S, a un punto p de una superficie S en R? se puede definir como
el conjunto de vectores velocidad, en el punto p, de todas las curvas de clase C' cuya traza estd contenida en
S y que pasan por p. Si S esté definida en un entorno de p por una ecuacion implicita F(x,y, z) = 0 entonces
TS, = KerDF(p), es decir, el vector gradiente de F' en p es perpendicular a T'S,. Por otro lado, si S esta
descrita en un entorno de p como imagen de un abierto D de R? por una aplicacién inyectiva ® de clase C*
cuya diferencial tiene rango 2, entonces T'S, = D®(uy,v,)(R?), donde ®(uy,v,) = p.

Conviene subrayar que 7S, es un plano vectorial. Para obtener el plano afin que pasa por p y es tangente a

S en p, hay que sumar el punto p a dicho plano vectorial.

Aqui nos limitaremos a considerar casi en exclusiva un caso especial de superficie en R3, llamado superficie
paramétrica simple, que es el de una superficie S que puede describirse, en su totalidad, como ®(D), donde
® : D C R? — R3 es una aplicacion inyectiva de clase C'! cuya diferencial tiene rango 2 en todos los puntos, y
D es un abierto de R? que puede describirse como la regién interior a una curva cerrada simple regular a trozos

(es decir, a la que se puede aplicar el Teorema de Green).

1. Definicién Se dice que una superficie S de R? es una superficie paramétrica simple si existen
un abierto acotado D de R? cuya frontera es una curva cerrada simple regular a trozos, y una
aplicacion ® : D — R? inyectiva y de clase C* tal que su diferencial D®(u,v) tiene rango 2
para todo (u,v) € D, y ademas S = (D).

De @ diremos que es una parametrizacion de S. Evidentemente una misma superficie paramétri-
ca simple S puede tener varias parametrizaciones diferentes.

En el caso de que ® pueda extenderse (con las mismas propiedades) a un abierto mayor A

que contenga a la adherencia de D, llamaremos borde de S, y denotaremos por 0.5, a la curva



cerrada en R? definida por ®(C'), donde C' = dD. Esta curva se supondra siempre, salvo que
se diga explicitamente lo contrario, orientada en el mismo sentido que resulte de componer ®
con una parametrizacién de C' recorrida en sentido positivo. Del compacto S = ®(D) diremos
que es una superficie paramétrica simple compacta y con borde.

Conviene senalar que, aunque empleemos la misma notaciéon, el borde geométrico 95 asi
definido de una tal superficie S no coincide con su frontera topologica (en efecto, ésta es toda

S ya que S tiene interior vacio).
2. Demostrar que el hemisferio norte de una esfera, es decir, 2% + y? + 22 = R?,2 > 0, es una

superficie paramétrica simple con borde z2 + y? + 22 = R%, 2z = 0.

3. Definicién Sea ® : D — S C R? una parametrizaciéon de una superficie paramétrica simple
S. Denotemos
D(u,v) = (x(u,v), y(u,v), 2(u, v)).

Llamaremos producto vectorial fundamental al producto vectorial de las derivadas parciales

o0 o0
ou  Ov’
es decir
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donde i,j y k son los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) de la base canénica de R?, y
d(f,9) 9fdg 9g0f

d(u,v)  Oudv Oudv’

es decir el determinante jacobiano de la aplicacion (u,v) — (f(u,v), g(u,v)).

Recordemos que el producto vectorial de vectores en R® tiene las siguientes propiedades (siendo a,b y c

vectores de R, y A € R):

l.axb=-bxa;
2.ax(b+c)=axb+axc
3. AMa x b) = (Aa) x b;
4. fla x bl = flal?[Ib||* — (a - b)*;
5. a xb=0siy solosiaybson linealmente dependientes;
6. si ay bson linealmente independientes entonces a x b es un vector perpendicular al plano generado por a
y b, de norma |/al|||b]| sen & (donde 6 € (0, 7) es el angulo que forman a y b, es decir ||a x b|| es el area del
paralelogramo determinado por a y b), y el sentido de a x b es el de avance o retroceso de un sacacorchos
que gire de a hasta b.
Puesto que g—f = D®(u,v)(1,0) y g—f = D®(u,v)(0,1) son vectores del plano tangente a S en p = ®(u, v) y son
linealmente independientes (por tener D®(u, v) rango 2), es inmediato, teniendo en cuenta la propiedad 6, que
el producto vectorial fundamental
od 09
S X %(u,v)
es un vector perpendicular a T'S,, donde p = ®(u,v), es decir el producto vectorial fundamental define un

campo vectorial perpendicular a la superficie S.

4. Supongamos que S es la grafica de una funcion de clase C! definida en un abierto D de R2,
es decir, S = {(z,y,2) € R® : (z,y) € D, z = f(x,y)}, donde f : D — R es una funcién de



clase C*. Una parametrizacion natural de S es la proporcionada por ® : D — R3,

D(u,v) = (u,v, f(u,v)).

En este caso el producto vectorial fundamental viene dado por
o 9P Of Of
— X — = —i—= —j= k.
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5. Se define el vector normal a una superficie paramétrica simple S parametrizada por ® : D —

S en un punto p como

o )
N(p) = ?9_ X g—v(u,v)
para cada p = ®(u,v) € S, y el vector normal unitario a S como
1
n(p) = o N®)-
IN(p)|

6. Definicion. Sea S una superficie paramétrica simple parametrizada por ® : D — S C R3.

Definimos el adrea de S como la integral en D de la norma del producto vectorial fundamental

/ 192 < O (1, )l

Para justificar esta definicion, consideremos una parametrizacion ® : D — S de una superficie paramétrica

asociado a P, es decir

simple S. Consideremos también, en el plano R?, que contiene a D, una cuadricula muy fina paralela a los ejes
de coordenadas. Las porciones de rectas de esta cuadricula que estan contenidas en D se transforman mediante
la aplicacién inyectiva ® en curvas que no se cortan y que forman una “cuadricula curva” dentro de S. Los
“rectangulos curvos” de esta cuadricula en S se aproximan bien, si la cuadricula es suficientemente fina, por
paralelogramos T en R® (en general ya no contenidos en S), que son imagen mediante la diferencial de ®, en
ciertos puntos (uq,vq) € D de la cuadricula, de rectangulos @) de la cuadricula original. Hagase un dibujo. El

area de cada uno de los paralelogramos T viene dada por

8(I> 0P
15 % 5o (ug,v0)| (@),

y la suma de todas estas areas, que aproxima lo que intuitivamente deberia ser el area de S, es
od 0P
— X —(ug,v ,
%: 15, % 5, (e vl v(@)

que a su vez aproxima la integral

/ ||‘9‘I’ ‘9‘1’ (u, 0) | dudv,

tanto mejor cuanto maés fina sea la cuadricula. Es entonces natural definir el area de S como dicha integral.

7. En el caso de que S sea la grafica de una funcion f: D — R, la formula del ejemplo 4 para

el producto vectorial fundamental asociado a su parametrizacién natural nos proporciona la

)= [ \s (%) 5 () ey

8. Usar esta formula para hallar el area del hemisferio norte de la esfera z? + 3* + 22 = R%.

siguiente formula para el area:




9. Definicién. Sea S una superficie paramétrica simple, parametrizada por ® : D — S, y sea

f S — R un campo escalar continuo definido sobre S. Definimos la integral de f sobre S como

/f /f u,v) Ha—q)xg(f(u,v)”dudv.

Por otra parte, si F' : S — R? es un campo vectorial continuo definido sobre S, definimos la

/SF:/DF(CI)(U,U))~N(<I>(u,v))dudv,

es decir, la integral del producto escalar de la normal a S con F', compuesto con ®. Obsérvese

integral de F' sobre S por

que, puesto que
0P 8<I>

av H7

la integral del campo vectorial F' sobre S puede verse como la integral del campo escalar F'-n

N(2(u,v)) = n(®(u, v))ll 5~

sobre S, es decir, podemos denotar también

[F=[Fmn

Las interpretaciones fisicas de estas integrales son variadas. Por ejemplo, un campo escalar f : § — R
puede representar la densidad de masa por unidad de superficie de un material de grosor despreciable que esta

distribuido sobre una superficie S, y entonces [ g JdS seria la masa total de dicho material.

Por su parte, la integral de un campo vectorial sobre una superficie S suele interpretarse como el flujo de un
fluido que pasa a través de S. Puede imaginarse que S es una membrana porosa y que el vector F(x,y,z) =
p(z,y,2)V(x,y, z), donde V(x,y, z) es el vector velocidad del fluido y el namero p(z,y,2) es su densidad de
masa, es un vector que nos dice cuanta masa de fluido circula por el punto (z,y, z) en la direccion en que se
mueve el fluido en ese punto, por unidad de area y de tiempo. Entonces el producto escalar F' - n representa el
componente del vector densidad de flujo en la direcciéon de n, y la masa de fluido que pasa a través de toda S

vendra determinada por [ F'-n= [¢F

10. Lema. Sean ¥ : Dy — Sy ® : Dg — S dos parametrizaciones de una misma superficie
paramétrica simple S, y sea ¢ : Dy — Dy el difeomorfismo de clase C! definido por ¢ = ® 1o,
Denotemos (u,v) = ¢(s,t). Entonces

ov (9\11 o® " 02 d(u,v)

9s ot \ou " ow d(s,t)’

donde

denota el jacobiano de .

Demostracion: Por la regla de la cadena tenemos

ov 0P Ju n 0® dv

ds  Ouds v s
y también

oV 0P Ju L 0® 0P v

ot dudt ' v ot
Multiplicando vectorialmente los miembros de la derecha de ambas igualdades, utilizando las propiedades del
producto vectorial, y en particular usando que

00 0v 00 00
ou ~ Ou ov "~ Ov’

se obtiene la igualdad de enunciado.



11. Teorema. Sean ¥ : Dg — Sy ® : Dy — S dos parametrizaciones de una misma superficie

paramétrica simple S, y sea f : S — R un campo escalar continuo. Entonces

od 0P ov ov
D f(q)(ua U))H% X %(U, U)Hdud’l} = Dy f(\I/(S,t»H% X E(ua ,U)Hd‘gdt
Es decir, la integral |, ¢ fdS definida en 9 no depende de la parametrizacion escogida. En par-
ticular, si tomamos f = 1, obtenemos que el area de S no depende de la parametrizacion

escogida.

Demostracién: Denotemos (u,v) = ¢(s,t), donde ¢ = ®~! o ¥ como en el lema anterior. Se tiene que

¥ = ® o ¢, y aplicando el teorema del cambio de variables junto con el lema anterior obtenemos

0d 09
- F(@(u, )5 % 5 (u, v)lldudo =

9o 0 a(u,v) B
[ @t i Gy x Gt o5 )] | G st =
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Dy f(\Ij(Sat))”g X E(uﬂ))”d‘Sdt’ O

El resultado analogo para campos vectoriales depende del sentido en que apunte la normal

unitaria a S correspondiente a la parametrizacion en cuestion.

12. Teorema. Sean ¥ : Dy — Sy ® : Dy — S dos parametrizaciones de una misma superficie
paramétrica simple S, denotemos

od 0P ov oV
Np = — Ny = = x —
T 9u T Y Y T s T ot
y sean
n I N n : N
o = o, YNy = ———1Nw.
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Entonces, o bien ng(p) = ny(p) para todo p € S, o bien ng(p) = —ny(p) para todo p € S. En
el primer caso diremos que las parametrizaciones ® y ¥ inducen la misma orientaciéon en S, y
en el segundo caso diremos que inducen orientaciones opuestas.

Si @ y ¥ inducen la misma orientacién entonces, para todo campo vectorial continuo F' :

/F'H@Z/F'n\p,
S S

mientras que si & y W inducen orientaciones opuestas en S entonces seré

/F'H@Z—/F'l’l\p.
S S

Indicacion: aplicar la definiciéon y el teorema anterior.

S — R? se tendra que

Una vez definidos los conceptos de area y de integral sobre una superficie paramétrica simple podemos
extenderlos a muchas otras superficies que, sin ser paramétricas simples, pueden descomponerse como unién
finita de superficies paramétricas simples que son disjuntas entre si salvo quizas en curvas de clase C! a trozos
(que tienen area nula por definicion). Por ejemplo, una esfera no es una superficie paramétrica simple, pero
puede descomponerse como su hemisferio norte méas el hemisferio sur, que si que son superficies paramétricas
simples y disjuntas salvo en el ecuador, que es una curva de clase C'. El 4rea de la esfera puede definirse entonces

como el area del hemisferio norte mas la del hemisferio sur. Lo mismo puede hacerse con el cilindro 2+ y2 =1,



0 < z < 1. Por su parte un toro puede verse como unién de dos cilindros curvos pegados por las circunferencias
de sus bordes, y por tanto puede expresarse como uniéon de cuatro superficies paramétricas simples disjuntas
dos a dos salvo en curvas de clase C'.

De hecho, puede demostrarse (aunque no lo haremos aqui) que toda superficie compacta S en R puede
descomponerse en una cantidad finita Si,..., Sy de superficies paramétricas simples que sé6lo se cortan una a
otra a lo sumo en curvas de clase C' a trozos. Entonces podemos definir el area de S como la suma de las
areas de las S;, i = 1,..., N. Por supuesto habria que probar que si S1, ..., S}, es otra descomposicion de S en
superficies paramétricas simples que sélo se cortan en curvas C! a trozos, entonces la suma de las areas de

Si,..., S es igual a la suma de las areas de S, ..., Sy, lo cual no es dificil.
De manera anéloga pueden extenderse los conceptos de integral de funciones escalares y de campos vectoriales

a toda superficie compacta en R3.

13. Calcular el area de las superficies siguientes:

(a) La parte de la esfera unitaria dentro del cono x? + y? = 2%, z > 0.
(b) La parte de la esfera 2 + y* + 22 = R? interior al cilindro 22 + y*> = Ry.
(c) La parte del cono 2% = 3(x? + y?) limitada por el paraboloide z = x? + y?.

14. Sean 0 < b < a. Calcular el area del toro obtenido al girar la circunferencia del plano xz
con centro en (a,0,0) y radio b en el plano xz alrededor del eje z. Las ecuaciones paramétricas
del toro son:

x = (a+ bcosv) cosu

y = (a+bcosv)sinu

z = bsinw,
con 0 <u <271y 0<wov < 2r Hallar también la mormal exterior unitaria a la superficie del

toro. En el dibujo, a =5,y b= 1.

Recordemos que si F : A — R3 es un campo vectorial de clase C' definido en un abierto A de R3, se define

el rotacional del campo F' = (P,Q, R), y se denota por rotF, como

i j ok
OR 0QY, OP OR)\. 0Q 0P
—| 0 90 9 |_Z=_=Zx - _ Zx
rotk = 3; ‘Z;/ 6}; <8y 8z>1+<82 m)”(ax ay)k'

15. Teorema de Stokes. Sea S una superficie paramétrica simple con borde 0S5, para-
metrizada por ® : D — S, donde D es la regién interior a una curva cerrada simple C' regular
a trozos en R? orientada positivamente, y S = ®(C) se supone orientada en el sentido que
resulte de componer C' con ®. Sea F' un campo vectorial de clase C* definido en un entorno

abierto de S en R3, y con valores en R?. Entonces se tiene que

/rotF—/ F.
s as

Otra forma de escribir la igualdad de estas integrales es la siguiente:

OR 0Q oP OR 0Q 0P
/S<ay8Z)dy/\dz+<az&E>dz/\dx+(axay)d$/\dy

= Pdz + Qdy + Rdz, (*)
oS



donde dy A dz, dz A dx, dz A dy denotan, respectivamente,

0y,2) Ozz)  Oy)
A(u,v)” A(u,v)’ A(u,v)’

OR 0Q

[ (G- 52) @ty o) sw0) 525 dud

Es interesante observar que cuando S es una region del plano xy encerrada por una curva cerrada simple regular

Asi, por ejemplo,

equivale a escribir

a trozos y n = k el teorema de Stokes se reduce a la formula de Green.

16. Definicion. Llamaremos sdlido simple a todo conjunto compacto V de R? homeomorfo
a una bola y cuya frontera OV es una superficie orientable (que puede descomponerse en una
cantidad finita de superficies paramétricas simples con bordes, orientadas de tal manera que en
los trozos de curva donde dos de estas superficies se peguen, las orientaciones sean opuestas).
Supondremos que dicha frontera esta orientada con la normal unitaria n apuntando hacia el
exterior de V. Recordemos que la divergencia de un campo vectorial F' = (P,Q, R) en R? se

define por

. 0P 0Q OR

17. Teorema de la divergencia (Gauss). Sea V un sélido simple de R® y .S = 9V su borde,

orientado con la normal unitaria exterior n. Sea F : V — R?® un campo vectorial de clase C*.

/divF—/F.
v s

18. En los siguientes casos, calcular la integral de f sobre la superficie S:
(a) flz,y.2) =2 +y% S ={(2,y,2) : 2® + y* + 2* = R*}.
(b) f(x,y,2) = xyz; S es el tridangulo de vértices (1,0,0), (0,2,0, (0,1,1).
(¢) flw,y,2) =2 8 ={(z,y,2) : 2 =2 +y* < 1}.

Entonces

19. Determinar la masa de una lamina circular de radio R, si su densidad en cada punto es

proporcional a la distancia del punto al centro, y vale 1 en el borde.

20. En los siguientes casos, calcular la integral del campo F' sobre la superficie S.

(a) F(z,y,2) = (v,y,—y); S = {(z,y,2) : 2 + y* = 1;0 < 2z < 1} orientada con la normal
exterior.

(b) F(x,y,2) = (yz,xz,zy); S es la superficie del tetraedro limitado por los planos z = 0,
y=0,2=0, 2+ y+ z=1, orientada con la normal exterior.

(c) F(z,y,2) = (2%, 4% 2?); S = {(x,y,2) : 22 = 2® +y*, 1 < 2z < 2}, orientada con la normal
exterior.

(d) F(z,y,2) = (z,y,2); S = {(z,y,2) : 2> + y* + 2> = 1,z > 0}, orientada con la normal

exterior.

21. Consideramos las superficies S; = {(x,9,2) : 22 +y? = 1,0 < 2 < 1}, Sy = {(z,y,2) :
22 4+y?+(2—1) = 1,2 > 1} y S = S1US,. Sea el campo F(z,y, 2) = (za0+2%y+x, 22xy+y, 222?).



Calcular

/ rotF.
S

22. Demostrar que si S es una superficie sin borde (por ejemplo, una esfera, o un toro en R?)

/rotF: 0
s

para todo campo vectorial F' de clase C' en S. Indicacién: Cortar y pegar.

entonces

23. Utilizar el teorema de la divergencia para calcular [ F, donde F(z,y, z) = (xy*, 2%y, y), y

S consta de:
@+ =1-1<z<1}U{? +¢® <1z=1}U{a® +y* < 1,2 = —1}.

24. Consideramos f(z,y,2) = 22+ 2xy+22 =3z +1, F(z,y,2) = (7™ + 2z, zsiny, 2% — 22 +y?),
yseaV ={(z,y,2):0<2<3—2%—9? 22 +y?+ 22 > 42 — 3}. Calcular

Vf+rotF.
oV
25. Sean V = {(2,y,2) : 0< 2 < 1—2*—y* 2 >0,y >0}, S = {(2,9,2) : 2 =1 —2® =y, 2 >
0,y >0,z >0}, y sea C el borde de S.

(a) Calcular el area de S.
(b) Calcular el volumen de V.
(¢) Calcular [, F, donde F(x,y,2) = (1 —22,0,2y).

26. Sea B(t) una bola euclidea de radio ¢ > 0 con centro en un punto a € R?, y sea S(t) la
esfera correspondiente. Sea F': B(1) — R? un campo vectorial de clase C', y sea n = n; la
normal unitaria exterior a S(t¢). Probar que

1
divF(a) = lim ——— | F.n,
ivF(a) = lim vol(B(1)) /Sm e

27. En los siguientes ejercicios, df/On denota la derivada direccional de un campo escalar f en
la direcciéon de la normal unitaria exterior n a una superficie orientable S que limita un sélido

V' al que se puede aplicar el teorema de la divergencia. Es decir,

of
I Vf-n.
En cada uno de los ejercicios demostrar la igualdad indicada, suponiendo la continuidad de
todas las derivadas que intervienen:
1. o7
S%:AAf
2.

siempre que f sea armonica en V' (se dice que f es armoénica si Af = divV f = 0).

[ 52— [ 18g+ [ vr-va



dg 0
/5( %‘932) /(ng gAf) drdydz

55~ [

si f y ¢g son ambas armoénicas en V.
|15 = [

28. Sea V un solido convexo de R? cuya frontera es una superficie cerrada S y sea n la normal

si f es armonica en V.

unitaria exterior a S. Sean F'y G dos campos vectoriales de clase C! tales que
rotF' =rotG, y divF =divG
en V, y que cumplen
F-n=G-n

en S. Demostrar que F'=G en V.
Indicacion: Sea H = F' — (; encontrar una funcién de potencial f para H y usar una de las

igualdades del ejercicio anterior para ver que

[ vse o

Demostracion del teorema de Stokes:

Bastara probar las tres igualdades siguientes:

/ Pdx :/ (apdx/\der anz/\dx) ,
as S dy 0z

Qdy:/ (—any/\dz—i-anm/\dy),
as S 82 (917

Rdz:/ (—aRd /\d:c—f—aRdy/\dz)
88 s 83: 8

ya que sumandolas obtenemos (x). Puesto que la demostracion de las tres formulas es totalmente analoga, nos

contentaremos con probar la primera de ellas. Hay que demostrar pues que

OP 9(x,y) OPO(z,x) B
J, (v 5 o)) e = [ P W
Denotemos f(u,v) = P(x(u,v),y(u,v), z(u,v)). Ahora utilizaremos la formula
0P O(xz,y) OPO(z,xz)\ O Ox 0 Ox
( By d(u,v) + (9;23(11,1})) " ou <f8v> v <f('“)u) ’ @)

que no es dificil comprobar. Utilizando esta igualdad y el teorema de Green en el primer miembro de (1)

[ (ot 5 -

/D[ai (fg> §<fgx)]d dv */f*d + ot (3)

obtenemos




Sea v = (u(t),v(t)), t € [a,b], una parametrizacién de C' C R? recorrida en sentido positivo, entonces ® o~y(t) =
(z(u(t),v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t),v(t)), t € [a,b], es una parametrizacién admisible de 95, y

b
/memwmwmwmwmm(%“ %“ﬁﬁ

dudt " dodt
ox ox
es decir

/ de:/f%du—i—f%dv,
a5 o} ou ov

lo que combinado con (3) nos da (1). O

Demostracion del teorema de Gauss:

Haremos la demostracién suponiendo que V' es un solido proyectable xy, proyectable yz, y proyectable zz. Que

V' sea proyectable xy significa que que V' puede escribirse las manera siguiente:

V={(z,y,2) €R®: (2,) € D, p(x,y) < z < P(a,9)},

donde D es una region del plano zy limitada por una curva cerrada simple regular a trozos, y ¢,v¢ : D — R
son funciones de clase C' en D; es decir, V puede verse como lo que queda entre las graficas de dos funciones
de clase C'! definidas en la proyeccién de V sobre el plano xy. Anilogamente se define el ser proyectable zz o
proyectable yz.

Sea F' = (P,Q, R). Como V es proyectable zy podemos escribir

V={(z,y,2) €R’: (z,y) € D, (z,y) < z < ¥(x,y)},

donde D, ¢, cumplen las condiciones explicitadas anteriormente, y tenemos, aplicando el teorema de Fubini,

que
OR
[ Grdnyz = [ Reapv(0.0) - Rlo.y. p(op)dody (4)
v 0% D

Calculemos por otra parte la integral
/ (0,0, R).
s

Podemos descomponer S en tres piezas, S = S; U Sy U S3, donde S; = {(z,y,p(z,v)) : (x,y) € D}, So =

{(z,y,¥(z,y)) : (z,y) € D}, y S5 = {(2,9,2) : (x,9) € 9D, p(x,y) < z < ¢(z,y)}. En S5 el vector normal
exterior unitario n es perpendicular al eje z y por tanto también al campo (0,0, R), de modo que

/S (0,0,R) = 0.

Por otro lado la normal n apunta hacia arriba en Ss y hacia abajo en S, de modo que, al calcular las integrales
fs.(070, R) obtenemos

o 0w

[ 00 = [ 0.0 Ry vtw ) (<5 -5 vy

/D R(z,y,¢(z,y))dxdy,

mientras que

_ 9p Op _ _
[ 008 = [ 0.0, Ry gt ) - (G 5 oy =

- /D R(z,y, o(x,y))dzdy.



Por tanto

/S(o,o,R) _

/SQ(O,O,R) +/51(O,O,R) +/SS(O,0,R) —

/ R(m,yW(fc,y))dmdy—/ R(z,y,p(z,y))dzdy +0 =
D D

/D (R(z 9, (x, 1)) — R(z,y, 9(x,y))) ddy,

lo que combinado con (4) nos da

OR
/ —dzdydz = /(0,0, R). (5)
v 0z s
Analogamente, usando que V es proyectable xz y proyectable yz, se comprueba que
0
[ Slasayaz~ [ 0.0.0) (©)
v Oy s
y que
oP
/ —dxdydz = /(P, 0,0). (7)
v Ox s

Finalmente, sumando (5), (6) y (7) obtenemos que

oP 0Q OR _
/V<8a:+3y+32’> dmdydz—/g(P7QaR)7

es decir el enunciado del teorema para sélidos proyectables en cualquiera de las tres direcciones de los ejes. La
clase de dichos sélidos incluye las bolas y en general todos los sélidos convexos de R3.

Una vez demostrado el teorema de Gauss para so6lidos convexos, podria extenderse a los s6lidos mas generales
del enunciado siguiendo un procedimiento analogo a la parte final de la demostracién del teorema de Green: se
aproximaria la superficie S por una superficie S’ formada por caras de tridngulos orientados (y pegados unos
con otros de modo que los lados que sean comunes a dos tridngulos tengan orientaciones opuestas segin se
vean como pertenecientes a uno u otro tridngulo), y esta nueva superficie S seria la frontera de un solido V'
que podria descomponerse en uniéon de poliedros convexos orientados de modo que dos caras contiguas tengan

normales unitarias que apuntan en sentido opuesto. El teorema de la divergencia es valido para V' y S’, es decir

/divF:/ F

/ divF%/divF:tE
/ 1%
/F%/Fie
S’ S

haciendo tender € a cero se obtendria en resultado general.

y como



