CALCULO INTEGRAL. HOJA 4.

INTEGRACION DE FUNCIONES MEDIBLES POSITIVAS EN RV,

1. Definicién. Sea ¢ : E C R™ — R una funcién. Se dice que ¢ es una funcion simple si su
imagen ¢(£) es un conjunto finito.
Si (E) = {aq, ..., }, entonces ¢ puede escribirse como combinacion lineal finita de fun-

ciones caracteristicas, mas concretamente,
m
Y= E anAja
J=1

donde x4, es la funcion caracteristica del conjunto A; := ¢~ (a;).

Recordemos que la funciéon caracteristica de un conjunto A se define por

(2) 1, sixeA;
xr) =
x4 0, sizé¢A.

2. Proposicion. Sean £ C R™ un conjunto medible, y ¢ : E — R una funcién simple con
¢(E) = {a1, ..., }. Entonces ¢ es medible si y solo si A; = ¢ '(a;) es medible para cada

j=1,....,m.

3. Teorema. Sean £ C R" medible y f : E — [0, 4+o00| medible. Entonces existe una sucesion

de funciones simples medibles (¢;);jen tales que

a) 0 < <o < ... < <y <...< fparatodo j,y
b) lim; p(x) = f(z) para todo = (convergencia puntual).

Indicaciéon: Para cada j € N considerar F; = f~![j,00], y para cada i € {1,2,...,52/} poner E;; =
ffl[iz_—jl,%). Definir ¢; = jxr, + Zzijl ZQ_TIX}L para cada j. Equivalentemente, ¢; = 6; o f, donde las
0; : [0,400] — [0,400) se definen por 0;(t) = jsit > j,y 0;(t) = 5+ si t € [53, %) para algin (tnico)
i € {1,2,...,527}. Comprobar que 6;(t) converge monoétonamente a (t) = ¢ para todo ¢, y deducir que ¢; es

una sucesion creciente de funciones simples medibles que converge puntualmente a f.

4. Definiciéon. Sean £ C R" un conjunto medible, y ¢ : E — [0, +00) una funcion simple

medible. Escribamos p(E) = {aq, ..., am}, 4; = o~ Hay), p = i1 @jX4;- Definimos la integral

/ESO = Z:?ij#(flj),

entendiendo que si a;, = 0y p(A4;,) = oo entonces o, u(A;,) = 0; es decir, convendremos que

de la funcién simple ¢ como

0-00=0.



5. Lema Sean E;, con i € N, conjuntos medibles de R" tales que E; N E; = (0 si i # j, y sea
E=J2, E;. Sea ¢ : E — [0,+00) una funcién simple medible. Entonces

(o]
/Esozz;/&%i-

Indicacion: si ¢(E) = {a1,...,am}, A; = ¢~ (ay), observar que A; = ;2 (A; NE;) y p(A)) =Yoo w(A4;N
E;).

6. Lema. Sean E C R" medible, y p,9 : E — [0, +00) funciones simples medibles. Entonces

se tiene:
a) [plo+v) = [go+ [p¥
b) [5c ¢ =c [, para todo ¢ € [0, +00)
c) Si ¢ <9 entonces [, < [, ).

Indicacién: pongamos ¢ = Z;n:l ajXA; Y Y= Z?:l Bixs,. Para probar (1), observar que ¢ + 1 es constante
de valor a; + 3; en A; N By, que E =, j(Aj N B;), y aplicar el lema anterior. Para probar (3), observar que si

A; N B; # () entonces «; < f3;, y aplicar el lema anterior.

7. Definicion. Sean £ C R™ un conjunto medible y f : E — [0, +0c] una funciéon medible.

Definimos la integral de f en E por

/ f= sup{/ ¢ | ¢: E—[0,400) simple y medible , o < f},
B B
que es un numero en [0, +00].

8. Probar que si ¢ : E' — [0, +00) es simple y medible entonces las dos definiciones que tenemos
de [, ¢ coinciden.

9. Proposicion. Sean f,g: E C R" — [0, 400] funciones medibles. Entonces:
a) W(E)=0 = [, f=0
b) f=0= [,f=0
o) f<g = Jpf<Jp9
)

d) Si A C E es medible, entonces

[jm—éfo

e) Si A C B C E son medibles, entonces fAf < fo < fEf

Indicacion: Para probar (4), suponer primero que ¢ = Zlnll aixa; < f-xa,y observar que si z € A; \ A

entonces o; = 0 = ¢(x).

10. Lema. Sea ¢ : E — [0, +00) una funciéon simple medible, donde £ = [ J;2, E; es una union

creciente (es decir, E; C E;,; para todo ¢) de conjuntos medibles. Entonces fE Y = lim; fE .

J
11. Teorema de la convergencia monoétona. Sea £ C R™ un conjunto medible, y sea
fi B —]0,400], j € N, una sucesién de funciones medibles tales que

8) f; < fi41 para todo j, y
b) lim; f;(x) = f(z) para todo € E (convergencia puntual).



Entonces f : E — [0, 400] es medible, y

[r-um s

Indicacion: Para probar que el limite es mayor o igual que [, f, tomar ¢ € (0,1), ¢ simple medible con
0 < ¢ < f, considerar E; = {z € E : fj(z) > cp(x)} y aplicar el lema anterior. Después hacer ¢ — 1, y

finalmente tomar supremos en .

12. Corolario. Sean f,g,f; : E C R" — [0,400] funciones medibles, y ¢ un ndimero con
0 < ¢ < 400. Entonces:

a) fE(f+g) :fEerng
b) fch:CfEf
c) fEZ;ilfJ:Z;ozlef]

Indicacion: para las dos primeras propiedades, combinar el Teorema 3, el Teorema de la convergencia mono-

tona, y usar que el resultado que quiere probarse es verdad para las funciones simples.

13. Corolario. Sea F = |J;Z, £j una unién disjunta (es decir, £; N E; = 0 si i # j) de
conjuntos medibles, y sea f : E C R™ — [0, +-00] medible. Entonces [, f = > e Ju f

14. Proposicion. Sean g, f : E — [0, 4+o0], al menos una de ellas medible, y supongamos que

f = g en casi todo punto. Entonces la otra también es medible, y fE f= ng.

15. Calcular la integral de f(x,y) =z en E = [0,1] x [0, 1].



