CALCULO INTEGRAL. HOJA 6.

RELACION ENTRE LAS INTEGRALES DE RIEMANN Y DE LEBESGUE EN UNA VARIABLE.

1. Teorema fundamental del calculo para la integral de Lebesgue. Sea f : [a,0] — R

integrable (en el sentido de Lebesgue) y definamos F : [a,b] — R por

F<w>=/jf

para cada = € [a,b]. Demostrar que si f es continua en un punto ¢ € (a,b) entonces F es

derivable en ¢, y

2. Regla de Barrow. Sea f : [a,b] — R continua, y sea G una funciéon derivable tal que

G’ = f (es decir una primitiva de f. Demostrar que

/abf: G(b) — Gla).

3. Justificar que toda la maquinaria usada en Analisis de Variable Real para el célculo de
integrales de Riemann (es decir, integracion por partes, cambio de variable, etc) sirve asimismo

para el calculo de integrales de Lebesgue.

4. Teorema (Lebesgue). Sea f : [a,b] — R acotada. Entonces:

1. f es integrable Riemann si y solo si f es continua en casi todo punto de |[a, b]

2. Si f es integrable Riemann entonces f es integrable Lebesgue, y las integrales coinciden.

Indicacién: Sean D = {z € [a,b] : f es discontinua en z}, y D; = {z € [a,b] : V0 > 03y € [a,b] t.q. |y —
x| < 6,|f(y) — f(z)] > 1/4}; entonces D = Uj’;l D;. El objetivo es probar que u(D) = 0 si y solo si f es
integrable Riemann. para ello, si P = {a = tg < 1... < tp—1 < t, = b} es una particion de [a, b], denotaremos
U(f,P) =>}_, Mi(tx — tx—1) la suma superior asociada a esta particion, y L(f, P) = Y p_; ng(ty, — tx—1) la
suma inferior, donde My, := sup{f(x) : & € [tx—1,tx]} ¥y my := f{f(z) : & € [tx—1, 1]}

Paso 1: si m¢(D) > 0, existe un j con m.(D;) > 0. Probar que

—_

S (M- mi)(ts — te1) > (D),
(tr—1,tx)ND;#0D

<

y concluir que f no puede ser integrable.

Paso 2. Si u(D) = 0, sea P, = {a = t} < t}... < t' = b} la particion de [a,b] en n subinterval-
os de igual longitud, es decir ¢} = a + k(b — a)/n, definamos g, = >.;_, SkX(tp_ ). donde s = sp es
un numero cualquiera entre my y My. Probar que g, — f en casi todo punto de [a,b] (concretamente, en
[a, 0] \ (DU{t} : 0 <k <n,neN})). Usando el teorema de la convergencia dominada, probar que f es inte-
grable Lebesgue y f: Jn — ff f. Después, eligiendo s = M, ver que f: gn = U(f, P,) (y tomando s, = my,
que fab gn = L(f, P,)), y deducir que U(f, P,) — L(f, P,) — 0 y que f es integrable Riemann, y que la integral

de Riemann de f coincide con la de Lebesgue.



5. Probar que la funcion f = xgnjo, es integrable Lebesgue (y fol f =0), pero no es integrable

Riemann.
6. Sean a,b € [—00, +o0], a < b. Sea f : (a,b) — [0,+00) localmente integrable. Probar que

b B
= lim
/a f a—at, B—b— /a f

y ademaés, si f es integrable Riemann impropia en (a,b) entonces f es integrable Lebesgue en

(a,b), y las integrales coinciden.

7. Sean a,b € [—00,4+0], a < b. Sea f : (a,b) — R localmente integrable. Supongamos que
existe M > 0 tal que ff |f| < M para todo a, 3 € (a,b) con o < 3. Probar que f es integrable

(Lebesgue) en (a,b), y
b B
= i .
/a f= / /
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8. Probar que




