CALCULO INTEGRAL. HOJA 7.

EL TEOREMA DE FUBINI.

1. Recordar o, si no se ha visto nunca, probar que todo abierto de R se puede escribir como

uniéon numerable disjunta de intervalos abiertos.

2. Demostrar que todo abierto G de R? puede escribirse como unién numerable y disjunta de

conjuntos de la forma [a,b) X [¢,d) (a los que llamaremos rectangulos semiabiertos).

Indicacion: cuadricular el plano segin las rectas © = n e y = m, con n, m € Z y escoger los rectangulos de esta
cuadricula que estén en G; después dividir en cuatro cuadrados cada uno de los cuadrados de toda la cuadricula
anterior y tomar todos los subcuadrados que estén contenidos en G pero no en ninguno de los cuadrados elegidos
en el primer paso. Repetir el proceso indefinidamente para obtener una coleccién de subcuadrados de la forma

[a,b) X [c,d) disjuntos dos a dos y cuya union sea G.
3. Generalizar el resultado del problema anterior al espacio R", con n > 2.

4. Definicién. Consideremos la descomposicion R” = R* x R?, con k, d enteros positivos. Para
cada z = (21,...,2,) € R" denotaremos z = (z,y), con £ = (21,...,2k), Y = (Zkt1, -, 2n). Si

A CR", y € R? definimos la seccién del conjunto A determinada por 3 como
A, = {z e RF: (z,y) € A}.

5. Comprobar que

U Aj ] = U(Aj)z,n ﬂAJ = ﬂ(Aj)w (A\ B)y = 4y \ By.

j y j y

6. Notacién. Si R” = R* x R?, denotaremos por fi,, fix, ftq las medidas de Lebesgue en R™,
R*, R? respectivamente. Omitiremos estos subindices y pondremos simplemente p cuando la

dimension del espacio se sobrentienda por el contexto.

7. Sea C un conjunto no medible en R*. Probar que A = C' x {0} es medible en R**!. Concluir

que las secciones A, de un conjunto medible A en R" = R* x R no son, en general, medibles

en R*.

No obstante, casi todas las secciones de un conjunto medible son medibles, como prueba el

siguiente

8. Teorema (Principio de Cavalieri). Sea A un subconjunto medible de R" = R* x R?.
Entonces, para casi todo y € R? la seccion A, es medible en R¥, la funcion y — ux(A4,)

(definida en casi todo R?) es medible, y satisface

fin(A) = /Rd pu(Ay)dy.



Estrategia de la prueba:

Paso 1. Supongamos primero que A es un rectdngulo semiabierto, es decir A = [a1,b1) X -+ X [an,bp).
Entonces A = A* x A4, donde A*, A% son rectangulos del mismo tipo en R* y R%. Se tiene Ay = AF siy e AY,
y A, = 0 siy ¢ A% Concluir que la funcién y — px(A,) estd definida en todo R? y es simple medible, y
Jao 1 (Ay)dy = i (AF) pa(A%) = i (A).

Paso 2. Supongamos ahora que A es un abierto de R™. Segun el ejercicio 3, podemos escribir A = U(;il R;,
o0

=1
ta. Deducir que R? 5 y — u(A,) = > i1 i ((Rj)y) es medible, y usando el paso anterior demostrar que
f]Rd 123 (Ay)dy = Hn (A)

Paso 3.1. Supongamos que A es un conjunto medible y acotado. Aplicar el teorema de estructura de los

union disjunta de rectangulos semiabiertos, y seguin el ejercicio 5 se tiene A, = (J;_,(R;),, union disjun-

conjuntos medibles para encontrar una sucesion decreciente de abiertos acotados (G;) y otra sucesion creciente
de compactos (K;) de R™ tales que K; C A C G; y lim; 11, (G \ K;) = 0.

Definamos B = |J; K; y C = ; G;, de modo que B C A C C, pin(A) = pn(C), y para todo y € R los
conjuntos Cy = (;(G;)y y By = U, (K}), son medibles.

3.2. Puesto que los G \ K son abiertos, puede aplicarse el paso anterior para probar que [;, ux((G; \
K;),)dy — 0si j — co. Deducir entonces que [, px((C'\ B)y)dy = 0, y que por tanto ux((C'\ B)y) = 0 en casi
todos los puntos y de R%, lo que implica que A, es medible para casi todos los y (los mismos).

3.3. Probar también que ux((Gj)y) — pr(Ay) cuando j — oo para casi todo y, y deducir que la funcién
y — pr(Ay) (definida en casi todo punto) es medible.

3.4. Usar ahora que [5, px((G1)y)dy < 0o, pux((Gj)y) < pr((G1)y), 3.3 y el teorema de la convergencia
dominada para deducir que ji,(A) = [pq pr(Ay)dy.

Paso 4. Supongamos por fin que A es un conjunto medible arbitrario. Escribir A = | I Aj, union creciente de
conjuntos medibles acotados. Probar que, para casi todo y, lim; pu;((4;)y) = pr(Ay). Aplicar el teorema de la

convergencia monétona y el paso anterior para concluir el resultado.

9. Corolario. Probar que si A tiene medida cero en R™ entonces casi todas sus secciones A,

tienen medida cero en R¥.

10. Observacion. Anélogamente se tiene que pi,(A) =[5, pa(A%)dz, donde A” = {y € R* :

(x,y) € A} denotan las secciones de A respecto de la otra variable.

11. Definicién. Sea f : R" = R¥ x R? — [—oc0, +00]. Definimos la seccién de f determinada

por y € R? como la funcion f, : R¥ :— [—o0, +00],

fy(x) = f(z,y).

12. Comprobar que (xa)y = X4,, ¥y deducir del principio de Cavalieri que

/ XA(w,y)d:rdyz/ (/ XA(ﬂf,y)dw) dy.
Rk xR4 R4 Rk

13. Teorema de Fubini para f positiva. Sea f : R* = R¥ x R? — [0, +00] medible.
Entonces, para casi todo y € R? la seccién fy R* — [0, +0c] es medible, y por lo tanto la
funcién

Y — /Rk f(l’, y)dx € [O, +OO]

esta definida para casi todo y € R?; ademas esta funciéon es medible y satisface

[ sy~ | ( f<a:,y>dx) dy,
RFE xR4 R4 Rk



donde el primer miembro de la igualdad denota [, f.

Indicacién:

Paso 1. El ejercicio anterior prueba el resultado para funciones caracteristicas. Por linealidad de la integral
se extiende inmediatamente a funciones simples medibles positivas.

Paso 2. Para el caso general, sea (¢;) una sucesion creciente de funciones simples medibles positivas que
converge a f. Probar que las secciones (¢;), convergen a la secciéon f, y son medibles para casi todo y. Deducir
que f, es medible para casi todo y, y usando el teorema de la convergencia monétona probar que ka fy(z)dr =
lim; [or (¢;)y(2)da para casi todo y.

Paso 3. Definamos F(y) = [o fy(z)dz, ®;(y) = [pi(@))y(x)dz. Aplicar de nuevo el teorema de la conver-

gencia monotona a las sucesiones (®;) /' F c.t.py (¢;) / f para concluir el resultado.

14. Teorema de Fubini para f integrable. Sea f : R* = R¥ x R? — R integrable. Entonces,

para casi todo y € R? la seccién f, : R¥ — R es integrable, y por lo tanto la funcién

y»—>/ka(x,y)dx6R

esta definida para casi todo y € R%; ademas esta funcién es integrable y satisface

/ £, y)dxdy = / ( f<:c,y>dx)dy.
RF xR4 R4 Rk

Indicacion: aplicar el teorema anterior a las funciones f+, f~.

15. Observacion. Analogamente se prueba un teorema de Fubini para las secciones f, de f

por z, obteniendo la féormula

/ f(x,y)da:dy:/ ( f(x,y)dy) d.
Rk xRd RF Rd

16. Probar que si f : R” — R es integrable entonces

/f:/R((/R (/Rf(zl,...,zn)dzjl) dzh)...)dzjm

donde {zj,, ..., 2;,} es cualquier permutacion de {z1, ..., 2, }.

17. Teorema de Tonelli. Sea f : R" = R* x R? — R medible. Si una de las integrales iteradas

/Rd (/Rk |f(m,y)|dx) dy o bien /Rk (/Rd|f<x7y)|dy) da

es finita, entonces la funcion es integrable.
Indicacion: aplicar el teorema de Fubini para f positiva a la funcion |f].

18. Proposicién. Si A C R¥ y B C R? son conjuntos medibles en R¥ y R? respectivamente
entonces su producto A x B es medible en R” = R¥ x R?, y

fin(A x B) = pi(A)pa(B).

Indicacion: Suponiendo A x B medible, es facil verificar la formula u, (A x B) = pug(A)pqa(B) aplicando el
teorema de Fubini a xaxp(x,y) = xa(z)xps(y). Para probar que A x B es medible, seguir estos pasos:
1. Demostrar que el producto de dos conjuntos G5 es un conjunto Gy, y en particular medible, luego se le

aplica la férmula anterior.



2. Usando el teorema de estructura de los conjuntos medibles, escoger conjuntos G5 G, H,G*, H* tales que
G2 A HDB, u,(G\A) =0, pg(H\B) =0, G\AC G*, H\B C H*, y G* y H* son de medida cero. Usando
que pin, (G*x H) = p(G*)pa(H) (por ser conjuntos Gs), etc, y que (Gx H)\(AxB) = ((G\A)x H)U(Ax(H\B)),

probar que este conjunto tiene medida cero, y deducir que A x B es medible.

19. Corolario. Si A C R* y B C R? son conjuntos medibles en R* y R? respectivamente, y
f+ Ax B — R es integrable, entonces

[ ey = [ ( / f(w)dw) dy.



