CALCULO INTEGRAL. HOJA 8.

APLICACION DEL TEOREMA DE FUBINI. CALCULO DE INTEGRALES EN RECINTOS
PROYECTABLES.

1. Se dice que A C R? es proyectable sobre el eje z si existen funciones @, : [a,b] — R tales
que A = {(z,y) € R*: p(z) <y < (), z € [a,b]} (alguna de las desigualdades o las dos
podrian también ser estrictas, y el intervalo [a, b] podria ser abierto o semiabierto). Probar que
si ¢ y ¢ son medibles, entonces A es medible.

2. Probar que si f : [a,b] — [0,400) es medible, entonces fab f es la medida del conjunto
D={(z,y) e R?: 0 <y < f(x),a <x < b} (es decir, el area que queda debajo de la grafica

de f y encima del eje de las ).

3. Calcular las siguientes integrales iteradas:
1 1
a) f—lfO rhy + y?)dydx
fol few a:log ydydx
fo Jo ¥ ycos(zy)dzdy

4. Expresar las integrales iteradas siguientes como integrales miltiples sobre un recinto, dibujar
el recinto y cambiar el orden de intergracion; finalmente, hallar el valor de las integrales usando

el orden de integracion que dé lugar a los calculos mas simples.

f2 f0y2 (22 + y)dzdy
(b) fl 87 (1 — 1)V + e2dydz
(c) f f‘m‘ e*Vdydx
(d) fo I 7" ysin axdyda
(e) fol fox foy(x—|—2y+3z)dzdydx
(f) fol fof(y) .:Eydxdy, donde f(y) = min{l,logi}.
(&) Jo &7 (1 - y?) dyda

5. Cambiar el orden de integracion en las siguientes integrales iteradas:
(a) Jy S iy (s y)dady
(b) fy fbmf(w y)dydzx
O J e £y, 2)dedyda
(d) fo fo Iy e f(x,y, 2)dzdzdy

6. Diferenciacion bajo el signo de la integral. Sea f : [a,b] x [c,d] — R continua tal que 3 8f es

- /abf(x,y)dw'

continua en [a, b] X [c, d]. Definamos



Probar que F' es derivable y que
bof
o Oy

Indicacién: Usando el Teorema Fundamental del Calculo, se tiene que

:/abf(m,u)dx:/b(/cugz(x,y)dy+f(x,c))dx.

8f

Fly) = | Z-(x,y)de.

7. Sea f : [a,b] X [¢,d] — R continua con %~ continua en [a, b] X [¢, d]. Definamos

F(z,y) / ft,y)d
(a ) Calcular Cy 8y

(b) fg f(t,x)dt, calcular G'(z).

8. Calcular las integrales siguientes

(a) [, a*ydxdy, siendo D el triangulo de vértices (0,0),(0,1) y (1,0).

(b) [, ye ™dzdy, siendo D el cuadrado de vértices (0,0), (0,1),(1,0) y (1,1).
(¢) [, zdxdy, siendo D = {(z,y) e R* | 0 < o < /7,0 < y < sina?}.
(d) [,

(e) Jpl méx{x,y}|d:cdy, siendo D = [—2,2] x [—1,1].

\/1— z—j dmdy, siendo D el interior de la elipse % -+ 7;2 = 1.

9. Sean A C R" y B C R™ conjuntos medibles y acotados, y f : A — R, g : B — R

funciones integrables. Definamos

F(z,y) = f(z) +9(y), v G(z,y) = f(2)g(y)-
Probar que F'y G son integrables, y hallar [, . F(z,y)dzdyy [, ;G(z,y)dzdy en funcion de
Jats Jp 9, m(A) y u(B).
2

10. Hallar el volumen de la regién acotada por z = z + 32, z = 9 — 2%
11. Hallar el volumen de la regién acotada por 22 +2y?> =2, 2 =0, x + y + 2z = 2.

12. Sea A la region de R? acotada por los planos x = 0, y = 0, z = 2 y la superficie z = 2% + 12,
con x > 0, y > 0. Calcular la integral fA rdrdyd:z.

13. Calcular la integral [, ye~™dzdydz, donde A = [0,1] x [0, 1] x [0, 1].

14. Calcular el volumen del sélido acotado por el plano xz, el plano yz, el plano zy, los planos
r=1ey =1y lasuperficie z = 2% + y*.

15. Calcular la integral [, (zy)? cosz*dzdy, donde A = [0,1] x [0, 1].

16. Calcular las siguientes integrales iteradas y dibujar las regiones A determinadas por los

limites de integracion:

1, re®
a) fo (f1 (IL‘ + y)d?/)dfﬂa
1 x?
b) Jo (fos yy)da.
17. Sea D la region acotada por los ejes positivos =z e y y la recta 3z + 4y = 10. Calcular
[ (@ + y?)dady.



18. Sea D la region dada como el conjunto de los (x,y) del plano tales que —p(z) <y < ¢(x)
y a < x < b, donde ¢ es una funciéon continua no negativa en el intervalo [a, b]. Sea f: D — R

una funciéon continua en D tal que f(x,y) = —f(x, —y) para todo (z,y) € D. Probar que

/ f(z,y)dxdy = 0.
D

19. Dibujar la region correspondiente a cada una de las sigientes integrales dobles, cambiar el

orden de integracion y evaluar la integral usando el orden que sea més adecuado:

fo f zrydy)dx
fo f2 y (x + y)*dz)dy
<c> L G+ y)2da)dy

20. Calcular fw 22 cos zdxdydz, donde W es la region acotada por los planos z = 0, z = m,
y=0,z=0yzxz+y=1

21. Integrar f(x,y,z) = xy + yz + zx sobre la porcion del primer octante z > 0, y > 0, z > 0,

cortada por el elipsoide

ZE2 y2 22

St t gL

22. Utilizar integrales triples para hallar el volumen del sélido 7' de R3 limitado superiormente

por el cilindro parabélico z = 4 — y? e inferiormente por el paraboloide eliptico z = 2% + 3y2.
23. Sea A una regiéon no acotada del plano que puede describirse como
A={(z,y) eR*:a <z < o0, p(z) <y < P(r)},

donde ¢, : [a,00) — R son funciones continuas tales que ¢ < 1. Sea f una funcién continua

y no negativa sobre A. Probar que

/Af(%y)dl’dy = /aoo /::) f(z,y)dydx.

Formular enunciados analogos para otro tipo de regiones no acotadas del plano y del espacio.
24. Calcular la integral [, zye~ @) dzdy, donde A = {(z,y) e R2:2>0,0<y < 1}.

25. Usar el problema 23 para integrar e”*¥ de dos maneras sobre la region x > 0, 1 <y < 2.

© ,—x _ ,—2x
/ €T = log 2.
0 T

Concluir que



