ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. HOJA 3.

TEOREMA DE PEANO. PROLONGABILIDAD DE SOLUCIONES.

Existencia de soluciones para ecuaciones continuas.

1. Teorema (Cauchy-Peano). Supongamos que f € C([to, to+T]x B(x,d), R"), y denotemos
su maximo en este compacto por M. Entonces existe al menos una solucién del problema de

valor inicial
() = f(t,2(1))
Jf(to) = 2o,
definida en el intervalo [ty, to + 1], donde Ty = min{T', §/M}. (Analogamente para el intervalo
[to — Tb, to].)
2. Corolario. Sea U C R"™ abierto y f : U — R" continua. Dados o € U y § > 0 tal que
0<o< diSt(l’(),aU),

existe al menos una solucién z : [ty — «, tg + o] — B(w,d) del problema de valor inicial

l'(to) = X,
en donde 5
= — M := i .
= 1 ax 1f ()]

Prolongabilidad de soluciones

En lo que sigue, supondremos, por simplificar la notacion, que ty = 0 y que nuestra ecuaciéon

(*) es auténoma, es decir, consideraremos el problema de valor inicial

a'(t) = f(x(t))
x(0) = xo.

(#)

Esto no supone ninguna restriccién pues, en primer lugar, y(t) es solucion de (£) si y solo si
x(t) = y(t —to) es solucion de (x); y, en segundo lugar, el sistema (*) (en R"”, no auténomo) es

equivalente al siguiente sistema (auténomo, en R™™1):
(s'(t),2'(t)) = (1, f(s(t), x(t)))
(5(0), z(0)) = (0, zo)

También supondremos que f : U C R" — R" es localmente Lipschitz, de modo que puede

aplicarse el teorema de Peano para asegurar la existencia de una solucion en el intervalo [—a, a]



(con la notacion del Corolario 9), y el teorema de Picard-Lindelof para asegurar la unicidad
local de las soluciones y por tanto también que la solucién es tnica en dicho intervalo.

Es facil dar ejemplos que muestran que el intervalo de definicion [—a;, o] de una solucion x de
(#) que proporciona el teorema de Peano no es 6ptimo: puede ocurrir que exista una solucion &
de (f) definida en un intervalo mayor.

Sin embargo, la unicidad local de las soluciones nos garantiza que x = Z en su intervalo

comun de definicion: decimos entonces que Z(t) prolonga a x(t).

3. Notacién. En lo que sigue I, denotara la unién de todos los intervalos [ tales que 0 € I 'y

existe una solucion z; : [ — U de (8).

4. Proposicion. I,, es un intervalo abierto y existe una tnica solucion x de (f) definida sobre
I,,. Méas aun, I,, es el mayor intervalo de R sobre el que puede definirse una solucion de (f).

(A x se le llama solucion maximal de ().)

Es conveniente observar que el intervalo I,, depende fuertemente del dominio U de definicion

de f que se esté considerando.

5. Proposicién. Sea x : I,, = (7_,7y) — U C R™ la solucion maximal de (f). Supongamos
que U # 0, que 74 < +00, y que z(t) esta acotada en [0, 7, ). Entonces
lim dist (z(t),0U) = 0,

t—T4

es decir z(t) se acerca a la frontera de U cuando ¢ tiende a 7.
Por otra parte, si U = R" y 7. < 400, entonces lim,_,,, ||z(t)|| = oo.
(Y anélogamente cuando 7 > —o0.)
Demostracion: supongamos que existieran  y ¢, / 74 tales que dist(z(t,), 0U) > 26 > 0. Sea yy, la solucion

del problema y' = f(y), y(tx) = z(t), definida en [ty — ay, tx + ay], con ay = 6/ méx, 5,16 [ f(2)]]. Definir
Q = Uyen B(x(tr), 6), comprobar que es acotado, que Q C U, y que

)

I<ai=—-—7"—<ag.
max, g |Lf ()]

Concluir que las y; estan definidas en intervalos de longitud por lo menos 2a, que z(t) = yi(t) para t €

[tk — o, ty + o] N I, y llegar a contradecir la maximalidad de z.

6. Observacion. Con la notaciéon de la proposiciéon anterior, si 7, < 400 entonces todo z € R”

obtenido como un limite z = lim,,_,o, x(t,) con lim,, . ¢, = 74 es necesariamente un punto de

ou.

7. Corolario. Con la notacién de la proposicién anterior, si 7, < 400, entonces la soluciéon

maximal x de (f) debe salirse (cuando t — 7, ) de cualquier compacto K C U.

8. Corolario. Supongamos U = R". Si z(t) es solucién maximal acotada de (f) entonces
I, =R

9. Teorema (desigualdad de Gronwall, versién 3). Sea ¢(¢) una funciéon definida en R,

localmente Lipschitz, y sea p(t) la tinica solucion (que suponemos definida en [tg,¢;]) del p.v.i.

p'(t) = g(p(t))

p(to) = po.



Supongamos que z : [to, t;] — R™ satisface

=" @)1 < g(ll=@)1), llz(to)ll < po-
Entonces se tiene
lz()]l < p(t)
para todo t € [to, t1].

. orolarilo. o1 x ~ X as soluciones de la ecuacion direrencla = estan
10. Corolario. Si <g v las soluciones de 1 i6n diferencial p' = g(p) esta

definidas en todo R, entonces las soluciones de 2’ = f(x) también estéan definidas en todo R.



