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| INTRODUCCION AL CURSO

e Bibliografia BASICA:

[MS] L. Merino, E. Santos, ’Algebra lineal con métodos elementales’, Thomson 2006

Se recomienda NUMERAR los resultados recuadrados en gris en este libro (p.ej., el primer
Lema de la pég. 20 seria el Lema 1.2.4.1, el Teorema de la pdg. 21 seria el Teor. 1.2.4.3)

Bibliografia COMPLEMENTARIA:

J. F. Fernando, J. M. Gamboa, J. M. Ruiz, 'Algebra lineal’, Sanz y Torres 2010

M. Castellet, I. Llerena, ’Algebra lineal y Geometria’, Reverté 2000

J. Rojo, I. Martin, 'Ejercicios y Problemas de Algebra lineal’, Schaum’s (McGraw-Hill) 2005

e Materiales en el Campus Virtual (también en www.ucm.es/UCM/Centros/Departamentos/
Geometria y Topologia/Personal/EA):

Fichero PLAN = "PLAN CURSO AL16’ (pdf)

Fichero MATCOMPL = '"MATERIAL COMPLEMENTARIO AL16’ (pdf), este fichero

e Plan del curso: 1° cuatrimestre: Caps. I y I de [MS]. 2° cuatrimestre: Caps. III (excepto
I11.3.4), IV (excepto Seccién IV.3), V y VI (excepto VI.1.6-VI.1.13 y VI.3.10-VI1.3.11)
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e Clases TEORICAS (41441 horas). Asistencia? (no es necesario tomar apuntes, no se pasa
lista). En el fichero PLAN se indica cudndo se va a ver cada apartado de [MS]

Clases PRACTICAS (264-29 horas, con DESDOBLE del grupo en dos subgrupos). Se trata
de hacer unos 200 Ejercicios propuestos en [MS], mds unos 100 Ejercicios Adicionales (propuestos
en este fichero MATCOMPL, mds adecuados al nivel exigido en el curso).

En el fichero PLAN se indica cuando cada ejercicio resulta ’accesible’. En las clases préacticas
se irdn haciendo los ejercicios (con una semana de retraso respecto a cuando resulten "accesibles’).
No es lo mismo intentar hacer problemas que estudiar problemas resueltos!!

e Exdmenes: Parcial 1 (febrero), Parcial 2 (junio) y Finales de junio y septiembre. Las fechas
estdn ya fijadas (consultar calendario).

Cada examen constara de dos partes: Cuestiones (3 puntos, SIN libros) y Ejercicios (7 puntos,
CON el libro [MS] y apuntes propios).

Para APROBAR UN EXAMEN habrd que sacar AL MENOS 0,6 puntos (1/5 de la nota
méxima) en las Cuestiones y al menos 5 puntos en total.

Por tratarse de una asignatura anual, la aprobacién del Parcial 1 no supone (en realidad)
eliminar la materia correspondiente al mismo.

e Dos VIAS para aprobar el curso:

(A) APROBAR POR PARCIALES / APROBAR UN FINAL:

Si y son las notas obtenidas en cada uno de los Parciales, la nota por Parciales

serd, P = P (si s6lo el Parcial 2 estd suspenso) o P = (P + P») (en cualquier otro caso).

En el Final de junio, quien tenga sélo un Parcial suspenso podré optar (sobre la marcha)
por examinarse sélo de dicho Parcial (habrd preguntas especificas para ello). En tal caso, la nota
por exdmenes serd £ = P (con P como antes, pero con la mejor nota de cada parcial).

Cualquier estudiante puede presentarse al Final de junio COMPLETO, en el que supongamos
obtiene una nota . Si ya habfa aprobado por Parciales, la nota por exdmenes serd: F =
méx{F, P}. Asi, el Final de junio completo permite SUBIR (PERO NO BAJAR) NOTA. Si no
habia aprobado por Parciales, £ = F.

La calificacién en junio serd J = FE. La calificacién en septiembre vendrd dada por la
nota del Final de septiembre.

(B) La misma (A) pero modulada por EVALUACION CONTINUA (s6lo en junio):

A lo largo del curso habra N =77 (el valor de N estd por determinar) CONTROLES SOR-
PRESA (de 45 minutos de duracién) a realizar durante N clases précticas.

Se hard la media de las notas obtenidas en los controles (que serdn 0 si no se entrega /
no se asiste), desechando la peor de ellas y dividiendo la suma de las N — 1 restantes por N — 1.

La calificacién en junio serd: J = 155(35- M +65-F) (si M > E > 3,5)0J = E (en
cualquier otro caso). Asi, la evaluacién continua NO PERJUDICA a la nota por exdmenes. La
calificacién en septiembre vendra dada como en (A) por la nota del Final de septiembre.

e TUTORIAS: aparte del horario oficial, cita previa (dfa y hora a convenir) con pequenos
grupos de 3 o 4 estudiantes.

Se garantiza que NADA (de las dudas o carencias que alli se pongan de manifiesto) serd
tenido en cuenta para la evaluacion.

Al agruparse, atender a la compatibilidad horaria (listas de grupos cuanto antes!!)



Las Notas que siguen completan algunas demostraciones del libro [MS]

Los Ejercicios Adicionales, que siguen a cada capitulo, NO aparecen en [MS]. Los marcados
con un asterisco * se apartan algo del objetivo central de la asignatura y NO seran resueltos (en
principio) a lo largo del curso. Se incluyen por el interés de su enunciado y porque (estrictamente
hablando) son accesibles con el material dado en el curso. Algunos de ellos (los marcados con )
pueden ademds resultar interesantes a los estudiantes del doble grado en Matemdticas y Fisica.

Las Excursiones del final NO constituyen material del curso y NO son objeto de evaluacién.

NOTA PREVIA (Grupos, Anillos y Cuerpos)

A. Definiciones

Un conjunto K con dos operaciones internas, convencionalmente denotadas + ('suma’) y -
(’producto’), es un cuerpo si cumple (1) — (10):

En primer lugar, (K, +) es un grupo conmutativo (o abeliano), esto es, verifica:

1) Asociativa: (¢ +b) + ¢ = a+ (b+ ¢), para todos a,b,c € K

2) Existe elemento neutro, denotado @G K, tal que a + 0 =a =0+ a, para todo a € K
3) Conmutativa: a + b = b + a, para todos a,b € K

4) Para cada a € K| existe elemento opuesto, denotado G K, tal que a + (—a) =0 =
(—a)+a

(
(
(
(

Ademas (K, +, ) verifica (se dice que - es distributiva respecto de +):
(5) Distributiva por la izquierda: a- (b+¢) =a-b+ a- ¢, para todos a,b,c € K
(6) Distributiva por la derecha: (a +b)-c=a-c+b- ¢, para todos a,b,c € K

Finalmente, (K, ) verifica (NO es un grupo conmutativo!!):
(7) Asociativa: (a-b)-c=a-(b-c), para todos a,b,c € K
(si (K, +,-) verifica (1) — (7), se dice que es un anillo)
(8) Existe elemento unidad, denotado (#£ 0, ver luego) € K tal que a-1=a=1-a, para
todo a € K
(si un anillo verifica (8), se dice que es un anillo con unidad)
(9) Conmutativa: a-b=10-a, para todos a,b € K
(si un anillo verifica (9), se dice que es un anillo conmutativo)

(10) Para cada a (# 0, ver luego) € K, existe elemento inverso, denotado 6 K, tal que
a-a"=1=a"-a

(Ejemplos 1) Con la suma y producto usuales, los conjuntos Q (racionales), R (reales) y C
(complejos) son cuerpos. El conjunto Z (enteros) es un anillo conmutativo con unidad (NO es un
cuerpo, falla (10)) y el conjunto {2} (enteros pares) es un anillo conmutativo sin unidad (fallan

(8) y (10)).

(Ejemplos 2) Si (K, +, -) es un cuerpo, los conjuntos P(K) (polinomios en una indeterminada
con coeficientes en K) y 9M,,~1(K) (matrices cuadradas de orden n > 1 sobre K) son (con las
definiciones 'naturales’ de suma y producto) anillos con unidad, conmutativo el primero y no
conmutativo el segundo.

Ninguno de los dos es un cuerpo: polinomios (respectivamente, matrices cuadradas) no idén-
ticamente nulos pueden anularse para algin valor de la indeterminada (respectivamente, tener
alguna fila nula) y carecer de inverso.



B. Observaciones

(7) En un grupo el elemento neutro es unico [0/ @ +0 2 0] y el elemento opuesto de uno
dado es tnico [~ a 2 (~ @)+ 0 2 (~a) + (a+ (=a)) 2 (~ a) +a) + (—a) D0+ (—a) € —q).
Escribimos E a+ (—b) y se tiene: a — b = 0 = a = b. En efecto: a 2 4 +0 @

at(—b+0) L@t +b™2 0452y,

(74) En un grupo se tiene la implicacién: |a +a=a = a= 0|

En efecto: a=ata = 0 2a— a2 (a—i—a)—a@a—i-(a—a)@a—i-O@a.

Sin embargo, en general: a+a =0 % a =0 (ver (iz) y Ejemplos 4).

(433) En un anillo se verifica: [0-a=a-0=0|

Enefecto:()-a(i)(O+O)-a@0~a+0-a, (Z:Q 0-a =0.Y andlogamente para la otra.

En particular, en un anillo con unidad no existe 0~! (esto ya se tuvo en cuenta en (10)). Si
®)
existiera, deberfa ser 0- 07! = 1 # 0, lo que contradirfa (4i3). Y si se hubiera permitido 1 20
en (8), el anillo tendria un unico elemento y todo serfa trivial [a = a - 1 a0 0, Va.
En particular, un grupo para + (propiedades 1, 2 y 4) con producto - no puede, si - es
distributivo (propiedades 5 y 6) respecto de + , ser ademds grupo para - (propiedades 7, 8 y 10
sin exceptuar el 0). Que + y - sean o no conmutativas (propiedades 3 y 9) es irrelevante.

(7v) En un anillo se verifica: | —(a-b) = (—a) -b=a - (-b)

En efecto: a- b+ (—a) - b © (a—a)-b Wo.p@ , 9 —(a-b) = (—a) - b. Y andlogamente
para la otra.
En particular, en un anillo con unidad se tiene: —a ® —(a-1)=(-1) - a.

. . . . . 8 8 .
(v) En un anillo el elemento unidad (si existe) es tinico [1’ ®pq® 1] y el elemento inverso

a™! ® a~t1 (10) a~'-(a-a™1) ) (a~'-a)-a~! (1) 1-a7t ® a1

de uno dado (si existe) es unico |

(vi) Un anillo puede tener divisores de cero (esto es, elementos a # 0 tales que existe b # 0
con a-b=0), ver Ejemplos 3.

Pero ningin elemento que tenga inverso (lo que presupone que el anillo tiene unidad) puede

8 ip. 7
ser divisor de cero. En efecto: si 3a=! y a - b = 0, entonces se tiene: b ®1. b (a'-a)-b @

_ Hip. _ (4
al-(a-b) 2 a 1.0 “D0.
En particular, un cuerpo no tiene divisores de cero

(Ejemplos 8) Los anillos conmutativos Z (con unidad) y {2} (sin unidad) no tienen divisores
de cero (~ hay anillos sin divisores de cero que no son cuerpos).

En el anillo conmutativo (con unidad) C°(R) (funciones continuas de R en R), el elemento

.. 0,siz <0

(sin inverso) f(x) := { . siz >0
g(x) := |z| no es divisor de cero (ver Ejerc. Adic. 1.23).

Pero en el anillo no conmutativo (con unidad) 9%,~1(K), todo elemento que no es divisor de
cero tiene inverso (Teor. 1.4.2.4(b = a) y (V' = a)).

es divisor de cero y el elemento (también sin inverso)
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Seam(> 1) € Zy sea {r} el conjunto de los miltiplos de m. El conjunto Z/{m} (de clases de
equivalencia médulo m, [a] := a + {rh}) es (con las definiciones 'naturales’ de suma y producto,
[a] + [b] := [a+b] y [a] - [b] := [a - b]) un anillo conmutativo con unidad (donde el 0 es la clase
[m] y el 1 esla clase [m + 1)).

Ademds, Z/{m} es un cuerpo si y sélo si m es primo (ver [Castellet-Llerena] Corolario 1.5.2).
En el cuerpo Z/{7}, la clase [2] es la inversa de la clase [4], la clase [3] es la inversa de la clase
[5] v las clases [1] y [6] son sus propias inversas.

En Z/{m}, si m no es primo y a es divisor de m, la clase [a] es divisor de cero. En el anillo
7,/{6}, las clases [2], [3] y [4] son divisores de cero y las clases [1] y [5] son sus propias inversas.

(vii) En un anillo, si a(# 0) no es divisor de cero, se tiene la implicacion:

‘a‘b:a-c (6 bra=c-a) = b:c|

Enefecto:OHip':&(Ll)a-b—a-c(i:v)a‘b—i—a-(—c)@a-(b—c), Ty b—c=0, Qp_e

Y andlogamente para la otra. Nétese que no se requiere que a tenga inverso, sélo que a no sea
divisor de cero.

(viti) En un anillo con unidad, si a y b poseen inversos, entonces a-b posee inverso y se verifica:

(a-b)"t=b"1-a"t| Enefecto: (a-b)-(b~'-a™t) @ a-(b-b=1)-a"t O 1.0t ® g1 @y,

Y andlogamente para la otra

(iz) Volvemos ahora al comentario: a+a =0 % a =0 de (4i).
En un anillo con unidad A, se llama caracteristica del anillo al minimo p € Z* (necesaria-

p=p- 1 es un sinsentido, ya que p ¢ A).
El valor p = 0 se adopta por convenio cuando p # 0 para todo p > 1.

En un anillo con unidad de caracteristica p (=06 > 1):
e si p > 1 y no hay divisores de cero, entonces p es necesariamente un niimero primo.

En efecto: si fuera p = rs, con ambos r, s(> 1) € Z, entonces seria

Fog= (1 mveees 4 1) (14 sveees 1) D 1. (1 4 sveces 4 1) 4 mveees 1. (1 4 sveees 1 1) &
1-147sveces+1.1=p - 0, y por tanto 7(# 0) y §(# 0) serfan divisores de cero.
e si p# 2y 2 no es divisor de cero, entonces se tiene la implicacién: |a +a=0= a= O‘

Enefecto:OHg'a+a(8:)a-1+a-1@a-(1+1)za-§,

=

(0#)2 no es divisor de cero
=

a=0.

(Ejemplos 4) Con la suma y producto usuales, el anillo con unidad Z y los cuerpos Q, R y
C tienen caracteristica cero.

El anillo conmutativo con unidad Z/{m}, con m(> 1) € Z, tiene caracteristica m (obvio).
Asi, Z/{2} es un cuerpo de caracteristica 2.

En Z/{6}, cuya caracterfstica es # 2 pero en el que 2 = [2] es divisor de cero, [3] + [3] = [0]

En un anillo con unidad de caracteristica 2, el ’opuesto’ de 1 es —1 =1 (con lo que la 'suma’

de dos elementos es igual a su ’diferencia’ [a — b = a + (=b) ®) a+(-1)-b Za+1-b ®, +bJ.

Ademass, el elemento 2 = 1 + 1 = 0 carece de inverso (con lo que no es posible construir
'semisumas’).
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I. SISTEMAS DE ECUACIONES, MATRICES Y DETERMI-
NANTES

Lema 1.2.4.2 (Unicidad de la forma normal de Hermite)

Sean A y B dos matrices escalonadas reducidas por filas. Si A y B son equivalentes por
filas, entonces A = B.

Demostracién. Induccién sobre el mimero de columnas de A y B.

1 0
Para n = 1: Al ser Ay B escalonadas reducidas por filas, sélo pueden ser 6 0 ,
0 0

que no son equivalentes por filas.

Para n > 1 (supuesto cierto para n — 1). Se tiene:

(el elemento b;; es una ’combinacién lineal’ de los elementos de la columna j de A, con unos
coeficientes k1, ..., kim que dependen de la fila i pero no de la columna j).

Por otra parte, escribiendo A=( Ay | A2)yB=( Bi | B2), se tiene:
~— ~— ~— ~—
mx(n—1) mXx1 mx(n—1) mx1
hipétesis hipétesis de induccién %
AV o B s ToE] o)

A1 y Bj escalonadas reducidas

Queda por probar que As = By (nétese que Az y B2 no tienen por qué ser escalonadas
reducidas).

Pueden darse dos casos:
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Caso (a): Ba contiene un pivote de la fila (digamos) r de B, B escalonada reducida

byn =1y resto de By es 0

= 4 resto de fila r de Bes 0, (;;) resto de fila r de A es 0,
= bajolafilares Ao =0

A escalonada reducida
=

Asi queda:
0 ay =1 Ckay, =7 0. i % 0
A= : : : : y B=1]: : Do
0--- 0 0 apy =2 0--- 0 ---0 1
0 0

0--- 0 o0 Gpp1n=0 0--- 0

Vamos primero a probar que a,, # 0. Recordemos que:

1 0 0
/ ~ () —— =~

brn = krlaln + ...+ kr,r—la’r—l,n + krrarn + k’r,r—l—lar—l—l,n + ...+ krmamn

Pero k1 = ... = kyp—1 = 0. En efecto: dada una fila ¢ (1 <4 < r), con pivote en la columna

Ji, se tiene:
0 - 0 0 1 0 0
i’ (¢ =~ — =~ — N
brj, = kei'ar; + oA krio1Qio1 ;) + keiaig, ke g o Bemg , = ki =0

De donde se sigue:
1 0 0 0 0
AN () AN — A — N
brn = kppai+ ...+ kr,rflarfl,n + kprarn + k’l”,'f‘+1a"l”+1,n + o+ ey, =

A escalonada reducida
=

Entonces, (**) implica que a,,, es pivote de fila de A , arn = 1 y resto de

resto de Ba es 0
Ages(, 0L

Nota. Ver el siguiente Ejemplo, en el que m =4, n =5y r =3:

1 0 a3 aia a5 =7 1 0 a3 aga O
A= 0 1 a23 ag4 A5 =7 B — 0 1 a23 a4 0
00 0 0 azs=" ’ 00 0 0 1
00 O 0 0 00 O 0 0

1 0
e, =~
Probemos que ags # 0. Recordemos que: bss = ksiais + ksaass + kssass + ksqass

Pero k31 = k3o = 0. En efecto: dadas las filas ¢ = 1,2, con pivote en las columnas
j1 = 1,72 = 2 (respectivamente), se tiene:

0 1 0 0 0
) = =~ = =~
b3 ji=1 = ksi'air + ks2'aor + k3z'asi + k3s‘asr, = k31 =0
0 0 1 0 0
b3 j,—2 = ksi'ai2 + k3o'aso + k3z'aszy + k3s‘ass”, = k3z =0
1 0 0 0
. AN () AN ~= -
De donde se sigue: bgs = k31 a1 + k3o ass + kssass + ksq“aas , = ags £ 0

El resto es inmediato M
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(a) y simetrfa A—B
=

Caso (b): Bz no tiene pivote de fila de B, Az no tiene pivote de fila de A.

Asi,[r]= (n° filas # 0 de B) = (n° filas # 0 de By) < (n° filas # 0 de A1) = (n° filas # 0 de A) :

O agy =1 0 h a = Ooce 4 -0 i by
A—1 0. 0 gy, =1 ek apy =7 y B=| 0. 0 -1 -k by
0--- 0 .0 -0 ary1n=0 0--- 0 ---0 ---0 0

Vamos a probar que, para cada 1 <1t <r, a;, = b;,. Recordemos que:
0 0

™) —N— =~
bin = kinain+...+kii—10i—1n+Eiain+kiiv10i41 0+ FRirCrn i p 100410+ Kim Qmn
Pero kj1 = ... = kii—1 = kiiv1 = ... = ki =0y k;; = 1. En efecto: si la fila ¢ tiene pivote en

la columna j; y cada una de las otras filas p # ¢ (1 < p < r) tiene pivote en la columna jj,, se
tiene:

1 » 0 0 1 0 0
7T ~ = —— ~ = —— AN
bij, = kitayj; + ...+ ki 10,15 + kilaij; + ki1 g+ o+ B, = ki =1
0 ) 0 0 1 0 0
’ (" = —N— = —N— A~
bijp = ki aij, + ...+ k@p_lap_mp + kipapjp + ki7p+1ap+17jp + ...+ kimam]‘p, = kip =0

De donde se sigue:
0 0 1 0 0 0 0

*

*) =™~ —~ =~ —~ = —— N
bin = ki1 arpt.. Ak i—10i—10+ Kii aintkii10i01 0+ Kir Gep R p 10011 0 A Rim Gy = ain

Al ser i arbitrario (entre 1y r), se tiene:

Nota. Ver el siguiente Ejemplo, en el que m =4, n =5y r =3:

1 0 ais 0 ais =7 10 a3 0 b15
A— 01 ass 0 ass =7 B— 01 a3 0 b25
0 0 0 1 ass =7 ’ 0 0 0 1 b35
00 0 O 0 00 0 0 O

*

Probemos que ass = bss. Recordemos que: bss (:) ksia1s + k3oaos + kszass + k3s ags

Pero k31 = k3o = 0y k33 = 1. En efecto: como la fila 3 tiene pivote en la col. js = 4,
y las filas p = 1, 2 tienen pivote en las cols. j; = 1, jo = 2 (respectivamente), se tiene:

( 1
0 0 1 0
b3 js=4 = ksi’a14 + k32"ass + k3z'azs + k3s‘ass , = k3z =1

0 1 0 0 0

b3 ji=1 = ksi‘ai1 + kz2"ao1 + k33’azr + kss‘asr , = k31 =0
0 0 1 0 0

) =~ = =~ =

b3 j,—2 = ksi'a12 + k32'ass” + k33’aze’ + k3s'ase, = k32 =0

0 0 1
. *) =~ ~ = = _/\0
De donde se sigue: b35 = k31 as + k32 azs + k}33 ass + k34 a45 = a35
Andlogamente se prueba que ass = bes, y también que a5 = bys.

Con lo que se tiene: Ao = B, R
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Proposicién 1.3.5.2 (Producto de matrices por bloques)

Sean A y B matrices que pueden multiplicarse y cuya division por bloques (A1 )1<1<Mmi1<K<P
y B = (BkJ)i<k<pi<J<nN verifica la condicion: "Una linea (imaginaria, divisora de bloques)
separa las columnas r,v + 1 de A si y sélo si una linea separa las filas v, + 1 de B”.

FEntonces:
P
AB = (Crj)i<i<mi<s<n , con Crj= Z AigkBry=AnBiy+ ...+ ArpBpy
K=1
Demostracién. Escribiendo

A11 ce Alp Al. }ml XD

AMl AMP AM. }mep

Bn Bin

B = = (Be1 ... Ben) € Mpxn(K)
B B
P1 - PN pXni pXnyN
se tiene:
Are 13.3 A 1.3.3
AB = . = ... =
A cada fila de la 1% matriz se multiplica A B toda la 1% matriz se multiplica por
Me por toda la 2% matriz Me cada columna de la 2% matriz
Ai.B ... Ai.B
B le el 17N\ prop. 1351
ApeBer ... AneBen
AuBu+..+A1pBp1 ... AnBin + ...+ AipBpy

= Cee [ ]
AviBii+ ...+ AupBp1 ...... AyiBiN + ... + AypBpy
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Proposicién 1.3.6.2 (Més propiedades matriz traspuesta)

Sean A, B € My xn(K). Entonces:

1. A es escalonada reducida por filas si y sélo si Al es escalonada reducida por columnas
(ver 1.2.3)

2. A es equivalente por filas a B si y solo si Al es equivalente por columnas a Bt (ver 1.2.4)

3. La traspuesta de la forma de Hermite por filas de A es la forma de Hermite por columnas

de A
Demostracién.
1 y 2. Consecuencia inmediata de que las filas de A son las columnas de A?.
3. Se tiene:

(H) =HS

; 1 y unicidad de H¢
Teor. 1.2.4.3 2, t t [ Teor. 1.2.4.3bis Y At
HY TR AL B (m) e at (TR ) =
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Proposicién 1.4.1.1 (Matrices elementales)

Sea A € My xn(K). Entonces:

1. Aplicar a A una (y sdlo una) transformacion elemental de filas equivale a multiplicar A
por la izquierda por una matriz elemental E € M,,,(K), precisamente la que resulta de aplicar a
L, la misma transformacidn elemental de filas

2. Aplicar a A una (y sélo una) transformacion elemental de columnas equivale a multiplicar
A por la derecha por una matriz elemental E' € M, (K), precisamente la que resulta de aplicar

a I, la misma transformcion elemental de columnas

Demostracion.

1. Célculos rutinarios:

1
0 1
1 0
1
k
1
1 k
0 1

\

2. Similar W

ai

;1

am1

ail

;51

Gm1

Aln

Amn

a1

am1

Q1in

Aln

Qin

Amn

a1l
kai

am1

ai

Gm1

Aln
ka;p,

Gmn

aii
a1 + kaji
Cle

am1

Aln

Aln

Qin + k;ajn

amn
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Teorema 1.4.2.4 (demostracién completa)

Para una matriz cuadrada A € M, (K), las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A es invertible

(b) A es 'reqular a derecha’ (esto es, BA=0= B=0)

(b') A es ’regular a izquierda’ (esto es, AB=0= B=0)

©rgA)=n  /  ()rgA) =n

(d) HY = I /() Hy =1

(e) A es un producto de matrices elementales.

Demostracién. Denotemos D = (6indjn)ij

Probemos primero (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (a):

(@)= (b): BA=0 "% 0=BAA'=B

(b) = (c¢). Probamos la contrarreciproca: rg(A) < n 25 g i; tiene (al menos) 1 fila nula

!
= 0=Dp#, “"EY D g A) TEN Y (DB E)A y DE..Ey # 0 (esto dltimo
es una comprobacién rutinaria)

(¢) = (d): rg(A) =n ES fo tiene n filas no nulas =" H£ =1,

(d) N (6) I, Hf Cor. 1412( ) By F A Lema__I>.4.2.3 A= EflElzl Lema:I.4.2.3 EiEl,C

Lema 1.4.2.3 & Prop. 1.4.2.2(2)
=

(e) = (a): A= E;..E} A1

Y probemos ahora: (a) = (V') = (¢) = (d') = (e):
(@)= ¥): AB=0 4" 0=A"'AB=8

(b') = (). Probamos la contrarreciproca: rg(A') < n 125 Hft tiene (al menos) 1 fila nula

~ 0= (DHi;t)t Prop.Ii.G.l(Q) (Hi;t)tD Prop.Ii‘6.2(3) HED Cor 141 2(2) (AEl E,)D Prop. L:i$.3.1(1)
!

A(E}...E|D) y E}..E;D # 0 (esto tltimo es una comprobacién rutinaria)
Prop.1.3.6.
()= (d):rg(A") =n 1245 Hﬁt tiene n filas no nulas P 0@
nulas = HS =1,

H§ tiene n columnas no

Cor. I412()

(d/) - (e): In _ HA AE1 Lede423 A— E_ El_l Lema:I.4.243 EiElI m



I SISTEMAS DE ECUACIONES, MATRICES Y DETERMINANTES 13

Corolarios 1.4.3.1 y 1.4.3.1bis (las dos versiones)

(Corol. 1.4.8.1) Dada A € Myxn(K), existe Q € M, (K) regular (en general no inica!) tal
que Hj; =QA
Demostracién. Se tiene:

Hf Cor. 1.4.1.2(1)
A =

Ey..EhA y Q= Ej..E; es (Teor. 1.4.2.4(e = a)) regular A
Consecuencias:

(1) Q@ = Ek...E; se obtiene (Prop. 1.4.1.1(1)) aplicando a I,,, las mismas transformaciones
elementales de filas con las que H £ se obtiene de A, eso es:

(A| L) ~5 (HY 1 Q)

(2) Célculo de la matriz inversa (caso particular de (1)):

Teor. 1.4.2.4(a=>d)
=

Ac Dﬁn(K) regular In _ H£ Cor‘é4.3.l QA Cor.:I.>4‘2.5

= 34y A =Q WA L)~ (] A

(Corol. 1.4.3.1bis) Dada A € My xn(K), existe P € M, (K) regular (en general no inica!)
tal que HG = AP

Demostracién. Se tiene:

HY Cor. 141.22) AFE1..E; 'y P=EFE;.FEjes (Teor. 1.4.2.4(e = a)) regular A
Consecuencias:

(1) P = E...E; se obtiene (Prop. 1.4.1.1(2)) aplicando a I,, las mismas transformaciones
elementales de columnas con las que H§ se obtiene de A, eso es:

(i)~ (%)

(2) Célculo de la matriz inversa (caso particular de (1)):

Teor. 1.4.2.4(a=d’ Cor. 1.4.3.1bis
24(ad) on. L1

Cor. 14.2.5
I,=Hq °" = P =

A € M, (K) regular

1 1 _p @ AN I,
= dJA7yAT =P = <In> C<A1
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Proposicién 1.4.4.7 (Rango de un producto de matrices)

Dadas matrices A € My, xp(K) y B € Myxn(K), se tiene:

rg(AB) < min{rg(A),rg(B)}

Demostraciéon (esta Proposicion se usa para demostrar 1.5.2(P7)).

Teniendo en cuenta que (un momento de reflexién!!):

¥y que

se tiene:

!
rg(A) := n° de filas # 0 de Hj; < n° de columnas # 0 de Hj;. (")

~~ ~~

é n° filas £0 de A £ 1° columnas #0de A

filas nulas en la 1* dan (I.3.3) filas nulas en el producto

columnas nulas en la 2% dan (1.3.3) columnas nulas en el producto

Cor. 1.4.3.1 Prop.1.4.4.3
alme = ABP Y
ATB (or. 1.4.3.1bis Q ’

—~

)

Teor£>.4.4.5 Tg(AB) _ 'I"g(Hi;H%) <

= AB~ HiHS |

)
< min{n° filas # 0 de (HﬁH]%) , n° columnas # 0 de (HﬁHg)} <

< min{ n° de filas # 0 de Hi; , n° de columnas # 0 de Hg } W

=r (A) Ejerc. Agc. 1.6(1) Tg(B)

(**) )

14



I SISTEMAS DE ECUACIONES, MATRICES Y DETERMINANTES 15

1.5.2 (Propiedades de los determinantes)

En este apartado, las igualdades marcadas con (!) se deben a la hipétesis de induccién.
(P1) St A, A", A" € M, (K) son idénticas, salvo las filas i-ésimas que verifican: a;e = a,q+al,,
entonces: |A| = |A'| 4+ |A”]

Demostracién. Induccién sobre n. Para n = 1: |A| := a1 = a}y + af; =: |[A'| + |A”]

Y para n > 1 (supuesto cierto para n — 1):

ail A1n
Al = roL o N .
Al = ajy + a5 - @, tag, | = an 11 +...+ ai a1+t ap Onl =
an1 Ann ayy=afy ojy+of; () ajytaj) ajy=a U1 =01 pytagy (1)
/ / / / / / " " " 1 " "
(@100 + - 4 0y + o+ G Q) + (a7100) + @i+t agi0h,) B
|A”|

||

(P2) Si A € M, (K) tiene dos filas iguales, entonces |A| =0 vy
(P3) Si se permutan dos filas de A, entonces |A| cambia de signo (equivalentemente: |E;jA| =

—|Al|, formulada con Prop. 1.4.1.1)
Demostracién. Probamos primero (P2'): si A € M, (K) tiene dos filas consecutivas iguales,

entonces det(A) = 0. Induccién sobre n:
Para n = 2, evidente ya que |A| = aj1a22 — a12a21.
Y para n > 2 (supuesto cierto para n — 1):

a1l ... Qip
a;1 ... Qip Ait11=4a
|A| = ain o =a11 011 + ...+ ai a1 +ai+11 Q11 + ...+ ant ant = 0
il e in ~— ~—~ ~—~
(—1)+1| Ay | ait (—1)+2[Az1 ] 0

anpl ... Qpp
Probamos ahora (P3’): si se permutan dos filas consecutivas de A, entonces det(A) cambia

de signo. En efecto (llamando z; = ay;, y1 = ait1,):

ail A1n aiil A1n ajl QAln
0 P2) | z1+Y1 - Tpt+Yn | (P x1 Tn n Y1 Un (P1)
T1+Y1r . TntYn T1+Y1r . TntYn T1+Y1 . TptYn | (P2)
an1 Ann anl Ann an1 Qpn
ailr ... Qin ail ... Qip
1 Tn Y1 Yn o
= + = |A]l + |Eiip1 Al
Y1 e Yn 1 ... Tp
Apl ... Qpp anl ... Qpnp

(P2) es consecuencia de que ”dos filas iguales” puede reducirse (por (P3’) salvo quizds un
cambio de signo) a "dos filas consecutivas iguales”, y alli (P2’) conduce a |A| = 0.

Y (P3) es consecuencia de que la permuta de las filas i(< j) y 7 equivale a 2(j —4) — 1 (un
nimero impar) de permutas de dos filas consecutivas y de (P3’):

. . (=it ) . . N o D ) . . .
vy By ey Jyeen . F— Lt —10+ 1,5 —14,5,... — . t—15i+1,..,5—145+1, ... 1
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(P4) Si se multiplica una fila de A por k € K, entonces |A| queda multiplicado por k

Demostracién. Induccién sobre n (llamemos A’ a la matriz que se obtiene de A al multi-
plicar una fila, la i-ésima, por k)

Para n = 1, evidente: |A'| := kaj; =: k|A|.

Y para n > 1 (supuesto cierto para n — 1), se tiene:

nl

A= a}y o)y +..+ ay ay +..+ a,; a =k|A A
NN —~ ~—

a11 kaip (1) ka1 o1 an1 kani (1)

(P5) Si se suma a una fila de A el producto de otra por k € K, entonces |A| no varia
(equivalentemente: |E;;(k)A| = |A|, formulada con Prop. 1.4.1.1)

Demostracién. En efecto, se tiene (llamando x; = a;;, y1 = aj;):

ail QA1n ai] ... Qin
1+ kyr ... xpt+kyn | py kyi ... kyn | (p4
E(R)A =] . a4+ | TS m
Y1 Un Y1 e Yn | (P2)
anl Ann, anl ... Qpn

(P6) A es regular si y sélo si |A| # 0
Demostracién. Si E es una matriz elemental, |E| #0 (*) y |[EA| = |E||A4] (**). En efecto:

(P3) (P3)
Byl = —l=-1, = [EgAl = —|A=|Eyl|A|

(P4) (P4)
I%;(élg)! ="kl =k , = |E(kA] = E|A|=|E(K)||A]

(P5) (P5)
[Ei(k)| =" =1, = [Egk)A] =" |A] = |Ej| |A]

Teor. 1.4.2.4(a=€ *ok ™)
B2 A BBy = A =B Bl © BB £ 0

) Teor. 1.4.2.4 2, :
(Si) Probamos la contrarreciproca: A no regular = (e=+a) rg(A) <n 125 g £ tiene (al

Cor. 1.4.1.2(1 *x *
. oz)H;;] 220 g EA D B B4 2 A =0

(Solo si): A regular

menos) una fila nula (g
(P7) |AB| = |A[|B|

Demostracién. Caso 1: un determinante (s.p.d.g. |A|) es nulo:

Teor. 1.4.2.4(c=a
(P6) L2 (c=a)

Al =0 2 Ano regular rg(A) <n Prop. [4.4.7

Teor. 1.4:.2>.4(a:>6) AB 1o regular (I;S) ‘AB’ =0

= rg(AB)<n
Caso 2 (ambos determinantes son no nulos):

(P6

Al #0y |B]#0 2 4 y B regulares Teor. 1424(a=e)

(**) (**)
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(P8) |A|l = }At}
Demostracién. Si E es una matriz elemental, se tiene: ‘Et} = |E| (***). En efecto:
(Eij)' =Eij , = |(Ey)'| =|E;l
(E;igf)))t Ei(k) , = |(Ei(k)| = |Ei(k)]
(Eij(k)" = Eji(k) , = |(Ey(k)| = |Eji(k)] = 1= |E(k)]
Caso 1 (si |A] =0):
’A’ —0 (zg) A 1o regular Teor. 1.4:.2>.4(c:>a) Tg(A) <n Teor. I.4.:2>.4(c’:>c)
= rg(A) <n feor I'4£2>‘4(a:>c) A no regular (ig) }At} =0
Caso 2 (si |A| #0):
|A| ?é 0 (29) A regular Teor. I.4_;2>.4(a:>e) A= ElEk Prop. §.6.1(2)
P7 P7
= At = BB D By B D BB D BB = 1A e
Nétese que de (P8) se siguen (P1), (P2), (P3), (P4) y (P5) también para columnas.
(P9) |A| = arjarj + ... +anjon;  (Veol j) v A= apnouir + ...+ aimaun, (Y fila d)

desarrollo por la j-ésima columna desarrollo por la i-ésima fila

Demostracién. Para cualquier columna j (con A’ = AEy;):
A (}i‘?’) Al o !/ 1 1+1 Al !/ 1 n+1 Al
Al = —[A =~ | ay (1) (A + ot ang (51 | A
i (—1)772] Ay ng (=1)772| A

= ay; (—1)1+‘j |A1j| + .o+ any (_1)n+j |Anj|
—_—— ———

Qaqj Qnj
Para la fila 1 (con A’ = A?):
| A ® | A" = a; ()M ’A/n} + .+ ay (-1 ’A;ﬂ} 2
— —— N N
ail ’(All)t’ ain ’(Aln)t’

=ayy |A11] + .. +ag, (1) A
—— ~—_— —

11 Aln

Una vez probado para la fila 1, la demostraciéon para cualquier fila ¢ es andloga a la hecha

para cualquier columna ;7 W
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Teorema 1.5.4.1 (Rango y determinantes)

Dada A € My xn(K) (no necesariamente cuadrada!), el rango rg(A) coincide con el mayor
orden de una submatriz cuadrada regular de A

Demostraciéon. Para empezar, se tiene:
C~yD Y gl = ] rg(C) =rg(D) (%)
VC,DEM 1 (K)

1.2.5 ! HLY (¢ o
olB) 2 rgtef) <o () Lo (®) )
VE7F€9)T’”L><"L(K) F

Primera parte: A no contiene submatriz cuadrada regular de orden mayor que rg(A).
En efecto:

B € M (K) es submatriz regular de A =

Teor. I.4£2>.4(a:>0) Tg(B) — (***)

= A~y (‘31) con B submatriz regular de A1 € My, (K) feor. L4'2'4§l>:>d) y )

2

(**) *
= I}, es submatriz de Hi; € Mpun(K) = k=rg(A1) < rg (ﬁ;) G rg(A)

Segunda parte: A contiene de hecho una submatriz cuadrada regular de orden [r]= rg(A).
En efecto, se tiene (descomponiendo las matrices en dos bloques, con r filas el de arriba y
m — r filas el de abajo):

-1 Corol. 1.4.3.1 f ra(d)=r (g
QH,UIQIA - HA - 0l )

con @y un producto de matrices elementales de tipo I (permutas de filas) y Q7,777 un producto
de matrices elementales de tipos II y III (siempre se pueden aplicar primero las transformaciones
elementales de tipo I). De donde se sigue:

H ! 0
QIA:QIL[[IHI‘Z = QIL[[I <Igl) - <8;H1) = <8; I’ln—'r) (Igl>
N—— —
:(Qll Q12> =Q
~\Q21 @22 S

Notese que (8;1 ISHT) es de hecho una transformacién de filas de tipos II y III: si el ’bloque

superior’ (Q11 Q12) de Qrr,111 o era, también lo serd el bloque (Q11 0); y si el "bloque inferior’
(Q21 Q22) de Qrr.111 lo era, también lo serd el bloque (Q21 Ipm—r).

Pero I, es (!) submatriz de Hi, con lo que @11 € M, (K) es submatriz de Q11 H1, por tanto
submatriz de Q7 A, y por tanto (salvo quizds permutas de filas) submatriz de A.

Ademds,

L.5.2( L5.2(P6

0 # det (Q'HJH) 2(P8) det(Q11) , = ) Q@11 es regular W
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‘Ejercicios adicionales Capitulo I|

I.1 (Hierén y Arquimedes) Hierén, rey de Siracusa, habia dado a un platero 7456 gramos
de oro para hacer una corona que queria ofrecer a Jupiter. Para conocer si el orfebre habia
reemplazado oro por plata, le pidi6 a Arquimedes que lo averiguara sin estropear la corona.
Arquimedes meti6 la corona en agua y al hacerlo la corona 'perdi6 467 gramos de su peso’ (es
decir, el agua desalojada pesé 467 gramos). Se sabe que el oro pierde en el agua 52 milésimas de
su peso y que la plata pierde 95 milésimas. Hallar los gramos de oro y plata de la corona real.

1.2 (Ajustar reaccién quimica) Podemos mezclar, bajo condiciones controladas, tolueno C7 Hg
y acido nitrico H NOs para producir trinitrotolueno (TNT) C7H50O¢N3 y agua. Determinar en
qué proporcién deben mezclarse estos componentes, es decir, ajustar la correspondiente reaccién
quimica:

a C7Hg+ 8 HNO3s — ~v CyH506N3 + 6 HO

Indicar qué ocurre si reemplazamos el agua HoO por agua oxigenada HoOs.

1.3 (Distancias y tiempos) Un excursionista comprueba, tras recorrer 7 km en la primera
hora, que manteniendo ese ritmo llegaria con una hora de retraso al tren que pretende tomar.
Acelera el paso y durante el resto del camino recorre 10 km cada hora, por lo que llega con media
hora de adelanto a la estacién. ;Cudnto tiempo estuvo andando? ;Qué distancia recorri¢?

[.4 (Edades) Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 14
anos la edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que
dentro de 10 anos la edad de la madre serd la suma de las edades que los hijos tendran entonces
y que, cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendrd 42 anos.

.5 (Discutir sistema con pardmetros complejos) Indicar para qué valores del nimero complejo
« el sistema de ecuaciones lineales

(a+1i)x +2z = 2
—ay  —2iaz = o?+1
x +a—20)z = i«

tiene una tunica solucién.

1.6 (Rango y formas de Hermite por filas y por columnas) Dada A € M, «,(K), probar:

1. El rango de A es igual al nimero de columnas no nulas en la forma normal de Hermite
por columnas Hg de A

2. Las formas normales de Hermite por filas H ,{1 y por columnas H¢9 de A tienen el mismo
rango.

1.7 (Tres nimeros reales) Si la suma de tres nimeros reales es el doble de la suma del primero
y el tercero, y el primero menos el segundo es el triple del tercero, probar que alguno de los tres
nimeros tiene que ser cero. ;Cudntas ternas de nimeros hay que cumplan estas condiciones?

1.8 (Rouché-Frobenius, de todo un poco) Sea S un sistema de ecuaciones lineales con n
incégnitas y m ecuaciones y con coeficientes en un cuerpo K. Si A es la matriz de coeficientes y
B es la matriz de términos independientes, indicar si las afirmaciones siguientes son verdaderas
o falsas, razonando la respuesta:
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. A es una matriz m x n

. (A | B) es una matriz m x (n + 1)

. Si rg(A) = m, entonces el sistema es compatible

. Si rg(A) = n, entonces el sistema es compatible

. Si rg(A) = m = n, entoncs el sistema es compatible determinado
. Si S tiene infinitas soluciones, entonces S es homogéneo

SOl W N~

1.9 (Discutir sistema con pardmetros) Sea el sistema

az = b
y +z =0
r +ay +z = 0

Indicar si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas:

1. El sistema es compatible determinado si y sélo si a # 0

2. Si b =0, el sistema es compatible indeterminado

3. Si el sistema es compatible indeterminado, entonces a = b =0

1.10 (Producto de matrices) Consideramos la matrices

1 0
A:<; _11 ;) ., B=[0 -1
2 1

Averiguar si existe alguna matriz X no nula tal que XA = BX!

I.11 (Matrices idempotentes) Una matriz (cuadrada) A se dice idempotente si A2 = A.
Razonar que una matriz idempotente que no sea la identidad no puede ser regular.

[.12 (Matrices antisimétricas y determinantes) Probar que el determinante de una matriz
antisimétrica de orden impar es cero.

1.13 (De todo un poco) Sea la matriz (con n € Ny a € R)

1 a a® ... a®

0 1 a .. av1!
A=l 0 0 1 .. a2

0O 0 0 .. 1

1. Indicar por qué A es invertible y calcular su inversa mediante transformaciones elementales.

2.Sin =4y a # 0, calcular las soluciones del sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes
es A — Al

3. Sin =4y a# 0, hallar una matriz columna B tal que el sistema de ecuaciones lineales
con matriz de coeficientes A — A y matriz de términos independientes B sea incompatible.

I.14 (Discutir sistema con pardametros) Estudiar para qué valores del nimero complejo A
A 4y = A3

+y = 1
solucién es dnica y para qué valores existe mds de una solucién.

el sistema de ecuaciones lineales { } carece de solucién, para qué valores la
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T
I.15 (Sistemas inhomogéneos asociados) Sean A € M, (K) y X = : |. Demostrar que
Ty,
si el sistema homogéneo AX = 0 tiene alguna solucién no trivial, entonces existe algin sistema
no homogéneo AX = B (con B € My,x1(K)) que es incompatible.

.16 (Rouché-Frobenius para ecuaciones matriciales) 1. Dadas A € My, xn (K) y B € My, 5 (K),
hallar una condicién necesaria y suficiente para que exista X € M, ,(K) tal que AX = B.
., Cudndo es X tunica?

2. Dadas A, B,C € M, (K), hallar una condicién necesaria y suficiente para que existan
X,Y € M, (K) que verifiquen

X+ AY'=B
{ Y - X'A=C

. Cudndo son X e Y tnicas?

1.17 (Composicién de rotaciones planas) Sea o € R. Demostrar que, para cada entero k > 1,
se cumple:
cosa —sina \" [ cos(ka) —sin(ka)
( sinaw  cosa ) N ( sin(ka))  cos(ka) )

1.18 (Matriz traspuesta) Sean a y b dos ntimeros reales e I, la matriz identidad de orden n.
Encontrar todas las matrices A € M, (R) tales que A = 2al,, + bA".

1.19 (Producto de matrices) Sea A una matriz cuadrada de nimeros reales. Indicar razon-
adamente si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas:
1. Si A es antisimétrica, entonces A? y A% son antisimétricas.
. A es diagonal si y s6lo si A2 es diagonal.
. AA! es simétrica.
.Si A= ((1) } ),entoncesAk: <(1) T)
. Si AB = AC, con A(# 0), B, C matrices cuadradas, entonces B = C.
.Si AB =0, entonces A=06 B=0.

S Ot - W N

1.20 (Producto de matrices) Para la matriz cuadrada de orden 3 de nimeros complejos

pruébese por induccién que AF = 4+-14.

[.21 (Producto de matrices por bloques) Considérese la siguiente matriz

1 1 1 a
a -1 -1 1
A= -1 a -11
-1 -1 a 1

que depende del pardmetro a. Se pide:
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1. Hallar A? y dividirla en bloques para calcular A%.

2. Hallar a para que A sea nilpotente, es decir, para que exista un nimero natural p(# 0)
tal que AP = 0.

3. Hallar A%*" y A*"*2 para cualquier nimero natural n.

1.22 (Sistemas equivalentes) Determinar todas las parejas (a,b) € R? para las que los sigu-
ientes sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes:

g - 1 +ars+x3+x4=0 g, - bx1+4x3 =0
L 2x1 —x9 +brg —x4 =0 2 ary —2x9 4+ (b— 1)zg — 224 =0

1.23 (De todo un poco) Demostrar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1. Todo sistema lineal homogéneo con coeficientes complejos compatible estd asociado a
infinitos sistemas lineales no homogéneos incompatibles.

2. Si A es una matriz por bloques de la forma

B C
=(05)
con B, D matrices cuadradas, entonces se verifica: det(A) = det(B) det(D).

3. En el anillo con unidad 9%,,~1(K), toda matriz A(# 0) que no es divisor de cero posee
inversa.

[.24* (Transformaciones elementales de filas) 1. Calcular el determinante de las matrices
elementales (de orden n) de tipos I, IT y IIT (I.4.1) y comprobar que, aparte la matriz identidad,
sélo las matrices de tipo III tienen determinante 1.

Dada A € M, (K), la unicidad (Teor. 1.2.4.3) de su forma normal de Hermite H £ permite
definir el rango de A (1.2.5) y las transformaciones elementales de filas no alteran el rango. Sean
FEq, ..., B, matrices elementales tales que H) = E,...EiA.

2. Calcular det(Hi;).

3. Escribir det(A) en funcién de los determinantes de las transformaciones elementales E;,
1< <r.

4. ;Es posible intercambiar dos filas (es decir, hacer una transformacién elemental de tipo I)
haciendo sucesivas transformaciones de tipo III7

5. Describir ¢émo intercambiar dos filas e invertir el signo de una de ellas haciendo sucesivas
transformaciones de tipo 111

6. Demostrar (por induccién sobre el orden n) que, dada A € M, (K), existen matrices
elementales Fi, ..., F, tales que T := F,....F1 A es triangular superior.

7. Si¢(T) es el conjunto de los n nimeros de la diagonal principal de la matriz T calculada
en 6, jcudnto vale el producto de dichos nimeros?

8. La matriz triangular superior T calculada en 6 jes dnica? Es decir: ;existen matrices
elementales FJ, ..., F! tales que T" := F...F] A es triangular superior y 7" # T?

9. El conjunto (T") jes unico? Es decir: si Fy,..., F] son matrices elementales tales que
T’ := F!...F| A es triangular superior, jes ¥(T") = ¢(1")?

[.25* (Determinante y permutaciones) El determinante de una matriz A = (a;j)i; € My>1(K)
se ha definido (I.5.1) por induccién sobre n. Para n = 3, es sencillo obtener (desarrollando por
la primera fila) la "regla de Sarrus”:

det(A) = (11022033 — (11023032 — 012021033 1 12023031 + 013021032 — (13022031
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Vamos a obtener una generalizacién de la regla de Sarrus.

1. Sean N,, = (1,...,n) la secuencia (ordenada) de los n primeros enteros positivos y Sy, el con-
junto de todas las biyecciones o : N,, — Ny, (1,...,n) — (o1, ...,0n) (permutaciones de n elementos).
Probar que (S, o) (con o la composicién) es un grupo con n! elementos, no conmutativo si n > 2.

Cualquier permutacién o € S,, puede escribirse (de manera no tinica) como composicién de
(un mimero no tunico de) trasposiciones (ij) (esto es, de permutaciones de sélo los elementos

1Yy J; eg. ((12345678) > (23154768)) = (13) 0 (12) o (45) 0 (67) = (12) 0 (23) o (45) o (67) =
(23) 0 (12) 0 (13) 0 (23) o (45) o (67)).

Se define la signatura de o como la paridad (que estd bien definidal!!) del nimero de trasposi-
ciones que componen o, en particular, de su nimero minimo N(o):

sgn(o)|:= (=1)N@) | con N(o)=n° de elementos de {(i,j) | 1 <i<j<n, oi>oj}

(asi, sgn(o) = 1 si o es 'par’ y sgn(c) = —1 si o es impar’; en el ejemplo anterior, N(o) =4y
sgn(o) =1).

2. Calcular las signaturas de todas las permutaciones de 3 elementos y buscar una similitud
con los coeficientes de la regla de Sarrus.

3. Probar que la aplicacién (’signatura’) sgn : S, — {—1,1},0 — sgn(o) es un homomorfis-
mo de grupos, esto es, verifica (Vo,o0’ € Sy): sign(o’ o o) = sign(o)sign(c’).

4. Probar que, si se desarrolla completamente det(A) en funcién de las entradas a;; de A, se
obtiene una suma en la que, para cada o € Sy, aparece una tnica vez el monomio ai 41 ...*Gpon,
con un signo s(o). Y queda:

det(A) = Z $(0)a1,61 o - Apon

oESy

5. Probar que s(o) = sgn(o), Yo € Sp,.
6. Probar que, si A posee una submatriz nula de orden m X p con m + p > n, entonces
det(A4) = 0.

1.26 (Sistemas equivalentes) Hallar todos los pares (p, ¢) € R? que hacen que los sistemas de
ecuaciones

g . a+2b+c+pd=0 g - a+(p+1)b—c+2qd=0
Y 204204 6¢42d =0 21 2(¢—2a+2(g—2)b—3c—d=0

(en las incégnitas a, b, ¢,d) tengan las mismas soluciones.

1.27 (Descomposiciones de matrices) Dada A € 9, (K), denotemos por A € My (K) (con
1 < k < n) la submatriz formada por las k primeras filas y columnas de A.

1. Probar que, si det(Ax) # 0,1 < k < n, entonces existen L,U € M, (K), con L triangular
inferior y U triangular superior, tales que A = LU (’descomposicién LU’)

2. Probar que, si K = Ry A es simétrica con det(A;) > 0,1 < k < n, entonces existe
L' € M, (R) triangular inferior tal que A = L'L"* ("descomposicién de Cholesky’)
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II. ESPACIOS VECTORIALES

Proposicién 11.1.7.1 (Coordenadas y cambio de base)

Sea V' espacio vectorial (sobre K) de dimension n.
Sean B = {e1,...,en}, B' = {€},...,el,} bases de V' y sea P la matriz de cambio de base
(cuyas columnas son las coordenadas en B de los elementos de B')

el =aner + ...+ ane, a1l ... Qin
6l(ey ... e)="(e .. en) | .o oo ... SF

B B anl ... Qpn

/
€, = 1€l + ... + apnen

donde B’ y B denotan aqui MATRICES-FILA DE VECTORES.
Sea x € V, con coordenadas en B y B' (I1.1.5):

r=x161+...+xTpe, 6 T = (61 en) (%)

=zl +..+ape, 6 x= (¢ ... ¢ )| ... %)

Entonces, la relacion entre sus coordenadas (x1,...,2n)p y (2}, ...,2}) g es:

Ecuaciones del cambio de base

/

1 = anay + ... + apx), 1 a11 ... Qin @

/

Ty = a1y + ... + app), T anl ... Qnpn xl,
—— ~

X P X/

(con lo que X' = P71X)

Demostraciéon. Inmediata. Matricialmente se tiene:

/
A C) oy O /
BX = = BX = BPX , =
/ /
1T anEy = T Ay B es lin. indep
= (e1 ... en) = 0 O 0EY" x_px'n
D e e — ’ ’ -~
B Tp — Qpl1Ty — ... — Aupdy, el vector 0

X—-PX'
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I1.2.4. Ecuaciones paramétricas y cartesianas de un subespacio

(Ejemplo 29) El conjunto :: {X e K": AX =0}, con A € M, xn(K), es un subespacio
vectorial de K". En efecto, VX, X' € H y Vk € K, se tiene:

A(X I X/) Prop. I‘:3.3‘1(3) AX + AX Hg) 0y A(k‘X) Prop. I.:?).3.1(5) EAX Hg) 0

"Viceversa’ (ver luego): todo subespacio vectorial puede verse como el conjunto de soluciones
de un sistema lineal homogéneo ~~ PARADIGMA

Sean V' esp.vect. (sobre K) de dim. finita n, U subespacio de V'y B = {ey,...,e,} base de V'
Bases de U — Ecs. paramétricas de U| Dada By = {u1,...,u,} base de U (r < n, 11.2.2), es:

U1= u11€1+-... + upieén Uy ... Ulp

6 (U1 ur):(el en) (*),

Up= Ulp€1+... + Uprén B 5 Un1

Unyr

~~

P
donde By y B denotan aqui MATRICES-FILA DE VECTORES (P no es en general cuadradal).

Dado z € U, la relacién entre sus coordenadas (IL.1.5) (z1,...,2n)B ¥ (A1,...; Ar) By €5

Ecs. parameétricas de U (resp. de B 'y By)

T1 = U1IAL + oo + Uir Ay x1 UL ... Uty A1
e e e} =
Ty = Upi AL+ oo + Unp Ay Tn Upl ... Upp A
—— ~
X P A

En efecto: BX "% 2129 goa © BpA | = B(X — PA) =0, PR ¢ pp

x 1 -1
(Ejemplo) De (RS D)U y BU = {(17 _170)7 (_17 17 1)} se obtiene: <$12) - ( -1 1 ) (ié)

Becan sobreentendida T3

‘Ecs. paramétricas de U — Bases de U | Dadas X = PA ecs. paramétricas de U, (los vectores
de V' cuyas coordenadas resp. de B son) las columnas de P forman un sistema de generadores de
U. Si este conjunto es linealmente independiente, es base de U. Si no (ver [MS], Ejerc. Resuelto
I1.17, p.127), entonces una base de U la forman (los vectores cuyas coordenadas respecto de B
son) las columnas no nulas de H§, (Corol. I1.2.3.1bis).

z 1 -1 0 A
(Ejem.) De (R3 D)U y <m§> = < -1 1 0 ) <>\12> = PA, sesigue: {(1,—1,0),(-1,1,1),(0,0,1)}
0 )\3

el mismo! z3 1 1 Becan sobreentendida

1 0 0
es sist. de gener. de U y (al ser Hp = < -1 (1) (3 >) By ={(1,-1,0),(0,0,1)} es base de U.
0

Becan sobreentendida

‘Ecs. cartesianas de U — Ecs. paramétricas de U ‘ Dado vector arbitrario « € U, sus coorde-
nadas (x1, ..., Z,)p pueden venir dadas (ver Ejemplo 29) como la solucién general de un sistema
lineal (necesariamente homogéneo, ya que X = 0 debe ser sol.) con (m =7 ecs. y) n incégnitas:

Ecs. cartesianas de U (resp. de B)

aixy + ... + apx, =0 ail ... Qip T

. .. 6 =0
Am1®1 + ... + Gy =0 Qml  --- QGmn Ty
A X

Entonces se obtienen unas ecs. paramétricas de U resolviendo (Cap.I) el sistema AX = 0.
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(Ejemplo) De (R* D)U { ;U; —:_x;; 0 0 }, esto es, AX = (330) <§%> = (0), se sigue (al
el mismo! 1 2=

ser H£ = (448)) la solucién (%‘5) = < 31 8 > (j2)

T3 0 1

Veamos ('viceversa’ del Ejemplo 29 ~» PARADIGMA de subespacio vectorial) que U es la
’solucién general’ de un sistema lineal homogéneo (sus ecuaciones cartesianas resp. de B):

‘Ecs. paramétricas de U — Ecs. cartesianas de U| Dadas X = PA ecs. paramétricas de U
(con P € My xr(K) y A € My 51(K); 7 < m, ver 11.2.2), entonces un sistema lineal

ail .. Qln T 0
aAml .- Gmn Tn 0
N
A X

(con m > n —r, ver I1.2.5) de ecs. cartesianas de U se encuentra as:

(1) 1° método: Vo = BX € U, el sistema inhomogéneo PA = X es compatible , feor I£>2'6'2(1)

1.5.2(P
= rg(P|X)=rg(P), Teor. 15.4.1 Q@ no es regular ) 52:(> 6
PeMnxr(K)  vQem, 1(K) submatriz de (P|X)
= det(Q) =0 , lo que proporciona AX =0,

VQeM 11 (K) submatriz de (P|X)

que es un sistema con m = (Til) ecuaciones (cuando r = n, U no tiene ecuaciones ya que
U = V), de las que s6lo n — r son ’esenciales’ (I1.2.5).

X1 1 —1

(Ejemplo) De (R3D)U : | 22 | = -1 1 < A > se sigue (compatibilidad del sist.
el mismo! x3 0 1 A2
1 -1 x x1
PA=X):0=det(P|X)=| -1 1 a3 |=—(z1+a),estoes: (1 1 0) [ a2 | =0
0 1 z3 T T3
N—_——
X
(en este caso, m = (1) =1=n—r).
(2) 2° método: Por eliminacién de pardmetros
I 1 —1 \ r1 = )\1 — )\2
(Ejemplo) De (R3D)U : | 2o | =| -1 1 < ! >, se sigue: ¢ xa = -\ + Xy p,
el mismo! x3 0 1 A2 T3 = Ao

estoes: x1 + 12 =0
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Proposicién 11.2.8.2 (Subespacio complementario)

Sean V' un espacio vectorial (sobre K) y U un subespacio de V. Si se amplia (Teor. 11.1.4.3)
una base By = {ui,...,u,} de U a una base B = {uy,...,;ur, Up11,...,0n} de V, entonces W :=

L(vy41, .., ) €s un subespacio complementario de U

Demostracién. El conjunto By := {v;41,...,0,} es (Prop. 11.1.2.1(4)) linealmente inde-

dim(W)=n—r
=

pendiente, By es base de W. Y se tiene:

U Prop L2712 L(ByUBw)=L(B)=V Prop. 11.2.8.1
veUNW = v= Z;:l Aill; = Z;'L:H—l )‘jvj B es lgmdep v =0 )

= V=UaW I

Proposicién 11.2.9.1 (Férmula de las dimensiones)| (o de Grassmann)

Sea V' un espacio vectorial (sobre K) de dimension finita. Si U y W son subespacios de V,

se tiene:
dim(U) + dim(W) = dim(U N W) 4+ dim(U + W)

Demostraciéon. Sea Byaw = {v1,...,um} base de U N W, que se amplia (Teor. 11.1.4.3) a

bases By = {v1, ..., Um, Umt1, -, Up } de U 'y By = {v1, ..., Uy W41, .., ws } de W

Entonces S = {01, ooy Unpy U1y -5 5 5 Upy Win1, -, Ws} €8 (Prop. 11.2.7.1(2)) un sistema de

generadores de U + W.
Ademas S es linealmente independiente (y por tanto base de U + W), ya que se tiene:

0= Zalvl—i— Z bu] + Z CrWE =

j=m+1 k: r+1
U ew
By es lin. inde

:>Za1111+ Z biju; —Zdvl e maer bj=0 (%)

j=m+1 m+1<j<r

g \q,_/

ceU ceunw
(*) Byy es lin. indep.

O—Zalvz—i— Z CrLWE = a;=0y ¢ =0
i—1 j— 1<i<m m+1<k<s
\ cew
Se sigue:
dm(U+W)=m+ (r—m s—m)= _r + s - m [

( ) ( )+ ( )= 5 an

dim(U) dim(W) dim(UNW)
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Proposicién 11.3.3.1 (Matriz de Gram y cambio de base)

Sea (V,<,>) espacio vectorial euclideo de dimension finita n.
Sean B = {ei,...,en}, B' = {€),...,el,} bases de V y sea P la matriz de cambio de base
(cuyas columnas son las coordenadas en B de los elementos de B')

ail] ... Qip

B B anl ... Qpnp

donde B" y B denotan aqui MATRICES-FILA DE VECTORES.
Sean x,y € V, con coordenadas en B

X1 1
z= (e en ) | - o y= (e en ) | -
X Y

(y andlogamente en B'), de donde se sigue (Prop. II.1.7.1):
X=prPx , Y=pPY (}

Sean G = (< ej,ej >)ij, G' = (< ¢, €} >);; las matrices de Gram (I1.5.2) de <,> en B y
B’, que verifican:

(

<e,er > ... <ep, ey, > Y1
<zy>= (21 ... ) (?)
N <ep,€1> ... <ep,en> Un
~ ——
G Y
<eénel> ... <ée, > vl
2/
<zy>= () ... a}) )
N <ene > ... <e e, > U,
————
el !

Entonces la relacion entre G y G’ es:

G' = PIGP| ,
esto es, G y G' son ‘congruentes’ (caso particular de ’equivalentes’, Prop. 1.4.4.3)

Demostracién. Inmediata. Matricialmente se tiene:

2! 2 1
O uy>9 xtay © xtpigpy’ | % @ = plap

X/tG/y/

En cuanto a la dltima implicacién: eligiendo (para cada i,j) X" = (fila de ceros salvo un 1

en la columna i) y Y’ = (columna de ceros salvo un 1 en la fila j) se obtiene inmediatamente:
el elemento ij de G’ es igual al elemento ij de P'\GP R
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Proposicién 11.3.7.3 (Método de Gram-Schmidt)

Sea (V,<,>) espacio vectorial euclideo de dimension finita n.
Sea B = {ui,...,un} base de V. Entonces existe base ortogonal {ei,...,en} de V tal que

L(ey,...,ex) = L(uy, ...,ux), 1 <k <n.
Demostracién. Definamos
€ 1= Ui — N1€1 — oo — Nii—1€i—1 ‘ (") ,con |N = <|Téjfi]é> () , 1<4,j<n
y ek) = L(ul, ceey uk)

Probemos primero, sin tener en cuenta (**), que (Vk) L(ey,
Hip. de induccién

Induccién sobre k. Para k = 1, obvio.
L(el, cees €k,1) + L('U,k)

Para k > 1 (supuesto cierto para k — 1):
Prop. 11.2.7.1(2)
) uk)

")
Prop. H:.2.7.1(2) L(ul,

L(el, ey €1, uk)

L<617 ceey ek)
= L(ul, . Uk:—l) + L(uk)
Se sigue: (Vk) er, # O,Pmp' e llex|l # 0, = la definicién (**) de las \;; es 'legitima’.

Y probemos ahora que (Vk) e, ..., e; son ortogonales dos a dos.

Induccién sobre k. Para k = 1, nada que demostrar.

Para k > 1 (supuesto cierto para k — 1), bastard probar que (Vj < k) (ex,ej) = 0. Y en
(PE2,3)

efecto, se tiene:
®)
(ek,€j) = (uk — Ag1€1 — ... — A\gk—1€k—1,€;5)
1<j<k
Hip. de induccié **)
= <Uk> €j> — )\krl <€1, €j> — . — )\]f’]{;,l <€]€,1, €j> P e1:n( ueeon (uk, €j> — )\k:j <€j,€j> =0
Se concluye (Lema I1.3.7.1) que {ey, ..., e, } es una base ortogonal W
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I1.3.10 (Producto vectorial en R3)

Sean V = R3 con (,) el producto escalar usual y B = {e1, e2,e3} la base canénica (que es

ortonormal y estd ordenada)
(Def.) Dados = = (1,22, 23),y = (y1,y2,%3) € R3, el producto vectorial de x e y es el vector

| T2 T3 T3 1 T1 T2 Notacién T2 I3 e1| e R3, de
Y2 Y3 Yys Y1 Y2 cicl(123) | Y2 Y3
donde se sigue que: (y cicl(123))
(Teor. I1.3.10.1) Dados x,y € R3, el vector x Ay € R? es el tinico que verifica:
1. (xAy) L L(z,y)
2. lx Ayl = |lz|| ||yl sina (con a definido en I11.8.5)
3.8 (x y xANy)=BP (*), entonces: ({x,y} es lin. indep. = det(P) > 0).
] z1 2z 23
Dem. 1. (zAy,z)= > Y23 152P9) x1 x2 T3 |, 2 (x Ny, L(z,y)) =0
" cicl(123) Y2 Y3 fila 1 Y1 Y2 Y3

prod. 'mixto’

2 2 . 11.3.5 2 2 2! 2
2. [lz)* lylI*sin® o =7 (2P [lylI° — (2, 9)° = Feiaos (w2ys — 23y2)* = llz Ay
3. Si {x,y} es lin. indep., se sigue de 2 que x Ay # 0 (**). Y se tiene:

L.5.2(P9) Z
col. 3

cicl(123)

T2 I3
Y2 Y3

2 ook
)

(
T2E e Ayl S0

Y2 Y3

—~

det(P) & | 71 01

Ademas estas 3 propiedades caracterizan al vector x A y. En efecto:
. Prop. 11.1.2.2 Teor. 11.3.10.1(2 PE4
Az, y} lin. dep. P> R ()HxAyH:O(:> xANy=0

- {z,y} lin. indep. fLid dim(L(z,y)) = 2 dim(L(z,y)*) = 1. En tal caso, la
propiedad 1 determina la direccién de x Ay, la 2 su norma y la 3 su sentido l

.35 . )
r~y = sina=0

Prop. 11.3.8.2(2
13 (2)

Nota. Un ’producto vectorial’ A en un espacio vectorial real V' requiere (Teor. I1.3.10.1): un
producto escalar (,) en V, dim(V') = 3 y una ’orientacién’ en V' (i.e. eleccién de una clase, de
las dos existentes, de bases de V' cuyas matrices P de cambio verifican det(P) > 0) B

(Prop. I11.8.10.2) Dados x,y,z € R3, se verifica:
1.z Ny=0< {z,y} es lin. dependiente

2. (ax) Ny=z A (ay) =alz ANy), Va e R

S YyNr=—xANy

4. (x+y)ANz=(xAz2)+(yA2)

‘ T Y
To X cicl(123) Teor. 1.5.4.1 Prop. 11.1.6.1
Dem. 1. 2 Ay =0 & 2 W TN o rg| T2 Y2 -1 Ps
Y2 Y3
T3 Y3

{z,y} linealmente dependiente

1.5.2(P4 Prop. 11.1.5.2(2
2 (aw) Ay = |40 A AN 2Ty Pron LR 0 p g
cicl(123) | Y2 Y3 cicl(123) Y2 Ys
1.5.2(P3 Prop. 11.1.5.2(2
S yrz = 3 y2 U | 2(P3) > (- T2 3 Yoy P 1L () —z Ay
cicl(123) | T2 T3 cicl(123) Y2 Y3
o + xrs + 1.2.5(P1) x x

4 @+)Az = 3 2+Y2 T3+Y3 e 5( > 2 T3 Y2 Y3 Jer =

cicl(123) 22 <3 cicl(123) | #2 #3 %2 %3

(xhz)+(ynz) R
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‘Ejercicios adicionales Capitulo II

I1.1 (Independencia lineal) Sean wy, ua, us y ug cuatro vectores distintos de K" tales que cada
uno de los conjuntos

{u17u27u3} ) {u17u27u4} ) {u1,U3,U4} y {u27u37u4}

es linealmente independiente. Razonar si se puede asegurar que {uj,ug,us,us} es linealmente
independiente también.

II.2 (Independencia lineal con polinomios) Sea P2(K) el espacio vectorial de los polinomios
en una indeterminada con coeficientes en el cuerpo K y grado menor o igual que 2. Para cada
eleccién de a, b, c € K, indicar razonadamente si los polinomios

1+azx+a®c? | 1+bz+b%2? y 1+ cx+ Aa?
son o no linealmente independientes.

I1.3 (Independencia lineal con funciones) En el espacio vectorial real de las funciones de R
en R, estudiar si las funciones cos z, sin(z + 7/4) y sin?z son linealmente independientes.
Lo mismo para las funciones sinz, cosz, 3 +sinz y 2 4 cosx.

I1.4 (Espacio vectorial sobre cuerpo finito) Sea el espacio vectorial K2, donde K = Z/(2) y la
suma y el producto por escalares son los habituales en K". Determinar todas sus bases y todos
sus subespacios vectoriales.

IL.5 (Suma directa) Sea {uy, ..., u,} una base de un espacio vectorial V. Probar que
V=~Lu)®..&Lu,)
y que, para todo r < n, se verifica:
L(uy,.coyttr) ® L(Upyt,coyin) =V

I1.6 (Espacio cociente con matrices 2x2) Sean el espacio vectorial V' = M3 (R), la base

‘estdndar’
10 01 00 00
=ioa) (o) (10)(5 1)
y un numero real A.

1. Considérense los subespacios vectoriales

U:={veV]ve=cv , tr(v) =0}
W:={veV|vd=dv}

0 A 0 A
dondec(0 1>yd<0 0).

(a) Hallar ecuaciones cartesianas de U (respecto de B) y una base de U
(b) Determinar los valores de \ para los que la suma U + W es directa.
2. Considérese el espacio cociente V/U y las matrices

(X2 /(01 (1 =2
P=1 3y -1 4711 0 Y=Vl o
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Determinar los valores de A para los que el conjunto {[p], [¢], [r]} C V/U (donde [v] € V/U
es la clase de v € V') es una base de V/U

I1.7 (Esp. vectorial matrices antisimétricas/simétricas) Sea U el subespacio vectorial de
M, (R) formado por las matrices antisimétricas. Hallar una base y la dimensién de U. Andloga-
mente para W, el subespacio de las matrices simétricas.

I1.8 (Subespacios de polinomios) En el espacio vectorial V' = P4(R), considérese la base
estandar B = {1, z,22%, 23, 2*}. Dados los subespacios Uy, := {p € V | (zp(z))" = np(x)} (donde
" significa la derivada y n = 1,2,3,4,5,...) y W :={p(z) € V | p(—z) = p(x) }:

2.1. Hallar dimensiones y bases de U, (en funcién del pardmetro n) y de W.

2.2. Hallar los valores de n para los que la suma U, + W es directa y los valores de n para
los que U, y W son complementarios.

2.3. Con el producto escalar en V' cuya matriz de Gram en la base B es

Q

Il
SO = O =
— o O = O
SO O NN O -
O = O O O
w oo~ O

hallar los valores de n para los que U, es ortogonal a W.

I1.9 (Espacio cociente, de todo un poco) Sean V un espacio vectorial, U un subespacio
vectorial de V' y vy, v dos vectores de V. Indicar si las afirmaciones siguientes son verdaderas o
falsas, razonando la respuesta:

1. Si v y vg son linealmente dependientes, entonces sus clases v1 + U y vo + U también lo
son.

2. Si las clases v1 + U y vg + U son linealmente dependientes, entonces v; y ve también lo
son.

I1.10 (Componentes de un vector) Dados cualquier vector (no nulo) de un espacio vectorial
de dimensién n y cualquier conjunto (ordenado) de n elementos (no todos nulos) del cuerpo
correspondiente, existe alguna base del espacio vectorial en la que dichos elementos son las
coordenadas del vector.

I1.11 (Espacio cociente con matrices antisimétricas) En el espacio vectorial V' de las matrices
reales antisimétricas de orden 3, considérese la base

0 10
B={| -1 00 |,
0 00

1 0 -1

y el producto escalar (,) cuya matriz de Gram en la base B es G = 0o 1 -1

-1 -1 3

011

1. Dado el subespacio U := {z € V | szs =z}, con s = [ 1 0 1 |, hallar ecuaciones
110

cartesianas (respecto de B) y bases de U y de su complemento ortogonal U-~.
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2. Dadas las matrices antisimétricas

0o 2 3 0 -2 -8 0 1 -6
a=\| -2 0 2 , b= 2 0 -2 y c=| -1 0 1 ,
-3 -2 0 8 2 0 6 -1 0

hallar una base ortonormal del subespacio L(a,b) C V.
3. Hallar una base del subespacio L([a], [b], [c]) C V/U, donde [z] indica la clase de equiva-
lencia de z en el espacio cociente.

I1.12 (Desigualdad) Demostrar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacién: Dados
nimeros reales positivos z1,...,z,, se cumple

@1+t an)? < (@t o) (@l 4o )

I1.13 (Rango de matriz por bloques) Sean m,n enteros positivos y sean las matrices A €
My (K), Be M, (K)y C € Myxm(K). Consideremos la matriz cuadrada (dada por bloques)

A 0
F= < C B ) € 9ﬁ(ern)><(m+n)(}K)

1. Si ajy, ..., aj, son columnas (linealmente) independientes de A y by, ..., b, son columnas
independientes de B, demostrar que las columnas fj,, ..., fj,, fm+k1s s fm+k, de F' son indepen-
dientes.

2. Demostrar que rg(A) +rg(B) < rg(F'). Encontrar un ejemplo en el que la desigualdad es
estricta.

3. Demostrar que, si A o B son regulares, entonces la desigualdad anterior es una igualdad.

I1.14 (Espacio cociente con polinomios) Sea P3(R) el espacio vectorial de los polinomios (en
una variable) de grado menor o igual que 3 y con coeficientes en R. Sea B = {1,z,22, 2%} la
base estdndar de P3(R) y sean (a, b, c,d) las coordenadas en dicha base. Dados los subespacios
de Pg(R)

Xa—c—Aud=0 ¥

donde A\ y p son pardametros reales (ambos no nulos), se pide:

1. Calcular la dimensién y una base de la interseccion V N W y de la suma V + W. Hallar
los valores de A y p para los que V' y W son complementarios.

2. Sean los polinomios p = = + 222 — 223 y ¢ = 32 — 22 + 2. Hallar una base del subespacio
L([p], [q]) € P3(R)/V, donde [p] y [g] son las clases de p y ¢ en el espacio cociente

3. Sea (,) el producto escalar en P3(R) cuya matriz de Gram (en la base estdndar B) es
la identidad. Hallar una base ortonormal del subespacio V+ (complementario ortogonal de V).
Hallar los valores de A y u para los que V4 = W.

V:{b:O W =Lz + 23,1 + pa?) ,

I1.15 (Volumen y determinante) Sean (V, (,)) esp. vectorial euclideo y B = {ey, ..., e, } base
ortonormal.
Dados n vectores uq,...,u, € V, consideremos

la matriz P € M, (R) que verifica ( Up ... Up ) = ( er ... e )P
los subespacios Uy, = L(uq,...,u;) (1 <k <n)
los vectores vy 1= up — py,_, (ur) (1 <k <n, con v =uy)
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(cada vy es pues la proyeccién ortogonal de wuy, sobre el subespacio U kL_l)
Definiendo el volumen del paralelepipedo generado por uy, ..., u, como el nimero (real, > 0)
Vol(ui, ..., upn) = ||v1]| ... ||on]|, probar que Vol(uy, ..., u,) = |det(P)]

I1.16* (Espacios cociente) Consideremos en R™ el subespacio vectorial V' dado por la ecuacién
1+ ...+x, =0.

1. Calcular la dimensién de R™/V.

2. Sean v = (v1, ..., vp) y w = (w1, ..., wy,) dos vectores de R™ que no pertenecen a V. Probar
que B, = {[v]} vy By = {[w]} son bases de R"/V.

3. Hallar la matriz de cambio de base de B, a B,,.

Sea ahora U el subespacio de R™ engendrado por el vector (1,...,1) y denotemos 8 =
{e1,...,en} ala base canénica de R"™.

4. Comprobar que, para cada 1 < ¢ < n, el conjunto B; = {le1], ..., [ei—1], [€i+1], .-, [e€n]} €S
base de R"/U.

5. Hallar la matriz de cambio de base de B; a Bj, para i # j.

Sean By = {u1,...,un} y B1 = {v1,...,v,} dos bases de R" tales que W = L(u,) = L(v,), es
decir, u, = Av, para cierto A # 0.

6. Demostrar que los conjuntos By = {u; + W, ...,up—1 + W}y Bl ={vi+ W, ..,vp_1 + W}
son bases de R™/W.

7. Denotando P y P’ a las matrices de cambio de base de By a B y de B{ a B, respecti-
vamente , probar que det(P) = Adet(P’).

I1.17 (Espacio cociente con polinomios) Sea P3(R) el espacio vectorial de los polinomios (en
una variable) de grado menor o igual que 3 y con coeficientes en R.

1. Dados los polinomios 2 + 22,1 4 3z + 22, -1 + o — 22,22 + 23 € P3(R), determinar el
nimero maximo de ellos que son linealmente independientes.

2. Obtener la dimensién y ecuaciones paramétricas y cartesianas del subespacio vectorial U
generado por los polinomios del apartado 1.

3. Determinar si la base B’ = {2 4+ 22,1 + z,22 + 23,1} de P3(R) contiene un sistema de
generadores de U y obtener la matriz de cambio de base entre B’ y la base estdandar B =
{1, 2,22, 23},

4. Calcular las coordenadas del polinomio p = —2 + 5z — 322 + 22 en la base B'.

5. Obtener la dimensién y una base del espacio cociente P3(R)/U y determinar las coorde-
nadas de la clase [p] en dicha base.

6. Si (,) es el producto escalar en P3(R) cuya matriz de Gram (respecto de B) es la identidad,
hallar una base de U+,

I1.18 (Suma e interseccién de subespacios) Sean B = {e1, e, €3, €4, €5} base de un espacio
vectorial V' (sobre R), a,b € R y U, W subespacios vectoriales de V' con ecuaciones cartesianas
(respecto de B)

T1+x9—23—2x4=0

U: 221 + 22 — brs =0 ’ ary +x3+ T4 +x5 =0

x1+x3+axrgs =0 {
x1 —Ta+ 33+ 34 +25 =0

1. Obtener, en funcién de los valores de a y b, bases y dimensiones de U y W.

2. Sea a partir de ahora a = 1. Obtener, en funcién de los valores de b, las dimensiones de
UNW y U+ W. Hallar bases de estos dos subespacios cuando dim(U + W) = 4. jPara qué
valores de b existe un producto escalar en V tal que W = U~+?
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I1.19* (Productos hermiticos) Sean V' un espacio vectorial sobre C y g un producto hermitico,
esto es, una aplicacién g : V x V — C que cumple:

PH1 y PH2. ’Semilineal’ en la 1% variable: { g(u+v, w)_: g(u, w) + g(v,w) } NVu,v,w eV

g(a’ua U) = ag(u, U) y VaeC
PH3. "Hermitica”: g(u,v) = g(v,u) (con a el complejo conjugado de a € C), Vu,v € V
PH4. ’Definida positiva’: g(u,u) > 0,Vu €V y g(u,u) =0 < u = 0.

g(u,v +w) = g(u, U) +g(u7w) }

NVu,v,w eV

g(ua av) - CLg('LL, 1)) y VaeC

2. Sean V' de dimensién finita y B = {ey, ..., e, } una base de V. Probar que:

(a) la matriz de Gram (respecto de B) = (9ij)i; € My(C), con gij = g(ei,ej) es
’hermitica’, i.e. verifica (con GT = (3i7) i)

(b) dados = = BX e y = BY (notaciones como en II.1.5), se tiene: | g(z,y) = X1GY

3. Sean V de dimensién finita y B, B’ = BP bases de V' (~ matrices de Gram G, G’). Probar

que |G’ = PGP

4. Dado u € V, se define la norma de u como: ||ul| := y/g(u,u) (determinacién > 0 de la
Probar que se verifican las siguientes desigualdades:

)
(a) de Cauchy-Schwartz: | |g(z,y)| < ||z ||ly|l| (Vz,y € V)
(

1. Probar que g es lineal en la 2 variable: {

s

ralz

b) triangular o de Minkowski: | |z + y|| < ||z|| + ||y||| (Vz,y € V)
5. Sean V' de dimensién finita y B = {e, ..., e, }, B’ = BP bases ortonormales de V' (i.e. tales
que g(e;, €j) = 045, 1 < 14,5 < n, y andlogamente para B’). Probar que la matriz P € 9,,(C) es

unitaria, i.e. verifica | P'P = I,

6. Sean V de dimensién finita y B = {uy, ..., u, } una base de V. Probar que existe una base
ortonormal {ej,...,e,} de V tal que (método de Gram-Schmidt) L(ey,...,ex) = L(ui,...,ug),
1<k <n.
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III. APLICACIONES LINEALES

Proposicién I11.2.1.1 (Matriz asociada a una aplicacién lineal)

Sea f:V — V' aplicacion lineal entre espacios vectoriales (sobre K) de dimensiones (finitas)

n y m (respectivamente).
Sean B = {e1,...,en},B' ={¢€},...,el,} bases de V., V' y sea Mpp/(f) € Mpxn(K) la matriz
asociada a f respecto de B, B’ (cuyas columnas son las coordenadas de f(B) respecto de B')

fle1) = ai€) + ... + amie,
flen) = ainel + ... + amnel,

(fle) oo flew)) = (& oo d) | o o i ] O,

D ~ a R
Notacién B’ ml mn

= f(B)

donde f(B) y B’ denotan aqui MATRICES-FILA DE VECTORES.
Sea x €V (resp. f(x) € V'), con coordenadas en B (resp. en B')

(

x1
r=x1e1+..+xpe, 6 T = (61 en) (?)
N——
B Ln
N—_——
X
1
f@)=wyel+ ... +yme,, 6 fla)= (¢ e )| - )
o UYUm
N——
Y
Entonces, la relacion entre (1, ...;xn) Y (Y1, ..., Yn) €S:
Y1 = 1121 + ... + Q1pTp Y1 ailr ... Qip 1
e e e 6 =
Ym = Am1T1 + oo+ Ay Ym aGml --- Qmn Tn
Ne—— ~ Ne——
Y Mgp(f) X

Demostraciéon. Inmediata. Matricialmente se tiene:

By © j@) 2 pmx) " fB)x Y B Mpp ()X

B’ es lin. indep.
=

Y = Mpp(f)X
donde la 3% igualdad se debe a que (lo hacemos explicito para n = 2):

f((er e )< il )) = f(x1e1+x2e2)  lmend r1f(er)+xaf(es) = ( fler) fle2) )< 1 )) ]
N’ 2 T
B T N()tgiéuf(B) T
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Proposicién I11.2.1.2 (Aplicacién lineal asociada a una matriz)

Toda matriz es la matriz asociada a una aplicacion lineal respecto de ciertas bases.

Demostracién.
Sea A = (aij)i,j € Z)J?an(K).
Sean V,V’ espacios vectoriales (sobre K) de dimensiones n,m y B = {e1,....,en}, B =

{€],...,e),} bases de V, V' (respectivamente).
Entonces la aplicacién lineal f: V — V' tal que f(e;) := > 1 ajie; (1 < j <n), esto es

(f(el) f(en)) = (e’l em)A,

Notaciéon B’
=""1(B)

verifica (trivialmente) Mpp (f) = A N

Proposicién I11.2.2.1 (Férmula de las dimensiones)

Sea f:V — V' aplicacion lineal entre espacios vectoriales (sobre K) de dimensiones n y m.
Sean B = {e1,...,en}, B' = {€),...,el,} bases de V, V' y sea A = Mpp/(f) € Mpyxn(K)
la matriz asociada a f respecto de B, B’ (cuyas columnas son las coordenadas en B’ de los

elementos de f(B))
all AT

(fler) .. flen) ) = (€} ... €) A I

~ aAml .- Qmn

Nota:ciénf(B)

Mpp/(f)

donde f(B) y B’ denotan aqui MATRICES-FILA DE VECTORES. Entonces se tiene:
I

1. dim(Im(f)) = rg(A) (~ el 'rango’ como algo intrinseco!!!).
ker(f)) =n —rg(A). De donde se concluye (férmula de las dimensiones):

(
2. dim(

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V)

Demostracion.

1. Recordando que C(A) es el ’espacio de columnas de A’ esto es (11.2.3) el subesp. de V'
generado por (los n vectores cuyas coordenadas respecto de B’ son) las columnas de A, se tiene:

tm(f) MR L), s flen)) TET C(A) TR dim(Tn(f)) = rg(4)

2. Puesto que AX = 0 es (Prop. I11.2.1.1) un sistema de ecuaciones cartesianas (resp. de B)
de ker(f) C V, se tiene:

dim(ker(f)) "2° n —rg(4) , = dim(ker(f)) + dimIm(f)) =n W
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Proposicién I11.2.3.0 (Matriz asociada y cambio de bases)

Sea f:V — V' aplicacion lineal entre espacios vectoriales (sobre K) de dimensiones n y m.
1. Sean B, B bases de V y sean B', B' bases de V'. Escribamos (I1.1.7) B= BP y B' = B'Q,
con P € M,(K) vy Q@ € M (K) regulares. Entonces, la relacion entre las correspondientes

matrices (I11.2.1) Mpp/(f) y Mgg (f) es:
Mpp/(f) = Q 'Mpp/(f)P| .

lo que concreta como Mpp/(f) v Mpp/(f) son ‘equivalentes’ (Prop. 111.2.2.1(1)).

2.9 V' =V (= feEnd(V)ym=n)ysi B=B,B'"=B (= Q= P), entonces:

Mp(f) = P'Mp(f)P|

con lo que Mp(f) y Mg(f) son ’semejantes’.

Demostraciéon. 1. Inmediata. Matricialmente se tiene:
1I.2.1 f lineal _IIL2.1
B'Mpp/(f)P = f(B)P * =" f(BP)=f(B) =

= B'Mpp/(f) = BQMpp(f) , 7 """ Mpp (f)P = QMpp(f)

donde la 2% igualdad se debe a que (lo hacemos explicito para n = 2):

b Notacion inea
f((e1 e )( Z J )) = f( aey + cea bey +dey ) 2. ( f(aer +cea) f(ber + dea) ) f lineal
B

P
= (af(er) +efler) bfler) +df(e2) )= ( fle) f<ez>>(‘é Z))
N()tgi?’);f(B) T

2. Se siguede 1 W

Nota. Antes de 1, |rg(f)| ya estaba ya bien definido (Prop. 111.2.2.1(1)), lo que permitia

concluir (Teor. 1.4.4.5) que Mpp/(f) y Mgg (f) tenian que ser equivalentes. Y, si V/ =V a
(por la Prop. 1.3.7.3) y [det(f) | (por 1.5.2(P7)) W

partir de 2 estan bien definidos | tr(f)
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Proposicién I11.2.4.1 (Matriz asociada y operaciones con aplicaciones lineales)

Sean V, V' V" espacios vectoriales (sobre K) de dimensiones finitas, f,g: V — V' h: V' —
V" aplicaciones lineales, y B, B’, B” bases de V.,V',V".
Entonces se tiene:

1. Mpp/ (f+9) = Mpp/(f) + Mpp(9)
2. MBB/(af) == aMBB’(f) (Va € K)
3. Mppn(ho f) = Mppr(h)Mpp/ (f)

Demostracion.

L. B'Mpp(f+g) "2 (F+o)(B) 2! F(B)+9(B) "E' B'Mpp/(f)+B'Mpg (g)

=B (Mpp/(f) + Mpp(9)) , Bl fndep o) pesultado se sigue

2. B'Mpg(af) =" (af)(B)

= B(aMap(f), ” T

1114 111.2.

af(B) "' a(B'Mpp(f))

el resultado se sigue

Prop. 1.3.3.1(5)

3. B"Mppr(hof) 2" (hof)(B) = h(f(B)) "' h(B'Mpp (f) "= W(BMpp(f)

= B"Mp/gr(h)Mpp(f), BU L nder o) vesultado se sigue W

Teorema I11.2.4.2 (Dimensién de Homg(V, V"))

Sean V,V' espacios vectoriales (sobre K) de dimensiones n,m, y B, B’ bases de V.,V'. La
aplicacion
¢ : Homg(V,V') = Mysn(K) , f— Mpp/(f)

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Y se concluye:

dim (Homg (V,V')) = mn

Demostracion.

My xn(K) y Homg (V, V') son K-espacios vectoriales (II.1.1 Ejemplo 1 y Prop. I11.1.4.1).

La aplicacién ¢ es lineal (Prop. 111.2.4.1(1,2)), inyectiva [queda determinada por su matriz
asociada, Prop. II1.2.1.1] y sobreyectiva (Prop. 111.2.1.2).

De lo anterior se sigue (II1.1.3) que ¢ es un isomorfismo, Teor 111.2.2.3 dim(Homg (V, V")) =
dim (M p(K)) "2 00 W

Prop. 1.3.3.1(3)

III.2.
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Proposicién 111.3.1.3 (Base dual y cambio de base)

Sea V' espacio vectorial (sobre K) de dimension n.
Sean B = {e1,...,en}, B = {€},...,e,} bases de V y escribamos B' = BP (II.1.7), con

P = (aij)ij € Mp(K).regular. Entonces se tiene: | B* = B* (P‘l)t .

Demostracién. Sean B* = {¢, ..., ¢, }, B™ = {¢], ..., ¢}, } las bases (de V*) duales de B, B’
(respectivamente) y escribamos B™ = B*Q (I1.1.7), con Q = (¢;j)ij € My (K) regular. Entonces
se tiene (para cada 1 <1i,j <n):

Def. de B* ,, ;. B"=B*Qy B'=BP
ij = (e}) =

Def. de B*
; ) Dot

(Cligol + ...+ cm-cpn)(aljel + ...+ anjén

= C1iA1j + ... + CpiQnj 133 (fila i de Q') (columna j de P) L33 I,=Q'P 1

Nota. Se sigue: la columna i de @ (coordenadas de ¢} en B*) es la fila i de P~! (asf viene
enunciada esta Proposicién en [MS]) B

Proposicién I11.3.3.1 (Matriz asociada a la aplicacién traspuesta)

Sea f:V — V' aplicacion lineal entre espacios vectoriales (sobre K). Se tiene:

1. La aplicacion traspuesta f': V"™ — V* o @o f es lineal.

2. Sean V,V' de dimensiones finitas n,m (respectivamente), B, B' bases de V,V' (respec-
tivamente) y A = Mgp/(f) € Muxn(K) (esto es, f(B) =: B'A, II.2.1). Entonces se tiene:

Mprps(ft) = At| (esto es, f{(B"*) = B*A!)

Demostracion. 1. Se tiene (Vp, v € V™* Va,be Ky Yo € V):

II1.1.4

(fHap + b)) (v) = (ap + bY)(f(v))
= a (F19)) (0) +b (1)) (v) "=
y se aplica el Lema III.1.1.1.

ap(f(v)) + bip(f(v)) =:
af'(e) +bf' () (v)

2. Sean B*, B* = {¢}, ..., ¢}, } las bases (de V*,V'*) duales de B, B' y sea C = Mpnp«(f') €
My (K) (esto es, fH(B™*) =: B*C, II1.2.1). Entonces se tiene (para cada 1 < i < m):

Def. de B* Prop. 111.2.4.1(3)

(ﬁlaide A)E(O \1// ...O)MBBI(f)

i-ésimo

Mp/(¢;)Mpp(f)

= Mg(p;o f) Prop- L3116 con las coord. de fi(¢h) en B* = (filai de CY) , =
—— g
fHd) (columna i de C)*

= C=A" 1
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Proposicién I11.4.1.1 (Isometria equivale a preservar normas)

Sea f:(V,{,)) — (V',{,)) aplicacion lineal entre espacios vectoriales euclideos. Entonces:

1. f es una isometria < || f(v)|| = ||v||, para todo v € V

2. [ es una isometria = f es inyectiva. Si ademds dim(V) = dim(V"), entonces f es (Cor.
II1.2.2.2) un isomorfismo

Demostracion.

1. (=) Inmediata.
(<) Dados z,y € V, sea v = = + y. Entonces se tiene:

2 1134 2 2
lolI” =" (& +y,z+y) = ="+ [ylI" + 2 (z,y)

1) @ +y), f@+y) T @2 + 1 W)? +2 (f (@), f(y))
Alser (Vo € V) [ )] = [[o]l, se sigue (Va,y € V): (f(2), f))' = (,9).

r2 1134

Prop. II 3.4.1(2)

2. Se tiene: f(v) =0 = |lv]] "PUE Y f )| =0 v =0.

Se sigue que f es (Prop. I11.1.3.1(1)) inyectiva y que

dim(Im(f)) Frop. 11.22.1(2) dim(V) , dim(v):dg(w) finita f sobreyectiva W

Proposicién I11.4.1.2 (Isometrias y matrices ortogonales)

Sea f: (V,(,)) = (V,(,)) un endomorfismo de un espacio vectorial euclideo de dimension
finita n. Entonces:

1. f isometria {Z Y} B base de V (~»matriz de Gram G) {3¢tiene (Mp(f)' GMp(f) =G|

al que

En particular: f isometria {Z3%} B base ortonormal de V {Egltgif} Mp(f) es ortogonal
(I1.3.6).
2. f es una isometria = para toda base B de V, det(Mp(f)) = %1

Demostracion.

Prop. III 2.1.1

1. Sean B base de V'y A = Mg(f), conlo que: z = BX

y)) "2 (AX)'G(AY)
2 XtQy

f(z) = BAX (y andloga-
Prop 1.3.6.1(2)
mente para y). Entonces: { (f (=), b - X'AGAY } *)
(z,y) =

(<) se sigue inmediatamente de (*).

(=) Eligiendo en (*) (Vi,j) X! = (fila de ceros salvo un 1 en la columna i) y Y = (columna
de ceros salvo un 1 en la fila j) se obtiene inmediatamente: el elemento ij de A‘GA es igual al
elemento ij de G. Con lo que A'GA = G.

2. Sea B base (arbitraria) de V. Escribamos B = BP, con B base ortonormal. Entonces:

Prop. 111.2.3.0(2) 1.5.2(P7)

det(Mp(1)) det(P~'Mp(f)P) det(Mp(f) "TE 41 m



IIT APLICACIONES LINEALES 42

Apartado I11.4.2 (Isometrias en dimensién 2)

Sea f:(V,(,)) — (V,(,)) isometria de un espacio vectorial euclideo de dimensién 2

Prop. I11.4.1.1(2
= @ f(B) es base ortonormal) y es-

Prop. 111.4.1.2(1
e

Sea B = {ei1,ea} base ortonormal de V (
cribamos A = (aij)i; = Mp(f) (esto es, f(B) =: BA, I1I1.2.1),

152(P7P8) det(A) = +1
Entonces se tiene (con x = f(e1) = (a11,a21) = BX , y = f(e2) = (a12,a22)p = BY):

Hipétesis
1 ="

2) "2 XtaxX =R XX =2 +ad , =

= Jla €0,2m) tal que aj; =cosa,ag =sina (1)

)

PR ) "2 YtGY =R vty = a2, 4 ady , =

= 3B €[0,27) tal que ajp =cosfB,ax =sinf (?)

1

1,2
Y Xtay “=* Xty = anars + asiaz ()

=cosacosf3+sinasinf =0, = { C.OS/B:_Sma } 6 { cpsﬁzsma }ﬁ )

sin 8 = cos « sin 3 = —cos«

Hipétesis II. 3 2
= (Y

0

Clasificacion segun det(A) (y, més ’finamente’, segin rg(A — I3)):

Caso cos f = —sina, sin 8 = cos a:

det(A) =1

sin o« COS «x

1,2,3 1
]( )(C?SO& sma> ,
det(A — I3) = (1 — cosa)? +sin?a = 2(1 —cosa) (*)

~ f es ROTACION(OGE())

[(2]a=0,= A=1L, = [rg(A-L)=0] ("= V;=V) ~
~ f es IDENTIDAD (= limg_[1.1))

Caso cos f =sina, sin § = — cos a:

det(A) = -1

1,2,3 cosa  sina
A<:>< : >7:

Sin@ —Cos«

det(A — I) = 0, ™2 [rg(4 — 1) = 1] (" dim(vy) = 1)

~ f es SIMETRIAy,
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Ecuacién cartesiana de Vy (respecto de B):

- (Osmme) e (o)

sin o — (14 cos ) To
Al ser
21(tan 7) sing —cosZ
~y —2sin 5 < 2 2 )
(A-1,) = —QSiDQ% 2sin § cos § si a0 0 0
2 QSin%cos% —20052% ,

resulta: [ Vi : (sin§) o1 — (cos §) x2 = 0| (ecuacién vélida para todo «).

Nota. El valor de « € [0, 27) depende de B. Basta elegir B’ = {¢] = —e1, ¢} = ea} y escribir
f(e}) = (cosd/,sina’) g para obtener: cosa/ = cosa y sine/ = —sina, esto es: o/ =21 — a.
En el Caso 1 sélo es posible este valor alternativo, en el Caso 2 cualquier otro valor es posible Bl

(Ejemplo 21) En V = R2?, con {, ) el producto escalar usual y B la base canénica (ortonormal):

Sea la isometria (II1.4.1, Ejemplo 19) f € End(V) tal que

AEMB(f):<_01 (1)> , = det(A)=1y a=—,

de donde se sigue que f es ROTACION(a:37r/2).
Sea la isometria (II1.4.1, Ejemplo 20) f € End(V) tal que

A== (] ) = @=Ly a=7 .

de donde se sigue que f es SIMETRIA(Vf) con Vi :x1 = x2.
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Apartado I11.4.3 (Isometrias en dimensién 3)

Sea f:(V,(,)) — (V,(,)) isometria de un espacio vectorial euclideo de dimensién 3

(Prop. II1.4.3.1) Sea A € M, (R) ortogonal (i.e. AA =1, I1.3.6). Si n es impar, entonces:
det(A—T,) =0 (S rg(A—T1,) <n) 6 det(A+1,) =0 (& rg(A+1,)<n) ¢
ambos.

n im:par

(*), de donde se sigue:
Ejerc. Adic. 1.14

Demostracién. Se tiene: det( A — A’ )
——

antisimétrica

(A—L)A+L) =22~ L, "5 A aa, Y det(A—1,)=0 6 det(A+ ) =0 M

Sea B = {e1,e2,e3} base ortonormal de V (IL:3>'2 matriz de Gram G = I3) y escribamos
A= Mp(f) (esto es, f(B) =: BA, 111.2.1). Entonces se tiene:
F2ETPS) qet(A) = +1

AtA Prop. 11;4.1.2(1) Is
rg(A—1I3) <3 6 rg(A+ I3) <3 6 ambos

Prop. I11.4.3.1
=

Clasificacion segiin rg(AF I3) (elegimos base ortonormal B’ = {v1,v9,v3} de V "adaptada”
a cada subcaso):

Caso |1} . rg(A—1I3) <3 (HI41 Vi #1{0})

rg(A—Is) = 2| ("= dim(Vy) = 1)
fes ROTACIO’N(Vf’a;éO). En efecto (elegimos B’ tal que Vy = L(vy)):
{ fvr)=v1 (Y Y para i =2,3:

loon) 2 (Fn), Fon) T 2 ) =0,
= Mp/(f)= ( (1) g ) y f| L(va,v3) es isometria

= o= < cosa —sina > ’ Prop. 14.1.2(2) dot(A) =1

sinav  cos«

, =
Pop 303w 0) € L(vg, vs) }

Vi=L(v1) y 1T1.4.2
R

m‘rg A—1I3) = 1| HI:éldun (Vy) =2)
fes SIMETRIA( vy (= hma_>0- . En efecto (elegimos B’ tal que Vy = L(v1,v2)):

f(v3) € L(vs) } 7

flo)=vi (%) Y parai=1,2:
=
(Flos),00) 2 (F(vs), Flvn)) T BB 0y — g, PropLl363
= Mp(f) = ( 2 (c] ) f | L(vs) es isometria Vf:L(”l’ZQ y 114.2

=~ e=_1 7 Prop. HI4122 det(A) 1

[13][rg(A - Is) = 0] ("= vy =V)

f es IDENTIDAD (= lim,_o[1.1]), =
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111.4.1 Prop. I11.4.3.1
=

Caso [2][rg(A — 1) = 3] ("' vy = {0}), rg(A+1Is) <3 ("= Voy £ {0})

[21][rg(A + I5) = 2| ("= dim(V_;) =1)

fes ROTACION(V#’Q#OJ) + SIMETRIA( ) En efecto (elegimos B’ tal que V_y = L(v1)):

{ flv1) =—v1 (3 Y parai=2,3:

f(vi) € L(v2,v3) }

3 isometria Prop. 11.3.6.3 y =
(f (i), v1) g (f(vi), f(v1)) Jsomerta _ (vi,v1) =0, =
= Mp/(f)= ( _01 g > y f | L(ve,v3) es isometria | Vp={0Lg T2

sina  cos«

L oo- < cosa —sina ) ’ Prop. 11L1.1.2(2) dot(A) = 1

rg(A+ 1) =1 (=" dim(Vy) = 2)
IMPOSIBLE. En efecto (elegimos B’ tal que V_; = L(v1,v2)):
{ fw)=-v; 4 Y para i =1, 2:

Prop. 11.3.6.3 =
=

(Flva)vi) & = (flva), fvi)) T2 vz 05) = 0,
-1, 0

f(vs) € L(vs) } ’

V_j=L(vi,v2) y 111.4.2
y f | L(vs) es isometrfa , (U1:v>2) !

rg(A+ L) =o| ("B v, =V)
f es INVERSION (= lim, [ 2.1)), = |det(4) = -1

(Ejemplo 22) En V = R3, con {,) el prod. escalar usual y B la base canénica, sea f €

0 0 -1
End(V) tal que A= Mp(f) = ( 0 1 0 ) , $ AtA = I3, Prop. H:I'>4‘1'2(1) f es isometria con
-1 0 0

det(A) = —1. Ademads: rg(A — I3) < 3, = f es SIMETRTA(Vf) con Vy: (A—-1I3)X =0, ie.
z1+23=0
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‘Ejercicios adicionales Capitulo HI|

IITI.1 (Nucleo e imagen) Sean f y g dos endomorfismos de un espacio vectorial V' sobre K
tales que fog=10

1. Probar que Im(g) C ker(f).

2. Si ademds g es sobreyectiva, determinar f. Alternativamente: si ademds f es inyectiva,
determinar g.

3. Dar un ejemplo en el que fog =0 e Im(g) # ker(f).

Solucién (all0, Ej. 137):

II1.2 (Cambio de base con matrices) Sean U C My(R) y W C M3(R) los subespacios
vectoriales formados por las matrices de la forma (respectivamente)

: 0 o p
. y —a 0 7~
-8 = 0

Sean By y By las dos bases de U siguientes:

m=((5 ) (0 0) (00 w0 1))

y sean By y By, las dos bases de W siguientes:

( 0 10 0 0 1 0 0 0
By={[ -1 00],[ o ool,[0o 0o 1]}
0 00 100 0 -1 0
0 10 0 0 1 0 0 1
Byy={[ 100}, oo -1],[ 0o 0o 1]}
0 00 ~11 0 1 -1 0

0 r+z —x+vy
Dada la aplicacién lineal f: U — W, < Ty ) — | —z—z 0 Y+ z , se pide:
=" T—y —Yy—=z 0
1. La matriz asociada a f respecto de las bases By y By .
2. La matriz asociada a f respecto de las bases By, y By, y las matrices regulares que
relacionan la matriz del apartado anterior y ésta.

II1.3 (Nucleo, imagen y dimensiones) Demostrar la veracidad o falsedad de las siguientes
afirmaciones:

1. Existe alguna aplicacién lineal f : K197 — K57 cuya imagen coincida con su nticleo.

2. Existen una aplicacion lineal inyectiva f : V' — V' y otra sobreyectiva g : V! — V tales
que Im(f) = ker(g), con dim(V”’) = 357.

3. Dada una aplicacién lineal f : V' — V' entre espacios vectoriales de dimensién finita, se
considera el subespacio vectorial W = {g € V'* | g |im(s)= 0}. Entonces

dim(V) + dim(ker f) = dim(W) + dim (V")
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4. Dados un espacio vectorial V' de dimensién finita y dos formas lineales no nulas f,g € V*,
se cumple: ker(f) = ker(g) si y sélo si la dimensién del subespacio vectorial de V* generado por
fygesl

I11.4 (Nicleo, imagen y dimensiones) Sean a,b € R, sea f : R® — R3 la aplicacién lineal
dada, respecto de la base canénica, por la matriz

1 1 2
A= 2 0 2
a 1 3

y consideremos el vector u = (1 —b,b,1+b).

1. Determinar a y b para que u € Im(f) # R3. Obtener en tal caso una base y unas ecuaciones
cartesianas y paramétricas de ker(f) e Im(f).

2. Encontrar un subespacio L C R3 de dimensién minima entre los que cumplen f(L) =

Im( ).

II1.5 (Bases duales) Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean dos bases By =
{uy,ug,us} y By = {u1,us,u; + us}. Indicar razonadamente si sus bases duales tienen algun
elemento en comtn.

II1.6* (Espacio bidual) Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Se llama espacio
bidual de V' (denotado V**) al espacio dual del espacio dual de V.

1. Si dim(V') es finita, indicar razonadamente qué dimensién tiene V**.

2. Para cada v € V, sea ¢, la aplicacién de V* en K dada por ¢,(f) = f(v). Probar que ¢,
es lineal y calcular su nicleo e imagen.

3. Sea @ la aplicacién de V' en V** dada por ®(v) = ¢,. Probar que ® es lineal y ademds
es (si dim(V) es finita) un isomorfismo (este isomorfismo se dice que es canénico pues puede
definirse sin dar la imagen de los elementos de una base de V).

II1.7 (Isometria en dimensién 2) Sean R? con el producto escalar usual y la aplicacién f :
R? — R? dada, respecto de la base canénica, por la matriz

(Vi )

1. Probar que es una isometria y clasificarla.

2. Calcular V4.

3. Calcular las imagenes de los vectores (1,0), (0,1), (v/3,1).

4. Determinar el complemento ortogonal de la recta  — v/3y = 0 y probar que coincide con
V_y.

I11.8 (Isometria en dimensién 3) Sean R® con el producto escalar usual y la aplicacién f :
R3 — R? dada, respecto de la base canénica, por

flz,y,2) = %(—x—er \/52,—:6 -y — \/iz,—\/ﬁ:c+ \/§y)

Probar que f es una isometria y hallar sus elementos caracteristicos.
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II1.9 (Isometrias y linealidad) Sean V, V' espacios vectoriales euclideos y f : V — V' apli-
cacion cualquiera. Considérense las afirmaciones siguientes: (a) f es lineal, (b) f es inyectiva, (¢)
f preserva normas de vectores, y (d) f preserva productos escalares.

1. Probar las siguientes implicaciones:

(@« @) 2 © 9

2. Concluir que el que f : V — V' preserve productos escalares es suficiente para que f sea
una isometria (la linealidad es una consecuencia de la hipdtesis).

III1.10 (Isometria en dimension 37)
En el espacio vectorial R? se considera el producto escalar con matriz de Gram (en la base
candnica)

2 01
0 21
11 2
Determinar si el endomorfismo f de R? que tiene por matriz (en la base canénica)
-1 0 -1
0o -1 -1
0o 0 1

es 0 no una isometria y describir f en otros términos.
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IV. DIAGONALIZACION Y FORMA DE JORDAN

Teor. IV.1.5.3 (Endomorfismos diagonalizables, unicidad de la forma diagonal)

(Def.) Se dice que f es diagonalizable si existe base B de V tal que Mp(f) es diagonal
orma diagonal de f). Kquivalentemente (Prop. .2.3. , sl la matriz asocliada a f en una
forma diagonal de f). Equival Prop. 111.2.3.0(2)), si 1 i iada a f
(y cualquiera) base es diagonalizable por semejanza (IV.1.1)

(Teorema) 1. Sean A1, ..., A\, (todos) los distintos autovalores de f. Entonces: f es diagonal-
izable & V=V\,&..8V\, & (aa+..+a,=nydi=«o;,1<i<r)

2. Si f es diagonalizable, los elementos en la diagonal principal de su forma diagonal son
(todos) los autovalores de f y en mimero igual a su multiplicidad algebraica, con lo que dicha
forma diagonal es unica (‘esencialmente’, salvo permutas en la diagonal principal).

Demostracion.

1. Se tiene:

Prop. IV.1.5.1(1) Teor. 11.2.7.1(2)
54 54

f es diagonalizable d base (de V') de autovectores de f

Lema IV.1.5.2(2)

= V>\1 + ...+ V)\r =V = V = V)\l D..H V)\T Prop‘£.2.9.1

Prop. IV.1.4.1
S

ay+...+ar<n

S di+...+d.=n S agt e ta=nydi=0(1<i<r)

2. Es consecuencia inmediata de 1
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Lema IV.2.3.0 (Subespacios propios generalizados)

Sean V' espacio vectorial (sobre K) de dim. finita, f € End(V) y[a]e K autovalor de f.
Considérense los subespacios propios generalizados de a, definidos como

Prop. IV.1.2.1(1)
=

E'(a) :=ker(f —ald)’ (i=1,2,..) ( EYa)=V,)

Entonces, para cada i = 1,2, ... (y afnadiendo E°(a) := ker(Id) = {0}), se tiene:
1.v € Ea) = ve E™(a). Se sigue (‘cadena’):

El(a) C...C Ei(a) C E"(a) C ...

2.v € E'(a) & (f —ald)(v) € E=Ya) (‘contraccion hacia atrds’, via f — ald, de la
cadena). Se sigue (‘cada E'(a) es invariante bajo f’):

f(E'(a) € E'(a)

Demostracion. 1. Se tiene:
(f —ald)i(v) =0 = (f—ald)™(v)=0
2. Se tiene:

(=) v € Ea) = (f — ald) (v) € E“!(a) (contraccién hacia atrés’). Se sigue la invariancia
4 . 1
bajo f: v € E(a) = f(v) € av + E*"Y(a) C E'(a)

() 02 — aldyTH(f ~ ald)(v) = (f ~ ald)i(v) = ve (o) W
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Proposicién IV.2.4.1 (Existencia de una base de Jordan de M(a))

Sean V' espacio vectorial (sobre K) de dim. finita, f € End(V) y[a]e K autovalor de f.
Entonces existe una base B de M(a) que es ’de Jordan’ (esto es, tal que Mp(f | M(a)) es
una matriz de Jordan).

Demostracion. Sea el diagrama de vectores o de M (a) (numeracién ’antes de reordenar’,
ver luego):

EF(a) =M (a)
EF1(a) ¢
El(a) =Vi &
° - -— ° — ® Vi1
. — — o —  ev,
v
° — — ® V1,1
. o S enli Bi
N—_———
......... Br_q i
® V1,1
!
1 1 k—1 k
F* = FE(a) F = L(Br_1) F* = L(By)

Cada flecha « representa calcular la imagen por f —ald (IV.2.3).

En la tltima columna de cada E‘(a) (1 < i < k) figura una base 3; de algin subespacio
F' C M(a) complementario de E“~!(a) en E%(a), segtin el esquema (recordar que E%(a) = {0}):

M(a)= E*a)=E""Ya)oFf=.. =FEla)e F?e ..o FF 1o F* *)

La eleccién de la base 8, = {v1, ..., vy, } (que determina F*) es libre (ver sugerencia en IV.2.5)

Para cada 1 < i(< k), la eleccién de la base 3; (que para i > 1 determina F’ y para i = 1 es
base de F'' = E'(a) := V) se hace en funcién de la base 3,,; como sigue:

(1) Si S = {v1,...,v,:} es lin. independiente en F**!, entonces (« S) = {(« v1), ..., (< v;)}
es lin. independiente en E'(a). En efecto:

0= a(F = ald)(on) + o+ 4, (f = Td)(0r) = (F = 0Td) (s + o i) " B

. i+1
= g1+ ... + g0 € El(a) C Ei(a) Sk
S lin. indep.
= v+ ... +pv =0 = w1 =...=p, =0

Con lo que el conjunto (« ;1) es linealmente independiente en E‘(a).

Le.IV.2.3.0(2)
=

(2) Pero v ¢ E'(a) («—wv) ¢ B a) , = L(+ Bi41) NET1(a) = {0}

(3) Se sigue de (1) y (2) que (< B;,1) puede ampliarse (Teor. I1.1.4.3) con otros r; vectores
hasta formar una base 3; de algtin complementario F* de E*~!(a) en E*(a) (= dim(F") > dim(F*1))
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El conjunto de todos los vectores e del diagrama es lin. indep. (en cada columna por
tratarse de una base de cierto subespacio, y entre unas y otras por (*)). Puesto que hay en total
dim(E (@) + dim(F?) + ... + dim(F* 1) + dim(F*) < dim(M(a))

vectores, B’ es base de M (a).

Reordenamos B’ ”en el sentido habitual de lectura” (esto es, de izda. a dcha. y de arriba a
abajo). Por ejemplo, para la 1¢ fila:

v = (f —ald)*L(vy) , vy =(f —ald)2(v1) , ......... , U =1

Cada una de las dim(E'(a) = V,) filas da lugar en Mp/(f | M(a)) a un bloque de Jordan
(IV.2.2), cuyo orden es el n° de vectores de la fila:

a 1 ... 0
0 a 0
J =
0 0 1
0 O a
Por ejemplo, para la 1 fila:
/ k—1 UIIGVQ ’
f(v = (f - ald)**(v1)) = avy
f(vh) dentidad (f —ald)(vh) + avh =: v] + avh
identidad
f(u,) = (f —ald)(v},) + av, =:v)_; + avy,

Se sigue que Mp/(f | M(a)) es una matriz de Jordan MW
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Proposicién IV.2.6.1 (Dimensién del subespacio maximo)

Sean V' espacio vectorial (sobre K) de dimension finita y f € End(V).
St Ay € K es autovalor de f con multiplicidad algebraica o; entonces:

dlm(M()\Z)) = Q4

Demostracion. Sean n=dim(V)y s=dim(M()\;)).
Sea {v1,...,vs} base ’de Jordan’ (IV.2.4) de M()\;), que ampliamos (Teor. I1.1.4.3) a base
B' ={v1,...,; 05,0541, ...,0n} de V. Entonces se tiene:

Jn, F
Mp() = (B )=

Ej.Adic 1.23(2)

= pr(Y) = (A — A det(Fay — A—s) Ej-AdicIV.8(3)

(X = A)* pp(A)
donde la aplicacién f : V/M()\;) — V/M()\;) es la ’inducida’ (Ej.Adic.IV.8(3)) en el espacio
cociente V/M(\;) (por ser M()\;) invariante bajo f, Lema IV.2.3.1).

Se sigue que a; > s.

Supongamos que fuera a; > s. Entonces se tendria:

3] (£ [0) € V/M(A) tal que flo] = Nfo] , "=

= (f = Nld)(v) € M(N) (= BR(y)) , Fm NEM0ES)

= ve BNty 27

De donde se concluye que [ |

M(\) , = [v] =]0] (contradiccion)
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Teorema IV.2.6.3 (Existencia de forma de Jordan)

Sean V' espacio vectorial (sobre K) de dimension finita y f € End(V).
Si A, ..., A € K son (todos) los autovalores distintos de f con multiplicidades algebraicas
Qaq, ..., O, entonces:

3 base B de V ’de Jordan’ (i.e. Mp(f) es matriz de Jordan) < a1+ ..+ o, =n
Demostracién.
1. En primer lugar, para cada 1 < ¢ < r, se verifica:
r
MO)NS MOy ={0} [P ST MOy) = M) @@ M(A)
i j=1

En efecto: si (s.p.d.g.) existe v(# 0) € EF (A1) N DAl E*i();), se llega a la siguiente con-
tradiccién (denotando @E (f = XeId)*2 o...o(f — \Id)* € End(V)):

v(#0) € ER(n) "B 31 <)t <k tal que Vi, 3 [w]= (F — MId)(v) £0 =
Lema IV.2.6.2(1 ALFAZ, A
= g(w) I O VR VS L VIR W L P A
r . 11.2.7 Lema IV.2.6.2(0)
vE Do EN() S v= v 4t I, = g(v) = 0 =
€EF2(\2) €Ekr (\)
= g(w) Lema IV.2.6.2(0) ((f — MId) 1o g) (v) =0

2. Ahora probemos el teorema:

~ Yu€B, 3\; tal que u€M(\;)
3B base de V tal que Mz(f) es de Jordan { g }

Prop. IV.2.4.1
<~

Prop. IV.2.6.1
~

& V=" MO = M) @ ..o M) a1 +..+ap=n N
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‘Ejercicios adicionales Capitulo IV

IV.1 (Autovalores) Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V' de dimensién finita.
Demostrar:
1. f es un isomorfismo si y sélo si 0 no es autovalor de f.
. A es autovalor de f si y sélo si —A lo es de —f.
. Si X es autovalor de f, entonces A% lo es de f2.
. Si A2 es autovalor de f2, entonces A\ 6 —\ es autovalor de f.
. Si f2 = f, entonces los posibles autovalores de f son 0y 1.
. Si X es un valor propio de f y f es isomorfismo, entonces A~! es valor propio de f1.
. Si f es diagonalizable, entonces f¥ =0 siy sélo si f = 0.

N O UL W N

IV.2 (Rectas y planos invariantes) Sea f : V — V un endomorfismo. Llamamos subespacio
invariante (por f) a todo subespacio U de V tal que las imdgenes por f de sus vectores son
también vectores de U (esto es, f(U) C U). Probar:

1. Para cada autovalor X\ de f, el subespacio propio V) es un subespacio invariante.

2. Toda recta (vectorial) invariante de V estd contenida en V) para algin autovalor A de f.

3. Todo plano (vectorial) de V' generado por pares de rectas invariantes es invariante.

4. Si V es R? y f tiene tres autovalores distintos, entonces hay exactamente tres rectas
invariantes y podemos obtener una base de R® tomando un vector director de cada una de
dichas rectas.

5.S8i V es R? y f tiene tres autovalores distintos, entonces los tinicos planos invariantes de
V son los generados por pares de rectas invariantes.

IV.3 (Diagonalizabilidad de un endomorfismo con pardmetros) Sea f : R® — R3 un endo-
morfismo cuya matriz asociada en la base canénica (ortonormal) es, para ciertos nimeros reales
a,b:

— o

3 0
0 4
0 1

S
[

Se pide:

1. Hallar los autovalores de f en funcién de a y b.

2. Estudiar si f es diagonalizable en funcién de a y b.

3. Hallar los valores de a y b para los que f es autoadjunto y, en uno de los casos, obtener la
diagonalizacién por semejanza ortogonal.

IV.4 (Diagonalizabilidad por semejanza de una matriz con pardmetros) Dada la matriz

a —1 -1
A= 1 —a O
1 0 -—a

donde a es un nimero real, se pide:

1. Estudiar si A es diagonalizable por semejanza en funcién de a y distinguiendo el caso real
del complejo.

2. Para a = 1 diagonalizar por semejanza A como matriz compleja.

IV.5 (Subespacio méximo y forma de Jordan) De un endomorfismo f de K® se sabe que el
rango de f — 2Id es mayor o igual que 6, el de (f — 2Id)* es 1y el de (f — 2Id)® es 0.
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Demostrar que A = 2 es el tinico autovalor de f y que su subespacio maximo es todo K.
Calcular la forma de Jordan de f.

IV.6 (Forma de Jordan, de todo un poco) Indicar razonadamente si las afirmaciones siguientes
son verdaderas o falsas:

Si un endomorfismo f : V — V (dimV = 3) tiene un tnico autovalor de multiplicidad
algebraica 3, entonces:

1. Su forma de Jordan tiene un tnico bloque de Jordan.

2. Existen dos vectores propios linealmente independientes.

3. Hay una tnica recta invariante por f.

IV.7 (Diagonalizabilidad de endomorfismos, de todo un poco) Sea f un endomorfismo de R*
tal que su polinomio caracteristico es p(A) = A%(A — 4) (a,b > 1) y sea A la matriz asociada a
f respecto de cierta base de R*. Razonar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

1. Sia=b=2, entonces f es diagonalizable.

2. f no es inyectiva.

3.b=3=rg(A4) =3.

4. Si A tiene rango 1, entonces A es diagonalizable por semejanza.

IV.8 (Subespacios invariantes y cocientes) Sea f : V — V un endomorfismo de un espacio
vectorial de dimensién finita.

1. Probar que, si W7 y Ws son subespacios de V invariantes por f, entonces los subespacios
Wi N Wy y Wi + Wa son también invariantes por f.

Sea W un subespacio de V invariante por f. Dada base By de W, sean B cualquier base de
V que extiende a By y B la base de V/W inducida (Prop. 11.2.10.4) por By y B.

2. Denotemos por f| : W — W al endomorfismo restriccién de f a W. Hallar la matriz
Mp,, (f)) en funcién de la matriz Mp(f). )

3. Probar que existe un endomorfismo f : V/W — V/W definido del modo siguiente: f|u] :=
[f(u)]. Hallar la matriz Mz(f) en funcién de la matriz Mp(f).

4. Probar que el polinomio caracteristico de f es igual al producto de los polinomios carac-

teristicos de f| y f.

IV.9 (Forma de Jordan y subespacios invariantes en C3) Sea f un endomorfismo de C? que
tiene exactamente una recta invariante. Demostrar que la recta estd contenida en un plano
invariante y que la matriz de Jordan de f es

S O >
S > =
> = O

IV.10 (Formas de Jordan de endomorfismos en R? y R3) Indicar razonadamente cudles son
las posibles matrices de Jordan complejas para los endomorfismos de R? y R3. Indicar también
cudntas rectas invariantes y cudntos planos invariantes hay en cada caso.

IV.11 (Teorema de Cayley-Hamilton) Toda matriz cuadrada real o compleja A es anulada
por su polinomio caracteristico (es decir, pa(A) es la matriz nula). También: todo endomorfismo
real o complejo f es anulado por su polinomio caracteristico (es decir, ps(f) es el endomorfismo
nulo).
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1. Probar el Teorema de Cayley-Hamilton
2. Calcular A%, B3 y C~!, utilizando el Teorema de Cayley-Hamilton, cuando

s s 10 1 i 00
A:<_6 _4> , B={01 1| y c=(001
11 0 1 i 0

IV.12 (Polinomio minimo) De entre los polinomios que anulan a una matriz cuadrada A
(real o compleja) hay un tinico polinomio ménico (i.e. con coeficiente 1 para el término de mayor
grado), llamado polinomio minimo, que tiene grado menor o igual que el resto. Andlogamente se
define el polinomio minimo de un endomorfismo. Se puede demostrar que el polinomio minimo
es un divisor del polinomio caracteristico y que los autovalores de A son también raices del
polinomio minimo, aunque las multiplicidades de esas raices puedan ser menores que las del

polinomio caracteristico.
Calcular el polinomio minimo de las matrices

-1 0 2 2 1 -3
A=| 6 1 6 y B=[0 -1 0
0 01 3 1 -4

IV.13 (Autovalores, de todo un poco) Demostrar la veracidad o falsedad de las siguientes
afirmaciones:

1. En el espacio vectorial euclideo R? existe un endomorfismo autoadjunto, no multiplo de
la identidad, que tiene por autovectores a (1,1,0), (1,—1,—1) y (1,0,1)

2. Los posibles autovalores (reales) de una matriz ortogonal son 1y —1

3. Sean f y g endomorfismos de C*. Entonces ambos son isomorfismos si y sélo si 0 no es
autovalor de su composicién

4. Un endomorfismo f de un espacio vectorial V' es diagonalizable si verifica V' = ker(f) @

Im(f)

IV.14 (Forma de Jordan en End(C2)) Sea f : C? — C2? un endomorfismo no diagonalizable
cuya traza vale 2 y cuyo determinante vale 1.

1. Calcular la forma de Jordan del endomorfismo f

2. Lo mismo para el endomorfismo ¢ : End(C?) — End(C?), g+ fog

IV.15 (Forma de Jordan en C*) Sean a y b dos enteros no negativos (a < b) y considérese la
matriz

a —-b 1 0
b —a 0 1
Adab=1 0 0o _1 4
0 0 6 1

1. Hallar todos los pares (a,b) que hacen que el endomorfismo f,  de C* con matriz (respecto
de la base canénica) A, p no sea diagonalizable.

2. Calcular la forma de Jordan de f34 y hallar una base B de C* que sea base de Jordan
para fa.

3. Hallar un plano y un hiperplano que sean invariantes bajo f3 4.
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IV.16* (Complexificacién) Sea V' espacio vectorial sobre R de dimensién finita n.
1. Probar que el conjunto V' x V := {(u,v) | u,v € V'}, con las operaciones

{ +:(VxV)x (VxV)=VxV ((uv),(wz))— (ut+wv+x)
Cx(VxV)—=(VxV),((a+1b),(u,v)) — (a+ib)(u,v) = (au — bv,av + bu) ,

es un espacio vectorial sobre C (la complexificacién de V'), denotado .

Comprobar que (u,v) = (u,0) +i(v,0), de donde se sigue la expresion: VC =V @iV

Probar que V¢ = LE(V) (donde L€ indica la envoltura lineal con coeficientes complejos) y
concluir que (R")® = C”.

2. Probar que la inclusién V. — VC, u +— w4 90 preserva la independencia lineal (nétese que
V no es un subespacio vectorial de V©).

3. Probar que la operacién (conjugacién en VC)

o Ve S VC utive— u—dw

preserva las sumas, es ”compatible” con la conjugacién en C [esto es: o((a + ib)(u + iv)) =
(a4 1ib) o(u + iv)] y preserva la independencia lineal.

4. Probar que cualquier base B de V es una base de VC, que dimc(VC) = dimg(V) y que
los vectores de V son precisamente aquellos vectores de VC cuyas coordenadas respecto de B
son todas reales.

5. Sean V' (otro) espacio vectorial sobre Ry f: V — V' aplicacién lineal. Probar que existe
una unica aplicacién lineal f€: VC — V'€ tal que que f© ly= f. Probar que, si B, B’ son bases
de V, V' (y por tanto de VC V'C), se verifica: Mg/ (f©) = Mpp:(f).

6. Sea f € End(V). Probar que los autovalores de f son precisamente los autovalores reales
de fC. Probar que los autovalores no-reales de fC aparecen siempre ”a pares” (mutuamente
conjugados). Probar que los autovectores de f son precisamente aquellos autovectores de f© que
pertenecen a V' (en cuyo caso, el autovalor es necesariamente real).

IV.17 (Isometrias, subespacios invariantes y autovalores) Sean (V(,)) un espacio vectorial
euclideo de dimensioén finita y f € End(V') una isometria.

1. Probar que, si U C V es subespacio invariante bajo f, entonces el endomorfismo restriccién
f | U € End(U) es una isometria y el complemento ortogonal U+(C V) es también invariante
bajo f.

2. Probar que los posibles autovalores (reales) de f son 1y —1.

IV.18 (Isometrfa) Sea (, ) el producto escalar en R3 cuya matriz de Gram en la base canénica
B = {e1,e2,e3} es
1 0 -1
G= 0 1 -1
-1 -1 3

y sea f € End(R?) una isometria de la que se sabe que tiene como autovector ej + ez + e3 y que
verifica: tr(f) = det(f) = 1.

1. Clasificar f determinando sus elementos caracteristicos.

2. Encontrar una base de un plano invariante bajo f.

IV.19 (Forma de Jordan con matrices antisimétricas) Sea V el espacio vectorial de las matrices
reales antisimétricas de orden 3.
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1. Comprobar que la aplicaciéon f dada por:

0 1 1
f(X):=AXA ,con A= 1 0 1 ,
1 1 0
define un endomorfismo de V.
2. Comprobar que f € End(V) posee forma de Jordan. Hallar la forma de Jordan y una base
de Jordan de f.

3. Si se define en V el producto escalar (X,Y) := tr(XY?), determinar si f es o no autoad-
junto.

IV.20* (Matrices conformes positivas de orden 2) Sea (V, (,)) un espacio vectorial euclideo
de dimensién 2.

1. Probar que f € End(V') es conforme positivo (i.e. composicién de una rotacién y una ho-
motecia) si y s6lo si su matriz asociada, en alguna (y toda) base ortonormal B, es conforme positiva

(i.e. Mp(f) =Cap = < Z _ab ), con a,b € R, no ambos nulos).

2. Probar que el conjunto CO*(2,R) = {C, | a,b € R, no ambos nulos} C My(R) es (con
el producto ordinario de matrices) un grupo, isomorfo al grupo multiplicativo C\{0}.

Sea ahora una matriz real A € My (R), considerada como matriz compleja (se sobreentiende
la inclusién R — C, a — a + i0)

3. Probar que, si a +ib € C (con b # 0) es autovalor de A, entonces también a — ib es
autovalor de A.

4. Probar que, si a+ib € C (con b # 0) es autovalor de A, entonces existe P € Ma(R) regular
tal que A = PC’a,bP*1

5. Probar que se verifica: exp (Cyp) = €*Ceosbsinb

6. Sia+ibe C (con b #0) es autovalor de A, calcular exp(A).

IV.21* (Productos hermiticos) Sean (V, (,)) espacio vectorial euclideo y f € End(V).

1. Probar que (,) induce en la complexificacién VC (de V, ver Ejerc.Adic. IV.16) un tinico
producto hermitico (ver Ejerc.Adic. I1.19) g : V€ x V€ — C tal que que g |y <y = (,).

Sea f€ € End(V®) el endomorfismo inducido (ver Ejerc.Adic. IV.16) en la complexificacién
Ve

2. Probar que f es una isometria de (V, (,)) si y sélo si fC es una isometria de (VC, g), esto
es, si y sélo si g(fC(x), f€(y)) = g(z,y), para todo z,y € VC.

3. Probar que fC es una isometria de (VC, g) si y s6lo si en una (y en cualquier) base ortonor-
mal de VC su matriz representativa Mp(fC) es unitaria, esto es, verifica Mp(f©)TMp(fC) = I.

4. Probar que f es autoadjunto en (V,(,)) si y sélo si f€ es autoadjunto en (VC, g), esto es,
siy sélo si g(fC(z),y) = g(z, fC(y)), para todo =,y € VC.

5. Probar que f€ es autoadjunto en (VC, g) si y s6lo si en una (y en cualquier) base ortonormal
de VC su matriz representativa Mp(fC) es hermitica, esto es, verifica Mp(f©)" = Mp(f©).

6. Probar que una matriz hermitica A € 9,,(C) es diagonalizable por una semejanza unitaria,
i.e existe P € M, (C) unitaria tal que P~*AP es diagonal.

IV.22* (Isometrias, clasificacién) Sean (V, (,)) espacio vectorial euclideo de dimensién finita
ny f € End(V) isometria.

1. Sea a € C autovalor del endomorfismo f© € End(V®) inducido (ver Ejerc.Adic. IV.16)
en la complexificacién V€. Probar que |a| = 1.
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2. Probar que fC es diagonalizable. Concluir que, si A € M, (R) es ortogonal, entonces
rg(A—1,)? =rg(A—1I,)

3. Sea a +ib autovalor no-real (esto es, con b # 0) de f© € End(V®). Probar que a® +b? =1
y que existen W C V plano invariante bajo f y By base (,)-ortonormal de W tales que:

a

Mo (F1 W) =Cur= (5 )

4. Probar que existe una base ortonormal B de V' tal que Mp(f) es una matriz 'diagonal
por bloques’ (de diversos 6rdenes), con los bloques de la diagonal principal (cuadrados!) iguales
a +1 (de orden 1) o a matrices (de orden 2) de la forma C, (con a® +b? = 1), esto es (notacién
como en 1.3.4, en particular nj + ... + ny = n):

A ... 0
MB(f) = ,con A =+l¢ Dﬁl(R) 6 = Cahb[ S mg(R)
0 - Axy I=1,..N a24b3=1

IV.23 (Forma de Jordan en dimensién par) Sean V' un espacio vectorial complejo de dimensién
2ny f € End(V) tal que ker(f) = Im(f).

1. Determinar la forma de Jordan de f.

2. Construir una base de Jordan para f.
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V. FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS

Proposicién V.1.2.1 (Forma bilineal asociada a una matriz)

Toda matriz cuadrada es la matriz asociada a una forma bilineal respecto de cierta base.

Demostracion. (esta Prop. es similar a Prop. 111.2.1.2)

Sea A= (az-j)z;j € E)ﬁn(K)

Sean V espacio vectorial (sobre K) de dimensién ny B = {ey, ..., e, } base de V.

Entonces la forma bilineal f : V x V +— K determinada (V.1.2) por f(e;,e;) := a;; verifica

(trivial)
Mgp(f)=A N
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Prop. V.1.3.1 (Matriz asociada a forma bilineal y cambio de base)

Sean V' espacio vectorial (sobre K) de dimension n y f:V x V — K una forma bilineal.
Sean B = {e1,...,en}, B' = {€),...,el,} bases de V y sea P la matriz de cambio de base
(cuyas columnas son las coordenadas en B de los elementos de B')

B’ B

donde B" y B denotan aqui MATRICES-FILA DE VECTORES.
Sean x,y € V, con coordenadas en B

x1 n
T = (el en) , Yy = (el en)
B Tn B Yn
Ne—— Ne——
X Y

(y andlogamente en B'), de donde se sigue (Prop. II.1.7.1):
X=prx" , Y=prPY (Y

Sean Mp(f) = (f(eivej))ij, Mp(f) = (f(ej,€}))ij las matrices asociadas (V.1.2) a f en
B y B’, que verifican:

( fler,er) ... fler,en) U1
fly)= (21 ... an) (%)
D flen,e1) ... flen,en) Un
~ N——
Mp(f) Y
Fehel) e fEed\ (B
B flen,er) .. flen,en) Yn
~~ N——
Mpi/(f) Y’

Entonces la relacion entre Mp(f) y Mp/(f) es:

Mp/(f) = P'Mp(f)P| ,

i.e. Mp(f) y Mp/(f) son ’congruentes’ (11.3.3, caso particular de ‘equivalentes’, Prop. 1.4.4.3)

Demostraciéon. Inmediata. Matricialmente se tiene:

XM ()Y 2D fay) © XMp(ny © X Mp(H)PY' | S Mp(f) = P'Mp(f)P

En cuanto a la tltima implicacién: eligiendo (para cada i,5) X' = (fila de ceros salvo un 1 en
la columna i) y Y’ = (columna de ceros salvo un 1 en la fila j) se obtiene inmediatamente: el
elemento ij de Mp/(f) es igual al elemento ij de P!Mp(f)P W

Nota. Se sigue de la Prop. V.1.3.1: estd bien definido (Prop. 1.4.4.3 y Teor. 1.4.4.5),

pero no lo estén ¢r(f) (por la Prop. 1.3.7.3) ni det(f) (por 1.5.2(P7)) W




V FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS 63

Teorema V.2.6.1 (Diagonalizabilidad de formas cuadréticas reales)

Sean V' espacio vectorial (sobre R) de dimension finita n, ® : V. — R forma cuadrdtica y
fp:VxV —R su forma polar.
Entonces existe base de V' tal que la matriz asociada a ® en dicha base es diagonal.
Demostracién. Sean B base de V 'y A = Mp(®) := Mp(f,) (V.2.3). Se tiene:
At Prop A2 y , Cor ILL65 3p c 9y, (R) ortogonal tal que P~'AP = D (diagonal) , =
= 3P € M, (R) regular tal que P'AP = D (diagonal) , =

PP Y3 3 hase B = BP de V tal que Mp/(®) = D (diagonal) M

Teorema V.2.6.3 (Clasificacién por signatura de formas cuadréticas reales)

Sean V' espacio vectorial (sobre R) de dimension finita n y ® : V — R forma cuadrdtica
de signatura sg(®) = (p,q).

Entonces ® es: no degenerada < p+ q = n.

Y por otra parte ® es (clasificacion):

. definida positiva < sg(®) = (p =n,0)
. definida negativa < sg(®) = (0,q =n)
. semidef. positiva < sg(®) = (p <n,0)
. semidef. negativa < sg(®) = (0,q <n)
. indefinida < sg(®) = (p>0,qg>0)

Cr s Lo~

Demostr. Sea B = {e1, ..., €p, €pt1, -.s €ptq, Eptg+1, ---, En ) base de V tal que (Teor. V.2.6.1)

o s.p.d.g. ..
A= Mp(®) "=""diag(ai, ..., ap, bps1, ..s bptg, Cprgtis s Cn)

con los a; > 0, los b; < 0y los ¢ = 0.
Primero. Sea f, la forma polar de ®. Entonces se tiene:

V12

YIAX VL f(z,y) =0, Wy eV & AX =0 (%)

De donde se sigue:

()

(fo(z,y) =0, Yy eV =z=0) < Teor. 126.2(2)

(AX =0= X =0) n=rg(A) (=p+q)

Segundo. Se tiene: (z) ‘=7 XTAX = SP L aa?— Z§ZZ+1 |bj| 3. De donde se sigue:

(1. ®(z) >0, Vz(#£0) & p=
2.9(z) <0, Vz(#£0) & qg=n

3. Jy(#0) tal que ®(y) =0

4. Jy(# 0) tal que O( 0

[ 5. 3z,y tales que ®(z) >0>®(y) & p>0 yg>0 N

y®(x)>0,Vx & p<n yqg=0
y®(z) <0,V & p=0yqg<n
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Teorema V.2.8.1 (Criterio de Sylvester)

Sean V' espacio vectorial (sobre R) de dimension finita n, ®:V — R forma cuadrdtica, B
base de V' y A= Mp(®). Entonces:
1. ® es definida positiva (V.2.4) si y solo si

det(A;) >0,1<k<n

2. @ es definida negativa (V.2.4) si y sdlo si

(=1)*det(A4y) > 0,1 <k <n|,

donde denota la submatriz formada por las k primeras filas y columnas de A, esto es:
A = (aij)ij=1,..k € Mp(R)

Demostracion. 1. Escribiendo B = {uy, ..., u, }, denotemos (para cada 1 < k < n):

Ur = L(uq, ..., uk), con lo que: By = {uy,...,ur} es base de U
O, =0 |U;: Uy — R, conlo que: Mp, (Pr) =Ar y &, =0

(=) ® def. positiva = @, def. positiva Cor¥2T3gp ¢ My, (R) reg. t.q. Ay, = PLP, = det(A;) >0

1<k<n 1<k<n

(<) Induccién sobre n. Para n = 1, evidente. Y para n > 1 (supuesto cierto para n — 1):

. .. Cor. V.2.7.3
®,,_1 es definida positiva RN

det(Ak) >0 (hip(')tesis) Indu:cfjén
1<k<n-—1

= dB,_1={e1,...,en—1} base de U,,_; tal que Mp,_,(Pp—1) = I,—1

Completando B,,—1 a una base {e1,...,en,—1,v} de V, se sigue (usando la notaciéon C ~¢i. D
para indicar, de acuerdo con la Prop. V.2.7.1(1), que C'y D son congruentes):

Prop. V.1.3.1 I, 1 = Prop. V.2.7.1(2 I, 1 0O
AEMB((D) rorpiJf+C < n* 1 . > roprJrc (2) ( nol ) ) EMBP((D),
Prop. V.2.7.1(2)
para cierto beR

M{el,...,en_l,v}(@)
. Prop. V.1.3.1 4
para cierta P € M, (R) regular. Con lo que Mpp(P) = P'Mp(®).
det(A)>0 (hipétesis)
Puesto que b = det(Mpp(®)) = det(P)?det(A) > 0, la matriz diagonal

Mpp(®) tiene todos sus elementos diagonales > 0, lo que significa

Teor. V.2.6.3(1)
=

sg(®) = (n,0) , ® es definida positiva

2. Es claro que: ® es definida negativa < —® es definida positiva. Puesto que
Mp(~0) = ~Mp(®) v (A=A (= det((~A)) = (~1) det(4y)) .

basta aplicar 1 y el resultado se sigue B
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Seccién V.2 (Resumen sobre formas cuadréticas reales)

(V.2.1) Forma cuadrética : V' — R sobre un esp. vect. V' (sobre R) de dimensién finita n

(V.2.2) Forma polar asociada a ®: la (unica, Prop. V.2.2.1) forma bilineal simétrica :
V xV — R tal que fy(z,z) = ®(x)

(V.2.3) Matriz asociada a ® respecto de base B = {ey, ..., e, } de V: la matriz
M, (R) 5 Mp(®) = A = (aij)ij, con: a;j := fp(ei, e5) (Pmplﬁl'4'2 At = A)
Dada otra base B' = BP, es: | Mp/(®) "X '*" ptarg(@)P|. Se sigue (Prop. 1.4.4.3 y
Teor. 1.4.4.5) que el rango de ¢ M estd bien definido)

(V.2.4) Se dice que ® es no degenerada si: fy(z,y) =0,Vy € V = x =0. Y se dice que ®
es definida si: ®(x) # 0,Vz(#£ 0) € V (= @ es no degenerada)

(V.2.5) Se dice que ® es (clasificacién exhaustiva y excluyente):

1. definida positiva, si: ®(z) >0, Vz(£0) € V } Lema V251 4 oo

2. definida negativa, si: ®(z) <0, Vz(#£0) eV
3. semidefinida positiva, si: ® no es definiday ®(xz) >0, Vz € V
4. semidefinida negativa, si: ® no es definida y ®(z) <0, Vz € V

5. indefinida, si: ® no es definida ni semidefinida, & dz,y €V t.q. (x) > 0> D(y)

} semidefinida

(Teor. V.2.6.1, basado en Cor. IV.1.6.5): 3 base B = BP de V tal que Mp/(®) = D
(diagonal). Pero una tal P no precisa (!) ser ortogonal y, si no lo es, la matriz diagonal D
depende de P

(Teor. V.2.6.2, ley inercia Sylvester): el conjunto de signos (+, —, 0) de los elementos de la
diagonal principal de D no depende de P ~~

p =n° de signos ’+ "’ en D
q =n° de signos " —’en D

Signatura | sg(®) | := (p,q), con {

(Teor. V.2.6.3) ® es no degenerada < p+ ¢ =n. Y por otra parte ® es (clasificacion):

. definida positiva < sg(®) = (p =n,0)
. definida negativa < sg(®) = (0, =n)
. semidef. positiva < sg(®) = (p < n,0)
. semidef. negativa < sg(®) = (0,q¢ < n)
. indefinida < sg(®) = (p > 0,q > 0)

U W DN~

(V.2.7) El célculo de sg(®) puede hacerse:

e Habida cuenta que la semejanza del Cor. IV.1.6.5 es una congruencia. Basta por tanto
calcular los autovalores de la matriz (simétrica) Mp(®) (V base B de V'), que dependerdn de B

Pr.v.1.3.1
[ya que Mpp(®) =
Puede ser penoso

P'Mp(®)P] aunque no asf el conjunto de sus signos (Teor. V.2.6.2).
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e (alternativamente) Habida cuenta que cualquier congruencia es una ’equivalencia’. Basta
por tanto (Prop. V.2.7.1) hacer transformaciones elementales en Mp(®), las mismas por filas
que por columnas. Una estrategia sencilla para lograrlo es utilizar elementos no nulos sobre la
diagonal principal (quizds antes hay que conseguirlos) para anular los no diagonales, esencial-
mente:

a b Ex(Z) (a 0 . ¢ 0 b Ei2(1) ( 2b b
b * 440 Jie 0 *x » quizas antes b 0 b£0 Je b 0

(Prop. V.2.7.2) Mp(®) es congruente con una matriz diagonal en la que sélo hay 1, —1 6 0

(Corol. V.2.7.3) ® es definida positiva (respect., definida negativa) si y sélo si Mp(®) es
congruente con I, (respect., con —1I,)

(Teor.V.2.8.1, crit. Sylvester): ® es definida positiva (respect., definida negativa) si y sélo si

‘det(Ak) >0,1<k< n‘ (respect., | (—1)Fdet(A) > 0,1 <k <n)),

donde denota la submatriz formada por las k primeras filas y columnas de A = Mp(®),
esto es: Ay = (aij)ij=1,..r € ML(R)
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‘Ejercicios adicionales Capitulo V|

V.1 (Forma bilineal en dimensién 2) Sea V un espacio vectorial real bidimensional y f :
V x V — R una aplicacién tal que (en cierta base B de V) f(z,y) = z1y1 — 221y2 + 3z2%2.

1. Probar que f es una forma bilineal. Escribir f como suma de una forma bilineal simétrica
y otra antisimétrica.

2. Escribir la expresion analitica de la forma cuadratica asociada y clasificarla.

V.2 (Subespacio conjugado y subespacios complementarios) Sea ¢ : V — K una forma
cuadrética sobre el K-espacio vectorial V' y sea z un vector que verifica ¢(z) # 0. Demostrar que
el subespacio conjugado de z es un subespacio complementario de L(z), es decir, L(x) ® L(x)¢ =
V.

V.3 (Familia de formas cuadraticas en R?) Para cada niimero real a € R considérese la matriz

1—a a O
M, = a -3 a
0 a 2a

1. Considérese, en el espacio vectorial V' = R3, la forma cuadrética ®, cuya matriz (en la,
base estédndar) es M,. Determinar todos los valores de a para los que ®, es definida positiva o
definida negativa.

2. Hagamos, en el apartado anterior, a = 2. Hallar una base de algiin subespacio vectorial
U C R3 que tenga dimensién maxima entre todos los que cumplen que la restriccién ®|U es
definida negativa.

3. Denotando f» a la forma polar de ®, hallar una base del subespacio vectorial W C R?
conjugado respecto de fp del plano H = {(x,y,2) € R3: y 42z = 0}.

V.4 (Forma cuadrética en R*) Sea ® : R* — R una forma cuadrética cuya matriz respecto
de cierta base B = {uy,ug,u3,us} de R* es

-1

—_
N = W
N O N O

1
0
0

y denotemos f : R* x R* — R su forma polar asociada.
1. Hallar una base del subespacio vectorial

V ={ueR?*| flu,v) =0, Yv € RY}

2. Hallar una base B de R* tal que la matriz Mz(f) sea diagonal.

3. Hallar una base de un subespacio W de R* que tenga dimensién maxima entre todos los
que cumplen que la restriccién ®|W sea semidefinida positiva.

4. ; Es subespacio el conjunto M de vectores autoconjugados de f?

5. Hallar una base de un subespacio de R* que tenga dimensién minima entre todos los que
contienen a M.

V.5 (Formas bilineales simétricas y endomorfismos autoadjuntos) Sean (V,(,)) un espacio
(vectorial) euclideo de dimensiéon ny f: V x V — R una forma bilineal.
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1. Probar que existe un tunico endomorfismo f : V — V dado por <:B,f(y)> = f(z,y),

Ve,y eV .
2. Probar que f es simétrica si y sélo si f es autoadjunto

V.6 (Endomorfismo autoadjunto y forma cuadrética) Sean R? el espacio vectorial euclideo
ordinario y a y b dos pardmetros reales.

1. Determinar b (quizds como funcién de a) para que un endomorfismo autoadjunto f : R? —
R3 verifique:

£(1,0,0) = (3,b,2) , f(1,0,—1)=(1,b,—a—1) y £(0,1,2) = (2a + 4, 2a, 2a + 6)

Llamemos M, a la matriz (respecto de la base canénica) de este endomorfismo.

2. Hallar la signatura de la forma cuadrética ® : R?> — R cuya matriz (resp. de la base
canénica) es A = My—1.

3. Hallar una base B de R3 tal que la matriz de ® respecto de B sea diagonal.

V.7 (Subespacios conjugados) Sean V' un espacio vectorial (sobre K) de dimensién n, U C V
un subespacio vectorial de dimensién r y ® : V — K una forma cuadratica.

1. Probar que la dimensién del subespacio U¢ conjugado de U (respecto de ®) es > n — r.

2. Probar que, si ® es no degenerada, entonces dim(U¢) =n — r.

3. Poner ejemplos, para una ¢ degenerada, de un subespacio U C V' con dim(U¢) > n —
dim(U) y de un subespacio W C V con dim(W¢) = n — dim(W).

V.8*%F" (Productos hermiticos) Sean V un espacio vectorial sobre Cy g : V x V — C un
producto hermitico, esto es (ver Ejerc.Adic. I1.19), una aplicacién g : V' x V' — C que cumple:
g(u+ v, w)_: g(u,w) + g(v,w) } NuvweV
g(au, 1)) - ag(“? U) y VaeC
PH3. "Hermitica”: g(u,v) = g(v,u) (con a el complejo conjugado de a € C), Yu,v € V
PHA4. ’Definida positiva’: g(u,u) > 0,Vu € V y g(u,u) =0 u=0.

PH1 y PH2. ’Semilineal’ en la 1¢ variable: {

1. Probar que la aplicacién (g-norma) |||, : V' — R,u — /g(u,u) (determinacién positiva
de la raiz) verifica de hecho las propiedades que caracterizan una 'norma’, esto es (Vu,v € V'y
Va € C): (V1) [ul, > 0, (V2) [ul, = 0 & u =0, (N3) [laul, = |al Jul, v (V4) [lu + o], <
[ull, + [[v]l,- Se dice que (V. [l[|,) es un espacio normado.

2. Probar que la aplicacién dg : V x V' — R, (u,v) — [lu — vl|, verifica las propiedades de
una ’distancia’, esto es (Vu,v,w € V): (D1) dg(u,v) > 0, (D2) dg(u,v) = 0 & v = v, (D3)
dg(u,v) = dg(v,u) y (D4) dg(u,w) < dg(u,v) + dg(v, w). Se dice que (V,d,) es un espacio
métrico.

3. (Este apartado requiere nociones elementales de topologia en R™) Se dice que un espacio
vectorial con un producto hermitico (V, g) es un espacio de Hilbert si el espacio métrico (V, dg)
es ‘completo’, esto es, si toda sucesién {a, € V}nen que sea dg-Cauchy (i.e. tal que Ve > 0,
N (e) verificando: n,m > N(e) = dg(an, am) < €) 'converge’ (i.e. posee limite) en la topologfa
inducida por dg4. Probar que, si V' es de dimensién finita, entonces (V, g) es un espacio de Hilbert.
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VI. ESPACIO AFIN. CONICAS EUCLIDEAS

Observ. VI.1.1.0 (Espacio afin. Enfoque alternativo)

Sean V' espacio vectorial (sobre K) y A conjunto no vacio (elementos: puntos a, b, c, ...).

(Def.) Se dice que A, con una aplic. A x A — V,(a,b) — ab , es un esp. afin sobre V si:
(A1) Va € A, la aplicaciéon A — Vb — ab es biyectiva

- =
(A2) Va,b,c € A, se verifica (relacién de Chasles): ab + bc = ac.

(Def.’) Se dice que A, con una aplic. A x V — A, (a,v) — es un esp. afin sobre V si:
(A1’) Va € A, la aplicacién V' — A, v — alv es biyectiva.
(A2) Va € Ay Yv,w €V, se verifica: (aCv)(w = al(v + w)

La ’equivalencia’ entre ambas definiciones de espacio afin es inmediata. En efecto:

Si A es un espacio afin sobre V' segun la primera definicién, basta introducir la aplicacién

Al
AxV — A, (a,v (E) :b) — , con la que se tiene:

e (A1) Va € A, la aplicacién V' — A, v — alv es sobreyectiva [Vb € A, basta elegir v := ﬁ)]

A A
e inyectiva [ Vv (El) ab y Yw (El) ac, se tiene: (b =:) alv = alw (:=c) = ab = at ]
Al Al
o (A2)Vae Ay Vv (E) ﬁ),w (E) be eV ((g) v+ w = ac), se verifica: (aCv)(w := blw :=

c=:al(v+w)

Y si A es un espacio afin sobre V' segtin la segunda definicién, basta introducir la aplicacién

(A1) — .
AXxA—V, (a,b =" alv) — |ab:=v]|, con la que se tiene:
e (A1) Ya € A, la aplicaciéon A — V, b +— ab es sobreyectiva [Vv € V, basta elegir b := alv] e
ATl AT
inyectiva [ Vb ( E) aCvy Ve ( E) alw, se tiene: (v =:) ab = @t ((=w) = aCv=alw ]

(AL AL) A2)

) (A1 ( : — -
o (A2) Va,b = aCv,c = blwe A (=" c=a((v+w)), se verifica: a¢ :=v+w =: ab+ be

Lema VI.1.2.0 (Puntos y vectores)

Sea A espacio afin sobre un espacio vectorial V' (sobre K). Se tiene:
-

1L (a+v)(a+w)=w—0v
D T S—

2. (a+v)(b+v)=ab

. Obs. VL.1.1.0 —7 .
Demostracién. Puesto que a +v =56 & ab = v, se tiene:
(A1) —  (Al) _,
1. Sean v =" ab,w =" a¢. Entonces:

—_— (A2) —, Prop. VL1.1.1(2)

— —
(a+v)(a+w)=bc =" ba+ac w—v

2. Sean ac¢ (E v,bd =" v. Entonces:

(A2) — Prop. VI.1.1.1(2) —
= — Qa

_
(a+v)(b+v)=cd = @ +ab+bd b m
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Proposicién VI.1.3.0 (Coordenadas y cambio de sistema de referencia)

Sea A espacio afin sobre espacio vectorial V de dimension n.
Sean R ={0,B = {e1,...,en}}, R ={0',B' = {€},....el,}} sistemas de referencia en A, con
lo que se tendrd:

a1l ... Qin
(ef ... ep)="(e .. en)| .- oo ... Q)
E, B apl .. Qpn
P
— ‘
0d = (er .o en) ?)
B Cn
C

donde B' y B denotan aqui MATRICES-FILA DE VECTORES.
Dado z € A, la relacion entre sus coordenadas (x1,...,xn)r y (24, ...,z r €s:

/

T cl ail ... Qin i
= + ..

/

Tn Cn apl .- Qpn T,
X C P X’

(con lo que X' = P~Y(X — C)), o en notacion mds compacta (con matrices por bloques):

(n+1)x1 (n+1)x(n+1) (n+1)x1

Demostraciéon. Inmediata. Matricialmente se tiene:

IL15 — (A2) — 5~ IL15 (*2)

ot = 00 +oxr = (;;—FB,X, =) BC + BPX' , Blin.:i>ndep.

BX

= X=C+PX' 1
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Proposicién VI.2.2.0 (Expresién matricial de una aplicacién afin)

Sean f : A — A’ aplicacion afin entre espacios afines de dim. n y m, y ? V=Vl
aplicacion lineal asociada.

Sean R ={0,B ={e1,....,en}} y R ={0,B ={e},....,el,}} sistemas de referencia en A y
A’, con lo que se tendrd:

N - , / a1l ... Gin X
(Flen oo Flew ) = (b ) [ o o o M)
Notacion — B Aml .- Omn

()td.;(!l()n f(B) —
A=Mpp/(f)
C1
Jdflo)= (ei ... e )| - %)
p1 Cn
N —
D

donde ?(B) y B’ denotan aqui MATRICES-FILA DE VECTORES.
Dado z € A, la relacién entre sus coordenadas © = (x1,...,Tn)r Y las de f(x) = (Y1, ...y Yn) R’

es:
n 1 ailr ... Qin 1
= +
Ym Cm ml .-+ Omn T,
——
Y D A X

o en notacion mdas compacta (con matrices por bloques):

(m+1)x1 (m+1)x(n+1) (n+1)x1

Demostracién. Inmediata. Matricialmente se tiene:

(A2) - 52) IL1.5

o f(z) =" 0'f(o)+ f(o)f(x) =:0'f(o)+ f(0F

7 lineal B’ lin. inde
mea m. 1n P.
= =

_ — (1,2)
Jdf(0)+ f(B)X ‘= B'D+ B'AX |,

= Y=D+AX 1
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Apartado VI.2.4 (Puntos fijos y variedades invariantes de una aplicacién afin)

Sean A espacio afin sobre esp. vectorial V' (sobre K) de dimensién ny f: .4 — A aplicacién
—
afin con aplicacién lineal asociada f € End(V)

Sea R = {0, B} sistema de referencia en A para el que la ecuacién de f es (Prop. VI.2.2.0)
_—
[Y =D+ AX | (*) (con o3 = BX, of(x) = BY, A € M, (K) tal que f (B) = BAy D € K" tal
que of (o) = BD).

(Def.) Se dice que x € A es un punto fijo de f si f(z) ==

(Notaciones) Sea el conjunto (vacio?) de puntos fijos de f.
Sean los sistemas (en general, inhomogéneos)

[S1]:(A- L)X =-D
(A—1,)2X =—(A—1,)D
Y sean, para cada i =1,2:
la variedad affn (si # 0) ={zr =0+ BX € A| X es solucién de S;}
el subespacio vectorial ={z = BX € V| X es solucién de (S;)homogeneo }

II1.

5

Se tiene (obvio): Z; C Zy (en general, Z7; # 7o) v (V= '1)7'(1 C Hy (en general, Hy # Ha).

f
(Prop. VI.2.4.1) 1. F =T,
2. Si F#0, entonces: F = xg + V=, Vg € F.

Demostracion.

1 f(z) = a Prop. Vé})l.l.l(l) 0— w—>f(w) VL1.2 B(Y — X) B lin{:i>ndep. 0—V_X @) D4 (A—I)X

141

VI.1.4, gemplof) (]:.é)z.l _ $0—|—H1 II: $0+V7> n

2. xg €14

(Ejemplo19) La traslacion (VI.2.2, Ejemplo 16) Ti=prxo tiene Zy = 0 [(I, — I,,) X = —T es
incompatible] y Zo = A [(I, — I,)?X = —(I, — I,)T es trivial]

La homotecia (Ejemplo 17) h,=oypza21 tiene Iy = {z} [(AM, — [)X = —(1 — A\)Z es
compatible determinado] y Zy = {z}.

(Def.) Se dice que una variedad afin £ C A es invariante por f si f(£) C L.

(Nota) La variedad afin (si # 0) F = Z; es invariante por f (Prop. V1.2.4.1(1)). Y también
lo es (si # () Zs. En efecto, se tiene la implicacién:

(A-1,)’X=—(A-1,)D =
= (A-L)2(D+AX)=(A-1,)°D+ A(A - I,)2X " (A—1,)2D — A(A—1,)D = —(A—I,)D

y el resultado se sigue de (*).
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(Prop. VI.2.4.2) Sea © € A y denotemos (de ahora en adelante) =z + V- (II14.1)

Entonces:
1. f(L) C L, & flr)eLly, e €Ty & L, CTIy. De donde se sigue: Iy es la union de
todas aquellas variedades afines L, que son invariantes por f
- -
2.¥a € L, af(a) = xf(x). De donde se sigue: si f(Ly) C Ly (en tal caso se habla de la
restriccion” f | L), entonces f | Ly es una traslacion.

Demostracion.

1. Primero, f(L;) C L, < f(z) € L,. En efecto (<): Va € L,,
TaEV—

f(a) O B p @) 1 f@) fla) = f(e) + F (@)
Hip. y Pro;;VI.lA.l(l) r

= f(z) + TG € f(z) + V7

Segundo, f(z) € L, < x € Iy. En efecto:
VL12 B(Y - X) ES

W vy 376
— (A= 1,)D + (A—I,)’X

f(z) e L,
D<§>f' T € IQ

& 0=A-L)Y -X) Y (A-L)(D+(A-L,)X)

Tercero: x € Ty < L, C Ty. En efecto (=):

Ml M CatHy 27,

L, $+V—>

2. Se tiene: Va € L,
Prop. VIl 1.1(2)

af@ 2 @@ +af@) + [(2)f(a)
— T+ 2f(@) + f(@)f(a) = ~Ta+2f(2) + [ (70) =

Si A es ortogonal (p.ej. si A es la matriz de una isometria en base ortonormal), entonces se

verifica (Ejerc.Adic. 1V.22(2)): rg(A — I,)? = rg(A — I,)
(Lema VI.2.4.3) Si rg(A —1,)? = rg(A — I,,), entonces Iy # 0 (siempre lo es si D = 0!!)

Ademds existe una tnica variedad afin L, invariante por f, a saber, la propia Zs

Demostracion. Se tiene:
Prop. 1.4.4.7
rg(A—1,)* <rg ((A—1,)? | (A-I1,)D) <
< min{rg(A—L),rg(A— I, | D)} = rg(A—1,) , P> T 12620
Prop. VL2.42(1) Ty, L, es invariante por f y L, C Iy (1)

= 1-27&@ )
NHi=Hy ()

||,>

m(H1) = dim(Hy), S (V!

rg(A—1 ) ° di
Prop- VL2-4.2(1) AL, (= Zy) invariante por f W

Pero: rg(A — I)
De (1) y (?) se sigue: Vo € I, L, = Io,
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Apartado VI.2.5 (Clasificacién de los movimientos rigidos en dimensién 2)

Sean A plano afin euclideo sobre (V. (,)) y f: A — A movimiento rigido (VI.2.3)
Sea R = {o, B} sistema de referencia rectangular (VI.1.2) respecto del que la ecuacién de f

es: Y Prop. V1.2.2.0 D 4+ AX. Se tiene:

Le VI1.2.4.3 & Prop. VI1.2.4.2(2
rg(A — Ip)? "2 rg(a — gy P A e AR

= Ty # (), 3L, (= Ip) invariante por fy f | L, es traslacién (})

Prop. VI1.2.4.1(2)

P . VI.2.4.1(1
z0 € F = (7, T VR

1
VF=La € 1, ()

Clasificacion segun rg(A — I3) (que clasifica isometrias vectoriales, 111.4.2) y el conjunto F:

1
|7“g(A — [2) _ 2‘ (HI:é.? Vo — {0} y 7 _ ROt(a;ﬁO) , (:>) 7, = punto {$0}>7 Teor.:I>.2.6.2

PropV1241( )

F = punto, : m / fes ROTACION(IO a£0)

=- 5] es compat. determ.,

rg(A—1I3) =0 <IH42v_,_V y f = Idy , (:>) Iz—.A) Teor.:I>.2.6.2

"[F=A] / fes IDENTIDAD ( = limg_o[L.1)

trivial (I.1.3) (si D = 0), Prop.VI2.4. 1(1

= Si es 6 bien

Prop.V12.4. 1(1
incompatible (si D # 0), op

"[F=0] / [ es TRASLACION =5 pc-so)

1
. ‘ Tg A ]2 — 1‘ <IH4 2 d1m(V7>) =1 y 7) = Sim(VT) , (:>) Ig — recta R), Teor‘:I>.2.6‘2

o Prop.V1.2.4.1(1
compatible indeterm., R~ M

= Sjes 6 bien

2 2
F =recta, L[F=R] / [ es SIMETRIAr,

Prop.VI.2.4.1(1
L2 (1)

incompatible, / f es SIMETRIA DESLIZANTE ;.0

. cos2a  sin 2« 2 cos o
(Ejemplo 20, V1.2.}) A = — ( Sin%0  — cos 2o ) (=rg(A-I,)=1)y D= ( 9 sin o )

!

Entonces: Sj es (!) compatible indeterminado, F(= Z1) = Ry, cosatag sina=1 ¥ f €8 SIMETRiA(R).

(Ejemplos 21-22, V1.2.4-V1.2.5) A = ( :i?g ;‘755 ) (=rg(A-L)=1)y D= ( i’ )

Entonces: Sj es (!) incompatible (= F = 0), Z» = Rz, +209—7 f es SIMETRIA DESLIZANTE g ;0
con t = (1/5,-2/5).
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Apartado VI.2.6 (Clasificacién de los movimientos rigidos en dimension 3)

Sean A esp. afin euclideo de dim. 3 sobre (V,(,)) y f: A — A movimiento rigido (VI.2.3)
Sea R = {0, B} sistema de referencia rectangular (VI.1.2) respecto del que la ecuacion de f

es: Y Prop. V1.2.2.0 D 4+ AX. Se tiene:

111.4.3 Lema V1.2.4.3 & Prop. V1.2.4.2(2)
rg(A—1I3)2 "="rg(A-I5) , =

= Ty # (), 3L,(= Ip) invariante por fy f | L, es traslacién (1)

Prop. VI1.2.4.1(2)

P . VI.2.4.1(1
z0 € F = (7, T Ve

1
VF=La € 1, ()

Clasificacion segin rg(A F I3) (que clasifican isometrias vectoriales, I11.4.3) y el conjunto F:

-| ’I”g A IS — 2‘ <HI 4. 3 f) —1 y f ROt(V_, 0k) 5 (:>) 1.2 — recta R) Teor‘:I>.2.6.2
Trop. 2.4, 2 ,
compat. indet., P E Y F — recta, U /| es ROTACION g a0,
= Spes 6 bien
incompatible, =Y / f es MOVIMIENTO HELICOIDAL (g o0.140)

(1)

Teor. 1.2.6.2
=

rg(A—1I3) =1 <H§3 di (VH) =2y f Szm(v?) Ty = plano H),

Prop- VL4 1 F = plano, :> m F =1I|/ f es SIMETR. an (= lima—o )

comp. indet.,
= S;es 6 bien

incompat,, | VL / f es SIMETRIA DESLIZANTE 11 1.4,

1
rg(A—1I3) =0 <IH:.§3V7:V y 7:Idv, (:>) z-zzA)’Teor.:I}Z.G‘Z

trivial (1.1.3) (s D = 0), VY [F=A] / f es IDENT.
= Sies (=lima—0 )

6 bien rop.VI1.2.4.
incompat. (si D # 0), Prop- VL2411 / f es TRASL.;=ppo)

rg(A—1I3) =3 M3y, = {0} Q Ty = punto {zo}
3 f ’ 0 Teor‘:I>.2.6.2

)

HI 4. 3 - .
rg(A + I3) =2 ( (V ) y f = ROt(V_T,a#O,ﬂ)+Slm(Vl7)>
(2)

Pr1241()

= 571 comp. det., F =pto.,=

F = {:I:O} /fes ROT(REZL’Q-FVi?,Q#O,W)_{_SIM(HEa}o-‘y—Vj‘?)

rg(A—1I3) =3
rg(A+1I3) =1

5|

} IMPOSIBLE (ver I11.4.3)

1

—~

Iz

III43

T’g(A — I3) =3 V—) - {0}7 1—2 = punto {$0}> Teor£>.2.6.2

rg(A+15) =0 (H”f‘v =V yf= —Idv)
= 51 comp. det.,Pr'Vlﬁf'l( ) F = pto.,: M/ fes INVERSION(%) (= lima_,ﬂ)

!
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o = O

10 2
(Ejemplo 28) A = ( 00 ) (=rglA—1I3) = 1)y D = ( 0 ) Entonces: S; es
0 1

1
t£(1,1,1).

e 0 1-/3
2 2 2

(Ejemplo 24) A = @ 10 (=rg(A—I3)=2)y D= *1455 . Entonces: Sy
0 0 1 1

es (1) incompatible (= F =), Z» < Riy=1=—zy,y f es MOVIMIENTO HELICOIDAL (g q0,-0)
con a = Tyt < (0,0,1).
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Apartado VI.3.1 (Elipse euclidea)

Sean A plano afin euclideo, puntos f1, f2 € A (con 2 = d(f1,f2) > 0) y [a] € (d, 00)
(Notaciones) @ =+va?—d? (= 0<b<a) [~ ’excentricidad’ =d/a (=0<e<1)]
(Def.) Elipse(y, 1,.a): | Eap|:={q € A|r1+r2=2a}, conry =d(q,fy)

Si R = {o, B} es sist. de ref. rectangular (coord. z,y) tal que f1 = (—d,0)r vy f2 = (d,0)r:

q= ((IZ, y)R c Ea,b o \/(.’L‘ T d)2 T y2 + \/((IZ — d)2 T y2 — 92 : 1° term. al 2° mignbro y cuadrando
= (@—dP+yt= (@ +d? 240 —da/(mF AR+ g2 , PR

wadre simplificand
= a2 +dr=a/(z+d)?+y? , cuadzgndo (a2 +dz)? = a®(z + d)? + a2y? , ~PETY

2 2
= (- )=2*(a®-d)+y%? , = L4+ E=1 (1A)
b2 b2

e Pues bien: la ecuacién (1A) identifica a la elipse Eqp. En efecto:

2= @xdP+y? L (@d?+ (12 - 5e?) = (1 5)e? £ 20d + P+ 1 =
2

(14)
er|=d|z|/a < d<a
= e%2? + 2zae + a? = (a + ex)?, fei=dielzg

rg=axex|(*), = ri+ry=2a

En particular, en 'polares’ (r1,¢) desde f; con p,__, =0 (< x =: —d — r1 cos p) se tiene:
™)
rn = a—e(d+ricosp) , = |rn

:m , con Ea(1—62) (1B)

e En un sist. de ref. rectangular R' = {0, B} con origen o en el vértice izquierdo de la elipse
— _ay Prop. VI.1.3.0
(esto es, 00’ = B (), Py

S ¥ =x+a,y =y), se tiene:
A N
e D) p2 _ % =2—2 — :I; =22’ + (e — 1)z < 2p2’ (1C)
a a a

e Por tltimo, limites:

= limp_q Eap : 22 + 9% = a® (circunferencia)

= limy 0 Fap : 2% + 132(32 =0 (un punto)

= 1limg—oo Eap %—; = 1 (dos rectas paralelas)
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Apartado VI.3.2 (Hiperbola euclidea)

Sean A plano afin euclideo, puntos f1, f2 € A (con 2 =d(f1,f2) > 0) y [a] € (0,d)
(Notaciones) @ =Vd? —a? (= 0 < b <d) [~ ’excentricidad’ =d/a (=e>1)]

(Def.) Hipérbolay, 5, a): | Hap | :={q € A |r1 — 2| = 2a}, con ry = d(g, fgy)

Si R = {0, B} es sist. de ref. rectangular (coord. z,y) tal que f; = (—=d,0)r y f2 = (d,0)r:

19 term. al 2° miem. y cuadrando
=

q= (2,Y)r € Hap & V(@ +d)2+y2—/(z—d)?+y2==+2a ,
= (z—d?+y*=(z+d)?+y*+4a®> Fda/(z+d)2 + 42,

simplificando
=

= a?+dx=+a\/(z+d)?2+92 , cuadzgndo (a® +dz)? = a®(z + d)® + a®y? simplificando
20,2 g2\ _ 2( 2 _ g2 2.2 2 2 _
= a’(a”—d°)=a*(a"—d° ) +y’a® , = |5 -%H =1 (2A)
—b2 b2

e Pues bien: la ecuacién (2A) identifica a la hipérbola H, p. En efecto:

72, = (v £ d)? + ¢? ) (z+d)2 + (=02 + La?) = (1 + Z—i)ﬁ +2xd + d* — b* =

2 a

(24) .
ex|=d|z|/a > d>a rag==2xa+exr six>0
= 222 + 2xae + a® = (a + ex)?, ezl ‘g - & . (**), = |ri —ra| = 2a
T = Fa—ex sizx <0

En particular, en "polares’ (r2, ) desde fo con p,__, =0 (Sigo x =:d—rycosp) se tiene:

*k

**)
ry |0 = —a+e(d—r2c050) , = |72 |rm0= oo

con =a(e? - 1) (2B)

e En un sist. de ref. rectangular R” = {0”, B} con origen 0" en el vértice derecho de la

., — Prop. VI.1.3.0 .
hipérbola (esto es,con 00’ = B (%) (& 2" =z —a,y" =y), se tiene:

" 2b2 b2 b2 "2
@+ a7t +2a) =2—a" + x2 = 2pa” + (e — 1)z > 2p2”  (2C)
a a a

A
% G 2y

e Por iltimo, limites:

=m0 Hop: 2% — 6—2% =0 (dos rectas secantes)

= limy o0 Hop - i—; =1 (dos rectas paralelas)
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Apartado VI.3.3 (Pardabola euclidea)

Sean A plano afin euclideo, punto f € Ay recta R C A (con[p] = d(f,R) > 0)

(Def.) Pardbola; z p): ’?p‘ ={¢e A|r=d(¢,R)}, con r =d(q,f)
Si R = {0, B} es sist. de ref. rectangular (coord. z,y) tal que f = (p/2,0)g y R:x = —p/2:

cuadrando

q=(z,y)reEP & JE—2)2+y2=a+L
simplgzando y2 _ pr (3A) _ (30)

= B-2)?2+¢yr=(x+8)?,

e Pues bien: la ecuacién (3A) identifica a la pardbola P,. En efecto:

p
52 +y

2
En particular, en ’polares’ (r, ) desde f con ¢,_q =0 (& =: § —rcosyp) se tiene:

3A z Kook
2 (32) (x—§)2+2px:($+§)2a 2 r=2+8l (™), = r=dgR)

r (2 (1—2) —rcosy) + (3B)

e Las ecuaciones (1B) (elipse), (3B) (pardbola) y (2B) (hipérbola) ponen de manifiesto la

familia de cénicas’:

[N ks

— p
= T = 14-cos ¢

. p d? d
elipses Tl = TTecospy CON pi=a(l—%) v e=2<1
pardbolas segln se tenga { 7= s (v e=1)

ipé (42 —d
hipérbolas T2 |z>0= m , conpi=a(fz—1) y e:=2>1)

También las ecuaciones (1C) (elipse), (3C) (pardabola) y (2C) (hipérbola) ponen de mani-

fiesto la familia de cénicas’:

elipses y? < 2px’ | conp:=a(l— =)
parabolas segin se tenga y? = 2px
hipérbolas y? > 2px” , con p:= a(z—z —1)

e Por tltimo, limite:

= lfH[l) P,: y* =0 (1 semirecta doble)
p—)
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Seccién VI.3 (Resumen sobre cénicas euclideas)

(VL.3.1-V1.3.3) Elipse, pardbola e hipérbola euclideas
(VI.3.5) Ecuacién general de cénica en A (plano afin euclideo): resp. de cualquier sistema de
ref. rectangular R = {o, B} (y con a;; € R), es: a1173 + agex3 + 2a1971 72 + 200171 + 2a0222 + ago,

o también: (21 w2)<a11 a12> <x1> +2 ( an aoz)(il) +agp =0
———

——— a2 a2 €2 ——
Yt e —— N — At
A(0) X X

(VI1.3.6) Ec. reducida de cénica: resp. de cierto sist. de ref. rectangular R” = {0”, B}, y con
A1, A2 autovalores de A, reales (Prop. IV.1.6.2) y no ambos cero:

Tipo I: Mz + Xozh2 +pu=0 , si A # 0% Ao (ningtin término cuadratico cero)

Tipo Il: Aoxl? +2vz] +pu=0 , si) wpde # Ao (un término cuadratico cero)
(con pu=0 si v#£0)

eor. VI.3.6.1) La ec. de una cénica euclidea puede transformarse en una ec. reducida por:
Teor. VI.3.6.1) L d 5ni lid d fi ducid
(A) Un cambio positivo del sistema de referencia rectangular R — R”
{0,B} — {0" =0— BPC,B" = BP}, """ &' X = PO+ PX" & X" =C+ P'X
(B) (equivalentemente) Un movimiento rigido positivo f : A — A con

: - Prop. VI1.2.2.0
expresién matricial (en R) (5 3.), & Y=C+P'X

(VI.3.7) Célculo de los elementos geométricos de una cénica

(Prop. VI.3.8.1) Dada la ecuacién de una cénica euclidea, los tres nimeros

t
I5 := det <i‘£0° f‘f) , Iri=det(A) (= AAg) , I :=tr(A) (= A + Xo)

N——

A

son invariantes bajo cambios del sistema de ref. rectangular (o equivalente, bajo mov. rigidos).

(VI.3.8) Clasificacién de las cénicas euclideas por sus invariantes:

I, >0 (TipoI) I, <0 (TipoI) I, =0 (Tipo II)
)\13:’1’2+)\2;c’2’2+u:0 )\1:1:’1’2+>\23:’2’2+u:0 )\232’2’2+2y3:’1’+u:0 (con pu=0 si v#£0)
I3#0 |MA>0y p#0 MA2 <0 y p#0 M=0#X y v#0=1p
(No degen.) | (E) ELIPSE (re. o im.) (H) HIPERBOLA (P) PARABOLA
I3=0 MA2 >0y =0 AMA2 <0 v u=0 AM=0#X y v=0
(Degen.) (F1) 1 PUNTO (H1) 2 RECTAS SECANTES (P1) 1 RECTA DOBLE si =0
(E2/H2) 2 REC. PAR. (re. o im.) si pu#0

(VIL.3.9) El conjunto {11, I2, I3} determina (esencialmente) la ecuacién reducida. En efecto:
I #0 (< A\ # 0 # Xo): tipo I, con A1, A9 raices de N_IX+L=0y |pu= I3/ 1

s.p.d.g. .
L=0 (<X "P=%0#£ \y): tipo 11, Con y |lv|=+—1Is/11| (y u?)

(3 cambio positivo R — R” / mov. rigido positivo. f : A — A que cambia signo(v))
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‘Ejercicios adicionales Capitulo VI‘

VI.1 (Puntos fijos y variedades invariantes) Sean .4 un plano afin sobre un espacio vectorial
—
V (sobre R), f : A — A una aplicacién afin con aplicacién lineal asociada f : V — V'y V7> cVv

el subesp. de vectores fijos de 7

Sea R = {0, B} un sistema de referencia de A, respecto del cual la ecuacién de f (Prop.
VI.2.2.0) es Y = D + AX, con D' = (dy d) dado.

Estudiar, dependiendo de A, si existen o no puntos fijos de f asi como si existen o no
variedades afines de la forma £, = x + V7 de A que sean invariantes por f:

(31) =G

VI.2 (Cénicas) Para cada nimero real a € R considérese, en el plano afin (euclideo) A = R?,
la cénica de ecuacién:

—32% 4 2az3 + 2ax175 + 20z + (1 —a) =0

Determinar el rango de valores de a para los que la cénica es una parabola y dar su ecuaciéon
reducida.

VI.3 (Cénicas) Para cada nimero real a € R considérese, en el plano afin (euclideo) A = R2,
la cénica de ecuacién:
2022 + (a4 3)z3 + daxy +4x3 +3 =0

Determinar el rango de valores de a para los que la cénica es una elipse real y dar su ecuacién
reducida.

V1.4 (Cénicas) Considérese, en un plano afin euclideo A, la cénica de ecuacién (en cierto
sistema de referencia rectangular R = {0, B})

(a:l +S$2) (961 +$2) +2x1—2=0

1. Clasificar (en funcién del pardmetro real s) dicha cénica.

2. Hallar los valores de s para los que la cénica es una hipérbola ’equildtera’ (esto es, tal que
12 112
a = b cuando la ecuacién reducida queda en la forma %12— — %22— =1).

3. En el caso de que esta cénica sea una hipérbola equildtera, hallar un sistema de referencia
rectangular en el que su ecuacién tenga la forma reducida y calcular sus elementos geométricos
(centro, ejes, asintotas y focos).

VL5 (Involuciones) En un espacio afin A de dimensién 2, clasificar y hallar los puntos fijos
de las llamadas ’involuciones’, esto es, de aquellas aplicaciones afines f : A — A tales que

fP=1Ida

[Indicacién: dada una referencia R = {0, B} en A, la ecuacién de una aplicacién afin f: 4 — A
—5 —
esY = D+ AX, siendo o = BX, of(z) = BY, A € Ma(R) tal que f(B)=BAy D cR? tal

—

que of (o) = BD]
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VI.6 (Movimiento rigido en dimensién 3) Sean un espacio afin euclideo A de dimensién 3,
una referencia rectangular R = {o, B} y el movimiento (rigido) f : A — A cuya expresién

4

1 0 : 2 0 3

matricial (en R) es eMy(R),conD=| 1 |yA=[ 0 1 0
D A 0 4 o =3

5 5

1. Determinar qué isometria es 7, hallar los puntos fijos de f y clasificar f.
2. Clasificar el movimiento f' = 74 o f, donde 7, es la traslacién de vector t = (1,—1, —4)p.
Hallar la imagen por f’ del punto (7,1,1)g.

VL7*F" (Formas cuadréticas e inercia rotacional) Este ejercicio destaca los aspectos alge-
braicos que subyacen al tratamiento de la ’inercia rotacional’ de los ’sélidos rigidos’.

Sea S = {z%(t) | 1 < a < N(> 2)} un conjunto de ’particulas’ (i.e. curvas diferenciables
respecto del ’tiempo’ ¢, derivadas /) en el espacio afin afin euclideo ordinario A sobre (V =
R3, (,)), con 'masas’ m®(> 0)

—
Supondremos (’sélido rigido’): ||| 2%z ||= cte.|, Va,b (H1)
1. Probar que se verifica: < z%z?, z%% >= cte., VYa,b,d

2. Dada una curva p(t) en A, sea la curva | c(t) | (‘centro de masas’ de S) dada por m pé :=

Z(]lvzl m® p?, con = Ziv:l m®. Probar que ¢(t) es independiente de cudl sea p(t) y verifica:

— —
| ezt |=cte. , < cm—&,ca:b >=cte. y dim(L(ca:_)a,cxb)) = cte., Va,b

3. Probar que existe una base ('mévil’) ortonormal B(t) = {e1(t),ea(t),es(t)} de V tal
—

que (escribiendo cx® = S22 2%;), se tiene: ¢

R(t) = {c(t), B(t)}, el s6lido S ’estd en reposo’).

4. Probar que existe E M3 (R) antisimétrica tal que B’ = BQ.
5. Sea E End(V) definida por Mp(f(t)) := Q(t). Probar que existe E V tal que

f(u) =wAu, Yu € V, con A el producto vectorial en (V = R3, (,)).
— —
6. Probar que se verifica: (cx®)’ = w A cz® (respecto de ¢(t), todas las particulas z(t) de S
efectiian un movimiento de rotacién en torno a L(w(t)) con ’velocidad angular’ ||w()]|)

7. Sea la forma cuadratica [®(t)| V — R definida por la expresién ®(u) := Z(]lvzl m® ||

= cte., Ya y Vi (en el sistema de referencia

u A ezt |?. Probar que ®(t) es no nula. Probar que: ®(u) S = SN me | cat — PL(u)cx—& I?
('momento de inercia’ de S resp. de ¢+ L(u)) y 1®(w) = %Zivzl m || wAczd ||2@ %Zflvzl m® ||

(c?;)’ |2 ("energfa cinética de rotacién’ de S). Hallar la signatura de ®(t).

— —
En lo sucesivo, supondremos (las N particulas no estdn ’alineadas’):| dim(L(cx!, ..., cz™)) > 1

8. Probar que la forma polar de ® |T'(t)|: V x V — R (tensor de inercia’ de S) verifica:
T(u,v) = SN me (|| ezt |2 (u, ) — <c?u> <c?v>>

9. Probar que el endomorfismo autoadjunto |T(t)|: V — V (‘operador de inercia’) asociado
a T(t) (esto es, <u,T(v)> = T(u,v), Yu,v € V, Ejerc. Adic. V.5) verifica: Mp; (T(t)) = cte.

10. Probar que los autovalores Iy, I, Is de T'(t) (‘momentos principales de inercia’ de S) son
constantes, reales y positivos. Si u(t) es autovector de T'(t), la recta c(t) + L(u(t)), ’en reposo’
(como S) en el sistema de referencia (c(t), B(t)), se llama un ’eje principal de inercia’ de S.

(H2).
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Sean o € Ay F%t) € V (fuerza’ sobre z%), que verifica (2* Ley de Newton): F%(t) =
—
m®(ox?(t))"”. Y sea| F(t) |= 2(11\7:1 F(t). De la definicién de ¢(t) se sigue trivialmente (INERCIA

—
TRASLACIONAL): | F(t) = 0 = (oc(t))" = cte.

11. Sea la curva :: SN etz (t) A m®(c(t)z®(t))’ € V (‘momento angular’ de S
resp. de ¢(t)). Probar que: L. = T(w)

12. Sea la curva :: SOV oz®(t) Am®(ox®(t))’ ('momento angular’ de S resp. de o).
Probar que: L, = L. + o¢ A m(oc)’

13. Sea la curva | M, (t) |= S°N_ 0z%(t) A F*(t) (*torque’ sobre S respecto de o). Probar que:
M, = (LO)I
N :
14. Sea la curva | M.(t) = > ., c(t)z*(t) A F*(t) (’torque’ sobre S respecto de c(t)), que

—

verifica: M.(t) = My(t) + c(t)o A F(t). Probar que: M. = (L)’
Supondremos finalmente (’giréscopo’) que |w(t) es autovector de T'(t) | (H3).

15. Probar (INERCIA ROTACIONAL): |Mc(t) =0 = w(t) = cte.| (si el torque sobre S re-

specto de c(t) es cero, el eje de rotacién de S se mantiene constante).

Este tultimo resultado es el fundamento de los sistemas de piloto automaético en vehiculos
(aviones, coches, barcos, cohetes, etc.). Un ’giréscopo’ es un sélido rigido (H1 y H2), que 'rota
siempre’ (lo que se consigue con un motor) en torno a un eje principal de inercia (H3).

Si el giréscopo es 'pequeno’ (con lo que la atraccién gravitatoria es 'uniforme’ sobre él),
estd 'protegido’ frente a interacciones electromagnéticas y estd ’anclado’ a la cabina del vehiculo
exclusivamente por su centro de masas (lo que se consigue con una ’suspensién Cardan’), entonces
el torque de las fuerzas respecto de c(t) es cero. En tales condiciones, e independientemente de la
aceleracién que lleve el vehiculo, el eje de simetria del giréscopo, que puede cambiar libremente de
direccion, de hecho no lo hace. Si se observa un cambio aparente en dicha direccién, se concluye
que es el vehiculo el que estd girando y se encarga al ordenador de a bordo que restablezca el
rumbo.

Si se 'relaja’ la hip6tesis (H3), el eje de simetria del giréscopo gira ('precesion’) en la direccién
indicada por M.(t). Este es el caso cuando se fija un punto del giréscopo (precesién de la
peonza apoyada en el suelo) o cuando la atraccién gravitatoria no es uniforme sobre el giréscopo
(precesion del eje de rotacion de la Tierra).

VI.8*F (Espacio afin euclideo, enteros y redes cristalinas) Este ejercicio destaca los aspectos
algebraicos que subyacen al estudio de los planos de las redes cristalinas, en particular, al uso
de los llamados 'indices deMiller’.

Sean A el espacio affn euclideo ordinario sobre (V =R3,(,)) y o € A.

Definamos una 'red’ (cristalina) como el conjunto de puntos =0+ {32 e | 11, 1o, 13 €
7}, para cierta base (llamada ’primitiva’, no necesariamente ortogonal!) : {e1,e2,e3} de V.

Un plano afin IT C A se dice 'plano de R’ si contiene 3 puntos de R no alineados (= ’afinmente
independientes’, VI.1.6). Denotando esos puntos como a = o + Z?:l aei, b =0+ Z?:l bie; y
c=o0+ Z?:l cie; (con aj, bi,c; € Z, 1 <1 < 3), se tiene:

I PropAlI.LB.l a+L(a_>b a_>c) _

= (0+ 30 aie)) + {0 (b —ai)ei + A3 01 (ci — ai)ei | Ao, A3 € R} (%)

Probar que, si I es un plano de R, entonces:
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1. Su interseccién con el eje ¢ € {1,2,3} (si no contiene a dicho eje ni a 0) es 0+ ¢;/r;, donde
r; € Q (no necesariamente r; € Z) y donde r; = 0 si II es paralelo a el eje i.

2. Tiene por ecuacién cartesiana (en el sistema de referencia {0, B} de A) 32 nz; = n,
donde ni,no,n3,n € Z

3. Contiene infinitos (m4s concretamente, una infinidad doble de) puntos de R
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VII. EXCURSIONES
Sistemas incompatibles y Minimos cuadrados

En 1920’s, E. Hubble observé (Mt. Wilson, California) una relacién curiosa entre los 'desplaz.
al rojo’ 21, ..., 2y, de (una muestra de) galaxias lejanas y sus ’distancias’ d1, ..., d,, a la Tierra.

Se sabfia que las frecuencias de todas las 'rayas espectrales’ de la radiacién recibida de cada
galaxia presentaban un desplazamiento relativo uniforme (y hacia menores frecuencias) respecto
de las 'mismas’ rayas de la radiacién emitida en la Tierra, lo que permitia definir (con gran
precision) el pardmetro adimensional z; := (fZ,,/fie.) —1 >0, con fi v fi.. las frecuencias de
emisién de la galaxia (supuesta como en la Tierra!l) y de recepcién (respectivamente).

Hubble estimé §; (via ’cefeidas’, y con ’incertidumbre’ +(E; > 0)) comparando luminosidad
aparente [; (potencia recibida por u. de drea) y lumin. absoluta L; (potencia emitida, supuesta
conocidal), segun: L; L 4w5?li, = 0; = \/L;/4ml; (~ §; distorsiona la distancia 'propia’ actual).

La 'Ley empirica de Hubble’ (LEH) afirma que existe una constante cH, * (= 13, 8-10° anosluz,
estim. actual) t.q. |8; ~ cHy 'z (1 <i<m)| con |§; — cHy 'z| < E; siz $0,1 (1<i<m).

La LEH es una estupenda ley de la naturaleza. Precisémosla algo més ~~

Sean un conjunto C, dos 'variables’ z,y : C — Ry una 'muestra’ M = {(z1,91), ..., (Tm,Ym) }-

(Teor. VII.2.1.1) Si (al menos) k+1(< m) de los x; son distintos, entonces existe un dnico
polinomio (de grado < k) pM(a:) =ao+az+ ...+ arx® que ‘ajusta M por minimos cuadrados’,
esto es, que minimiza (frente a otros polinomios de grado < k) la suma de cuadrados €3+ ...+¢€2,
de los 'residuos’ €; := y; — pM(z;) (1 <1i < m).

1 T1 IEIf ag Y1

1 X2 mlzc a1l Y2
Demostr. Sean A= | = ) €EMywarn(R), X =1 . y C=

1 o ok aj, Ym

. . Teor. 1.5.4.1 & Ej.Resueltol.8
La hip. equivale a que rg(A) oot L) Resueltol® 4 1 g (A es 'de rango pleno por cols.”).

Sea el sist. ("funcién de regresién muestral’, con y 'regresando’ y x 'regresor’) S : AX = C
(en gen., incompatible) y busquemos columnas X (llamadas ’soluciones minimo-cuadraticas’)

que minimizan la norma [|AX — CLH =+ .. +é (Teor.<I:£.3.9.3 tales que AX = pry(4)(C)).
Pues bien, resulta que dichas X son precisamente (Teor.VII.2.1.1(1)) las soluciones del sist.

S": AtAX = A'C (siempre! compatible). Ahora bien, rg(AtA) Lema VIL1.2.2(2), en R rg(A) aibes
k+1, feor. I.4:.2>.4(c:>a) AtA (€ M 1(R)) es regular, 135 67 tiene sol. tinica | X = (AtA)~ 1A' C |

Ocurre que, si M es ’ajustable por minimos cuadrados’ por un polinomio de grado < k,
también lo es (mismo Teorema) por un polinomio de grado < k — 1. Pero al disminuir &, crece
(mismo Teorema) el valor de €3 + ... + €2, (en el otro extremo, si k + 1 = m, entonces AX = C
es compatible y €1 = ... = €, = 0, ver Interpolacién de Lagrange, [MS] I11.3.4).

Supongamos que cada valor y; (1 < i < m) viene dado con una ’incertidumbre’ +(E; > 0).

-~

;Cudl es el miimo grado del polinomio de ajuste p* (z) de forma que | |¢;| < E; (1 <4 < m)

En la LEH, dicho minimo es 1: el tinico pol. (de grado < 1) pM(2) = ag + a1z que minimiza
(frente a otros pols. de grado < 1) la suma de cuadr. €2 + ... +¢2, de los residuos ¢; := §; —pM(z;)
tiene por coeficientes ag = 0, a1 = cH, ' y cumple (clave!): || < F; siz <0,1 (1 <i<m).

No siempre es asi: en una empresa, intentar ajustar (por minimos cuadrados) las variables
"produccién’ z y “costes’ 3 por un polinomio (de grado < 2) pM(z) = ag + a12 + azx? darfa lugar
a un 'coste marginal’ (lo que cuesta producir una unidad mas) Ymarg := ﬂl% = a1 + 2a9x, que
carecerfa de un minimo estricto (para algun valor de x positivo), lo que se considera absurdo.
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Orientacién en espacios vectoriales y Orientabilidad del ’espacio’

Entre las bases (ordenadas!) de cualquier esp. vect. V' sobre R puede definirse la relacién

binaria: (B ~ B’ "L pp R det(P) > 0), que es (!) de equivalencia. Pero det(P) > 0 6

det(P) < 0, con lo que s6lo hay dos clases de equivalencia (= orientaciones de V): OT y O~. En
V =R", la base canénica Bea, = {€1, ..., e, } se asigna (por definicién) a la orientacién O7.

En el esp. vect. euclideo (R3, (, ) ...1), hay un prod. vectorial A (definido en I1.3.10) basado en
la orientacién O* [si {z,y} es lin. independiente, entonces {z,y,x Ay} € OF, Teor. 11.3.10.1(3)]
y otro prod. vectorial (cuyo resultado es el opuesto al anterior) basado en la orientacién O~.

Nuestra representacién de O™: ’sentido antihorario’ (para la Rot /2 que lleva eg sobre ez) en
R? y (tres primeros dedos de la) 'mano derecha’ (para ej, ez, e, respectivamente) en R3

En el 'mundo fisico’, el ’espacio’ (sin incluir al ’tiempo’) se modela (localmente, en primera
aprox.) como un espacio affn (de 'puntos’, VI.1.1) A = R3, equipado con un espacio vect. (de
"velocidades’) (R3, () ..a1) ‘tangente’ en cada punto ~» En A hay dos tipos de hélices: *dextro’
(si se enrollan segun la Rot, /2 que lleva e; sobre ep, avanzan en el sentido de e3: tornillos,
sacacorchos,...) y ’levo’ (al revés: articulos de broma, bombillas metro NY hasta 1960’s,...).

Si el ’espacio’ fuera (globalmente) un espacio afin, cualquier curva (continua) cerrada que ’ar-
rastrara’ consigo una base del espacio vect. tangente la devolverfa (a la llegada) a su orientacién
de partida (todo espacio afin es ’orientable’). Pero si el ’espacio’ tuviera (!?) una ’direccién com-
pacta’ y (en el simil de ’Planilandia’, usado para visualizar las cosas en dimensién 2) no fuera
un cilindro (también orientable) sino una banda de Moebius (no orientable), cualquier curva
cerrada 'no contractible’ cambiarfa de orientacién a la base tangente arrastrada.

Pregunta: jhay alguna propiedad fundamental (i.e. no-convencional) del mundo fisico que
discrimine entre las orientaciones O" y O~ de cada esp. vectorial tangente? (el 'problema Ozma’,
ver [M. Garduner|, The ambidextrous universe, Basic Books Inc., New York 1964 / trad. en
Alianza). Si la hubiera y el ’espacio’ tuviera alguna ’direccién compacta’, serfa mas adecuado
modelarlo por un cilindro (en el simil de Planilandia) que por una banda de Moebius.

e ;Biologia terrestre?: Los aminodcidos (que constituyen las proteinas) y las 4 bases nucle-
otidas G, A, T, C' (que constituyen los dcidos nucleicos) forman casi siempre (aunque no siempre,
ver Moléculas especulares, IC Enero 2014) hélices levo. Pero ello se cree debido a las ’condiciones
iniciales’ ~» la Biologfa terrestre no discrimina entre las orientaciones O" y O~.

e ;Magnetismo?: Una corriente eléctrica I = quv, (carga g con signo +) crea un campo
magnético By(z) = 421 A u, (Ley de Biot-Savart), con A el prod. vectorial basado en O

Pero el sentido de B es por definicién el sentido Polo N +— Polo S (magnéticos) y la distin-
cién entre Polo N y Polo S es convencional: en un cuerpo, es su ‘'momento magnético’ (suma
vectorial de los momentos magnéticos originados por el 'movimiento orbital’ y por el ’spin’ de
sus electrones y ntcleos) el que hace de él un imén, y se llama (por convenio) Polo N al extremo
senialado por dicho momento magnético ~» el Magnetismo no discrimina (contra lo que pensaba
E. Mach, finales s.XIX) entre O y O~

e Pues bien, las 'Interacciones débiles’ (ID) discriminan entre las orientaciones O y O~:

En la ’desintegracién beta’ del cobalto (3(7)00 — ggNi + e+ ) a temperatura ~ 0°K y bajo
un potente B, los electrones se emiten (paralelamente a 2B pero) con mayor probabilidad (!!!)
en el sentido que nuestro convenio asigna a % (Ch.S. Wu, U. Columbia, 1956, sugerido por T.D.
Lee y Ch.N. Yang, premios Nobel 1957). Asi, las ID permiten ’identificar experimentalmente’
el sentido que nuestro convenio asigna a 8, por tanto el producto vectorial A como aquél que
cumple B(z) = £&1 A u,, por tanto la orientacion O (‘'mano derecha’) como aquélla que

27r
cumple {I,uz,Br(z)} € O ~~ las ID orientan (fisicamente) el ’espacio’.
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Espacio dual e Interpolacion de Lagrange

Sean un conjunto C, dos 'variables’ z,y : C — Ry una 'muestra’ M = {(z1,91), ..., (Tm, Ym) }-

Se trata de encontrar una funcién f : R — R cuya ’gréfica’ (i.e. el conjunto {(z, f(x)) | z € R}
‘interpole’ la muestra M (i.e. aventure un valor de y para valores de x no incluidos en M)

Se requiere interpolar (frente a ajustar por minimos cuadrados, [MS] VII.2.3 / Excursién
1) siempre que los valores y; (1 < i < m) vienen dados ’sin incertidumbre’. P.ej. cuando, en el
perfil de un automévil (o viga, o ala de avién) a disenar, ciertos puntos con ’abscisa’ dada deben
‘estar a un altura’ (o ’soportar una fuerza’, o 'tener una inclinacién’) prescrita de antemano.

Las funciones de interpolacién mds sencillas (para evaluar, derivar e integrar) son los poli-
nomios. El siguiente resultado (que refina un caso particular de la Excursién 1) es fundamental:

(Teor. I111.3.4.4) Si x1,...,xm son todos distintos, entonces existe un unico polinomio (de
grado < m —1) pM(x) =ag+ a1z + ... + am_12™ ! que ’interpola M, esto es, que verifica:

pM(z) =y (1 <i<m). A saber: |pM(z) = >t ijj-V[(w) (1), con (‘polinomios basicos de

interpolacion de Lagrange’) | LY |(z) == 2= . 2=tm - [N |(p) 1= =2 Emed
1z ... :L‘g”_i ag Y1
e
Dem. Sean = 1 33.2 xz‘ e M,(R), X = a,l yC = y'2
i :cm xm‘_l arr;fl ym

Los coeficientes a;—1 (1 < ¢ < m) del polinomio buscado son precisamente (inmediato)

MS] Ej.Resueltol.
las soluciones (si las hay) del sistema de ecs. lineales AX = C. Pero det(A) [MS] Ej Resueltol 8

s j(x; — ) # 0 (m(m — 1) /2 factores), '%5 o] sistema tiene solucién tnica (2).

Puesto que se ofrece un candidato a solucién, lo mas cémodo es comprobar que de hecho lo
. _ ! .. (1) .
es. Y en efecto se tiene: Lé\/[(a:z) = Hzl(#):l% =d;; (Vi,j) (3),= pM(x;) =y (Vi) W
Esta expresién de pM (z) es 'incémoda’ de manejar (p.ej. si se afiade un par (11, Ymi1) @
M, hay que recalcular los L;VI ) ~ se usan otros métodos mds eficientes para calcular p™ (p.ej.
la férmula de Newton, [IR] J. A. Infante, J. M. Rey, Métodos numéricos, Piramide 2007, 6.2.2).

De hecho, para interpolar se usan més bien los ’splines’ (i.e. 'polinomios a trozos’, [IR] 6.3).

Y sin embargo, esta expresién de p se relaciona directamente con el espacio dual (Py,_1 (R))*:

(Pr. II1.8.4.1) Ya € R, la ’evaluacion en a’ : Pm—1(R)—=R,p — p(a) es una forma lineal
Dem. E,(Ap1 + A2p2) := (A1p1 + A2p2)(a) = M Eu(p1) + A2Eq(p2) [+ Lema II1.1.1.1] W

(Pr. I1I1.3.4.2) Si los x; son todos distintos, entonces {Eqy,, .., Bz, } es base de (Pm—_1(R))*

Dem. En las bases 8 = {1,z,...,2™ '} y 8* = {(p(z) — ag) , ..., (p(x) — am-1)}, es (Vi):
M3(Ey) 2 (Byy(1) By (@) oo By, (2™ 1) = (Lay 2?0, Y By — (1,2 ) e,

i &
. ILL7 o4 ¢ T9(AD=m ..
Se sigue: (Ey, ... Ey,,) = [*AY, 7= {E,,,..,E;, } es (Prop. I11.1.6.1) lin. indep. W

(Pr. I11.3.4.8) Si los x; son todos distintos, B = {L},..,LM} es base y B* = {F,,,.., By, }

Dem. E,, (L) := L} (2;) 2 6,5 (vi, j), = B es b. de P 1(R) LM 4.+ ALY =0 =

II1.1.4 . Prop. I111.3.1.2
07 =" ME, (L) + o+ M By (LMY = X; (V9)), V=" B*={E,,...E,,} R

(Obs.1) Denotando A~! = (gij)i;, se tiene: pM(z) = Y1 a;_ 12! @ > i1 gy, @
L;-V[ =>", gzt (Vj), = B L7 BA~L como debe ser ya que B* = *A? (Prop. 111.3.1.3)

(0bs.2) Vp(# Az) € P(K), la ’evaluacion de p’ : K — K,a — p(a) no es lineal!
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Autovalores y Algoritmo de ordenacién de Google

En 1998, S. Brin y L. Page idearon (Stanford, California) el algoritmo PageRank, que es el
que (en primera aproximacién) utiliza Google para ordenar 'por su importancia’ los resultados
de una busqueda de paginas web.

Los dos axiomas del modelo son (lo que sigue estd libremente tomado de [I] J.A. Infante,
Algoritmo de ordenacion de Google. PageRank y Algebra lineal numérica):

1. La red es un grafo orientado, con N (> 10, en la actualidad) vértices (= paginas web)
P; (1 <i < N) entre los que hay enlaces ’dirigidos’. Definiendo :: 1 6 0 segiin que haya

o no enlaces que lleven de P; a P; (Vi,j con i # j) y ': 1 (Vi), se obtiene una matriz
M = (mij)i; € My (R), cuya fila i (respectivamente, columna j) contabiliza, segtin procedencia
(respectivamente, segin destino) los enlaces que llegan a P; (respectivamente, que salen de P;).

2. La ’'importancia’ de P; (= 'probabilidad de llegar a P;’) es la suma de un término fijo
(= ’aleatoriedad’) y de otro que a su vez depende de la importancia x; de los P; que llevan a P;:

- = mij
zi= (1= d)y +d 0L, ga| , con E—ZN L_(>0), = (1)

i=1Tij

(para cierto 0 < @ < 1, Google toma d = 0,85). El producto m;;z; representa la 'importancia
relativa del vértice P; para el P;’” (tanto mayor cuanto menor es la "promiscuidad’ Zf\il m;; del
vértice P;). Por construccion, Zf\il mi; =1 (*), con lo que también Zf\;l x; = 1 (lo que resulta
esencial para interpretar los x;’s como 'probabilidades’):

Zﬁlwig(l—deZﬁlZﬁlﬁ%mQ(l—d)erZj-V:le»:» YLz =1| (2)

Sean las matrices E (1);; € My (R) (no es la identidad!!) y E (Mij)ij € My (R).

Y sea la matriz E (aij)ij = (1—d)xl+d M € My(R) (3)

Se sigue: x; (L2) (1-d)% Zjvzl xj+ dzyzl Mij & ® Zjvzl aijxj (Vi).

Con lo que el modelo 'podra funcionar’ sélo si Az = (x1,...,xn)p € V, verificando x; > 0
(Vi) y le\il z; = 1, tal que X = AX. Sélo en tal caso, las coordenadas x1, ..., zxy de z podrén
interpretarse como las 'importancias’ de los vértices Py, ..., Pn.

Pues bien, se tiene el siguiente

(Teorema) (Perron 1907, ver [R. Varga] Matrix iterative analysis, Prentice Hall 1962, p. 30)
Toda matriz A € My (R) con coeficientes positivos posee un unico autovalor p tal que:

(a) p> 0 y tiene multiplicidad algebraica 1 (con lo que dim(V,) =1, Prop. IV.1.4.1)

(b) cualquier autovalor v de A wverifica |v| < p (se dice que p es ’dominante’)

(¢) 3z = (x1,...,xN)B que genera el subespacio propio V), y verifica x; > 0 (Vi)

En nuestro caso: al ser (1 —d)+ > 0, la matriz A = (a;;);; en (3) tiene coefs. positivos. Y

. . 3 ~ ! . .
(i) Se tiene: | YNy a; @ (1 —d) + AN gy £ 1(99)|(4), = SN (ai—6,5) = 0 (¥),
Prop. I\:/.>1.2.1(3)

rg(A—IN) < N, dim(Vp) > 1, "2L? 1 es autovalor de A

(i) Si AY = vY con y(# 0) = (y1,...yn) € V, se tiene: [ (SN |yil) = SN, [vyi| =
N N N @i >0 N N 4) N y#£0
> izt ’ijl aijyj’ < Zm‘:l |aij| ly;| = Zj:l(Zi:l aij) [y;| = Zj:l ly;l, = v| <1
Se sigue de (i), (ii) y del Teorema que 1 es el autovalor dominante de A y que Jx =
(z1,...,zN)B que genera Vj y verifica z; > 0 (Vi). Este x es tinico (para cada d) si se exige (2).
Puede encontrarse x (en tiempo suficient. pequeno) por el 'método de la potencia’ (ver [I}).

Prop.I11.1.6.1
=
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Formas cuadraticas y Relatividad especial

A fines del s.XIX la luz se consideraba ya (J.C. Maxwell) una ’onda’, a saber, la que propaga,
en el esp. afin euclideo ordinario A sobre (V = R3,(,)) y con (norma de la) velocidad (respecto
del "tiempo universal?’ | |y respecto de un sist. de ref. rectangular ligado al éter?’) [c]= Vi~

éter —
3-10'9 cm/seg, las variaciones del campo electromagnético [anslogo a como el sonido es la "onda’

que propaga, con velocidad véfﬁe"d" ~3.10% ecm/seg, las variaciones de la presion del aire].

En 1887, A. Michelson y E. Morley intentaron medir (Cleveland, Ohio) la velocidad del

éter resp. de la Tierra, que se mueve con vg ~ 3 - 10% cm/seg resp. del Sol (~ resp. del éter?).

El ’interferémetro’ de MM no podia medir con precisiéon véﬁ‘fﬂm, pero si apreciar retrasos

relativos en la llegada de dos ondas-luz en trayectos de ida/vuelta de igual longitud (2d) en

direcciones || y L a la del mov. de la Tierra. La ’composicién vect. de velocidades’ (CVV) da:
luz

L) Vpg =CHv d d d 2\-1 2d
trayecto || (pgp) : { 5 0 . v: = tpgp(Ve) = ofor T 55 = Cz2fvg =(1-%)tz
oz — (2 —v2)1/2 24 vEy-1/2 2d -
trayecto L (prp) : { U?;Z (- vé)l/Q } = tprp(Ve) = EoniE = (1-2=)" / 2
2. 2 si ve<<c 2 2 24
= tpgp(Ve) — tprp(ve) = [(1 — Z_g) P-(1- 2_5) 1/2] 2?d ~ [0+ 2_5) —(1+ 2%)] 27d - UCL3

!
Valor experimental: #pqp(ve) —tprp(ve) = 0, = v, ~ 0 (lo esperado era ve ~ vg), = vl¥2 = c

(en todas! las direcciones, ’isotropia’) ~» MM (tras muchas polémicas por su interpretacién!)
cuestiona la CVV ~- ver [TW] E.F.Taylor, J.A.Wheeler, Spacetime Physics, 1.5, Freeman, 1966

Un sist. de ref. rectangular (VI.1.2) k = (o = o(7), B = B(7)) en A se dice ’inercial’ (SRI)
si cumple: 2Lo(Tniciar)o(7) = cte. y B() = cte. = {e1, ea, e3} (los cuatro son vectores en V).

El (supuesto) tiempo universal ¢, jes realmente el tiempo medido por todos los SRI?

Sean k = {0, B} y k' = {0, B} [~ coorden. (z,y,z,T L )y & ~ (@Y =y, 2 =z,7 L t)]
dos SRI con velocidad relativa (cte.) [v]=]| %0(7)0’(7) ||I> 0 a lo largo del eje (comuin) e; = €.

Sean ’sucesos’ :: emisién de luz en o'(75) = o(7p) y :: recepcion en o (7g) de la
luz reflejada en un espejo fijo en ', perpendicular al eje €5 y a distancia @ del origen o’. Con

lo que @ ocurre (para k') ’"donde’ P (aunque 'més tarde’) ~ el SRI & es 'comévil’ con Py Q.
; obvio

Asi, x’Q -2 =70, T’Q—T} MM Q—Cd (1) y zg—axp=2Ax , 79 —Tp MR —2(d2+€m2)1/2 (2).
Se sigue: (zgy — 2'p)? — 02(7"62 —7)?2 = —4d? = (zg —zp)? — A (g —7p)° (M) ~ en

el espacio vectorial V' x R asociado al ’espacio-tiempo’ (afin) A x R, MM sugiere una forma
cuadratica : V x R — R con signatura (3,1) dada por (¢ 'homogeneiza’ espacio y tiempo):
<I>(P—Q>) = (zg —zp)*+ (Yo — yp)* + (20 — 2p)* =% (1g — 7p)* , ¥ SRI & con coord. (z,y, z,7)
Postular tal ® ("Relatividad especial’) con sg(®) = (3,1) lleva a predicciones (no intuitivas!)
confirmadas por experimentos a ’altas velocidades’, p.ej. a abolir el papel privilegiado de t ~
Dilatacion del tiempo entre P y @ (medido por un SRI k no-comévil con P y @, respecto

del medido por un SRI £’ comévil): v = fg:f}i @ (d2+§‘§2)1/2 c, A Az = d2(1— Z—j)*l/{ =

~ 1/2 i w0 i
| Te7p (1£2) (d2+Ad:c2)1/2 _ (1+ v?/c? ) :(1_%)—1/2 (3) (51 v;”é 1y styg<e 1>

TIQ_TIP 1—-v?2/c? ¢

Experim. (Rossi-Hall 1941, ver [TW] Exerc. 42): 'muones’ (~ ’semivida’ comévil 7"~ 1,5 -
107% seg, donde T := 122 y N(7/) = N(0)e=9") producidos a altura hg = 6-10% ¢m en direccién
a tierra con |v| = 0,99975¢ llegan (?) en AT ~ 2-10"%seg. Aunque A1 ~ 1337, los detectados

en tierra son, no 21—133 ~ 1070, sino £ del total. Explicacién: At/ &) (1—2—;)1/2AT o~ %AT =3T.
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[6] Cénicas euclideas y Leyes de Kepler

En 1609-18, J. Kepler formul6 (Praga) las tres Leyes (#) que llevan su nombre, a saber, las
orbitas de planetas: (1%) son elipses con el sol en uno de sus focos, (2%) barren dreas iguales en
tiempos iguales y (3%) se recorren con periodos cuyos cuadrados son proporcionales a los cubos
de los semiejes mayores. En 1687, I. Newton (Cambridge) las dedujo analiticamente ~~ Relacién
entre las ctes. de integracién (’del movimiento’) y los 'pardmetros’ de la 6rbita, ver (10) y (13).

Sean ’particula’ (puntual) con 'masa’ M (> 0) situada (‘reposo’) en un punto o (‘origen’)
del espacio affn euclideo ordinario A sobre (V = R3,(,)) y particula o = «(t)(# o0,Vt) (curva
diferenc. resp. del tiempo ¢, derivadas ' / o/, a”,.. € V) con masa m(<< M). Lo que sigue estd
libremente tomado de B. O’Neill, Semiriemannian geometry, Academic Press 1983, p. 453.

Hipdtesis: sobre a actua ’fuerza gravitatoria’ F, = 7”60;% H(O;ﬁu,

(’cte. de Newton’), que la acelera: F,, = ma” (2% ley de Newton). Se sigue ('universalidad’ de la

con |joat]| > 0y G > 0

gravitacion): | o = —GM od/ ||oc|® | (1) (~ 3 edifs. 2° orden en ¢ ~ 6 ctes. (*) del movimiento).
Pr.11.3.10.2(1)

Mom. Angular, (por u.masa) £ := oa A/, = L’

L =| L] es*, = |oa(t) € L(e1,ez),Vt| (6rbita planal) ~» en ’polares’ (r,) con r(o) =0°:

(no afines!!)

aana” 2o, = (|2 = cte.*](2) v s.p.de.

{ T =TCoSY i{ x'=1"cosp — ry¢'sinp é{ x"= 1" cos p — 2r' Y sinp — ry? cos p — ry sin @

y=rsing ’ y'=7r'sinp+ryo cosp ’ y"'=r"sin ¢ + 2r'¢’ cos p — r¢'? sin p 4+ 1" cos ¢
o= (y2' — zy')er + (za' — x2')es + (xy — ya')es =0 (vy —ya')ez = r¥ples, =
Se tiene: S g @20 L]l = r2"| (3), A o +r2p" =0, 20 2" + 1" =0 (4)
6 bien r”727“/<p’ tanp—rp2—ro"tanp | 1) —gm 4) _ —GM
{c’) bien r/+2r/¢’ cot p—rp'2+re’ cot ¢ } - r? ;= ' — TQD 2 (5)
Si LA0( 3, (), el Area barrida, es: A := [ [ dzdy camb. var. [ [drde | det( 3) |=
®) L )
= [ [rdrdp =% [r2(p)dp, = | A" = 3r2(p)@'(t) = L = cte.|(6) (27 &)
i =2r'¢’ =2 s2dr 7
Ec. 6rbita. Se tiene: r/ r=rte) = 4 " e 7d“0 (™) 5
P — + ) &>2r (dr) 2 (:>)
- 2g0 QO - d(pz dlp QO )
a2 20dr\2\ 2 —GM 3) d2r _ GM uEYr | g2 _ GM
= (& - 3@Ep) e ==, 2 3 (dw P )= S B i
Sol. general: u(p) = Hﬁ\l M (1 + ecos(¢ — ©(Tmm)), para cierta cte. (adimens.!) [e]> 0,
. L
(s.p.d.g. ©(rmm) =0°) |r(p) = m (9), con (longitud!)|p = ” ” > 01((10), = rmm = 1+e (11)

Pero la ecuacién (9) describe una cénica (VI.3.1-VI.3.3) de excentricidad e, a saber: elipse
sie <1 (conp=all—e?) = %, VI.3.1), pardbola si e = 1, hipérbola si e > 1 (con
p=a(e? —1)= E, VI.3.3) ~ Si la 6rbita es acotada, serd una elipse (1% #).

Energia (por wmasa) € := + ||o/||*~ 4 = & = (o/, o) +(Loa, o) d )O :> *l(12

T

Y £ L2z cu @1 ( n ||£|| 2GM> © ) (ngz 2G_M> (10 g ( p _2> W)

T'mi 27y Tmi
T hain min min min

e —1= g}% (13) ~» La o6rbita es: elipse si £ < 0, pardbola si £ =0, hipérbola si & > 0.

6
Si la 6rbita es elipse, se tiene (T' = periodo, AT = drea total): T M © Ap M % 027r 72 ()dyp
2

ﬁfQﬂ' dp e<l ™ - T2 4m2p (E) 4m2p p= a(é e) GM (3a .)

2 J0  (I4+ecosp)? | (1—e2)3/2 7 I (1— )3 - GM(1762)3

)-

9)
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Formas cuadraticas e Inercia rotacional / Giréscopos

Los ’giréscopos’ (sélidos rigidos que rotan en torno a un ’eje pincipal de inercia’) son el
fundamento de los sistemas de piloto automaético: si el 'torque’ de las fuerzas resp. del centro de
masas (c.d.m.) es cero, el eje de giro 'mantiene direccién’ (independ. del mov. del c.d.m.).

Sea S = {z%(t) | 1 < a < N(> 2)} conjunto de ’particulas’ (i.e. curvas difer. resp. del
‘tiempo’ ¢, derivadas ') en el esp. affn eucl. ordin. A sobre (V =R3,(,)), con 'masas’ m?(> 0) y

—_ —

rop. 2.2, —_—
Prop V:>2 2 2(1)< rd29, x¥2b >= cte.), Va,b,d (H1)
Dada curva p(t) en A, la curva| c(t) | (centro de masas’ de S) dada por m pé := Eivzl m® W (1),
con - = Ziv 1 m% es (VI.1.1(A2)) independiente (!) de p(t) y verifica (!):
t

—  (H1 3
leat | cte. y < et b > ape. (UL dim(L(cat, cab)) = cte.), Va,b (2)

Resulta que existe (!) base ('mévil’) B(t) = {e1(t), ea(t), e3(t)} = BeanP(t) de V' ortonormal
(PI 362 pip I3) tal que (escribiendo czt =D xle;): f o Pril3.63_ o d €5 > >= cte. (3)

Ademds: B' = Beyn P = B(P'P') (4), con (P'P')' "5 PP 2 dey(P1PY) = 0, "M
definiendo f(t) € End(V) por Mp(f) := P'P’, existe e3(t) € V unitario tal que f(eg) = (), =
a

V base B(t) = { , ,es(t)} ortonormal, es Mg(f) = ( § _8 § ), para cierto a(t) € R, =

supondremos (’sélido rigido’): || z%z® ||= cte. (

Vu = (ug,ug,u3)g €V, f(u) Prop. iT.2.1.1 (—aug, auy,0) 5 1310 , Au, con |w(t) = a(t)es(t) (5).
En particular: (cx ) Hl® (BX®) ®) prxe @ B(P'P) X Prop. L1214 f(cx—&) © ezt (6):

resp. de ¢(t), todas las partlculas x(t) de S efectian un mov. de rotacién con vel. angular w(t).

N>2 e.
Sea la forma Cuadr d(t) ( # 0):V — Rdada por ®(u) := Ziv 1 m® || uncz® ||2T 3101

) Za L m® || czt —pL( cat 12 (7) (= ||u/|* 'mom. de inercia’ de S resp. de ¢+ L(u)) y

10(w) =3 Za:l m®|| wAcx® H2 © 1 5 Za L m?| (cx )II? (Cenergfa cinética de rotacion’ de ).
Supondremos (’sélido fisico’): 21(t), ..., 2™V (t) no estdn alineadas ~ ®(t) es definida positiva (H2)
(7) & TedL.3.9.2

La corresp. forma polar ("tensor de inercia’ de S)|T'(t) |: VxV — R verifica: T'(u, v)

Zivzl m® <|| cx® ||? (u,v) — <c:n—>“,u> <c?1> U>> (8), = el corresp. |T(t)|e End(V) autoads.

(Ej.Adic.V.5) verifica: T'(u) = Zivzl m® (H cx? ||? u <c?>l,u> J’), = Mp(T) 23 e, (9),

= los autovalores I, I, I3 de T'(t) ("'momentos principales de inercia’ de S) son constantes (10),
reales (Pr. IV.1.6.2) y positivos (H2). Si u(t) es autovector de T'(t), la recta ¢(t) + L(u(t)), ’en
reposo’ (como S) en el sist. de ref. (¢(t), B(t)), se llama un ’eje principal de inercia’ de S.

Sean o € A, Fo(t) € V (fuerza’ sobre %) y | F(t) = S.N_| F*(t). Entonces (Inercia trasl.):

0 "2 () PPN SN oot (B € m(oe()) = (o)) = ce.
( ~
=Nt Ame(eat) € Nt Amt(waat) @ Tw) (11)
Seund Lolt) = SN oat pmt(ogty VI L0 L Ge @Ry (12)

My(t) =N ozt A Fo P LS O (SN Gl A me(ozt)Y = (L) (13)
= et nre B ag—gen SN e T O Genm@y) 2 (L) (14)

y supondremos (’giréscopo’) |w(t) es autovector de T'(t) | (H3). Entonces (Inercia rotacional):

0" 2 (t) E (Let)) F (T )y L 0wy D L) B [w) = e,
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Esp. afin euclideo, Enteros y Redes cristalinas / Indices de Miller

Sean A el espacio affn euclideo ordinario sobre (V =R3, (,)).

Una 'red (cristalina)’ (abstraccién de un ’cristal’, i.e. de una disposicién periédica de
atomos/moléculas en el ’espacio’) es un conjunto de puntos de A invariante por un grupo discreto
de movimientos rigidos (VI.2.3) que incluye las traslaciones por tres vectores de V' lin. indep.

Fijados red R y ’origen‘ (arbitrario) o € R, se tiene: |R = o + {3°0_ Lie; | l1, 12,13 € Z}| (1),

para cierta base : {e1, ea,e3} (’primitiva’/no unica/no necesariamente ortonormal!) de V.
Un plano afin II C A se dice 'de R’ si contiene 3 puntos de R no alineados. En tal caso:
(a) su interseccién con el eje i € {1,2,3} (si no contiene a dicho eje ni a o) es (!) o+ ¢;/r;, con
ri € Q (no neces. € Z / =0si Il | e;), (b) tiene (!) por ec. cartesiana (en el sist. de ref. {o, B}
de A) Z?:l n;x; = n (para ciertos ni,n2,n3,n € Z) y (c) contiene infinitos (!) puntos de R.
En 1839, W.H. Miller (Cambridge) introdujo los indices de Miller (IM) de (el conjunto de
planos de R paralelos a) un plano II de R de ecuacién Z?Zl r;x; = 1 como la terna de enteros

(My, M2, M3) | con méximo comun divisor 1 y multiplo de la terna (r1,72,73).

Los IM (M7, Ms, M3) de un plano II de R tienen ’ventajas’? (son enteros) e inconvenientes
(si B no es ortonormal, el vector Y %_, Myey no es ortogonal a II). ;Por qué usarlos?

Se llama "base reciproca’ de B a la b. de V' (no neces. ortonormal! / con A el prod. vectorial)

= {o = g2l 6y = e gy e ey TR0 o) = 0y (Fi,5)  (2)
[Nota: &; = T71(¢p;) (1 < i,5 < 3), donde B* = {1, ¢s, 03} es la base de V* dual de B (I11.3.1)
y J:V — V* es el isomorfismo definido por J(z) := (x,.), Obs.1 en II1.3.2]. Entonces:

o Vy = 22:1 niéx (n1,n2,ng € Z) y Vp € R, existe un plano de R por p ortogonal a v (3)

En efecto: el conjunto {p + linge; + lansea — (ling + lana)es | 11,12 € Z} es un plano de R por
2
p y verifica: < v,linse; + langea — (l1ny1 + lang)es > @ 0.

o VIT: 3% | riz; = 1 plano de R con IM (My, My, M3), se tiene E >3 Miép LT (4)

En efecto: < pyy, ei/ri —ej/rj > ® M;/r; — M;/rj =0 (1 <i,5 < 3). Pero jpor qué usar B?
En 1912 M. von Laue (Munich, pr. Nobel 1914) present6 (buen acuerdo con experimentos!)

una teorfa de la dispersion ’eldstica’ (= sin cambio en la "longitud de onda’ \) de luz por cristales.

Si u,u’ € V son unit. en las direcciones ’incidente’ y ’dispersada’ (~ ’dngulo de desviacién’ )

la onda dispersada tiene intensidad méxima alli donde In;, n2, ng € Z que cumplen (!):

/ i 2 / . 3 ’_ .
<en, 5t >=mn; (1<i<3), g:g bt = Zzzl ngék , g:g 4 L1II (para cierto plano II

(4) & n1,n2,n3,M1,M2,M3€Z . !
deR), B (2s1n(%’)>\‘ﬁf;” :>

(~ la dispersién de luz por cristales muestra la "utilidad’ de By de los idices de Miller).

En 1913 W.H. Bragg y W.L. Bragg (Leeds y Cambridge, premios Nobel 1915) imaginaron
esta dispersion eldstica como una ’reflexién’ de la luz en planos de R paralelos (~ dngulo de

“';“ = N1 urp| (para cierto Nip € Z)  (5)

'incidencia’ igual al de 'reflexién’ ) La onda reflejada ’interfiere constructivamente’ alli donde

el ’espaciado’ | d | entre planos paralelos consecutivos cumple (!):|2dsind = nA| (conn € Z) (6)

Pero si II es un plano de R, el ’espaciado’ d entre planos de R paralelos a Il consecutivos es
igual a 1/ ||uy||. En efecto (recordando (3)): Vp = o0+ Z?:l pie; € Ry variando g € R, se tiene:

Prop. VL1.10.1 — 1 Prop. 11391 . |<plpn>| ) . 23 (gi—p) M
d == mlII;ﬁ()HpL(MH)qu == mln¢0w = mm#OZHT

Y puesto que el numerador es un entero positivo y Jay, as,as € Z (identidad de Bezout) tales
que S°% | a;M; = 1, basta elegir ¢ = o+>_7_; (pi+a;)e; € R para concluir que d =1/ ||ugll (7)

()

Se sigue que (5) < (6). En efecto: QSin(%)m = Nn (1) & g=26

2dsind ¢ NpA



